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14. KRUMMUNG

Definition 14.1 (zweite kovariante Ableitung). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei
p € M. Seien & € TyM und 7,9 € V(M). Dann ist V,3 € V(M) und

Ve b= VeVpth — Vg € T,M
heifit zweite kovariante Ableitung von 1 in Richtungen £ und 7.

Lemma 14.2. Die zweite kovariante Ableitung ngw hingt von n nur vermdge |, ab, das heifit, sind
n,n € V(M) mit n|, =1|p, dann gilt:

2 2
Ve = Veqy.

Proof. Wir wéhlen um p Riemannsche Normalkoordinaten x und schreiben in diesen Koordinaten die

Vektorfelder lokal als:
-0
=l k
n=wg g V=Y
Da die Christoffel-Symbole in 0 alle verschwinden erhalten wir:

8 0

; 0
=63

i P’

&Uk

und
;O g 0
Vvenp = 5896@() %p(w W)
_ o 0uh 0
- 50952( )8xj( )8xk ‘p'
Und ebenso:
0 ok o 0
Vi = v”j% wk@) = (8xJ dzk * wk me)
und
Bwk 0 ik
VeV = Vg ( O1d Oxk T n' ija m)
i wk v ] 2¢k‘ _
¢ 8£CZ( )(%Jj )axk ‘p & (0)8331(9:61' (0)8xk ‘p

o orm” o
+&7 (0)97(0) # (0) 9om

p?
womit dann folgt:
N 2 . ork B
2 — i, 7 1,7 m Jjm __
= V2,0 = (€ (0) 55— (0) + €7 00 (0) 522 (0)) 5],
Die Abhiingigkeit von 7 dieses Ausdruckes beschrinkt sich auf die Werte 77 (0), also auf 7|,. O

Folgerung 14.3. Der Ausdruck Vg st wohldefiniert fir &,n € T,M und ¢ € V(U), eine Umgebung
U vom p.

Lemma 14.4. Fir &,n € T,M und ) € V(M) hdngt
R(&n) == Vi b — Vo 9
nur von 1 vermdge Q,Z)‘p ab. Das heifit R(&,m)y € T,M ist fir £,n,v € T,M wohldefiniert.
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Proof. Wieder gilt in Riemannschen Normalkoordinaten um p:

92k . ork
V2 et = (€00 (0)5 o= (0) + En (09" (0) 52 (0) 5 5,

daraus folgt

o S 924k ork )
REns = (€00 - &0 0) (a0 + 2 0) 20,
A 92Uk 924k ork ork o)
= €O 0) (G50 G 0) + FEH0) — T O0) 57,

= O O)(F2E0) - S2(0) 5,

Definition 14.5 (Riemannscher Kriimmungstensor). Die Abbildung
R:T,M xT,yM xT,M — T,M(&n,¢)— R )Y
heifit Riemannscher Krimmungstensor im Punkt p.

Darstellung in lokalen Koordinaten: Sei (z,U) eine Karte von M. Dann wird R auf U festgelegt
durch glatte Funktionen R!, ;1 2(U) = R definiert durch
o o9,0 _, 0
(97 527 ) 37 = Pisg
Wir haben bereits gesehen, dass in Riemannschen Normalkoordinaten gilt:

or ort
l _ Tk Yk
Riyj(0) = —=2(0) — 51£(0).

Man kann nachrechnen (das ist nicht schwer, dafiir aber etwas miihsam), dass in beliebigen Koordi-
naten gilt:

or L
Rl 0) = S25(0) = Tk (0) 4 (T — TR ).
Proposition 14.6 (Symmetrien des Kriimmungstensors). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, set p € M, seien §,n,§,x € T,M Dann gelten:
(1) R:T,M x T,M x T,M — T,M ist trilinear,
(2) R(& ) = —R(n,&)¢,
(3) gp(R(&; M, X) = —gp(R(&;n)x, ),

(4) Erste Bianchi-Identitiit.
R(& ) + R(n,¥)E + R(y, &n =0

Proof. Wir geben nur den Beweis von (3) und zwar berechnen dies in Riemannschen Normalkoordi-
naten um p fiir

(L0 o] 0
_8.%'Z pvn_ax]‘ p7 _8.%'k p7X_axlp
Dann gilt
0 0 0 0
gp(R(g? 77)¢’X) - gp <R<% p’ % p> % p, @ p>
m 0 9,
- a(a( kij(o)ax—m'p’ o7l >
m 0 0
= Rkij9p<ax—m‘p, g p>

= gml(O)Rz]
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Im Folgenden verwenden wir die einsteinsche Summenkonvention sowie die abkiirzenden Schreib-
weisen ;
of o°f
= — d = —
T ok T Oxkox!
fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen.
In beliebigen Koordinaten (und damit auch in Riemannschen Normalkoordinaten fiir x # 0) gilt:
Gijk = Gmi ki + gmil g5
Es folgt, in Riemannschen Normalkoordinaten,
9ij k1 (0) = g (0)T%:  + gmi(0)Ty5 -
Damit haben wir
0 = gijm(0) — gij1(0)
= Gmj (0) zli,l + gmz(o) Z},z — 9mj (O)F?Zk - gml(o)rfik
9mj (0)Rif}.(0) + gmi(0) Rijx (0)

Mit
|l — 1
k—j
<z’—>k>
j—1
folgt es

0 = gmu1(0)Ry3;(0) + gmi (0) Ry (0).
Daraus haben wir
gmi(0)Ry55(0) = — gk (0) R;i5(0),
die Behauptung fiir diese &, 1,4, x.
Mit der Multilinearitét folgt die Behauptung fiir alle €, 1,4, x.

Beispiel 14.7. Sei (M, g) = (R",6). In kartesischen Koordinaten gilt I’fj = 0. Daraus folgt:
Ry =0

oder
R=0.

Definition 14.8. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit R = 0 heifit flach.

Warnung! In der Literatur existieren zwei verschiedene Vorzeichenkonventionen fiir R.

Lemma 14.9. Seien (M, g) und (]\7, g) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, sei f : M — M eine lokale
Isometrie. Seip € M. Dann gilt fir den Krimmungstensor R von M in p und den Kriimmungstensor
R von M in f(p):

dfp(R(§m)) = R(dfp(€), dfpy(n))dfp(¥)
fiir alle §,n, € T,M.

Proof. Sei (x,U) eine Karte von M mit p € U. Dann ist (& := 2o f~1,U := f(U)) eine Karte von M,
wobei U und U eventuell verkleinert wurde (sodass f:U — U ein Diffeomorphismus ist). Da f eine
lokale Isometrie ist, folgt, dass g;; = Gi; : (U) — R, wobei die g;; die Komponenten von g beziiglich
x und g;; die Komponenten von g beziiglich & sind. (Es sit klar dass x(U) = #(U).) Damit sind die
entsprechenden Christoffel-Symbole gleich:

k _ Tk
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und damit sind es auch die Komponenten der Kriimmungstensoren:

I _ Pl
Ryi; = Ry

O

Bemerkung 14.10. Verschwindet der Kriimmungstensor R : T,M x T,M x T,M — T, M im Punkt
p, i.A., nicht, dann gibt es keine Karte um p, fiir die Ffj =0.

Alternativ kann man den Kriimmungstensor auch definieren als eine multilineare Abbildung
R : TpM X TpM X TpM X TpM — Ra R(&U,T/),X) = Q(R(fan)ﬂ),x)

In lokalen Koordinaten setze fiir eine Karte (z,U) um p

Rijrr:xz(U) = R, Riju(z(p)) = R(%7 %7 %7 %)
Dann gilt
Rijki = gmiRpi;-
(Ubung)
Proposition 14.11. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. In Riemannschen Normalkoor-
dinaten gilt dann:

1
9i5(®) = 8 + 3 Rirju(0)2*2' + O(Jl2]).
Proof. Wir wissen bereits
9ij () = &i + O(l|z[|*)
(Korollar 13.23). Wir haben
Gijk = Urigmj + Uiy gmi

Diese Gleichung differenzieren wir nach z!, werten in 0 aus und benutzen, dass die Christoffelsymbole
in 0 verschwinden:

(14.1) 9ij.k1(0) = T%; 1(0) - gm;i (0) + T%5,1(0) - gmi(0).
Wir behaupten:
(14.2) I},(0) + T 5(0) + T} ;(0) = 0.

In Normalkoordinaten ergeben die Geraden ¢t — t - z durch 0 Geodétische. Die Geodétengleichung
lautet dann :

0= I’fj(t x)ztad

Wir differenzieren das nach ¢ und werten in ¢ = 0 aus:

d o oo
0= 7 tioffj(t cx)xta) = I‘%Z(O)xlx’xj.
Damit haben wir fiir jedes k ein Polynom 3. Grades in z , niamlich P*(z) := I’fjl(O)xixjxl, das

identisch verschwindet. Also muss fiir jedes Monom z“z°z7 die Summe der Koeffizienten I’fj ;(0) mit

wialx! = %P7 verschwinden. Dies und die Symmetrie der Christoffelsymbole in den beiden unteren
Indizes liefern die Behauptung.

Mit R},;;(0) = T4, :(0) — T, 5(0) folgt:

R (0) = (T75,:(0) = T'%% 5(0)) gimi (0)
Behauptun, m m m
(14.3) Zprng — (177 £(0) + Iy 5(0) + I ;(0)) g (0)
732DasY amabe — Problem = —(I'7.(0) + 2I'; :(0))gmi(0).
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Also gilt
2Ry (0)z*z! = (=Rgiji(0) — Ryjix(0))z"2!  (Prop. 14.6)
=" (D g+ 2075,4(0)) gmaa™ ' + (T 1(0) + 20771,(0)) gim (0)a*a!
(T + 2055 1(0) gmaa™a’ + T4 (0) + 207 1(0)) gy (0)a*a!
(

9i7.1%(0) + 29;.11(0)) - 2*x
39ij,(0) - ¥l

Dabei haben wir in der mit (x) gekennzeichneten Umformung in der unteren Zeile den Summations-
parameter k£ in [ umbenannt und umgekehrt. Dies ergibt fiir den Term 2. Ordnung in der Taylorent-
wicklung

1 1
591k1(0)2% 2! = 2 Rigji(0) - "o,

0

Lemma 14.12. Sei V' endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit positiv-definiter symmetrischer Bili-
nearform g = (-,-). Seit R: V x V xV x V — R multilinear mit

R(§7 m, ¢7 X) = _R(na 57 1/}7 X) = _R(§7 X5 w)
fir alle &,m,¢, x € V. Dann hingt fir E € Gao(V, g) der Ausdruck

R(&,m,1,¢)
(&) n,m) — (& n)?

nicht von der Wahl der Basis n,§ € E von E ab, sondern nur von E selbst.

K(FE):=

Proof. Ubung. O

Setze

Gir(V,(-,+)) := {k — dimensionale Untervektorrdume von V'}
und
Ga2(M, g) = Upem G2 (TyM, gp).
Definition 14.13 (Schnittkriimmung). Die Funktion K : Go(M, g) — R, definiert durch

R(&n,n,§)
<§7§><n7n> - <§7n>2’

wobei &, 1 eine Basis von E bildet, heifit Schnittkrimmung von (M, g). Hierbei ist R der Riemannsche
Kriimmungstensor.

K(FE):=

Bemerkung 14.14. Die Schnittkriimmung ist nur fiir Mannigfaltigkeiten mit der Dimension gréer
gleich 2 erklért.

Definition 14.15 (GauB-Kriimmung). Ist (M, g) eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltig-
keit, so heifit

K:M— R,K(p) :=K(T,M)
die Gaufs-Kriimmung von M.

Wir Setzen
Q&) = (& &) {(n.m) — (&,m)°.
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Lemma 14.16. Die Schnittkrimmung bestimmt den Riemannschen Krimmungstensor. Es gilt namlich

6R(S,m¥.x) = KE+x,n+P)QE+xn+v)—Kn+x,{+¢)Qn+x,§+¢)
—K(&n+¥)QEn+Y)K1n,§+x)Q(n,§ +X)
—K (1,6 +x)Q, & +x) — K(x,n +¢)Q(x,n + )
+K(§n+x)QEn+x) + K, ¢ +8)Q(n, ¢ +¢)
+E (@, n+x)QW,n+x) + K(x,§ +¥)Q(X, € + )
+K(E9)QE ¥) + K(n, x)Q(n: x) — K (&, x)Q(&, x) — K(n,¢)Q(n, ¢)
fir alle §,m,%,x € T,M, fiir die die entsprechenden Schnittkrimmungen definiert sind.
Proof. Ubung. O
Die Menge der Quadrupel (§,n,v, x) , die dies erfiillen, ist offen und dicht in T, M x T, M x T,M X
TpM Wegen der Stetigkeit legt dies R auf T, M x T,M x T,M x TpM fest.

Theorem 14.17 (Schur). Sein > 0. Hingt K(E), E € T,M, nur ab von p, d.h,

dann gilt
K (p) = const.

Solche Metrik heifit eine Metrik mit konstanter Kriimmeng.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Der Riemannsche Kriimmungstensor an
der Stelle p € M ist eine multilineare Abbildung R : Ty x T,M x T,M — T,M.
Fiir feste £, € T,M erhalten wir die lineare Abbildung

R(& )n: TyM — TyM, b+ R(E ¥)n.
Definition 14.18. Die Abbildung
¢ : TM xT,M — R, ric(¢,n) := Spur (R(S,)n) = Spur (R(-, §)n)
heifit Ricci-Kriimmung (an der Stelle p von der Metrik g) .

Bemerkung 14.19. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit positiv definiter symmetrischer Bi-
linearform g, seien Ey, - - - , E, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von (V, g), das heit g(E;, E;) =
9;; Dann gilt fiir jeden Endomorphismus A : V'V, dass

Spur (A) = g(A(EZ), Ez)
In lokalen Koordinaten: Fiir eine Karte (z,U) von M setze

rici; : T,M — R, r1ic,j(x(p)) :=ric (aal 833)

Lemma 14.20 (Eigenschaften der Ricci-Kriimmung). (1) Die Abbildung ricist bilinear und symme-
trisch auf T, M.
(2) Fir eine verallgemeinerte Orthonormalbasis Ey,--- , E, von (T,M, g|p) gilt:

ric (¢, 7) Zg Ey,m).

(3) FEs gzlt I'lcl] = Zk 1 lk]
Proof. Ubung. y

Lemma 14.21. Die Ricci-Kriimmung ldsst sich durch Mittelung aus der Schnittkrimmung berechnen.
Genauer: Ist £ € T,M mit £ # 0 und ist E», -, E, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von ¢t c
T,M, dann

ric(,) = g(¢,€) > K(Span{¢, Ej}).

Jj=2
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Die Abbildung ric : T,M x T,M — R ist bilinear und symmetrisch. Es existiert genau ein
EndomorphismusRic : T,M — T,,M, so dass

ric (€,7) = gp(Ric(€),7)
fir alle &, € T, M.
In lokalen Koordinaten: Fiir eine Karte (x,U) erhélt man Funktionen Ric] : z(U) — R durch:

R 5l ) = R ()i 5 b
Dabei gilt:
ric;; = Ricfgkj.
(Ubung)
Definition 14.22 (Einstein-Metrik). Eine Riemannsche Metrik g heifit Einstein-Metrik, falls gilt
ric (§,1) = Ag(&m), V& n € T,M,Vp € M,

mit A konstant.
Definition 14.23 (Skalarkriimmung). Die Abbildung

scal (p) := Spur (ric)
heifit Skalarkriimmung im Punkt p M.
Lemma 14.24. (1) In lokalen Koordinaten gilt

scal(p) = Ricj(z(p)).
(2) Fir eine verallgemeinerte Orthonormalbasis Ey,--- , Ey, von (T,M, gl,) gilt:

n

scal(p) = Z ric (E;, E).
i=1
Spezialfall. dim M = 2.

Sei K die GauBkriimmung (das heifit K(p) = K(T,M)), dann ist der Kriimmungstensor gegeben
durch

R(&m,9,x) = K(p)(9(n,¥)g(&,x) — 9(&,¥)g(n, x))-

Daraus folgt fiir die Ricci-Kriimmung

2
ric(&,n = Z R(&, E;, Ein)
=1

2
= K(p)) _(9(Ei, Ei)g)(&n) — g(&, Ei)g(n, E;)
=1

= K(p)(29(&m) —9(&n) = K(p)g(&:n).
Also
ric =K -g
und
scal = 2K.



