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Daraus erhalten wir also:

Urgsn = o 4ul 2grn

Damit ist also ¥ € Conf (S™, gsn).
Die Funktion u, in (16.3) spielt eine groie Role in der Analysis des Yamabe-Problems.

Proposition 16.6 (Obata). Sei M = S", n > 3. Ist g € [gsn] eine Metrik konstanter Skalarkrimmung,
so gibt es C > 0 und ® € Conf (S™, gsn) mit g = C - gsn.

Proof. a) Zeige zunichst: g ist eine Einstein-Metrik. Schreibe dazu ggn = e™2% - g = ¢~ 2 - g mit
p=e"eC®{ "), ¢ >0. Dann gilt:

Ve = —pVu

Vip = -VRe—¢-Vu=¢ (Vu® Vu— V)

Ap = ¢ (Au—|Vuf’).

Da gs» eine Einstein-Metrik ist, haben wir aus der Transformationformel von B:

-2
0=B,, By — (n—2)(V2 — Vu® Vu) — “T(Au+ IVul?)
1 _ 1
= By+(n—-2) 1g0 1(V2g0+ E(Agp) .g).
Daraus folgt
/Sn |Bygn [2dvol, = —(n—2) (By, Vi + — (Ago))dvol

= —(n—-2) By, V2p)dvol, (9(Bg,g) =tr B=0)

K
e

= (n— 2)/ g(div By, V)dvol, = 0,

denn nach (15.10) ist div By = div (ricy — 32 - g) = $Vs,— 1 Vs, = 0, da g konstante Skalarkriimmung
hat. Daraus folgt direkt B, = 0, denn der Integrand ist nicht negativ, und ¢ > 0. Somit ist g eine
Einstein-Metrik.

b) Da die Weyl-Kriimmung konform invariant ist, gilt W, = W, = 0, also hat nach Bemerkung
2.1.24 auch g konstante Schnittkriimmung K, = ¢ € R. Wére ¢ < 0, so wire (S", g) isometrisch zu R"
oder H", ein Wiederspruch. Folglich ist ¢ > 0. Setze C' := y/c. Dann hat § = % - g Schnittkriimmung
= 1. Es gibt also eine Isometrie ® : (S, g) — (S", gsn). Damit ist g = C' - ®*ggn.

O

Folgerung 16.7. Fualls fiir (M, [g]) = (S", [gsn]) das Funktional Q das Infimum annimmt, so geschieht
dies genau auf den Metriken der Form g = ¢®*gsn fiir ein ¢ > 0 und ein ® € Conf, (S", gsn).

Proof. Hat Q das Minimum in g, so ist g ein kritischer Punkt von @) und hat daher konstante Skalar-
krimmung. Die Proposition von Obata liefert die Behauptung. O
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Tatséichlich nimmt @ das Minimum an; der Beweis kommt spéter, wenn wir Zeit haben. Damit
kénnen wir die Yamabe-Konstante von (S™, [gs»]) nun explizit angeben:

Y(S" [gsn]) = Qlgsn)

fSn Sgen VOl g

vol(gsn )/
— nfn— 1)(woll(gse )P = n(n — 1)(vol(gsn))*/"
gL/ng(n+1)/n
= n(n-— W

Solange wir nicht wissen, dass das Minimum angenommen wird, wissen wir nur, dass einerseits nach

Bemerkung 15.12 Y (S™, [gsn]) > 0 und andererseits
AL/np(n+1)/n
n nl) > -1

Lemma 16.8. Sei (M,g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3.
Dann gilt:

Y(M,[g]) = ainf{Qy(f)|f € H' (M), f # 0},

wobei

Q) = /Muwr? T as,| f?)dvol,,

Proof. Der Beweis foglt aus:
1). C°° C H' ist dicht (bzgl. H'-norm).
2). Mit h € H'(M) ist |h| auch in H*(M) mit [,, |Vh|*dvoly = [, |V|h||*dvol,.
O

Lemma 16.9. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 und
3 C M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimension > 3. Dann gilt:

Y (M, [g]) = inf{Q,(/)|] € C(M). 35> 0 : fl,, 5 =0},
wobei Us = {x € M | dist(z,X) < 6}
Proof. Setze zunéchst

V(M g]) i= mH{Q,(£)1f € CX(), 35 > 0+ fl,, ) = 0.
Aus

{feC>®(M),36 >0: f\Ué(E) =0} Cc C®(M) c HY(M),
folgt dann

Y(M,[g]) <Y'(M,g]).

Wir sollen noch Y'(M, [g]) < Y (M, [g]). Wihle eine glatte Abschneidefunktion n: R — R mit n > 0
und

0, firt<l,
nit)={ <1 firl<t<2,
1 fiir ¢ > 2,

Zu e > 0 wihle f € C°(M) mit Q4(f) <Y (M,[g]) +¢. Zu 6 > 0 setze

fs(z) == f(x)- 77(% dist(w,a)).

Da ¥ C M kompakt ist, ist fiir hinreichend kleines § die Funktion = — dist(x, X) auf der offenen Teil-
menge {z|0 < dist(z,X) < 26} glatt. Somit ist dann f5 € C*°(M) und fs = 0 . Aus majorisierter

Konvergenz folgt

‘Ué(Z)

1 fsllze = [1f]|ze
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und
Sq - f2dvol — Sq - f2dvol
g Jé g
M M

mit 0 — 0.
Fiir den |f|-Term in ), haben wir:

. . 2
/|Vf5|2dvol _ /‘Vf.noww-(n'ow)lvcnst(-,z)
M M

5 5
= / |V f5|*dvol
M—Uszs(%)

+/ Vf-no
Uss (B(=Us (%)
=:I+1I.

dist(-, %) 2

dist(+, >)
) §

)19 dist(-, %)

+f-(o 5

Der erste Term I konvergiert mit majorisierter oder monotoner Konvergenz gegen | vV f2dvol. Fiir
den zweiten Term I finden wir:

I < 2/ <|Vf|2+f2-(n’oM)2%>
Uss (2)—Us (%) 0 0

1
< C- (1 + = )dwvol
52
Uz (%) =Us(%)

1
< O (14 g5)vol(Us (%)),
Mit vol(Uss(8)) < Co°U™ haben wir 1T < (14 62)6% — 0. Hier haben wir V dist(-, %) = 1 benutzt.

In der Abschiitzung von vol(Uss (X)) < C6°4M verwendt man dem Satz von Fubini.
O

Lemma 16.10. Sein > 3. Es gilt

fRn |ngn f|2d$
m —
0% feH(R) ([pn | fIPda)?/P

Proof. Verwende Lemma 16.9 auf M = S™ mit n > 3 und ¥ = ey an, denn codim (X) = n > 3 und
erhalte

Y(S", [gsn]) =

Y(S", [gsn]) = inf{ Qg (/)If € C(M) 236> 0 flp .y =0}
Fiir ein solches f haben wir:
Qggn (f) - Qa*(4u€72an)(f)
Q4u11772an (f 0 0-71)

= Qu(4P-uy-fool)
= Qan(ul'foo-il)’

mit uy - foo~! € CP(R™). Daraus foglt

A Veon VfI2d
Y (S™, [gsn]) > in fR | IR 1l x.
0£feH ®Y)  ([gn | fPdz)?/P

Umgekehrt setzt sich auch fiir jedes ¢ € C°(R"™) die Verkettung ¢ o o zu einer glatten Funktion
auf S” fort, die in einer Umgebung von ey verschwindet. O
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Damit haben wir

Y(S" [gsn]) = Inf{Qgen(p)|pecee @)
Vol2d
_ inf{l . M lpe CSO(R")}

a ol
11
a0,
wobei o, die beste Konstante in der Sobolevschen Ungleichung. (Definition 17.10) Wir erhalten somit:
4(n —1) 1

T T2 V(ST [gsn))

Proposition 16.11. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n >

3. Dann gilt:
Y(M,[g]) <Y (S", [gsn])-

Proof. Wahle eine glatte Abschneidefunktion  : R — R mit 0 <7 <1 und

1, firt <1,
nit)={ <1 firl<t<2,
0  fiirt>2

17. DIE SUBKRITISCHE GLEICHUNG

Wie zuvor ist in diesem Abschnitt (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-

mension n > 3 und
2n n—2

kS L B
n—2 4(n—1)
Das Yamabe-Funktional
E . 1
Q) = g i El) = [ GO &5y

Wir haben schon bewiesen: fiir f > 0

[ ist kritischer Punkt von Q, < Y(f)= a-Qy(/) - fP

e

& §= fP2. g hat konstante Skalarkriimmung

Qy(f)
1F1P=2

Definition 17.1. Fiir s € [2, p] setze

Q) =B p e mian - o)
172,

und
Yi(M,g) = if{Qy(f)|f € C™(M) —{0}}
= inf{Qy(f)If € C=(M) — {0}, f > 0}
= inf{Qy(f)|f € H' (M) —{0}}

Lemma 17.2. Wir haben:
1)
_ aQ;(f) 'fs_l
152

Insbesondere, falls f > 0 das Funktional Q, minimiert und ohne Einschrdnkung || f||rs =1 ist, so gilt

Y(f) = aYy(M,g) f*".

[ >0 ist kritischer Punkt von Qj < Y (f)
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2) Q;(f) > _HSQHL(S/2)-

Proposition 17.3 (Yamabe). Sei (M, g) eine zusammenhdingende, geschlossene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimensionn > 3. Sei2 < s <p= % Dann gibt es eine Lisung f € C®(M), f >0
des subkritischen Ezxtremalproblems, d.h.

Qy(f) =Ys(M,g)
(und ohne Einschrinkun gist || f|lrs =1).

Proof. Sei f; € C*°(M), f; > 0 eine Minimalfogle mit Q;(fl) — Ys(M, g). Ohne Einschrinkung sei
Il fillLs = 1. Wir berechnen:

il = /M(\Vfi\erff)dvol
= aEy(fi) + /M(fl2 — asy f?)dvol

= WQf) + /M<f3 ~ as, f2)dvol
ca+ 517 < c.

Damit ist f; beschrénkt in H'(M), und nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt f; — f schwach in
H'. Nach dem Kompaktheitssatz 17.12 ist die Einbettung H'(M) C L*(M) kompakt fiir alle s mit
% >1- %, also fiir s mit s < p. Somit ist f; — f in L® und insbesondere ||f||zs = lim; o0 || fillzs = 1,

also f # 0.
Mit f; — f in L* gilt auch f; — f in L?. Man kann leicht zeigen:

/ 8¢ - f2dvol —>/ Sq - f2dvol.
M M
AuBerdem gilt mit f; — f in H' insbesondere Vf; — V£ in L? und daher:

IVfllz: = ,lim/ (V i,V f)dvol
1—>00 M
< liminf IV fill 2 - [V £ 2,

IN

also [|[V ]2, < liminf; o0 |V fi]|z2, d.h., das Funktional ||V - ||* unterhablstetig bzgl der schwachen
Konvergenz ist.
Schlieflich ist:

Yi(M,g) < @Q9(f) = Ey(f) <liminf E,(f;)

i—00

= liminf Qy(f;) = Ys(M, g),
11— 00
also Q5 (f) = Ys(M, g). Damit erfiillt f auch die nichtlineare gleichung

Y(f)=a-Y(M,qg) .

Wir wenden nun Satz 17.13 mit r = s an, wobei wir beachten, dass nach Voraussetzung s > 5 (s — 1),

und erhalten f € C*°(M) und f > 0. O

Lemma 17.4 (Aubin). Sei (M, g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension n > 3, und sei vol(M,g) = 1. Dann ist die Funktion [2,p] — R,s — Y;(M,g)
monoton fallend.

Entweder ist Ys(M, g) fir alle s € |2, p| negativ oder Ys(M, g) > 0 fir alle s € [2,p]. Falls Y (M, g) >
0, so ist die Funktion s — Ys(M,g) linksstetig.

Proof. Ubung. O
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Lemma 17.5 (Trudinger, Aubin). Sei (M,g) eine zusammenhdingende, geschlossene riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, und sei vol(M,g) = 1. Sei Y (M, [g]) < Y (S", [gsn]). Fiir jedes
s € [2,p) seien fs € C°(M), fs > 0, ||fsllLs = 1 Losungen des subkritischen Problems Qg(f) =
Y (M, g) wie in Proposition 17.3. Dann gibt es ein sg € [2,p), ein r > p und eine Konstante C' > 0,
so dass || fs||or < C fur alle s € [so,p), d.h. die Lisungen sind gleichmdfig beschrankt in L™ (M).
Proof. Fiir s € [2,p) ist fs eine Losung von
(17.1) Af+a-sgf =a-Yy(M,g)- f*!
mit HfSHLs =1

a). Sei § > 0. Multipliziere (17.1) mit f1+2% und integriere partiell:

/ a-Ys(M,g) - [ 0ol = / 1+25 (Af+a-sqf)dvol
M

= /(1 +20)fR |V fo? +a- sy f22.

Wir substituieren nun u := f}*° und erhalten dann mit Vu = (14 6)foV f, :
1426
i / \Vu|?dvol = / (a-Ys(M,g) - u?- f572 —as, - u®)dvol.
(1+4)2
b) Ff & > 0 gibt es nach Satz 17.11 eine Konstante C(g) > 0, so dass gilt:

[y < (1+8)- 0 [VullZs + Cr(E) - fulo
149 n s—

BED Ly @)« [ v, g5 2dvol + o)l
(1437 V(g
1+26 Y (S", [gs
14+0)? Y,(M,g
— 4 T P T s LA+ Cate)

8?2 Y,(M,
= a9l Y(Sﬁwg)])u 120 Al e + (el

< (1+4¢)

IN

(1+¢)

])H Wl e - 1572 pwme + Ca(e)|ullFe

denn (p/2)* = n/2. Mit s < pist s(n—2) < 2n, also = ( 2) < s und folglich | fsll pnes—22 < || fsllzs = 1.
Wir erhalten also:

(1+0)* Yi(M,g)

lullZe < (1 +) 755 Y (S™, [gsn])

lullZe + Ca(e)[full7

und schlieflich

2
(1- 0+ o g v s Il < ol

c) Ist Ys(M,g) <0, so ist Ys(M,g) <0 fiir alle s und somit

(1+6)? Yi(M,g)
(1 ~ 0T s e, [gsm) >0

Ist Y5(M,g) <0, so ist Ys(M,g) linksstetig in s, daher gibt es ein sg € [2,p), so dass % < 1.
Wegen der Monotonie in s ist dann auch

Yi(M,g) _ Y5 (M,g)
Y (87 [gsn]) — V(S [9sn])
fiir alle s € [sg, p). Fiir hinreichend kleine €, > 0 ist somit

lullZo < Cs(e,0) ule.

<1
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d) Fiir hinreichend kleines 6 > 0 und s > s ist 2(1 4 §) < s, also geméss unserer Substitution:

lullze = £ = 1fs s < IFIEE = 1.
Analog ist |Julle = || f1°] e = ||szE§(51+5) Mit r = p(1 + 0) erhalten wir also

HszLT < 03(875)1/2(1"’5) — (.
O

Theorem 17.6. Sei (M, g) eine zusammenhdngende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3, und sei vol(M,g) = 1. Sei Y (M, [g]) < Y (S™, [gsn]). Dann konvergiert fir s — p
eine Teilfolge der Lisungen fs des subkritischen Problems gegen eine glatte positive Funktion f mit

Qq(f)=Y(M,g) und Y(f) =aY (M,g) - Pl

Proof. Die Losungen fs sind gleichméig beschriankt in L” fiir ein 7 > p und fiir alle s[sg, p). Nach Satz
17.14 gibt es eine Konstante C' > 0 so dass || fs||c2.« < C fiir alle s[sg,p). Man kann zeigen, dass die
Einbettung C%%(M) C C%*(M) kompakt, so dass es eine Folge s; — p gibt, fiir die fs, — f in C2.
Damit. Wir erhalten:

Y(f)=ay?!

Insbesondere ist || f||zr = lim; o0 || fs]|zss = 1, also auch f # 0. Nach Satz
und f > 0. Auflerdem haben wir:

mit Yy := limg, ) Y, (M

1)
17.13 ist dann f € COO( )

) =Tl =~ S~ o

Falls Y(M,g) > 0, so ist s — Ys(M, g) linksstetig und damit Yy = Y (M, g). Falls Y(M, g) < 0, so ist
s — Y,(M, g) monoton wachsend, also Yy < Y (M, g). Andererseits ist Y (M, g) < Qq4(f) = Yo, also
auch in diesem Fall Yy = Y (M, g). O

o (fsi) = hmY (M, g) =Y.

Folgerung 17.7. Sei (M,g) eine zusammenhdingende, geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n > 3, und sei Y (M, g) < Y (S™, gsn). Dann gibt es eine konform dquivalente Metrik g
mil

s =Y (M,g).
17.1. Anhang 1. Sobolevsche Ungleichung.

Lemma 17.8 (Gagliardo-Nirenberg). Fiir alle u € C°(R") gilt:
1

ol e < ST 207
Proposition 17.9. Sein > 2. Fiir alle u € C°(R"™) alle p,q < 1 mit % = % —-1
pn
lullr <
Proof. Wende Lemma 17.8 mit ¢ = |u|pnT_1 an. O
Im Spezialfall ¢ = 2 , also 1—1) = % — %, also p = % gilt somit:
n—1.92
Jull, 2, < (25l
Definiere
full, 2,
Opi= SUp .
weCz®n) [[Vull7,
Es gilt also
n—1 2
HuH 20 < \/0,||Vul[fz und 0 < oy, < (m) )

Definition 17.10. o, heiit Sobolev-Konstante von R” in Dimension n > 3.
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In der Ungleichung |ul|2, < 0,|Vu|? gilt fir die Function u = u,, Gleichheit. (Ubung.)
Man kann diese Abschitzungen vom R"™ auf Mannigfaltigkeiten iibertragen

Theorem 17.11. Sein > 2, und sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Dann gilt:

(i) Fir alle p,q > 1 mit % =+ — % gibt es eine Konstante C1 > 0 so dass gilt:

1

q

n—1
n

p
lull oy < 25 IVullza + Cillull za-

(ii) Im Spezialfall n > 3, ¢ = 2 haben wir: fir alle e > 0 gibt es ein C3 > 0 so dass gilt:
2 2
Iul? gy, < (14 )Tl + Callulo
Theorem 17.12. Sei (M,g) = (R",grn) oder (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n > 2.
(1) Dann haben wir fiir alle k,1 € Ny, p,q € [1,00) mit % <

+ = stetige Inklusionen

L1
n ' p

WhHLa(A) ¢ WRP(M).
(2) Dann ist fir jedes p,q > 1, k € Ny und l € N mit % < % + % die Einbettung
WwhHba(vry c whe(M)

kompakt.

(8) Seien k,l € Ny, sei0 < a <1 undl < q< oo mit % <, —%. Dann haben wir stetige Einbettungen

1
HFL (M) ¢ oRe(M).

1
n

HkJrl,q(M) C Ck,a(M)

(4) Seine k,l € Ny, sei 0 < a <1 und 1< g < oo mit % < — =. Dann ist die Einbettung

kompakt.

17.2. Anhang 2. Elliptische Regularitit.

Theorem 17.13 (Globale elliptische Regularitit). Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Die Funktion uL'(M) lése die Gleichung

Au=f
im schwachen Sinne. Dann gilt:
(1) Ist f € W"“’q(M)7 50 ist u € W’“”’q(M). Ferner gibt es ein C > 0, so dass gilt:
[ullwrtza < C - (ullwea + lullLa).

(Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als elliptische Abschitzungen.)
(2) Ist fCH(M), so ist u € C*2%(M). Ferner gibt es ein C > 0, so dass gilt:

[ullgrrze < C - fluflora + [[ullce)
(Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als Schauder-Abschitzungen.)

Theorem 17.14. Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n > 3. Seien K1, K9 > 0 sowie 0 < o < 1 und p = i—’; Dann gibt es eine Konstante
C =C(M,g,K,Ks, ), so dass fiir jedes s € [2,p], jedes r > §(s — 2) und jede schwache Lisung
FLT(M) mit f >0 von Y (f) =X f571 mit mit |\ < Ky und || f||r < K2 folgendes gilt:

(1) f e C®(M).

(2) f=0 oder f > 0.

(3) Ifllcze < C.
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Proof. Sei f € L"(M), f >0, eine schwache Losung wie oben mit 7 > % (s — 1). Dann gilt:
Af=Y(f)—asgf =X\ f1 —as,f € LY,
mit ¢ = Z55. Satz 17.13 liefert dann f € W24, Nach Satz 17.12 haben wir f € L™ mit
nq n S n

=r r
n—2q n(s—1)—2r n(s—1) —n(s —2)
Wiederholung dieses Argument knnen wir zeigen, dass f € L9 fiir alle ¢ € [2,00). (Ubung) Mit
elliptischer Absciitzung haben wir f € H?4 fiir alle ¢ € [2,00). Dann Der Sobolevsche Einbettungssatz
liefert f € C®, wobei wir g so grofl withlen, dass £ < 2 — ¢, Damit erhalten wir:

q n n
Af =M —as,f € O

Die Schauder-Abschitzung lierfert also f € C%®, und auch f € C™.
(ii) folgt aus das Maximumprinzip.

r = >
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18. BLOW-UP ANALYSIS

Theorem 18.1 (Singularitdtenhebungssatz). Sei (M™,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit n >
3. Seix € M und h € LY?(M). Seiu € LI(M) eine schwache Lisung der Gleichung

Au+hu=0

auf M —{x} fir ein ¢ > 5 = L5, Dann ist u eine schwache Losung der Gleichung (A + h)u =0 auf
ganz M.

Proof. Sei p € C°(M). Zu zeigen ist dann:

/ u(A + h)pdx = 0.

M

Nach Voraussetzung ist das richtig, falls = & supp(p). Wihle also eine glatte Funktion 7 : R — R mit
n(t)=1firt<1,0<n(t) <1firte [ 1] und n(t) =0 fiir t > 1. Fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0
betrachte die Abschneidefunktion n. € C2°(M), definiert durch 7.(y) := U(M) Damit erhalten

&€
WIT':

/ u(A + h)pdvol = / u(A+ (1 - 7)) + / u(A + ) (nep)
M M

M
= / u(A + h)(ne).
M

Zeige nun: lim. g [;, u(A + h)(n-¢) = 0.
Setze K := supp(yp).Fiir den Term mit dem Potential A finden wir:

|uhell L1 (ary Cilluh| L1 (k)
Cullhll por2 gy llull L= ()

IN

q—p/2
Cl|ll prs2 gy llull Lo (zyvol (K) @2/

VARVAN

Collhll sz ey [l Laary < o0

Somit ist die Funktion why integrierbar, und folglich lim._,q f u uhn=¢ = 0 nach dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz.
Fiir den Term mit A berechnen wir (mit r = dist(, z)):

A=) = pAn. —2(Vn., Vo) +n-Ap.

Man kann zeigen, dass

Vr C
Ve = I —| < —,
g g
T T
An.| = [nA(=) +n"|V=]|
g g
C
< 2

Fiir ein hinreichend kleines € > 0 ist damit A(n.¢) < Ce~2. Wir erhalten also

\/ u - A(nzp)dvol| < % |uldvol
M €% JBc(x)
< Slullpapge - vol (Be(x)) =1
= Zlulris.e e
< C6_2+n(1_1/q)”uHLq
— 0,

denn

n
—24n(1-1 0eq>—r.
+n(l—1/q) > ¢>
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