94 18. BLOW-UP ANALYSIS

Satz 17.6 knnen wir auch durch die so-gennante “Blow-up-Methode” beweisen.

2. Beweis von Satz 17.6. Sei fs die Losung der subkritischer Gleichung mit s € [2,p). Wir haben 2
Félle.

(a) limsup, -, max fs < oo.

(b) limsup, », max fs = oo.

In Fall (a) haben wir f; < C fiir s € [so,p) mit s > 2. Nach elliptischer Abschétzung und
Sobolevschem Einbettungssatz erhalten wir || fs||cr , < C(K,a) fiir bleibes K € N und o € (0,1).
Dann existiert eine Folge s; ('s; — p), so dass fs, gegen f in C* konvergiert. It ist leicht to nachpriifen,
dass f das Minimum of @), ist. Insbesondere, ist f eine Lésung von dem Yamabe-Problem.

Wir werden den Fall (b) durch die “Blow-up-Methode” ausschlieflen. Sei z, € M mit m; = max f;, ,
und m; — oo mit ¢ — oo (und s; * p). Da M kompakt ist, knnen wir annhemen, dass z — 29 € M.
Wahle die Normalkoordinaten um zg, in den haben wir

9ij(x) = 0ij + O(|2[*)  und det(g;5)(x) = 1+ O(|z*).
In der Normalkoordinaten bezeichnen wir z; mit z. Insbesondere xz; — 0 als K — oco. In der Normal-

koordinaten ist die Gleichung von f,, durch

1 y _
—ﬁaj(\/ 9(2)g" (x)dup, + asg(x)u; = a - Yo ul ™"
g(x
gegebn, mit uy 1= fs, oz~!. OBdA nahmen wir an, dass die Gleichung in |z| < 1 definiert. Nun sezten
wir

(18.1) v(z) = my 'up(Spa + 1),

wobei §, = m,(f_s'“) /2 — 0. (Also ist v} o exp,, eine in einer Umgebung um z loklae definierte
Funktion.) Dann ist vj, definiert in B,, C R"™ mit Raduis p; = (1 — |;)/0; — oo, und erfiillt u; die
Gleichung

1

(182) —Eaj(bk(ﬁﬂ)aw(x)azvk) ‘v =a- Y;kvzk_l’
al (w) = g (0pr + x4) = i

(18.3) bk(m) = \/det g(éijx + mk) — 1,
ck(x) = amy “Fsy(opx + 1) — 0.

Die Konvergenz in (18.3) ist C} _(R™). Nach Definition haben wir
v < vg(0) < 1.
Dann die Abschéitzung liefert
lvkllcze (Br) < C(R),VE > k(R),

wobei Bp ist der Ball um 0 mit Raduis R. Durch diagonalem Verfahren erhalten wir eine Teilefogle

v mit v — v in C3 (R™. Aus (18.2) und 18.3) knnen wir leicht zeigen, dass v eine Lésung von

(18.4) Av—a- P =0,

wobel A = lim; o Y5, (M, g). A=Y (M, (g)), falls Y (M, (g)) > 0. Sonst ist A < 0. (Lemma 17.14)
Wir berechnen

/ vkde = oF - / uF\/gdx
lz|<3o, "

L(xp)
< Ot lluellee = 0pF,

wober aj, = sis—kQ —n > 0. Daher folgt nach Lemma von Fatou

(18.5) / v? < 1.
Rn
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Ahnlich gilt
/ |Vo|2dz < oc.

Sei n € CX(R"™ eine Abscheidefunktion mit 0 < n < 1, 7 = 1 in By und n = 0 in R™\B,. Setze
vr = 1(%) - v(x). Man kann zeigen, dass

/ (IV(v —vg)|* + Jv — vg|*)dz — 0, als R — oc.
Multiplikation (18.4) mit v und Integration iiber R™ liefern

Vv - Vogdr = a - )\/ WP~ Lopdz.

T

R
Mit (18.5) und der Grenziibergang von R — oo erhlaten wir

(18.6) / |Vo|?de = a - )\/ vPdx.
]Rn n

Falls A < 0, folgt aus (18.6) v = const., also v = 0. Ein Wiederspruch. Also haben wir A > 0, und
damit A = Y (M, [g]). Die Sobolevsche Umgelichung liefert

[ol|3, < oa]|Vol2s
= aonY (M, [g)|lv]7-
Also

Y(M’ [9]) > — = Y(Sn’ [QS"])a

aon
ein Wiederspruch.
O
Diese Methode funktioniert in vielen geometrischen Probleme, z B., Minimalflichen, harmonische
Abbildungen und Yang-Mills-Felder.
Mit dhnlicher Idee zeigen wir, dass das Yamabe-Funktional von der Standardmetrik der Sphére
nimmt sein Minimum an.

Theorem 18.2. Fiir n > 3 gibt es eine positive Funktion f € C*(S™) mit Qg (f) =Y (S™, [gsn]).

Idee des Beweises.
a) Seien fs € C*°(S"), f > 0 Losungen des subkritischen Problems Q7 _, (fs) = Y's(S", gsn) fiir
s € [2,p) mit der Normierung || fs||s = 1. Dann ist
Y(fs) = A+ asg,, = a¥i(S", [gsn]) - £

Ersetze nun fg durch f; o0 ®, mit @4 € Isom (S”, gsn) = O(n+ 1) so, dass die neue Funktion, wieder f;
genannt, in ey ihr Maximum annimmt.
Wie vorher sollen wir nur den Fall

lim(max fs(x)) = lim fs(ep) = o0

betrachten.
b) Sei , € Conf (S", gsn) die konforme Abbildung, die auf S*{eq} durch k, := 0~ 0d, 00 definiert
ist. (Biespiel 16.5) Setze

9o = Fagsn = (=2 00)" - gon.,

wobei

Setze vq 1= 32 0 0. Dann ist va(—eg) = a~ (=22 Wihle o, > 0 so, dass vs va,(—€p) "' = fs(—eo)
und setze

(18.7) Wy 1= Va, * (fs 0 Kay)-
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(Die Definition von wy ist &hnlich wie vy in (18.1).) Dann gilt:

ws(—eo) = 1,
ws(2) < oA Ly, (&), fiir 2 € S

Mit aé”’QW = max esn fs(x) — oo folgt ag — o0, als s 7 p.

c). Der wichtige Punkt ist: £, und || - || sind unter der Transformation 18.7 invariant, d.h.,
(18.8) Esn(ws) = Esn(fs)
(18.9) |wsllrsny = N fsllorsn)

Der beweis von (18.9) folgt aus dem Tranformationssatz:
sy = [ vh.fe0 ol

= fs 0 Ko dvolg,
N

= fsdvoly,, = Hsz]Zp(Sn)’
Sn

Der beweis von (18.8) folgt aus dem Tranformationssatz und Konforminvarianz des Yamabe-Operators
(oder (18.10) unten). (Ubung)
d) Aus (18.9) folgt

lwsll3pn < Ci1E(ws) = CLE(fs) < Call fsllm
< Cs|fs| gz.2n/mr2)  (Sobolev)
< C4-(||f§_1\|%2n/(n+2) +||fs\|%2n/<n+2)) (Abschétzung fiir f;)
< Ca (sl D simsny + 1 Fs2ansrey)
< GV + 1130,

da (s—1)2n/(n+2) <sund 2n/(n+2) <2 <s.

Damit ist die Folge (ws)s beschrinkt in H!(S"™, gs») unabhingig von s. Es gibt also eine Teilfolge
s; /' pund ein w € H'(S"), so dass ws, — w in H*(S").

d) Sei Y, der Yamabe-Operator zur Metrik g,. Dann ist

Yo, (fs 0 Ka,) = Y (fs) © Kay,

da kg 1 (S™,94) — (S™, gsn) eine Isometrie ist. Die Funktion wy erfiillt
(18.10) Y(ws) = Y (v, (fsoka,)
= Vi Ya(fs 0 ko)
vh Y (fs) 0 e,
Wit a- Yo(S" gsn) - £ 0 Ka,

= a-Yy(S", ggn)vgs_s . wg_l.

e) Sei nun K C S™ — {ep} kompakt und Q C S"™ — {ep} offen mit K € Q C Q C S” — {ep} Dann ist
o(2) C Br(0) fiir ein hinreichend grofies R > 0. Damit ist

e 2 222
Yo _ et (BRI T oy g
uy |z|? + a2

Die rechte Seite der Gleichung (18.10) ist daher beschrinkt. Mit der elliptische Regularitiat und des
Sobolevschen Einbettungssatzes ist die Folge ws beschrénkt in L"(K) unabhéngig von s.
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Setze nun K := 0~ (B;(0)). Dann ist K; C S — {eg} kompakt und U2, K; = S" — {eg}. Mit der
diagonalen Verfahren und der elliptische Regularitidt kdironnen wir zeigen, dass eine Teilfolge von wsy;,
gegen w € C?(S™ — {eg}) konvergiert in C? (S™ — {eo}).

Wegen ws(—eg) = 1 ist auch w(—ep) = 1 und insbesondere w # 0. Aus w, > 0 folgt ferner w > 0.

f) Wir haben Y (S", [gsn]) > 0 schon bewiesen und somit gilt nach Lemma 17.4, dass lim_,, Y5(S", [gsn]) =
Y (S™, [gsn]) Die linke Seite in (18.10) konvergiert auf S™ — {eg} lokal gleichméflig gegen Aw + assnw.
Die rechte Seite konvergiert gegen a - Y (S", [gsn]) HwP~!, wobei

Aw + assnw
a Y (S [gsn]Jurt
wo w nicht verschwindet. Dort ist H insbesondere stetig. In der Nullstellenmenge von w und in eg
konnen wir einfach H = 1 setzen. Nach Definition wissen wir dass 0 < v, < 1 und damit auch
Ovh~° < 1 fiir s nahe p. Also gilt 0 < H < 1 auf ganz S" und damit H € L>(S*) ¢ L/*(S"). Dann
knnen wir Satz 18.1 benutzen und erhlaten dass, w im schwachen Sinn die Gleichung
Aw + assn = a - Y (S™, [gsn]) HwP !

auf ganz S™ erfiillt ist. In anderen Worten, fiir jedes h € C*°(S") gilt
/ (Ah + asgn)w = / a-Y(S™, [gsn]) HhwP™t.

Damit knnen wir durch die Approximation von w; — w in H! (mit w; € C*) zeigen

(18.11) E(w) =Y (S™,[gsn]) . HuwPdvol <Y (S, [gsn])||w][},-

Andererseits nach (18.9) knnen wir zeigen dass
|lw||r < 1.
Es folgt:
Qe (w) < Y (S, [gn]) w5 < Y(S™, [g5n])-
g) Da Y (S™, [gsn]) per Definition das Infimum von Qg ist, muss Q.. (w) =Y (S", [gsn]) gelten, d.
h. w ist ein Minimierer von @y, . Ferner muss in (18.11) Gleichheit gelten, d. h. H = 1. Somit ist w
eine schwache Losung der Gleichung Aw + assnw = aY (S™, [gsn])wP ™1

h) Man kann zeigen, dass w € L" fiir ein r > ¢. Aus elliptischer Abschétzung folgt dann w €
C>(S™) O
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Das Yamabe-Problem ist durch die folgende zwei wichitge Sitzes bewiesen

Theorem 19.1 (Aubin (1978)). Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 6 und sei M nicht konform flach. Dann ist

Y(M7 [g]) < Y(Sn7 [gS"])'

Theorem 19.2 (Schoen (1984)). Sei (M,g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3 mit Y (M, [g]) > 0 und nicht konform dquivalent zur S™. Sei ferner n € {3,4,5} oder
(M, g) konform flach. Dann ist

Y(M’ [g]) < Y(Sn’ [QS”])'
Insbesondere ist das Yamabe-Problem dann lésbar.



