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Frenet-Gleichung
Satz (Frenet-Gleichungen)

Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, n das
Normalenfeld und « die Kriimmung von c. Dann gilt
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Beweis. Die erste Gleichung ist die Definition der Kriimmung &.
Zur Zweite benutzen wir die folgende Formel

n'(t) = (n'(t),c (t))c' () + (n' (1), n(t))n(t),
denn {c/(t),n(t)} ist eine ONB von RZ.
Beim Ableiten der Gleichheit (¢’,n) = 0,
0=(c,n) = (", n) +{c,n')y = (c,n)=—(c",n)=—k.
Analog wegen ||n||*> = 1 gilt
0=(lln*)" = 2(n",n)

somit wird die Zweite bewiesen.

= (n',n) =0,



Proposition (Invarianz der Kriimmung unter euklidischer Bewegung )

Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Sei A eine
oreintierungserhaltende euklidische Bewegung von R?. Setze

&:= Aoc:I— R2 Dann ist & ebenfalls eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve und es gilt fiir ihre Kriimmung

Kk = K.

Beweis. Die euklidische Bewegung von R?, A : R* — R?, A(z) = Bz + v mit
B € O(2), v € R%. A ist orientierungserhaltend, g.d.w. det B =1, d.h.,
B € SO(2). Wegen ¢&(t) = Be(t) + v fiir alle ¢ € I, gilt beim Ableiten

é(t) = B (t).
Da B eine orientierungserhaltende Transformation ist, gilt es
n(t) = Bn(t).
(det(Bc', Bn) = det(B) det(c’,n) = 1.) Dann
k=@ @),nt)) = (B (t),Bnt)) = (" (t),nlt)) = k. O

Bemerkung. Ist A orientierungsumkehrende, so gilt diesmal

R = —K.



Satz (Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven)

(Existenz) Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine C*° Funktion. Dann
existiert eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit
Kriimmung

k= f.
(Eindeutigkeit) Seien c¢1 und co zwei nach Bogenlinge parametrisierte Kurven
mit Kriimmung k1 = ke = f. Dann existiert eine eindeutige
orientierungserhaltende euklidische Bewegung A mit

co=Aoc.

Beweis. Zurnichst brauchen wir einen Hilfssatz.

Hilfssatz

Sei A : I — End(R") eine C°°-Abbildung. Seien to € I und yo € R™. Dann
existiert genau eine C*°-Abbildung y : I — R™ so dass

y'(t) = A®)y)
y(to) = %o

Ferner, falls yo = 0, dann gilt y(t) = 0 fiir alle t € I.




(Existenz). Sei to € I fest. Wir betrachten die folgende Gleichung
U1 ! 0 f . U1
U2 - —f O U2
V1 €1
(%)w = ()
wobei e; = (1,0) und ez = (0,1). Aus dem Hilfssatz existiert eine eindeutige

C> Lésung (vi,v2) : I — R? x R%. Wir zeigen nun, dassfiir alle ¢
{v1(t),v2(t)} eine positiv ONB von R? bilden. Bei Ableiten haben wir

(vi,v1)) = 2(vi,v1) = 2f(v1, va)
(va,v2) = 2(wg,ve) = —2f(v1, va2)
(v1,v2) (v1,v2) + (v1,v5) = f({v2,v2) — (v1,01)),

insbesondere ((v1,v1) + (v2,v2))’ = 0 und
< <U1,U1> — <U2,U2> )l _ ( 0 4f > < <U1,U1> — (112,1]2) )
(v1,v2) -f 0 {v1,v2) .

Es gilt
(v1,v1) — (v2,v2) _{ leall® = lle2ll® \ _
( <’0171)2> > (tO) N ( <€1762> ) -0



Durch die Anwendung des obigen Satzes, gilt
(v1,v1) — (v2,v2) () =0,
(v1,v2)

fiir alle ¢t € I. Zusammen mit ({(v1, v1) + (v2,v2))" = 0 ergeben sich
[or @1 = lleall = 1, lo2 ()] = llezll = 1, (v (2), v2(2)) = 0

fiir alle t € I, d.h. {v1(t),v2(t)} eine ONB von R? bilden. Die Funktion

t — det(v1(¢),v2(t)) ist stetig und sie hat Werte in {—1,1}. Also

det(v1(t).v2(t)) = 1, d-h. {v1(t),v2(t)} eine positive ONB von R? bilden.
Jetzt setze

(t) = /t ' v1(s)ds.

Die Abbildung ¢ : I — R? ist C°°, und es gilt: c(to) = 0, ¢’ = v1 und
¢’ = v} = fva. Aber v3 = n, das Normalenfeld von ¢, denn {v1(t),v2(t)} ist

eine positive ONB von R?. Folglich haben wir
' = fn,

d.h., die Kriimmung von c ist gleich f. Die Existenz ist bewiesen.



(Eindeutigkeit) 1. Fall. Seien ¢1 und ¢z nach Bogenlinge parametrisierte
Kurven mit k1 = k2 = f und c1(to) = c2(to), ci(to) = ch(to). Es is klar, dass
n1(to) = na(to) gilt, wobei n; das Normalenfeld von ¢; ist. Aus den
Frenet-Gleichungen gilt dann

¢ —ch ’_( 0 f) & —c

ny — N2 _f 0 ny — N2
Durch Anwendung des obigen Hilfssattzes erhalten wir ¢; —ch =n1 —n2 =0
auf I, und daher

Cg(t)

ca(to) + /t: ch(s)ds

c1(to) +/ ci(s)ds = ci1(t),

to

dh C1 = C2.



2. Fall. Im allgemeinen Fall seien c1, c2 nach Bogenlange parametrisierten
Kurven mit k1 = k2 = f. Sei to € I fest. Finde eine oerentirungserhaltende
Transformation A : R*> — R?, A(z) := Bz + v mit det B = 1, so dass

A(Cl (to)) = C2(t0)7
Bcll(to) = C/2(t0)a
Bni(to) = mna(to)-

Aus der Proposition 1 gilt dann
KAoe;, = K1 = f.
Wir wenden den 1. Fall auf A oc; und c2 an und erhalten

A061:CQ.



Definition (geschlossene Kurve)

Eine parametrisierte Kurve ¢ : R — R"™ heiBt periodisch mit Periode L > 0,
falls fiir alle t € R gilt c(t + L) = c(t), und es kein 0 < L' < L gilt, so dass
ebenfalls c(t + L') = c(t) fiir alle t € R. Eine Kurve heiBt geschlossen, falls sie
eine periodische reguldre Parametrisierung besitzt.

Beispiel

c:R — R? ¢(t) = (cost,sint) ist eine periodische parametrisierte Kurve mit
Periode L = 2m. Somit ist die durch diese parametrisierung reprasentierte
Kurve geschlossenen.

Nicht jede parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch:

c(t) = (cost®,sint?).

Definition (einfach geschlossene Kurve)

Eine geschlossene Kurve heiBt einfach geschlossen, falls sie eine periodische
reguldre Parametrisierung ¢ mit Periode L hat, so dass

¢,z : [0,L) — R?

injektiv ist.




Lemma (Winkelfunktion)

(Existenz) Sei c : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve.
Dann existiert es eine C°°-Funktion 6 : I — R, so dass

d(t) = ( ZE:Z((Q )

(Eindeutigkeit) Ferner ist 65 : I — R eine andere C°°-Funktion mit

s cosba(t) . . L . .
c(t) = ( sin 02 (t) fiir alle t, so existiert ein eindeutiges k € N mit

0> = 0 + 2km.

Beweis. (Eindeutigkeit). Angenommen, es gilt zwei Funktionen 6 und

02 : I — R mit
() = cos 0@t) \ _ cos 02(t) ’
sin 0(t) sin 0 (t)
fiir alle t € I. Dann gilt es zu jedem t € I eine eindeutiges k(t) € Z so dass

02(t) — 6(t) = 2k(t)m. Weil 02 — 0 auf I stetig ist, muss k konstant auf I sein,
d.h. es existiert ein eindeutiges k € Z so dass

02(t) = 6(t) + 2km, Vtel.



(Existenz). Wir betrachten zwei Fille.

1. Fall. Die Menge ¢(I) ist in einem der folgenden Halbkreise enthalten:

SR_{( y) € S', x> 0}, SL::{( y) €SH,z <0}
={(z,y) 8"y >0}, ={(z,y) 8",y <0}
Sei die Menge ¢'(I) z. B. in Sg, d.h. ¢§ > 0. Fiir unsere Funktion 6 muss also

gelten
ca(t)  sinf(t)

ci(t) — cosO(t) = tand(?).
Also ist )
(‘, t
= d a 2
f = arctan (0/1(1‘)) + 2k7
mit k € Z.

Wird der Anfangswert 6(a) vorgegeben, so ist k und damit 6 eindeutig
festgelegt.



2. Fall. Im Allgemeinen kann man nicht voraussetzten, dass
c([0,T]) C Sgr, bzw. Si, So, Su. Es existiert aber eine Teiling
{0=:to <t1 <---<tn:=T} von [0,T] so dass

C/([t/,i,t/,yr]}) C Sgr oder S, So, Sy, Vi= {0, 1,--- ,n— 1}

Dies folgt aus der GleichmaBigsteigkeit von ¢’ auf dem kompaktem [0, 7.

Wir wenden den 1. Fall auf ¢([to, t1]) an: Es existiert eine C*°-Funktion
o : [to,t1] — R so dass ¢/ (t) = ( E?I?gsg)) ) fiir alle ¢ € [to, t1].

Dann wenden wir wiederum den 1. Fall auf ¢/([t1,t2]) an mit der
Bedingung 91 (tl) = 90(t1).

Rekursiv wenden wir den 1. Fall auf ¢/([t;,¢:+1]) an mit der Bedingung
0;(t;) = 0;—1(t;), und bekommen wir am Ende eine stiickerwise glatte Funktion
0 :[0,7] — R, die durch 0, ;,,,] := 0: definiert. Sie erfiillt

i+1
1o [ cos6(t)
clo)= < sin 6(t) > ’
Eine solche Funktion 6 ist C'* bei der Eindeutigkeit. O

e Die Funktion 6 misst den Winkel zwischen ¢’(t) und der x-Achse.



Definition (Umlaufzahl)

Sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve, periodisch mit
Periode L. Sie 6 : R — R wie Lemma 1. Dann heiBt

" (0(L) - 6(0))

Ne 1= —
2w

Umlaufzahl von c.

Beispiel

Der Kreis vom Radius r > 0, ¢(t) = (rcos £,rsin L) mit Periode L = 27r.
Der Tangentialverktor ist

) ) .

)

/ —sin £ cos(L +
C(t)_( cosf >_( sin(% +

P

SN

Damit erhalten wir als Winkelfunktion

und somit fiir die Umlaufzahl

o — %(9(%7‘) —6(0) = 1.




Lemma

a). m. Ist stets eine Ganze Zahl, d.h., n. € Z.

b). Sein c1, c2 : R — R? zwei ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurven,
periodisch mit Periode L. Entsteht ca aus ci1 durch eine orientierungserhaltende
Parametertransformation, so gilt

My = My o

Entsteht ca aus c1 durch eine orientierungsumkehrende
Parametertransformation, so gilt

My = =My o

Beweis. a). Die Periodizitdt = cos(6(L)) = cos(6(0)), sin(6(L)) = sin(6(0))
und somit
0(L) — 6(0) € 2nZ.
b) Sie c¢1 = c2 o . Die Parametertransformation hat die folgende Form
\,O(f) = i + To,

fiir ro € R, wobei das Vorzeichen davon anhdngt, ob ¢ die Orientierung erhalt
oder umkehrt.



Ist 2 eine Winkelfunktion fiir co wie im Lemma 1.32. Im
orientierungserhaltenden Fall, ist 81 := 62 o  eine Winkelfunktion fiir ¢1, denn

C/l (t) = CIQ(t ar 'r‘()) = (COS(@Q(t ar T‘(]))./ sin(€2 (t ar 7‘()))).
Aber 0, (t) = 0(t + L) ist auch eine Winkelfunktion fiir ¢;, dann gilt
2(ey —ner) = (62(L) — 62(0)) — (61(L) — 6:(0))
01(L —ro) — 01(=7r0) — (01(L) — 61(0))
= (6i(=ro) = 01(0)) — (6:(—r0) — 6:(0))
0.

Im orientierungsumkehrenden Fall sieht man, dass fiir eine Winkelfunktion
02 fiir c2. Die Funktion 61 := 02(—t + 7¢) + 7 eine Winkelfunktion fiir ¢y ist,
denn dann ist ¢(t) = —t + ro und somit
G(t) = —ch(—t+n0)
= —(cos(O2(—t + ro),sin(f2(—t + o))
= (cos(O2(—t + ro) + m),sin(f2(—t + 7o) + 7)).
Es folgt
27 (ney +ney) = (02(L) — 62(0)) + (61(L) — 61(0))
01(—=L +ro) — 01(ro) + (6:(L) — 61(0))
(61(=L +r0) — 61(0)) — (61 (=L + 7o) — 61(0))
0.



Satz (Umlaufsatz)

Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve hat Umlaufzahl 1 oder —1.

Lemma (Lifting)

Sei X C R™ sternférmig bgzl zo. Sei e : X — S* C R? eine stetige Abbildung.
Dann existierte eine stetige Abbildung 6 : X — R so dass

e(z) = (cosb(z),sinO(x)).

(Sei X C R™ sternférmig bzgl. zo € X, falls fiir jeden Punkt € X auch
die Strecke zwischen = und zo ganz in X enthalten ist, d.h. fiir alle ¢ € [0, 1]
gilt to + (1 — t)zo € X.)



Bemerkung. Ist die Abbildung e : X — S' nicht surjektiv, so lasst sich die
Abbildung 6 : X — R viel leichter angeben.

Sei etwa (cos o, sin ¢o) nicht im Bild von e. Fiir jedes k € Z ist die
Abbildung

: (¢ + 2m(k — 1), 0 +27k) — S' — {(cos po,sin¢o)},
U,(t) = (cost,sint)

eine Homdomorphismus.
Dann definiere 6 := ¥, ' oe: X — (¢o + 27m(k — 1), o + 27k). 0 erfiillt

e(z) = Uy 0 6(z) = (cosf(x),sinf(x)).

Die Zahl k ist dann durch die Bedingung 0(xo) = 0o eindeutig festgelegt.
Insbesondere gilt

|0(z1) — O(z2)| < 2w, Vai,x2 € X.



Beweis von Lemma 1.39. Sei x € X und

e 0,1 — S
ex(t) = e(tz+ (1 —t)xo).

Wortlich wie im Beweis zur Existenz des Winkelfunktion erhilt man eine
Winkelfunktion 8, mit

ex(t) = (cos 0 (t),sin 0. (t))".

0, ist stetig, weil man lokal nach 6, auflésen kann, je nachdem in welches
Halbebene des Kreises man sich befindet. 0, ist auBerdem eindeutig nach
Vorgabe von 6. Fiir das gesuchte 6 : X — R kann dann nur gelten:

0(x) = 0,(1)

und ist somit eindeutig.
Wegen der Stetigkeit von

é: (t,x) = e(tz+ (1 —t)xo) = ex(t)
ist wegen der lokalen Auflsbarkeit auch
(z,t) = 0x(t)

stetig und insbesondere
x> 0;(1) = 6(x).



Beweis des Umlaufsatzes. Durch einer Wahl der euklidischen Bewegung
nehmen wir 0.B.d.A. an, dass c(t) C {(z,y) € R* |z < 0}, ¢(0) = (0,0) und
c'(0) = (0,1). Setze X := {(t1,t2) € R*|0 < t1 < t» < L}. Wir betrachten
die stetige Abbildung
(t2) — c(t
elte) melt) 4 und (1, 8) # (0, L),

S . lle(t2) — e(t)ll

@ 2 — g ("( 1, 2)7 C/(t), iy = i = &
—C/(O), (tl,tg) = (O,L).

Die Abbildung e ist wohldefiniert und stetig, weil ¢ als einfach geschlossen
vorausgesetzt wurde. Wir wahlen eine Funktion 6 : X — R fiir e wie in Lemma
3. Wegen e(t,t) = c/(¢) ist t — 0(t,t) eine Winkelfunktion wie in Lamma 1.
Also die Umlaufzahl ist

2mne = 0(L, L) — 6(0,0) = 6(L, L) — 6(0, L) + 6(0, L) — 6(0,0)

Wir werden zeigen, dass 8(L, L) — 6(0,L) = =, 6(0, L) — 6(0,0) = 7. Es folgt
ne = 1.



Wir werden zeigen, dass (L, L) — (0, L) = =, 6(0, L) — 0(0,0) = 7.

Nun betrachten wir das Intervall {(0,¢) € R*|0 < ¢ < L}. Fiir alle
0<t<Le(0t)= 29 € {(x,y) € R? |z < 0}. Also ¢(0,t) € S* — {(1,0)}
fiir alle t € (0, L). Wegen der Bemerkung nach Lemma 3 nimmt ¢ — 6(0, t)
sein Bild in einem Intervall der Form (27k, 2w (k + 1)) an, k € Z. Wir haben

e(0,L) = —c'(0)=(0,-1) = 6(0,L) =3 +2nk
e(0,0) = ¢/(0) = (0,1) = 0(0,L) = Z + 2k,

somit gilt
6(0,L) — 6(0,0) =



Analog ist (—1,0) nicht im Bild der Abbildung
t—e(tL)= \rc?tg\l {(x,y) € R? |2 > 0} und wir erhalten
O(L,L)—0(0,L)=m
Also,

2TNe = 7™+ 7™ = 2.

O



