VRIATIONSRECHNUNG

ZUSAMMENFASSUNG.

1. EINLEITUNG, BEISPIELE

Beispiel 1.1 (Isoperimetrisches Problem (Problem der Dido)).
Aufgabe. Finde die geschlossene Kurve einer vorgegebenen linge mit maximalem Inhalt.

Lésung. Kreis.

Beispiel 1.2. Fiir die Kurve I = (a,b) C R, u : [a,b] — R™, ist die Lange definiert durch

b
L(u) ::/ |u/(z)|dx.

Seid = {u € C*([a,b], R™) : u(a) = p,u(b) = q} die Menge aller Kurven, welche p und q
verbindet. Dies fiihrt zum Problem der kiirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten.

Aufgabe. Finde die Kurve in U mit kurzster Verbungung zwischen p und q.

Losung. die Gerade.

Beispiel 1.3 (Geodétische). Es sei M eine Untermanigfaltigkeit in R™, p,q € M. Sei
U= {uc Cla,b], M) : u(a) = p,u(b) = q} die Menge aller Kurven, die auf M liegt und
p und q verbindet.

Aufgabe. Finde die Kurve in U mit kurzster Verbungung zwischen p und q.

Losung. die Geoditische.

Beispiel 1.4 (Minimalfliichen). (z,u(z)),z = (z1,72) € Q C R? sei eine Fliche (Graph)
im R3. Ihre Oberfliche

Au) = /Q V 1+ |Vul?dz.

Aufgabe. Finde Fliche minimalen Inhalts, die die Randbedingung u = g auf 02 erfiillt.

Beispiel 1.5 (Dirichletsches Prinzip). Sei u: Q — R, (@ C R"™ offen). Das Dirichletinte-
gral (oder die Dirichletenergie) ist definiert durch

E(u) = ;/Q]Vu|2(a:)dx

Dirichletsches Prinzip: Konstruktion harmonischer Funktionen als Minimierer von E.
1
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Beispiel 1.6 (Brachistochrone (Bernoulli, 1696)). Aufgabe: Finde Kurve u = u(x) zwi-
schen den Punkten A = (0,0) und B = (b1, ba) mit by > 0,b2 > 0, so dass ein Korper in
dem konstanten Schwerefeld F' = (g,0),g > 0 reibungsfrei maéglichst schnell von A nach
B kommt — bei Anfangsgeschwindigkeit 0.

Lésung: Zykloidenbogen (Radkurve), obwohl lingerer Weg als Verbindungsgerade.

Gegenstand der VL :Untersuchung von Extremalstellen von Variationsintegralen (oder
Energie-Funktionalen):

ur— F(u) = /QF(x,u(x),Du(x))dx U —-R

auf Mengen U C {u:Q C R® — RV},
F(z,z,p) heifit Lagrange Funktion.

Idee: Verallgemeinerung von Extremwertmethoden fiir skalare Funktionen f : I C R — R:

e notwendige Bedingungen (analog zu f'(xg) = 0 fiir f € C1).

e hinreichende Bedingungen (analog zu f”(zg) > 0 oder < 0 fiir f € C?).

e Existenz globaler Extremwerte (analog zur Annahme der Extremwerte stetiger
Funktionen auf Kompakta)

Definition 1.7. Sei F : U — R. Der “Punkt” w € U heifst

(1) (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v), Yo € U;

(2) strikte (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v), Yv € U;

(3) (strikte) lokale Minimalstelle von F, fallsU topologischer Raum ist, und eine offene
Umgebung U C U von u existiert, so dass u eine (strikte) Minimalstelle von F
15t.

Beispiel 1.8. Fiir festes 0 < a < %

1
F(u) := /0 (1 + 4/ (x)*)*dx auf U := {u € C'[0,1]ju(0) = 0,u(1) = 1}.

Das Infimum wird aber nicht angenommen.

Beispiel 1.9.
1
Flu) = /O (v (z)* — 1)? auf U = {u € C[0,1]]u(0) = 0,u(1) = 1}.

Das Infimum wird aber nicht angenommen. Aber F nimmt das Infimum in Ur, = {u €
Lip[0,1]|u(0) = 0,u(1) = 1}. Weiter besitzt F unendlich viele Lésungen.
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2. EULER-LAGRANGE GLEICHUNGEN

Inhalt. Klassische Theorie, “indirekte Method”, d.h. Zugang mittels Differentialgleichun-
gen (ohne Funktionalanalysis)

Fragen: Zuerst machen wir die Annahme, dass das Variationsproblem eine Losung (z.B.
Minimum) hat).

e Welche Gleichung erfiillt die Losung?
e Welche Eigenschaften (z.B. Symmetrien) erbt sie vom Variationsintegral?

2.1. ertse Variation. Betrachte Funktional F : Y — R mit &4 C X, X linearer Raum
iiber R. Sei ug € U, £ € X, sodass {ug + €; |e| < €9} C U fiir ein €y > 0 gelte. Setze

o(€) == F(ug + €§), fiir € € (—e, €0).
Definition 2.1 (erste Variation). Falls ¢'(0) existiert, heifit
0F (uo, §) := ¢'(0)
erste Variation von F an ug in Richtung £.
Beispiel 2.2. X =R", Y = U C R" offen, up € U, F = f € CY(U,R). Dann gilt
6F(uo,§) = Df(E), fir & eR™
D.h., die erste Variation of F ist die Richtungsableitung von F an ug in Richtung &.
Bemerkung 2.3. Fiir einen (lokalen) Minimierer ugy gilt
O0F (up, &) =0, wenn OF (ug, &) definiert ist (2.1)
(2.1) ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dass ug lokale Extremalstelle von F ist.

Definition 2.4. Se: F : U C X — R. uy € U heifst stationdrer Punkt (bzw. kritischer
Punkt) von F, falls

O0F (up, &) =0, V¢ e X, fir die 0F (ug, &) existiert.

Bemerkung 2.5. Sei §F (up,&) =0, V¢ € X, Dann ist ug lokale Extremalstelle von
F oder Sattelpunkt.

Beispiel 2.6. Q2 € R" offen. F(u) = E(u) = § [, |Vul> und U = C*(Q,R) oder W12(Q).
Definition 2.7 (m-te Variation). Sei m € mathbbN. Falls ™ (0) existiert, heift
0" F (u, €) = 6™ (0)
m-te Variation von F an ug in Richtung &.
Beispiel 2.8. Sei FC?(2,R), Q C R™ offen, ug € Q:
S 82]-"
ou au]

7.]_

52.F UO,

u0)&i€;

quadratische Form in €.

Bemerkung 2.9. Seild topologischer Raum. Hat F lokales Minimum (Mazimum) an ug,
dann gilt:

62 F(up,€) >0 (<£0), V¢ € X, fir die 0F (ug, &) existiert.
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Bemerkung 2.10. “Variation” ist ein “schwacher” Ableitungsbegriff; er bendtigt keine
Topologie auf X.

~N S Ot s W
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8. SYMMETRIE UND DER SATZ VON NOETHER
Lemma 8.1. Sei U C Q C R™ und ® € C?((—4§,9) x U,R"), ® = ®(t,x), mit folgenden
Eigenschaften:
(1) & : U — @4(U) C Q ist Diffeomorphismus fir alle t (®(z) = O(¢,x)).
(2) @y = idy.
Dann gilt fir g € C*((=9,8) x Q) mit
£=0,2(0,")
d .
G [ atwdy= [ @+ div(ge))
dtli=o Jo,v) U

Proof. Aus der Transformationsformel

/ ot y)dy = / 9(t, 1)) det(D®y(x))d,
D4 (U) U

gilt
d d
— gty)dy = [ —  {g(t,®(z)) det(DPs(x))} dx
dt|i—o o, (U) U dti=o
d
= / {0+ Dygé+g—  det(DPy(x))}dx
U dt|t:0
= / {09 + Dyg€ + gtr(DE) }dz
U
= [ 109+ div ()},
U
wobei wir p J
—  At)=tr— A0
dt =g ®) dt 1o (©)
benutzen haben. Hier A(¢) ist eine Familie von Matrizen mit A(0) = id. O
Beispiel 8.2. Sei @ : (—0,0) x Q — R"™ die Stromung mit Geschwindigkeitsfeld £ =
foa)

52(0,-). Sei p = p(t,x) die zeitabhingigeg Dichte. Dann ist

m(t, U)—/Up(t,x)d:v

die zeitabhdngige Masse im Gebiet U C Q). Wie die Masse durch die Strémung transpor-
tiert? p
G 20) = [ @+ div (p9)).
t U
Massenerhaltung fir alle U C Q ist dquivalent zur Kontinuitdtsgleichung
Btp + div (pf) =0.

Lemma 8.3. SeiU C Q C R™ und ® € C?((—6,5)xU,R"™), ® = ®(t, z), wie in vorherigem
Lemma. Sei weiter u € C?((—6,68) x Q,R"). Setze

6 = 815(1)(07 ')7 n= 8tu(07 )
Dann gilt fiir F(u) = [;; F(x,u(z), Du(z))dz die Formel

d
GFo 8 V), = [ (Letw)n—Du-&)+ [ div(Hre+ D,Fw).
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Dabei ist
Lp(u); = — Z 0a(0p;, F) + 0., F)  EL-Oprator

Hrp(uw)opg = Fbag — Z Op;o FOgu; Hamiltonopeartor
i

(DpFn)a = Op, Fn
Proof. Nach Definition gilt

Flupo @, & (U)) = A (U)F@,uto<1>;1<y>,D(uto<I>;1><y>>dy

Nach Lemma 8.1 haben wir

%]:(ut o (Dt_l,%(U))‘t:O = / F(z,u 0 <I>t_1,D(ut o (Pt_l)) + div (§F(m,u,Du(m)))} dx

dt |,—o
0 F (1 = 0au'€”) + 0, FOu ' — D5u'€”) | da

{
/Udiv (EF (z,u, Du(x)))dx
)i — Oau'€®) + /a O = O

L
_|_/Udiv (EF (2, u, Du(x)))da

= [ Lr = oien + /U DDy FIY) — OO FOsui€”)

+/Udiv (EF (z,u, Du(x)))dx

= / Lr(u)i(n' — 0pu'€™) + div (Hpé + D, Fn),
U
wobei wir dem Gauflen Integralsatz wzei mal benutzen, und auch die Formeln

d ot =—¢

- . q)—l —n—20 «
dtlt:Out n auf )

dt 1=0

Betrachte nun eine Einparameterschar von Diffeomorphismen des (z, z)-Raums:
(2, 2) = (fe(z,2), gz, 2)) € Q@ x RN
fo(z,2) =z, go(z,2) = 2.

Hierdurch wird fiir jedes u € C?(U,RY),U C , eine Schar von transformierten Abbil-
dungen erzeugt: Erste definiere die zugehorigen Vektorfelder

X(x,z):= %(O,x,z), Z(x,z) = %(O,x,z).
Dann definiere
O(t,z) = f(t,z,u(x)), &= 8—@(0,@ = X(z,u(x)) (8.1)
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und 9
U
ult,x) = gt u(z)), 0= a—(o,:w = Z(w, u(@)). (8.2)

Definition 8.4. Das Variationsintegral F(u fQ ,u, Du) heifit infinitesimal invari-
ant beziglich (ft,g¢), falls gilt:

d

— Fluo®; 1, 0,(U)) =0

dt|—o
fiir alle w € C2(Q,RN), und alle U CC Q.
Theorem 8.5 (Noether). Das Variationsintegral F(u) = [ F( x), Du(z))dz sei in-

initesimal invariant beziglich (fy, g¢). Dann gilt fiir jede Losung U E CQ(Q,RN) der Fuler-
Lagrange-Gleichungen (d.h., Lpu = 0) der Erhaltungssetz

div (Hp& + DpFn) = 0.
Dabei ist Hp der Hamiltontensor und sind &, n durch (8.1), (8.2) definiert.

Beispiel 8.6. Sei I’ = F(p,z). Dann ist F(u) = [, F(u, Du) (infinitesimal) invariant
under der Translation des Raums R™:

fi(z,z) = x + te,, y=1,2,---,n
Mit gi(x, z) = z haben wir
O(t,z) = f(t,x,u) =2 +tey, §=0:P(0,2)=e,
und

F st invariant

Flugo @71, ®(U)) = /(U) F(u, Du)(®(y))dy = /UF(u, Du)dz = F(u,U).

Falls u eine Liésung der EL-Gleichung, dann gilt nach Satz von Noether

O { F (u(x), Du(x)€)eS — 8y, F (u(x), Du(z))dyu’)} = 0.
Also
0, (F(u(), Du(2)) — Da(Bp,, F(u(z), Du(x))du') = 0
Falls n = N =1, dann haben wir

{F(u(t), ' (t)) — OpF (u(t),u'(t))} =0,
also

F(u(t),u'(t)) — OpF (u(t),u(t)) = const.
Sehen Sie Aufgabe 4 in Serie 2.

Beispiel 8.7. Was ist die Invarianz des Funktionals
1
— [GIpul? = jup)
fi(x) = ez, @y(z)=c'z, E(x)=2
gi(2) = Mz, u(t,x) = Mu(z), n(r) = Iu(z).

Man kann leicht nachpriifen: Setze

QA = ft(Q) = etQ, fl = / |Du|2, fz = / |u|p
Q Q
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Fi(uro @)1, By(Q) = / Dy 0 ;1) () Py
Qx
— 62)\t—2t/ |Du(e_ty)dy
Qx

6(2)‘_2+”)t/ | Du(z)|>d.
Q
und

Foluro @71, 0,(Q)) = / g o ;1) ()P dy
Qx

ePAT)t / |u(x)|Pdz.
Qx

Es folgt dass F; invariant ist falls

A=—-(n—-2)/2

und F5 invariant ist falls
A= —n/p.

Jetzt betrachten wir den Fall p = 2n/(n—2) = 2*. In diesem Fall, 7; und F» sind invariant
wenn wir —A = —(n — 2)/2 wéhlen. Falls u ein kritischer Punkt ist, dann Nach Noether
gilt
-2

1 1
aa {(2|DU|2 — 5|U|p)xa — 80/&86@&336 — n uaau} — O,

da
1 n —

1
HFOl/J) = (§|DU’2 - ];‘u|p)5a6 - aauaﬁu) -DpFna == — uaau.

Aquivalent gilt

1 1 -2
div {(|Du\2 — —|u|”)z — Du(Du - x) — n uDu} =0,
2 P 2
Beispiel 8.8. Wir untersuchen das Funktional

]:(u):/Q|Du]pdm

under der Transformationen

fi(x) = ez, gi(x,2) = et
Berechne
O(t,x)=ex, E==x
und
u(t,x) = e_%tu(z:), n= —n;pu(w),

(HF)ag = |DulPdas — p|DulP200udgu, (DpFn)e = —(n — p)|DulP~2udyu.
Wir haben die Erhaltungesetz

n ; pu)p\DuP’_zDu — |DufPz} =0

div {(Du -z +

fir eine Losung u von p-harmonischer Gleichung
div (|DulP~2Du) = 0.
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Es folgt nach Gauf

/ u|DulP~2u, = / | Dul?,
oB(0,r) B(0,r)
x

wobei u, = Du - 2l Aus der Erhaltungesetz gilt

(n—p) / | DulP~2uu,dr = r/ | Dul?P — p|Du|P~%u,dS,
9B(0,r) 8B(0,r)

Es folgt
(n—p) / \DufPdz = r / Dul? — p|Dul?2u,ds.
B(O,T‘) ,r

Daraus folgt die Monotonie-Formel

1
4 / \DufPdz ) = 2 / | DufP~2u2. (8.3)
dr \r"7? Jpo, n—p JaBo)

Beispiel 8.9 (Erhaltungsgesetz fiir der Wellengleichungen).

Die nichtlineare Wellengleichung u;; — Au + f(u) = 0 ist EL-Gleichung von

T
1 1
Flu) = / / S0 = (5|Duf? + Fw)drdr.
O n
Wir untersuchen die folgende Transformationen
(z,t) — (z,t+ 7).

Nach Noether erhalten wir die Energieerhaltungsgesetz
e; — div (ugDu) = 0,

wobei

1
e:= i(uf + |Dul?) + F(u).

§= (07 1)7 n=20
(Hr)as = (50— |DuP) — F(u)3us + Baudu,

1
(Hpoo = 5 (uf = [Duf?) = F(u) = uyu;.

(HF)aO = utaau
(HF)Oa = _Utaau
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9. MINIMALFLACHEN

Wir wollen als geometrischen Anwendungen die Existenz der (parametrisierten) mini-
malflichen und die H-Flachen untersuchen.
Sei I' eine Jordan-Kurve im R™ (n > 3) und

B ={w= (u,v) € R?|u?+v* < 1}

eine Kreisscheibe. Wir untersuchen die Existenz der (parametrisierten) Flichen X : B —
R™ mit folgenden Eigenschaften

AX =0 in B, (9.1)
lzu> — | Xo? = 0= X, - X, in B,

Xy 1 OB — T ist eine orientierte Parametrisierung von I'.

Definition 9.1. Fiir X € H'(B,R") ist

AC) = [ VIR =%, X P
B
die Fldicheninhalt der “Fldche” X.

Setze
C:={X € H'(B,R") | X5 € C°(0B,R")
ist eine schwach monoton wachsende Parametrisierung von I'.}
Die Flédcheninhalt ist unabhéngig von der Umparametrisierungen, d.h.,
A(X og) = A(X)
fiir alle Diffeomorphismen g : B — B. Da die Gruppe der Diffeomorphismen nicht kompakt
ist, ist das Funktional A ist nicht kompakt. Statt A untersuchen wir die “Energie”

D(X) = 1 DX |2dw.
2

Lemma 9.2. Die Dirichletenergie D ist invariant under der Konformitransformationen,
d.h.,
D(X og) = D(X)

fiir alle Diffeomorphismen g : B — B mit

|9u|2 - ‘gv|2 =0=0gu"9v in B. (9-4)
Proof. Hausaufgabe. O
Lemma 9.3. FEs gilt

A(X) < D(X),
und Gleichheit genau dann gilt, wann X konform ist, d.h., (9.2) erfillt.
Theorem 9.4 (Morrey). Sei X € H'(B,R") und € > 0. Dann esiziert eine Diffeomor-
phismus g : B — B mit
D(X 0g) < (1+A(X 0 g) = (1 + A(X),

Es folgt

inf A(X) = inf D(X).
XeC XeC

Lemma 9.5. X € C eine Losung vom dem Plateau-Problem (9.1)—(9.3) genau dann ist,
wann X ein kritischer Punkt von D in C im folgenden Sinne ist,
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(2) %|t:0D(Xog;17 gt(B)) =0, fiir alle glatte Schar der Diffeomorphismen g; : B —

g(B) mit go=id.
Proof. Berechne die erste Variationsformel
d

dt |t=0
Nach dem Fundamentallemma der VR gilt
AX =0 inB
Nach Regularititssatz ist X glatt in B, also (9.1).

D(X +t¢) = /B VXVedz

Wir werden zeigen: (2) ist dquivalent zu der Konformitét (9.2). Sehen Sie Lemma 9.8

unten.

Lemma 9.6 (Diricheltprinzip). Isty : 9B — R"™ eine C!-Abbildung, d.h., v € C'(0B,R"),
und ist h € CY(B,R™) N C?(B,R"™) harmonisch auf B mit Randwerten v, also Ah =0 in

B und und hyp =, so ist
D(h) < D(X)
fiir alle X € C*(0B,R™) mit Xop = 7.

O

(9.5)

Lemma 9.7. Sei G ein Gebiet in R? = C und X € HY(G,R") harmonisch, d.h., AX = 0.

Dann ist die Funktion
B(2) = | Xul? — | Xo]? = 21X, - X,
holomorph in G.

Proof. Wir wissen, dass X € C?(B). Setze

1/0 .0 10 .0

Es ist leicht nachzupriifen

Damit gilt
Man kann auch nachpriifen

Es folgt

1
Z(I)Z =2X,-X,=0.

Lemma 9.8. Sei G ein Gebiet in R? = C und X € H'(G,R"). Weiter, gelte

d

= D(Xog ! =
dt‘t:O ( ogt 7gt(G)) 07

fiir alle glatte Schar der Diffeomorphismen g¢; : G — g(G) mit go = id. Dann ist X

konform.
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Proof. Sei ¢ € C'(G,R?) und betrachte
g=id+tp:G— Gt<G)

Fiir hinreichend klein ¢ ist g; ein Diffeomorphimus. Nach Lemma 8.1 haben wir mit & = ¢

d 1d 1
—  D(Xog! = [ ==  |[D(Xog M*+div(¢-|DX?
G DX eatal@) = [ 35 DX o) +div (651D

— [ (-0uX0,(0:X0%) + v (SIDX)
G

= /{_aaxaﬁxaaw’ + %&lqb“!DX!Q}
G

_ _;/{(|Xu|2_|Xv|2)(¢;—¢Z)+2XUXU(¢3+¢i)}-
G

Setze z = u + vi und ¢ = ¢! + i¢>. Wir haben
(1Xul® = 1Xo?)(6h — 02) + 2X, X (9% + ¢1) = 2R(D - 9g).

Also

q

dt |t=0
Mit der Produktregel gilt

D(Xog/t, (@) = —/G§R(<1> - 0¢)dudv. (9.6)

(@¢)§ = (pz(zs + @ng
Der Realteil der linken Seite, R(®¢)z, ist ein Divergenz. Denn es gilt fiir f = a + bi
2Rf: = R(fu +ify) = ay — b, = div f,
wobei f = a + ib = (a,—b) als Vektorfeld. Nach GauB gilt

0= /G%(CD - 0¢)dudv = — /G R(Pz - Op)dudv

fiir alle ¢ € C3(G,R™). Daraus gilt ®; = 0, d.h., ® holomorph ist.
Jetzt benutzen wir ¢ € C1(B,R"). Einfachheitshalber nehmen wir an, dass G = B.
Nach Gauf} gilt

/ div f = fv= f-zds = R(f(z)z)ds.
B OB OB

OB
Da & holomorph ist, gilt

0=— / R(D: - 0¢)dudv + | R(Pz)ds
B 0B

fiir alle ¢ € C1(B,R"™). Wir wihlen ¢ = i\(z)z und erhalten
/ J(®2*)\(2)ds = 0,
0B
fiir alle A(z) : 9B — R. Daher haben wir
I(®2%) =0, VzecIB.

Aus dem Maximumprinzip gilt
®(z)z=0 in B.
Es folgt dass ® = 0, d.h., X konform ist. O
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Wir bemerken, dass in den Beweis haben wir X € C?(B) angenommen. Den Beweis
ohne der Voraussetzung sehen Sie das Buch von Eschenburg-Jost, s. 147.

Falls X ein kritischer Punkt von X ist. Dann kann man mit dem Satz von Noether
zeigen: Sei ¢ € C1(G,R?) und betrachte

g =id+tp: G — Gi(G).
Fiir hinreichend klein ¢ ist g; ein Diffeomorphimus. Wir verwenden dem Satz von Noether
mit
f(@,2) = gi(x),  g(x,2) = 2.
Definiere ®(t,z) = g¢(z) und X-) = X(-) Also
£=¢, n=0
Nach Noether gilt
div (%]DX\% —~ DX -DX¢) =0,
oder dquivalent

1
agaDXRf—L%XJ%Xw)ZQ

Remark 9.9. Falls X harmonisch in B ist, nach Lemma 9.7 und (9.6)
T p(Xogta@)=—1 [ R@ 20
— =—— - zp)ds.
dt|t:0 9¢ > 9t 92 0C

Es folgt, dass die Konformitdit ist die natiirliche Randbedingung ist.

Die konforme Gruppe von B ist
by A+ W
® = = ei%0
{glw) = o 2

Lemma 9.10. Fiir X € C(T") definiere X o® = {X og|g € &} konformen Orbit von X.
Fiir jede X € C(T') erhidlt der schwache Abschluss von X o & eine konstante Abbildung.

Proof. i) Sei ¢ € C1(B,R") und g,,,(2) = 2=t2  wobei a,, € C, |ay| < 1 und a,, — 1. Es

1+amz’

ist klar, dass gm(2) — 1, fiir alle z € B\{—1} und gleichmiBig in Q cC B\{—1}. Also
bm = ¢ gm — (1)

f. . in B. Da D konform invariant ist, gilt

D(¢pm) = D(¢) < o0.

la € C,la|l < 1,¢0 € R}.

Da ||pmllree = ||¢]lLe < 00, besitzt {¢p,} eine schwache konvergente Teilfolge mit Limes
¢(1).
ii) Nun betrachten wir X € C(T"). Setze
Xn=Xo g;ll.

Wie in (i) kann man zeigen, dass {X,,} eine schwache konvergente Teilfolge mit Limes X
besitzt. Wir zeigen dass Xg = const. Dafiir zeigen wir

/ VXoVodz=0, VéecCY(B,R).
B
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Setze ¢ = ¢ o gpy. Wir haben

/VXOngdz = lim VX Vodz
B

m— 00 B

= lim [ VXV¢ndz =0,

m—o0 B

bei i). Es folgt dass AXy =0 in B und % = 0 auf 9B. Also Xj ist eine Konstante. [

Lemma 9.10 impliziert, dass die Menge C(T") in H?(B,R") nicht schwach abgeschlossen
ist.

Lemma 9.11. Fiir Tripel (¢1,02,03), (¥1,02,103) mit 0 < ¢1 < ¢2 < ¢3 < 2w und
0 < Y1 < P9 <13 < 27 exmistiert genau eine g € & mit

gle®) =evi, j=1,2,3.
Sei P, = ei%, J=1,2,3 und Q; 3 verschiedene Punkte in I'. Setze
C')={XeCc)|X(P)=Q;,j=1,2,3}

Lemma 9.12. Die Einbettung C*(T') — C°(0B,R") ist kompakt, d.h., jede D-beschrinkte
Teilemenge von C*(T") ist gleichgradig stetig.

Der Beweis von Lemma 9.12 folgt aus

Lemma 9.13 (Courant-Lebesgue). Fir jede X € HY(B,R"), jede w € B und jede § €
(0,1) eistiert ein p € [6,V/4] so dass X5 € L*(C,) und

[ < 16D(%) o
P

Hierbei ist s Bogenlinge-Parameter von C, = 0B,(w) N B und X, die Ableitung von X.
Proof. Nach Fubini gilt X, € L?(C,) fiir fast alle p < 1 und

Vs
20(x) > [ x> [T Pasdp
(B,/5(w)\Bs(w))NB d Cp

Bys
Vo g
: p
> essinf _ ;5 5 (p/ ]XS|2ds)/ —
pE(4,V6) c, P p
. 1
> essmfpe(&\/g)(p/c 1 X, [2ds) - §|logp|,
P
da
Vidp 1 1
[ = Slogdl > 5llogel. Vo6Vl
s P2 2
]
Es folgt

{/C |Xs’}2 = L(Cp)/c Xl < ﬂp/ | X.[? < 8D(X)/|log p-

P Cp
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Beweis von Lemma 9.12. Sei X € C*(I'), € > 0 und wy € 0B. We zeigen, dass ein § > 0,
die nur von € D(X), I' und Q; (j = 1,2,3) abhéingig ist, existiert mit
| X (w) — X (wo)| < 2¢ fiir alle w € 0B mit |w — wp| < 4. (9.7)

Wiéihle 8o hinreichend klein, so dass alle Kugeln mit Radius v/ hochstens ein von P; :=
62% enthielt. Wihle ¢y > 0 hinreichend klein, so dass alle Kugeln in R™ mit Radius ¢q
héchstens ein von @); enthielt. Wir nehmen an € < ¢g. Wéhle 0 < €1 < €, so dass fiir alle
zwei Punkte X, Y auf I' mit | X — Y| < ¢; existiert einer Teilbogen I' C I' mit Endpunkte
X und Y, der ganz in einer Kugel in R™ mit Radius € liegt. (Wir nehmen an,z.B., dass I'
C! ist.) Es folgt, dass fiir alle X , Y mit |X — Y| < ¢; der Teilbogen I" héchstens ein von
Q; (j =1,2,3) enthielt.

Wir nehmen ein § < §y mit
167D (X)
e
Seien p € [0,v/0] und C, in Lemma 9.13 gewiihlt, mit

/ ]XS\st < M
c, p|log pl

Seien w; = e?™5 j = 1,2, die Punkte der Schnittmenge von C,und 0B, @, = 0BNB,(w),
der Teilbogen von 0B mit Endpunkte w; und we mit der Eigenschaft dass Der Teilbogen
hochstens einer von Pj (j = 1,2, 3) enthielt. Seien X; = X(w;) € I" und T der Teilbogen,
der hochstens ein von Q; (j = 1,2, 3) enthielt. Bei der Monotonie gilt X (6,)) =T. Aus
der Holder-Ungleichung gilt

X 0P < ([ 1Xdef <mp [ [P

p Cp

< 871D(X)/|logp| < 16mD(X)/|logd| < 2.

| log | >

Es foltt, dass r _in einer Kugel mit Radius € enthalten ist. Also, fiir alle wp und w €
0B N B(g(w()) C Cp gilt
| X (w) — X (wo)] < 2e.
O

Lemma 9.14. Die Menge C*(T') ist abgeschlossen in H'(B,R™) bzgl. der schwache Kon-
vergenz.

Proof. Betrachte eine Folge {X,,,} C C*(I') mit X,, — X schwach in HY?(B,R"). Da X,
schwach konvergent ist, ist DX, beschriankt, d.h. D(X,,) < C, Ym. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli und Lemma 9.12 konvergiert {X,,} (Nach Wahl der Teilfolge) gleichméfBig
aud 0B. Also C € C*(I"). Es folgt, dass C*(I') abgeschloBen unter der schwachen Konver-
genz. O

Lemma 9.15. Das Funktional D ist koerziv in C(T").
Proof. Nach Sobolev fiir alle X € H%?(B,R") mit Xyp € L*(0B,R") gilt
1XN 228) < CUIVX I 228) + X l12(08) < C(D(X) + | X[ Ze0)

Es folgt dass fiir C(T") gilt
||X||H1,2 S CD(X) + C(F).
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Theorem 9.16. Sie ' eine Jordan-Kurve in R™ mit C(T") # (). Dann existiert eine Lisung
des Plateau-Problems (9.1)-(9.3).

Proof. Sei C*(I") wir vorher definiert durch 3 gewé#hlten Punkte Q1,Q2, Q3. Verwenden
wir die direkte Methode der VR fiir D in C*(I") und erhalten wir Xy € C*(I") mit

D(Xp) = inf D(X).

(Xo) XeoH(r) ()
Fiir jede X € C(TI") existiert eine eindeutige konforme Transformation g von B, so dass
X=X oC*T') mit D(X') = D(X). Es folgt
inf D(X)= inf D(X).
xec(T) XecH(I)

D.h., Xy ist eine Minimalstelle von D in C(I') und eine Losung von (9.1)-(9.3). O

Proposition 9.17. Sie I' eine rektifizierbare, Jordan-Kurve in R™. Fiir beliebige Kon-
stante C' ist die Menge

{X eC'(1)| D(X) < C)
kompakt in H'(B,R™) bzgl. der schwachen (Topologie) Konvergenz und bzgl. der gleichmifi-
gen Konvergenz auf 0B.

Lemma 9.18. Fiir jede rektifizierbare Jordan-Kurve I' in R™ ist C(I") nicht leer.

Theorem 9.19 (Isoperimetrische Ungleichung). Fiir jede rektifizierbare Jordan-Kurve T’
in R™ mit Linge L(T') < co. Dann gilt fiir alle Losung des Plateau-Problems

4rD(X) < (L(T))%

Theorem 9.20. Fiir jede rektifizierbare Jordan-Kurve I' in R™ existiert eine Lésung X
von (9.1)—(9.3) mit
D(X)= inf D(X) < oo.
Xec()

Definition 9.21 (Verzweigungspunkt). Ein Punkt z € B heifit Verzweigungspunkt, falls
VX(z)=0.
FEin Verzweigungspunkt von X ist kein regulérer Punkt.

Lemma 9.22. FEine nicht konstante schwach konforme harmonische Abbildung X : U —
R™ auf einem offenen Gebiet U C € ist eine konforme minimale Immersion auferhalb
einer diskreten Teilmenge von U .

Proof. Da X,z = 0, ist X, holomorph. Es ist leicht zu sehen, dass z ein Verzweigungspunkt
genau dann ist, wann X,(z) = 0. Aber die Nullstlle von einer holomorphen Funktion ist
isoliert.

0

Lemma 9.23. FEine durch Theorem 9.16 gefundende Lisung X erfillt die Figenschaft:
Xipp : OB — T ist ein Homeomorphimus

Proof. Es reicht zu zeigen, dass Xpp injektiv ist. Falls nicht, gilt X(z1) = X(z9) fiir
z1 # z2. Da Xjgp : OB — I' schwach monoton ist, folgt es dass X (z) = X(z; fiir z € C,
wobei C' der Teilbogen, der z1, zo verbindet. Angenommen, X (z1) = 0. Man kann durch
der Kelvin-Transformation X fortzusetzen:
~ { X(z), ze€B
z

X&) = -X(Z). =¢B
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g

X ist harmonisch in einer Umgebung von C, also X » holomorph ist. Auf C ist X » Null.
Es folgt X = X =0 in B, ein Widerspruch.
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10. FLACHEN MIT KONSTANTEN MITTLEREN KRUMMUNG
Sei I eine Jordan-Kurve im R3 und
B ={w=(u,v) € R?|u*+v* < 1}

eine Kreisscheibe. Wir untersuchen die Existenz der (parametrisierten) Flichen X : B —
R3 mit folgenden Eigenschaften

AX =2HX, N Xy, in B, (10.1)
‘wu’2 - ‘XU‘Q =0= Xu : Xv in B, (102)
X|,B OB — T ist eine orientierte Parametrisierung von I'. (10.3)

Hierbei anb = (a?b3—b%a?, a®b' —b3a', a'b>—b'a?) das Kreuzprodukt von a = (a', a?,a3),b =
(b, b2,b%) € R®
Fiir eine gegebene Konstante H € R betrachten wir das Funktional

Dy(X)=D(H)+2HV(X),
wobei

1
V(X):B/BXu/\XU-de

das (algebraische) “Volumen” von X ist. Eigentlich ist V' (X) ein algebraisches Volumen
des Kegels, der alle Gerade von X (w) nach 0 erhélt

Beispiel 10.1. Sei X = X, undY = X_

Xy (2u, 20, £(1 — u? — v?))

T

die stereographische Projektion von oberer (bzw unterer) Hemisphdre. X1 erfillt (10.1),
(10.2) und auch (10.3) mit ' = {(x1,22,0) € R3|2? + 22 = 1}.

Seien B eine Kreisscheibe in R? und X € H!' N L®°(B,R3). Weiter sei V : H' N
L>(B,R3) — R ein Funktional

V(X) = ;/BX (X A Xy)dw, w= (u,v) € B.

a) V ist wohl-definiert und analytisch.
b) Fiir alle X, ¢, € H' N L*>®(B,R3) gilt:
1
V(X +¢) =V(X) + (0V(X),¢) + 552V(X)(<P7 ©)+V(p), (10.4)

wobei

BVE0.0) = 3 [ 1ouh X+ Xu A X+ X0 A X, b
B
2 1
SV(X)(p,Y) = 3/]3(qu%+qu%)-de

1
+3/(souAXv+XuAsov)-¢+(quXv+Xquv)-cpdw-
B
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c) Falls p, ¢, € C%(B,R3), und falls eine der Funktionen p, ¢, oder ¢ auf 0B ver-
schwindet, dann gilt

/ (Pu Ay + Pu A py) - pdw = / (Pu A po 4 pu A @y) - hdw. (10.5)
B B

Insbesondere gelten fiir X € C%(B,R?), ¢,v € C5°(B,R3)
(OV(X),9) —/ Xu A X, - pdw, (10.6)
B

52V (X) (1) = /B (60 A by + u A ) - Xdo (10.7)

Beweis von c¢). Der Beweis basiert auf der partielle Integration und der Schiefsymmetrie
aNb=—bAa.

/B(Qou/\wv'i‘l/}u/\gov)'pdw = _/BSD/\wv'pu"'wu/\QO'pvdw
/(wAuqurkuA@)-pds
OB
0
= /(Pu/\%Jrl/Ju/\pv)‘SOder/ @Aﬁw‘l)ds
B OB

= /B(pu Ay + Yy A py) - pdw. (10.8)

wobei
0

% = uthy — VPy.

Analog kann man zeigen

/B(Spu/\wv‘i‘wu/\@v)'pdw:/B(@“/\Pv"‘pu/\Spv)'@bdw'

(10.6) und (10.7) folgen daraus.

d) V ist invariant unter der Orientirungserhaltende Umparametrisierungen. (Hausauf-
gabe)

e) Sei X € C(T') N C?%(B,R3) ein kritischer Punkt von Dy im folgenden Sinne
(1) %h&:ODH(X +tp) =0, Vo€ HYB,R")

(2) %lt:ODH(X o gt_l,gt(B)) = 0, fiir alle glatte Schar der Diffeomorphismen g¢; :
B — g(B) mit go=id.
Dann ist X eine Losung von (10.1)—(10.3).

Beweis von ¢). Da V invariant unter aller Diffeomorphismen ist, gilt 4V (Xog; !, g:(B)) =

dt [t=0

0. Also p
0=— Dy(X —1 B
dt 1=0 H( © gy 79t( ))

Dann folgt die Aussage e) aus Lemma 9.8.

= — D(Xog ! g(B).
o (Xog,  9(B))
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Theorem 10.2 (Isoperimetrische Ungleichung). Seien X,Y € H' N L>(B,R3) mit X —
Y € Hy(B,R3). Dann gilt

367 |V (X) — V(Y)* < [D(X) + D(Y)]?,
und die Konstante 36w ist optimal.
Beispiel 10.3. Die Konstante 36w wird von X = Xy, Y = X_ erreicht, wobei
B 1
14?402
die stereografische Projektion von obener (bzw unterer) Hemisphdre ist.

Xy (2u, 2v, £(1 — u? — v?))

Nach Morrey (Satz 9.4) kann man leicht eigen:
36m|V(X) — V(Y)* < JA(X) + A(Y)P.
Mit Theorem 10.1 kénnen wir zeigen

Theorem 10.4. i) Fiir jede X € H' N L®(B,R3) kann das Volumen-Funktional auf
X+HY(B,R3) analytisch fortsetzen. Weiter hat V eine Entwicklung (10.4) in der Richtung
¢ € H}(B,R%).

ii) Die durch

(GV(X),6) = / XuAXy-ddw, firé e HE A L¥(B,RY) (10.9)
B
gegebenden ersten Variation 8V setzt auf eine Abbildung §V : H'(B,R3) — (H}NL*®(B,R3))*
fort, mit
[(V(X), ¢)] < eD(X)D(9)?, (10.10)
und ist schwach stetig in dem folgenden Sinne
X — X in HY(B,R?) = (§V(X,), ¢) — (6V(X), ¢),Vé € H}(B,R?) (10.11)

iti) Die zweite Variation d*V kann auch so fortsetzen.

SV (X) (¢, 9) = /B(qbu Ay 4 Yu A do) - Xdw, Vo, € Hy*(B,R")  (10.12)

kann man stetig fortsetzen als eine Abbildung 5V : HY2(B,R3) — (Hé’2 X HS’Q(B,]R:s))*,
die die Abschdtzung

N

5V (X)(¢,4) < C(D(X)D(¢)D(¢))
erfillt und stetig ist, im Sinne
X — X in HY2(B,R®) = 82V (X) (¢, ) — 82V (X)(6,), Vo, € Hy*(B,R3),

Weiter ist 62V (X) fiir festes X € HY?(B,R3) eine stetige Bilinearform in H&’2(B,R3),
d.h,

(10.13)

Om = &Ym= ¢ in HY*(B,R?) = 6°V(X)(¢m, ¥m) = 0V (X)(6, ).
) Falls X, X € C(T) mit X,, — X in HY? und X,,, — X gleichmipig in B, und falls

Om = Oy Pm — P in H&’Z(B,R3), dann gilt
V(Xn) — X(V)
(OV(Xim), om) — (OV(X), )
SV (Xin) (S, ) —  6°V(X)(9,7)

als m — oo.



VRIATIONSRECHNUNG 21

Proof. 1dee. Schritte:
(1) Gelten alle fiir X € C*(B,R?) und ¢, € C§°(B,R?).
(2) 6V : HY2(B,R?) — (Hy® N L®(B,R3))* fir X € HY2(B,R?) und ¢ € H'2n
L>®(B,R3). Und #hnlich auch fiir §2V.
(3) 6V : HY*(B,R%) — (Hy*(B,R%)* fir X € H“?(B,R?). Und ihnlich auch fiir
5%V
(1) ist klar. (2) folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit von [z X, A X, - ¢. Mit (10.10) und
(10.16) kann man zeigen, dass (3) aus (2) folgt.
Wir zeigen also (10.10) und (10.16) mit Helfe der isoperimetrischen Ungleichung, Theo-
rem 10.2.

1. Beweis von (10.10).
Fiir X = (X1, X2, X3) € HY2 N L=(B,R?) und ¢ = (¢1, 92, ¢3) € Hy” N L=(B,R?)
setze
X1 X2 X1 X2 (,03
- (D<X)1/2’ D(X)I/Q’O)’ Z= (D(X)I/Q’ D(X)1/2’ D(X)l/Q)'
DaV(Y)=0,D(Y) <1, D(Z) <2, gilt aus der isoperimetrischen Ungleichung, Theorem
10.2,

V(2)

|
Da V trilinear in die Komponenten in Z = (Z!

IN

3
4
, 22, 73) ist gilt
3
[0V (X)(0,0,¢%)] = [V(X, X, %) < = D(X)*D(9).
Man kann |5V (X)(¢',0,0)| und |6V (X)(0,%?,0)| auch so schiitzen. Zusammen liefert
(10.10).

2. Beweis von (10.16).
Seien X und ¢ wie oben. Sei 1) = (Y1, 121)3) € Hé’2 N L>*(B,R3). Setze

B Xl B Xl g02 w?)
= Gy "0 2= 5 by Dy

Gleiche Argumente liefert

B2V (X)((0,¢2,0), (0,0,4%)] = [V(Z)2D(X)D(¢)D(¥) (10.14)
< o D(X)D(e)D(). (10.15)

(10.16) folgt. SchlieBlich ist V wohl-definiert in Hol’z(B, R?) und auch in X + Hy?(B,R3)
durch

V()| =V(e', ¢* ¢%) < — 36 ~——I|D(@).

3. Beweis von (10.11).
Aus (10.8) haben wir fiir ¢ € C§°(B,R3)

B

1

= 2/(g0u/\va+Xmu/\gpv)-Xm.
B
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Nach Einbettungssatz von H'2 — L? gilt X,, — X in L? starke. Da Wy N Xm, und
0y A X, gleichmiBig beschrinkt in L? sind haben wir

OV O ) = 5 [ (0 Ko + X M) - X 0(1)

Nach der schwachen Konvergenz von X,,, — X in H? gilt

BV = 5 [ (eun Xot Xunp) - X o)

= (0V(X),p) +0(1).

Fiir p € H&’Q(B,R?’) approximieren wir ¢ mit ¢ € C§°(B,R3) in HY2. (10.10) impli-
ziert

0V (Xm)(pr) = OV (Xm)(9)] 0V (Xm)(pr = )]

CD(Xn)D(pr — )'/? < Cilpr — 9)/* — 0.

IN

Es folgt

V(Xm)(p) = dV(Xm>(<Pk) + ox(1)
= SV(X)(r) + okm(1)
= SV(X)(p) +om(1)

Zwei Aussagen fiir 62V kann man dhnlich zeige.

4. Beweis von iv).
Der Beweis fiir iv) ist ein Bisschen schwierig. Seien X,,, X € C(I') mit X, — X in H'?
und X,,, = X gleichméfig in B. Nach Gaufl haben wir

6(V (X)) — V(X)) = Z/BXmu/\va-Xm—Xu/\XU-X
= [ A= X0 Ko+ Koy 1 (K = XD} X
—i—/B{(Xm—X)u/\Xv+Xu/\(Xm—X)v}-Xm—i—Q/BXu/\Xv-(Xm—X)
= /B{XmuA(Xm+X)U+(Xm+X)uAXmU+2XuAXv}-(Xm—X)
+ /E)B(Xm — X) AN [(uXm, — v X)) + (uXy —vXy)] - X

0
< C<D<Xm>+D<X>>|XmX||Loo<3>+c||mnXuLoo(aB)(/8 o X+ |

g 00
— 0,

da || Xmll=(om) < C(T), Jyp |5Xm| = fyp |55X] = L(T) < co.

X1)



VRIATIONSRECHNUNG 23
Fir (6V(Xm), dm) — (0V(X), ¢) kann man auch so zeigen. Fiir ¢ — ¢ € Hé’Q(B,R?’)

2(5V(Xm),<pm> = 2/ (Xmu ANXmy  om — Xy AN Xy - (p)
B
_ / (X — X)u A (Ko X)o + (X 4 X A (Xom — X)) - 9
B

+/2XUAXU'(</>m—s0)
— 0,

wobei wir (10.8) benutzt haben.
Man kann dhnlich 62V (X)) (ém, ¥m) — 02V (X)(¢,) zeigen.
O

Als Folgerung haben wir

Remark 10.5. i) Dy ist ein analytisches Funktional in (H»?NL*>(B,R3)) +H01’2(B,R3)
mit

Du(X +6) = Du(X)+(Du(X),6) + 10 Du(X)(6,0) + 2HV(9)

= Dp(X)+ Du(¢) + (6Du(X), ¢) + H5*V(X)(9, ¢),
fiir alle X, ¢ € (HY2 N L>®(B,R3)) + Hy*(B,R3).
ii) X ist konform und lost das Problem (10.1)-(10.3) genau dann, wenn
(1) Gru—oDH(X +19) =0, V¢ € Hj(B,R")

(2) %lt:ODH(X 0g; Y, 9¢(B)) = 0, fir alle glatte Schar der Diffeomorphismen g :
B — g(B) mit go = id.
Der Beweis ist dhnlich wie der fiir Lemma 9.5.
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10.1. Die kleine Losung. Im diesem Abschnitt zeigen wir eine (relative) Minimalstelle
von Dy in C(I') existiert, falls

HIR<1 (10.16)
wobei I' C Bg(0) C R3.

Theorem 10.6. Sei I' C Br(0) C R? eine Jordan Kurve und sei H € R mit (10.16).
Dann ezistiert eine Losung X € C(I') des Problems (10.1)-(10.3), die ist charakterisiert
durch die folgende Bedingungen

[ Xz < R, (10.17)
Dx(X) = min{Dg(X) | X € C(D), | X[z~ < 137 < o0}, (10.18)

H|

Falls |H|R < 1, ist X ein relativer Minimierer von Dg in C(T') bzgl. der Topologie von
HY2N L*®(B,R3).

Wir bemerken dass die Bedingung (10.16) notwendig ist. Sehen Sie den Satz von Heinz
unten.

Setze

Cr ={X € C() || X[z < = < o0}

L
|H|
Lemma 10.7. Dy ist koerziv in Cgy under der Topologe von H'?(B,R3).

Proof. Fiir X € Cy gilt

2H 2
Zrxnx, x| < SN X
1
< §|VX]2, fii. in B (10.19)
Es folgt
Lpx) < pp(x) < gD(X), VX € Cy
und die Koerzivitit von Dy mit Hilfe von Lemma 9.15.
O
Remark 10.8. Aus (10.19) gilt
1 o H L
5\VX| + §Xu ANXy-X >0, f.i. in B (10.20)

fir X € Cy.
Lemma 10.9. Dy ist unterhalbstetig in Cy bzgl. der schwachen Konvergenz von H'2(B,R3).

Proof. Sei X,, — X schwach in H'2. Nach Rellich-Kondrakov X,, — X starke in
L?(B,R3) und f.i. in B. Nach Egorov fiir jede § > 0 existiert eine Teilmenge B; C B
mit Mafl |B;| < 0 derart so, dass X,, — X gleichméfig in B\ Bs.
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Aus (10.19) haben wir

1 2H
Dy(X,,) = /{2\VXm|2+3 Xy A Xy - X}
B

v

1 2H
/ {SIVXm 2+ ==Xy A Xpny - Xin } (10.20)
B\Bé 2 3

v

3

da D unterhalbstetig ist und V stetig ist, falls X,,, — X gleichmé8ig in B\ Bs. Jetzt ist es
leicht to sehen, dass

/ {%NX\Q + gXu AX, XY —o(1),
B\Bs
Dy (Xm) > Dy (X) —0(1).

Beweis von Theorem 10.6. Wir betrachten auch
C}k{ =Cy NC*.
Nach der konformen Invarianz des Funktionals Dy gilt

= inf Dyg(X)= inf Dy(X).
B = Juf. Du(X) = inf Du(X)

Mit der direkten Methode existiert X € Cj; mit

Dp(X) = Bu.
1. Fir |[H|R < 1 werden wir (10.17) zeigen. Es folgt || X |z~ < R < ﬁ Also X liegt
im Innere von Cx und lost das Plateau-Problem.
Sei ¢ € Hy> N L®(B,R?) mit 0 < ¢ < 1. Dann fiir € € (0,1) setze
X=X —epX €Cq.
Da Dy (X) = By gilt, haben wir
d

0 < 4 ODH<X6>=/VXV«DX)HHXMXU-%OX

= / “V(IXP)Ve+ {|[VX?+2HX, A X, - X}

< / VXAV (10.20)
Das heifit, dass | X|? € H2 N L*°(B,R3) eine schwache Losung von
—AIX|* <0

ist. Wihle ¢ = (| X|? — R?), € H3’2 N L*> und erhalte

[ 19 - B3P <o,
B

Es folgt dass | X| < R f.iiin B, also (10.17).

2. |H|R = 1. Wihle eine Forlge {H,,} C R mit H,, - H, |Hpy|R < 1. Seien X,,, € C};
die Losung fiir H,,. Es ist leicht to sehen dass D(X,,) beschriankt ist. Also kénnen wir
annehmen dass

X,, — X € Cj; schwach in H"2.
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Sei X € Cy C Cg,, ist die Minimierer fiir H. Es gilt
Br < Dg(X)=liminf Dy(X,,) =liminf Dy_(X,,)
m—r00

m—ro0

< liminf Dy, (X) = Du(X) = fu.

Es folgt, dass X ein Minimierer von Dy in Cy ist. Insbesondere, gilt

jﬁ ODH(X o(id+er)) =0, VreCYB,R?,
also X ist konform. Schliellich gilt fiir alle ¢ € Hé 2(B,R?)
0 = (0Dn, (Xn),¢) = (6D(Xy), ) + 2Hn {0V (X), ¢)

— (6D(X),p) +2H(SV(X), ¢).
Also X 16st das Problem.



VRIATIONSRECHNUNG 27

10.2. Heinz’ Satz iiber die nicht-Existenz und Lemma von Wente. Die Optima-
litdt der Bedingung (10.16) folgt aus dem folgenden Satz von Heinz.

Theorem 10.10. Sei I' C R? eine Jordan-Kurve mit Linge L(T). Es gebe X~ € C(T)
und ein Einheitsvektor n® € R3 mit

co ::/XSAX8~nOdw>O.
B

Dann existiert keine Losung von (10.1)-(10.3) mit |H| > L(I')/2¢o.

Proof. Wir nehmen an, dass I' € C%®. Dann ist jede Losung X € C(T') C!. Aus (10.1)-
(10.3) haben wir

QH/XU/\XU-nO = /AX-nO: X -n?
B B OB

< / |0n X |ds = / \QX\ds (Konformitét (10.2))
0B op 00
= L().
Da das Integral
co :no-/ X9 A X2dw
B

unter Diffeomophismus invariant ist, kénnen wir annehmen, dass X — X? € HOI’Z(B,R:)’)
gilt. (10.8) liefert

2/(XUAXU—X2/\X3)-nO

B
= / (X =X AX + X9, = (X + XD A (X =X} -n"=0.
B
Es folgt, dass
2colH| < L(I).
O

Remark 10.11. FallsT = 0B x {0} C R3, wdihlen wir X°(w) = (w,0) und n® = (0,0, 1).
Dann haben wir L(I") = 2w und co = m. Nach Theorem 10.10 existiert keine Losung mit

|H| > 1.
Also Bedingung (10.16) ist optimal.
Theorem 10.12. Seien o, yH“2(B,R3). Ist Z € H3’2(%,R3) eine schwach Lésung von
AZ = pyu ANy + Uy ANy,  in B, (10.21)
dann st Z stetig in B mit
Corollary 10.13. Jede schwache Lisung X € C(T) von (10.1)-(10.3) ist stetig in B.

Proof. Zerlege X durch X = X% + Z, wobei X € Co(I'), d.h.,, AXY = 0 und Z €
Hy*(B,R3). X0 ist stetig, und Z € Hy*(B,R?) erfiillt

AZ = pu Nby + Yy ANy in B,
und ist auch stetig. O
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Lemma 10.14 (Wente). Unter der Voraussetzungen in Theorem gilt Z € L>(B,R?) mit
folgender Abschdtzung

NI

121z < 2(D(@)D(1)))=.

Proof. Wir bemerken, dass (10.21) konform invariant ist: Ist g : B — g(B) ein konformer
Diffeomorphismus. Setzen

Z=Zog, p=ypog, Yp=vgoy.
Dann ist Z schwach Losung von
AZ:SZU/\JU—"_JU/\SZU-

Da fiir jede w € B einer konforme Diffeomorphismus g von B so existiert, dass g(w) = 0,
reicht es zu zeigen, dass

N

1Z(0)] < 2(D(¢)D(¥))

gilt fiir ein Lebesgue-Punkt 0, d.h.,

lim r2/ | Z(w) — Z(0)|dw = 0. (10.22)
r—0 B,(0)
In der Polarkoordinaten (r,#) ist Gleichung (10.21)

AZ =1 (p Nbg + 1 A ).
Fiir € > 0 und ein Einheitsvektor a € R3 setze
€ =¢&.(r) == a-inf{log(1/r),log(1/€)} € HY* N Cy(B,R3).

Wir haben

1/6/ Z-adf = /VZVﬁdw
8B.(0) B
1 27
= = [ [T nvot v ngn)-garas
o Jo
1 27
= = [ [T nvo+ v ng)-pdrao
o Jo
1 27
= // (1/r)a Ny - pdrde.
€ 0
Fiir r € [e, 1] setze

o(r) = 1/(27rr)/ wdb.

8B,(0)

Fir f.4. r € [e, 1] liefern die Holder- und die Poincare-Ungleichung
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27 27
/ alNg-pdf = / aNg - (o — @)do
0 0

2T 2T %
< ([ woras [ 1o oban)
0 0
27 27 %
< (/ s | |909|2d9)
0 0
27 2m %
< r(/ w\%da/ \Vgoy?rde) ,
0 0

wobei wir die Poincare-Ungleichung (die Wirtinger-Ungleichung)) 027r lo—p|2d < f027r | pg|2d0
benutzt haben. Es folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1
1 27 1 27 3
1/6/ 7 -adf < </ / |V¢2rdrd0/ / |V<p|2rdrd9) < 2(D())D(p))2.
836(0) € 0 € 0
Nach (10.22) gilt

N|=

|27TZ(0)—1/ 7 do)| 51/ \Z = 2(0)|d8 — 0
9B(0) € JOB(0)

€

Das Lemma folgt. O

Theorem 10.15. Sei I' C R3 eine C"™*-Jordan-Kurve. Ist X € C(T) eine schwache
Lésung von (10.1)-(10.3), dann gilt X € C™(B,R3).
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10.3. Strikte Losungen des Dirichelt-Problems von H-System. Wir zeigen die
Existenz einer “groflere” Losung, und zwar fiir das Dirichlet-Problem des H-Systems

AX = 2HX,AX,  inB, (10.23)
X = X, auf 0B. (10.24)
Gegeben sind Xy € H"2 N L>®(B,R?) und H € R. Gesucht ist eine Losung X € H? N
C?(B,R3) von (10.23)-(10.24), oder X € X, € Hy?> N L(B,R?) mit
6Dy (X) =0¢c (H"*(B,R?))*.

Falls H = 0, die Lésung X von (10.23)-(10.24) ist die harmonische Fortsetzung von X,
die charakterisiert von

X € Xo+ Hy*(B,R%), (10.25)
D(X) = inf{D(X)|X € Xo+ Hy*(B,R%)} (10.26)

ist. Weiter ist X von X in H%2 N L differenzierbar abhingig. Diese Aussage folgt aus
der Linearitét der Poisson-Gleichung AX = 0, der variationale Charakterisierung (10.28)
und dem Maximumprinzip.

Falls H # 0, wegen der nicht-Linearitidt des H-System (10.23) braucht man eine Klein-
heit von H.

Theorem 10.16. Seien Xo € HY2 N L>°(B,R3) und H € R mit |H|R < 1 fir R :=
| Xol| L. Dann existiert eine Lisung Xpg von (10.23)-(10.24), die charakterisiert von

| Xullze < R, (10.27)

. 1
Dy(Xy) = inf{Dy(X)|X € Xo+ Hy*(B,R3), || X|| 1= < il (10.28)

18t.
Proof. Wie vorher gezeigt ist Dy koersiv und SUHS bzgl. H%? in Sy := {X € Xy +
H5’2(B,R3) [| X ||zee < 1/|H]}. Also Dy nimmt eine Minimalstelle in Spy.

Falls |[H|R < 1, kann man wie den Beweis von Theorem 10.6 zeigen, dass | Xg| < R.
Also Xy ist eine relative Minimalstelle X gin X + HS 2N L>(B,R3). Insbesondere gilt

§Dp(Xp) =0 € (C°(B,R?))*.
Da C3°(B,R3) dicht in Hy?(B,R3) ist, gilt
§Dp(Xp,) = 0 € (Hy*(B,R%))*.
Also Xy 16st (10.23)-(10.24). 0

Lemma 10.17. Ist X € X +H§’2(B,R3) eine relative Minimalstelle von Dy bzgl. Xo +
Hé’Z NL*>®(B,R3). Dann X is eine strikte relative Minimalstelle von Dy bzgl. X +H3’2 N
L>(B,R3), und zwar gilt

7*D(X)(p,9) 2 0oD(p), Ve € Hy*(B,R?)
fiir eine Konstante §y > 0.
Proof. Da C3°(B,R?) (L>) dicht in Hy?(B,R3) ist, gilt
5?Dy(X)(p,0) >0, e Hy?*(B,RY). (10.29)

Setzte
8o := inf{0° D (X)(, ) | ¢ € Hy*(B,R®), D(p) =1} > 0.
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Wir zeigen das Lemma, d.h., do > 0, durch eine Widerspruch-Argument. Angenommen,
es geb eine Folge ¢, € Hé’Q(B,]R?’) so dass D(pp,) =1 und

2Dy (X)(Pm,om) — 0, als m — oco.
OEdA nehmen wir an, dass ., — ¢ schwach in H&’Q(B,Rg). Nach Satz 10.4 haben wir
0<8°Du(X)(p,9) = 2D(p)+2HV(X)(p,¢)
< liminf(2D(ppm) + 2H6*V(X)(pm, ¢m))
= lirgglof 52DH(X)(90m7 om) = 0.
Da nach Satz 10.4 gilt
32V (X) (oms om)) = 82V (X) (0, 9))

als m — oo, erhalten wir
D(em) = D(p),

also ,, — ¢ starke in Hé’2. Es folgt D(¢) =1 und
3*Dy(X) (¢, ) = 0. (10.30)
(10.29)-(10.30) implizieren dass ¢ eine Minimalstelle des Funktionals E(¢) := 62Dy (X) (1), )
in Hy?(B,R?). Also haben wir
Ap =2H(Xy ANy + ou AN Xy) in B.

Nach Lemma 10.14 ist ¢ € L*(B,R3). Da X relative Minimalstelle von Dy in Xg +
Hy?(B,R3) ist, gilt nach Remark 10.5

Dp(X) < Dy (X +tg) = Dp(X) + 2HE'V (),
fir [t| << 1. Es folgt

V(p) =0, Dpu(X +tp) =Dpu(X).

Also sind alle X + t¢ (|t| << 1) relative Minimalstelle von Dg in Xo + Hy*(B,R?). Es
folgt

A(X +tp) =2H(X +to)y N (X +1tp),. inB
Daraus folgt

Yu Ny =0 in B,
bzw.
0*Dp (X)(, ) = 2D(p) = 2,

ein Widerspruch. O

Corollary 10.18. Sind X1,Xs € Xo + Hé’z(B,Rg) relative Minimalstellen von Dy in
Xo+ H&’Q(B,]R?’), bgzl Variations in Hé’Q N L>®(B,R?). Dann gilt X1 = X».

Proof. Setze ¢ = X1 — X5. Von der Entwicklungen
1
Du(X1) = Du(Xa+¢)=Du(X2)+ 552DH(X2)(90, ©) +2HV (p)

Du(X2) = Di(Xi— ) = Du(X1) + 38 Du(X1)(,0) — 2HV ()

erhalten wir
0= 02Dy (X1)(p,¢) + 62D (X2)(i0, ) > S0 D ().
Also p =0, X7 = Xo. O
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Corollary 10.19. Seien H,R € R mit |H|R < 1. Es gibt eine eindeutige differenzier-
bar und beschrinkte Abbildung ng von {Xo € HY? N L>®(B,R?) ||| Xollz~ < R} nach
Denselben, ordnet Xo zu der eindeutigen Losung Xg von (10.23)-(10.24).
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10.4. Die zweite Losung. Wir werden zeigen die Existenz der zweiten Losung.

Theorem 10.20. Seien Xog € HY? N L¥(B,R3), 0 # H € R und Xy # const. Weiter
erhdlt Dy, eine relative Minimalstelle Xy in Xo + HS’Q(B,R?’). Dann existiert auch eine
nicht-stabile Losung X von (10.23)-(10.24) in Xo + H3’2(B, R3).

Nach Satz 10.16 impliziert Satz 10.20:

Corollary 10.21. Seien Xog € H'? N L°(B,R3), 0 # H € R und Xq # const. Fulls
|H|R < 1 fiir R := || Xo||zec, dann existieren eine “kleine” Xg und eine “grifie” Lisung
XH yon (10.23)-(10.24).

Remark 10.22. Die Resultat ist optimal im Sinne, dass falls Xog = 0 oder H = 0, die
Lésung von (10.23)-(10.24) eindeutig ist.

Die ist eine Resultat von Wente

Theorem 10.23. Ist Hy?(B,R?) eine Losung X € Hy*(B,R?) von (10.23)-(10.24) fiir
Xo =0, dann gilt X = 0.
Proof. X ist glatt in B. Wir setzen X auf R? fort

_ X(w), |w] <1
(w) := { “X (), ol > 1.

>

B ist stetig (eigentlich C!) und X € H%? mit
D(X,R?) =2D(X) < oo.
Das H-System ist dquivalent zu
4X.;: =AX =2HX, N X, = —4HiX, N X5.
Setze f(w) = X, = (X, — X,)/2 und F(w) = f - f = X, - X, Dann ist F holomorph, da
F:=X,:- X, +X,X.;:=0.
Da
F=|Xu[* - X, - 20X, - X, € L'(R?),

gilt nach der Mittelwerteigenschaft F = 0. Also ist X konform. Aber alle Punkte aus

|w| = 1 sind die Verzweigungspunkte von X. Daraus folgt X = 0.
O

Wir benutzen das Mountain-Pass-Lemma um eine zweite Losung zu finden. Setze
P =:{p e C%([0,1), Xo + Hy*(B,R*) | p(0) = Xpr. p(1) = X1},

und

B :=inf sup Dg(X),
PEP Xep((0,1)

wobei X in Lemma 10.24 gefunden wird.

Lemma 10.24 (Wente, Brezis-Coron). Fir H # 0 existiert X; € Xo + Hé’2(B,R3) mit
Dy(X1) < Dy(XH). Ist Xg # 0, dann haben wir
47

Du(X —.
B < Dyl H)+3H2
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We bemerken, dass

3 H2 die Funktional Dy von einer Sphéire mit Radius 1/|H| ist.

Beweis von Lemma 10.24. Da Xo £ 0, gilt Xz # 0. Also gibt es einen Punkt wy € B mit
VX (wo) # 0. Nach Translation und Rotation kénnen wir annehmen, dass wg = 0 und

%XH(O) = (a',d?, a?), %XH(O) = (b4, 0%, b°)
und
H(a' + %) < 0. (10.31)
Fiir € > 0 setze
2€

¢ (u,v) = m(uﬂf&),

eine konforme Darstellung von einer Sphére mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0,1), die
durch der stereographischen Projektion bzgl dem Nordpol definiert ist. Sei & € C5°(B)
eine Abschneide-Funktion mit &(w) = {(—w) und £ =1 um 0.

Betrachte die Familie

X§ = Xy +t&p° € Xo + Hy?(B,R%).
Mit Remark 10.5 berechnen wir

Du(X{) = Dpu(Xp)+ Dy(tép®) + PHS?V (X p)(£p°, £¢°)
— Dp(Xp) + 2D(65) + 2°HV (€5°) + 22 H /B Xt (€6 A (6o du

1
D(&pf) = D(¢)+5 /B (€% = DIV * + 26VES Ve + |6 [*|VE [ du

V(g = V() +0()

Die Entwicklung X (u,v) = Xg(0) + au + bv + O(r?) (r? = u? + v?) liefert

2H /B Xpr - (€Y A (€ )odw = 2H / (X4 (0) + at+ bv) - (€65 A (£ duw

—|—2H/O A (€ )pdw =: T+ I1.
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Nach (10.8) und der Schief-Symmetrie gilt

I = H /B (a A (E%)o + (E0%)u A ) - E° du
4¢?

(u,v, €) dw

— H/(a/\(0,1,0)+(1,0,0)/\b)§2

42
= H(a1+b2)/B(62+T2 £ — H/ au+b3 )ﬁ

- H(a1+b2)/ (62+T2)§2

Fiir hinreichend klein € > 0 gilt

s e
B (62 +7"2) - B(0) (62 +T2) = C1€ )

fiir eine Konstante ¢1 > 0. Da [V¢©| < cz5 5, gilt

62

1 < |/o Ve + O()
< /3(62:”)2(1%0(62)

2
c/ dw+c/ — dw + O(e 2)
Be(0) B\Be(0) "

co - €% loge| + O(€?).

IN

IN

Zusammen haben wir

4
Dy (X) < Dy (X) + (47 + 4H(a" + b?)cie + co€®|log e| + O(€2))t? + 2H(§ +0()t?
Es ist offensichtlich, dass Dy (Xf) — —oo als Ht — —oo. Also, falls H # 0, ist X; = Xf
die gesuchte Abbildung.
Falls H < 0. Von (10.31) kann man zeigen, dass die Funktion Dy (X;) : [0,00) — R, als
eine Funktion von ¢, nimmt das Maximum am ¢y < 1/H — cze. Also

4
Dy(X;) < Dy(X — .
sup #(X;) < Du(Xn) + o5
Der Beweis fiir H > 0 ist gleich. O

Nun zeigen wir die PS-Bedingung an .
Lemma 10.25. Sei H # 0 und sei Xy eine relative Minimalstelle von Dy in Xg +
Hy*(B,R3). Dann jede PS Folge, { X} € Xo + Hy*(B,R%) mit
47
3H?’
0Dp(Xm) — 0€ (Hy?(B,R?)*

Dy(X,) — B <Dy(Xyg)+

st relativ kompakt.
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Proof. 1. {X,,} ist beschrénkt in H2.
Nach Lemma 10.17 existiert dg > 0 mit
0’ Du(Xu)(p,0) = 60D(9), Vg € Hy*(B,R?).
Wir setzen ¢, = X,;, — Xy und entwickeln

Dy(Xym) = Du(Xu+em)=Dy(Xn)+ %52DH(XH)(SDma om) +2HV (om)

6D (Xm)(Pm) 82Dt (X#1)(@m fm) + 6HV (9m) = 0(1) D(pm)?.
Es gibt sich
3(D(Xn) — Dir(Xar)) —o(1)D(9)> = L6 Diy(Xi)(om, 0m) > 560D (o).

Es folgt D(p.,) < C, und die Beschrénktheit von D(X,,).
2. Nun kénnen wir annehmen, dass X,,, — X schwach in H?(B,R3). Nach die schwa-
cher Konvergenz von 6D und 6V, gilt 6Dy (X) = 0. Es folgt

Dy(X) > Dy(Xpg). (10.32)
Setze 1V, = X, — X — 0 schwach in Hé’z(B, R?). Entwickeln und erhalten wir
Dp(Xm) = Du(X +¢m) = Du(X) + Dy (¥) + HS* Dy (Xpz) (Wom, tom)

= Dpu(X)+ Dy (¢m) +o(1), (10.33)
= 2D(¢y) + 6HV () + o(1). (10.34)

Nach (10.33) und (10.32) haben wir

Dir(im) = Dir(Xm) = Dy (X) = 0(1) < Dig(Xn) = Dy (Xig) —o(1) < e < oo
Nach (10.34) gilt

3DH(¢m) = BD(wm) + GHV(d}m) = D(wm) + 0(1)'

Also haben wir
D(tp) < ¢ < —. (10.35)
Nun die isoperimetrische Ungleichung und (10.34) liefern
H2D (¢,
2D(¥m) {1 - zﬁ)} < 2D () + 6HV () = o(1).

Es folgt mit (10.35) D(¢,) — 0. O

Beweis von Theorem 10.20. Der Satz folgt aus Lemma 10.24, Lemma 10.25 und dem MP
Lemma. U



