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Kapitel 1

Grundlagen

0 Mengenlehre und Abbildungen

0.1 Etwas Mengenlehre

Georg Cantor: Eine Menge ist die ungeordnete Zusammenfassung verschiedener Elemente
zu einem Ganzen.

Bezeichnung. Ist M eine solche Menge, so fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:
ae M
heifit: “a ist Element von M” (oder:“a gehort zu M”, “a liegt in M”, “a ist aus M”).
ad M
heifit: “a ist nicht Element von M”.
M ={a,b,---}
heiflt:“ M ist die Menge, die aus den Elemneten a, b usw. besteht”.
M = {a : a hat die Eigenschft E}

heifit: “M ist die Menge aller Elementen a, die die Eigenschaft F haben, und nur diese
Elemente ligen in M.”

Beispiel 0.1 i) Fiir a # b gilt
{a,b} = {b,a} ={a,b,a}.
i) N=1{1,2,3,4,---}.
iii) O = {}: leere Menge.

iv) {n € N|n teilt 15} = {1,3,5,15}.



Quantoren:

“v7: “fiir alle” z.B. Vn € N: (n+1)2 > n+ 1.

“37: “es gbit” z.B.Vn e Ndk e N: k > n.

“.=": “gilt per Definition” z.B. M := {1,2,3}.

“(A) = (B)”: “Aus der Aussage (A) folgt die Aussage (B)” z.B n > 5 = n? > 20.
Sei M, N zwei Mengen. M heifit in N enthalten, in Zeichen:

M CN,

wenn gilt: ist x € M, so auch x € N. Man nennt M dann auch Teilmenge von N. Zwei
Menge M, N sind genau dann gleich, wann

M cC N und N C M.

Dass heifit:
“M=N&“MCNund NCM

Definition 0.1 (Verkniipfungen) Seien M, N beliegige Mengen:
e Vereinigung: M UN :={xz|x € M oder x € N}.

Durchschnitt: M NN :={x|x € M und z € N}.
Differenz: M\N = {x |z € M,x ¢ N}
Produktmenge: M x N := {(z,y) |z € M undy € N}

e Potenmenge: P(M) := Die Menge aller Teilmengen von M.
Sei M C X. Das Komplement von M in X ist M¢:= X\ M.
Fiir diese Verkniipfungen gelten die folgenden Regeln:

(AUB)UC = AU(BUC),
(ANB)NC = AN(BNC),

AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ),
AN(BuC) = (ANnB)U((ANCQ),
AU = A,
AN = 0.

BEWEIS: Wir zeigen nur
AN(BUC)=(ANB)U(ANQO).
Es folgt aus

r€eAN(BUCQC) (x€ A)und (x € BUCQ)

(x € A) und (x € B oder z € C)

(x € Aund z € B) oder (z € A und x € C)
x € ANDB) oder (x € ANC)

ze(ANB)U(ANC).

teoee

Fiir das Komplement haben wir die folgenden Eigenschaften:
Seien A, B C X mit Komplement A° = X\ A und B¢ = X\B. Dann gilt:



i) (AU B)¢ = A°n B°.
ii) (AN B)¢ = A°U B°.
iii) ist A C B, so ist B¢ C A°.
BeEwEIS: Wir zeigen nur i). Sei z € X.

x € (AUDB)©

folgt aus

i)
& ¢ (AUB)

& (¢ A)und (x ¢ B)
& (r € A°) und (z € B°)
& xe A°NBC.

0.2 Abbildungen
Definition 0.2 Seien M, N Mengen. Fine Abbildung f von M nach N
f:M—N
ordnet jedem Element x € M ein Element f(x) € N zu.
Man bezeichnet die Abbildung f : M — N auch mit x — f(x). Namlich
f:N—= Mz~ f(z).

Fir N = R wird f auch Funktion genannt. Man nennt M den Definitionsbereich von f,
N den Zielraum von f, und f(M) = {f(z) : © € M} heilt Wertebereich von f oder Bild
von M unter f. Fiir A C M nennt man die Menge f(A) := {f(z) : x € A} Bild von A
und fiir B C N die Menge

fY(B):={x € N: f(z) € B} Urbild von B.
Eine Abbildung (Funktion) wird erklirt durch die Angabe:
e des Definitionsbereiches (hier M)
e des Bild- oder Wertebereiches (hier N)
e der Abbildungsvorschrift (hier z — f(z)).
Definition 0.3 Die Abbildung f : M — N heifst
o injektiv, wenn aus f(x) = f(2) folgt x = 2/,
o surjektiv, wenn zu jedem y € N gibt es ein x € M mit f(z) =y,
o bijektiv, wenn f ist injektiv und surjektiv.
Definition 0.4 Seien M, N, L Mengen und f: M — N eine Abbildung. Sei x € M

i) Zu der Abbildung g : N — L ist die Komposition go f : M — L die Abbildung
definiert durch (go f)(z) = g(f(x)).

ii) Die Abbildung g : N — M heifit inverse Abbildung zu f, in Zeichen g = f~1 |
wenn gilt: go f = idys und f o g = idy. Hierbei bezeichnet idy; : M — M die
Identititsabbildung, idy(x) =  fir alle x € M.



1 Korperaxiome und Anordnungsaxiome

Wir setzen in dieser Vorlesung die reellen Zaheln als gegeben aus. Mit R bezeichnen wir
die Menge aller reellen Zahlen, auf der folgende Strukturen gegeben sind:

eine Verkniipfung +, die je zwei a,b € R ein a + b € R zuordnet (Addition),
eine Verkniipfung -, die je zwei a,b € R ein ab € R zuordnet (Multiplikation ),
eine Relation a > b, die fir a,b € R zutrifft oder nicht (Anordnung).

Es sollen dabei folgende drei Gruppen von Axiomen gelten:

Die Kérperaziome (K)
Die Anordnungsaxiome (A1, A2 und A3)
Das Vollstindigkeitsaxiom (V).

1.1 Korperaxiome

Wir wollen in der Folge die einzelnen Axiome vorstellen und beginnen mit den
Korperaxiomen, die die arithmetischen Eigenschaften von R regeln, das heifit die Additi-
on und die Multiplikation. Sie lauten wie folgt:

Korperaxiome
+ [ ]

Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c) (@-b)-c=a-(b-c)
Kommutativgesetz: a+b=b+a a-b=b-a
Neutrales Element: Es gibt Zahlen 0 € R und 1 € R mit 1 #£ 0, so dass fiir alle a € R gilt:

a+0=a a-1=a
Inverses Element:  Zu jedem a € R ¢ibt es Losungen x,y € R der Gleichungen

a+x=0 a-y=1 falls a#0
Distributivgesetz: a-(b+c)=a-b+a-c.

Definition 1.1 Fine Menge K mit Verkniipfungen + und -, so dass die obigen Axiome
erfillt sind, heiffit Korper (englisch: field).

In der Algebra treten viele verschiedene Korper auf, ein extremes Beispiel ist

Beispiel 1.1 K= {0,1} mit 1 +1 =0 und den sonst iblichen Rechenregeln.

_— OO
—_— O

o OO
— Ol

+ 1
0 1 und
1 0

Aus der Korperaxiomen haben wir direkte



Folgerung 1.1 (1). Die neutralen Elemente sind durch die Aziome eindeutig bestimmdt.
(2). Die inversen Elemente sind ebenfalls eindeutig bestimmit.

BEWEIS: (1). Zum Beispiel wiren 0; € R und 0z € R neutrale Elemente fiir die Addition,
so folgt mit dem Kommutativgesetz

01 =014+ 02 =09 + 07 = 09.
Das Argument fiir die Eindeutigkeit von 1 € R ist natiirlich ganz analog.

(2). Fiir zwei Losungen 12 der Gleichung a + « = 0 folgt mit dem Assoziativgesetz und
dem Kommutativgesetz

r1=21+0=x1+ (a+x2) =(x1+a)+x2=(a+2x1)+ 22 =0+ 22 = 29.

Wieder ist das Argument fiir die Multiplikation analog. O

Bezeichnung. Wir bezeichnen die Losung x der Gleichung a + x = 0 mit —a sowie die
Losung y der Gleichung ay = 1 mit 1/a oder a~!, und vereinbaren die Notation

a—b=a+(-b) =a-—=a-b L

b
Aus den Korperaxiomen leiten sich unter anderem folgende Rechengesetze ab.

Satz 1.1 (Rechnen in R) Fiir reelle Zahlen a,b gelten folgende Aussagen:

A A v
a )T =a ab)™ =a b fir 0,
0 0=0 a(—b) = —(ab), (1.1)

—a)(—b) = ab a(b_— ;: ab — ac.

—~

ab=0 = a=0 oder b=0 (Nullteilerfreiheit). (1.2)
BEWEIS: Die erste Zeile von (1.1) folgt mit der Eindeutigkeit der Inversen aus
(—a)+a=a+(—a)=0 (a+b)+((—a)+(=b)) = (a+(—a))+(b+(=b)) =040 = 0.

Der Beweis der zweiten Zeile ist analog. Nun gilt a-0+a-0=a-(040) = a-0. Nach
Addition von —a - 0 folgt a - 0 = 0. Daraus ergibt sich weiter

ab+a(—b) =a(b+ (-b)) =a-0=0,
also a(—b) = —ab, und dann
(=a)(=b) = =((=a)b) = =(b(—a)) = —(—ba) = ba = ab.
Die letzte Aussage von (1.1) folgt mit

a(b—c)=a(b+ (—c)) =ab+ a(—c) = ab+ (—ac) = ab — ac.



Ist in (1.2) a # 0, so folgt schlieBlich

1 1
O=ab-—=(a-—)-b=1-b=b.

a a

Damit sind alle Aussagen des Satzes gezeigt. O

Auch die folgenden Regeln der Bruchrechnung lassen sich aus den Korperaxiomen herlei-
ten, dies sei jedoch den Lesern iiberlassen.

Folgerung 1.2 (Bruchrechnung) Fir a,b,c,d € R mit c¢,d # 0 gilt:

g+b ad + be
c

d ced
(3) Z//; = Z—f, falls zusatzlich b # 0.
Fiir reelle Zahlen a,y,, ..., a, setzen wir

n
Zak:am+...+an (m,n € Z).
k=m

Mit des Kommutativgesetzes und des Assoziativgestzes kann man leicht zeigen, dass es
wohldefiniert ist. Der Index k durchliuft dabei die ganzen Zahlen von der unteren Grenze
k = m bis zur oberen Grenze k = n. Der Laufindex k kann substituiert werden, wobei die
Grenzen umzurechnen sind. Zum Beispiel liefert k = j + 1

n—1

n
Zak: Aj+1 = Qm + ...+ Qp.

k=m j=m—1

Es ist praktisch den Fall zuzulassen, dass die untere Grenze grofler als die obere Grenze
ist, und in diesem Fall die Summe gleich Null zu setzen. Dass heif3t

Zak:O falls n < m.

k=m

Das Produktzeichen ist ganz analog erklért:

n
Hak:am-...-an.
k=m

Das leere Produkt wird gleich Eins gesetzt, d.h.,

Hakzl falls n < m.



1.2 Anordnungsaxiome

Als néchstes formulieren wir die Anordnungsaxiome.

(A1) Fiir jedes a € R gilt genau eine der drei Aussagen a > 0, a = 0 oder —a > 0.
(A2) Aus a,b> 0 folgt a +b > 0 und ab > 0.

(A3) Zu jedem € € R, £ > 0, existiert ein n € N mit 1/n < & (Archimedisches Axiom).

Wir diskutieren erste die erste zwei Anordnungsaxiome. Das drittes, das Archimedische
Axiom, werden wir erst spater benutzen, wenn es fiir den Grenzwertbegriff gebraucht wird.

Bezeichnung. Statt —a > 0 schreiben wir auch a < 0, und statt a — b > 0 auch a > b.
Hier einige Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen (A1) und (A2).

Satz 1.2 (Rechnen mit Ungleichungen)
(1) Fir a,be R gilt genau eine der Relationen a > b, a = b oder a < b. (Trichotomie)
(2) Ausa>b, b> c folgt a > ¢ (Transitivitit).

(3) Aus a > folgt
a+c > b+c
ac > be, wennc>0
ac < be,  wennc<O0

(4) Aus a > b und c > d folgt

a+c > b+d,
ac > bd, fallsb,d >0

(5) Fiir a # 0 ist a®> > 0. Insbesondere, gilt 1 > 0.
(6) Aus a >0 folgt 1/a > 0.
(7) Ausa>0b, b>0 folgt 1/a < 1/b.
Bewers: (1) folgt direkt aus (A1) und der Definition von a > b. Fiir (2) rechnen wir
a—c=(a—b)+(b—c)>0 nach (A2).

Ahnlich ergeben sich (3) und (4):

(a+c)—(b+c¢c) = a—-b>0,
ac—bc = (a—b)c>0 im Fall ¢ > 0 nach (A2),
bc—ac = (a—0b)(—c)>0 im Fall ¢ < 0 nach (A2),
(a+c)—(b+d) = (a—b)+(c—d)>0 nach (A2),

ac—bd = ac—bc+bc—0bd
= (a—b)c+blc—d) >0 nach (2) und (A2).

7



Die Positivitdt von Quadraten folgt aus der Fallunterscheidung

9 Ja-a>0 im Fall a > 0,
(—a)-(—a) >0 im Fall —a > 0.
Dabei haben wir die Regel (—a)(—b) = ab aus (1.1) benutzt. Nach (A1) ist a® > 0 fiir

a # 0 bewiesen. Aussage (6) ergibt sich nun mit

(1Y 050 mach (5) und (A2)
a_ 0 a nac un .

Zu guter Letzt haben wir fiir (7)

1 1 1
O
Definition 1.2 (Betrag einer reellen Zahl) Der Betrag von a € R ist
_ a fallsa >0
lal = { —a  falls a < 0. (13)

Ein anschauliches Modell der reellen Zahlen ist die Zahlengerade. Ist a < b, so liegt b
rechts von a im Abstand |a — b|. Insbesondere ist |a| der Abstand zum Nullpunkt.

Satz 1.3 (Rechnen mit Betrigen) Fiir a,b € R gelten folgende Aussagen:
(1) | —a| = |a| und a < |a].
(2) |a| > 0; aus Gleichheit folgt a = 0.
(3) |abl = [a] - |b].
(4) |a+0b| < |a|l+ |b|]. (Dreiecke-Ungleichung)
(5) [a—0b| = [[a] —[b]].
BEWEIS: Aus Definition 1.2 folgt

’_a|_{—a falls —a >0 _{—a falls a <0

(—a) falls —a <0 a fallsa>0 = lal.

Weiter folgt (2) aus
\a|—a:{0 falls a > 0,
—a—a>0 fallsa<0.
In (3) bleiben die linke und rechte Seite gleich, wenn wir a durch —a ersetzen, dasselbe
gilt beziiglich b. Also kénnen wir a,b > 0 annehmen, und erhalten |ab| = ab = |a] - |b| wie
verlangt. Fiir (4) schitzen wir mit (1) wie folgt ab:

la +b| = +(a +b) = +a + (+b) < |a|] + |b].

Schlieflich gilt |a| = |a — b+ b] < |a — b| + |b| nach (4), also |a — b > |a| — |b|. Durch
Vertauschen von a und b folgt (5). O

Wie wir spéter sehen werden, spielen Ungleichungen in der Analysis eine grofie Rolle.



2 Vollstindige Induktion

Wir unterbrechen jetzt die Diskussion der Axiome der reellen Zahlen, um das Be-
weisverfahren der vollstdndigen Induktion kennenzulernen. Wir setzen voraus, dass die
natiirlichen Zahlen N als Folge 1,14+ 1=2,241 =3, ... gegeben sind. Ausgehend von
1 € N wird also jede natiirliche Zahl erreicht, indem die 1 endlich oft addiert wird. Darauf
beruht das

Induktionsprinzip: Sei M C N eine Menge mit den beiden Eigenschaften
(1) 1e M,
2)neM = n+lel

Dann gilt schon M = N.

Die Beschreibung der natiirlichen Zahlen als Folge 1, 2, 3,... ist keine strenge Defi-
nition, da die Piinktchen nicht prézisiert werden. Demzufolge koénnen wir auch das
Induktionsprinzip nicht rigoros begriinden, sondern nehmen es schlicht als gegeben
hin. Auf der Basis der Axiome (K), (Al) und (A2) kann aber eine strenge Definition
der natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen gegeben werden, wobei das
Induktionsprinzip dann als Satz gefolgert wird. Dies wird zum Beispiel in den Biichern
von Barner & Flohr sowie Hildebrandt ausgefiihrt. Das Beweisverfahren der vollstédndigen
Induktion ergibt sich direkt aus dem Induktionsprinzip.

Satz 2.1 (Beweisverfahren der vollstindigen Induktion) Gegeben sei eine Folge
von Aussagen A(n) fir n € N. Es mdge gelten:

(1) A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)
(2) A(n) ist wahr = A(n+1) ist wahr. (Induktionsschiuf3)
Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

BeEwEIS: Wir betrachten die Menge M = {n € N : A(n) ist wahr}. Nach Voraussetzung
gilt 1 € M, und mit n € M ist auch n+ 1 € M. Das Induktionsprinzip ergibt M = N, das
heifit alle Aussagen A(n) sind wahr. O

Ein Induktionsbeweis funktioniert immer in zwei Schritten:
o Induktionsanfang (n = 1): Beweis der Behauptung fiir n = 1.

e Induktionsschlufl (n = n + 1): Beweis, dass aus der Wahrheit der Behauptung fiir
A(n) (Induktionsannahme) die Wahrheit der Behauptung fiir A(n + 1) folgt.

Bemerkung. Statt bei n = 1 kann die Induktion auch bei einer anderen Zahl starten. Zum
Beispiel ist zu jeder ganzen Zahl n > ng eine Aussage A(n) gegeben. Vollstandige Induktion
kann sinngem#f auch in dieser Situation angewendet werden. Als Induktionsanfang hat
man A(ng) zu beweisen und der Induktionsschlufl A(n) — A(n + 1) ist fiir die n > ng zu
erbringen.



Beispiel 2.1 (arithmetische Summe) Wir zeigen die Summenformel
1)
A(n): 142+ —i—n—Zk—L

BEWEIS: Induktionsanfang. Fiir n = 1 ist sowohl die linke als auch die rechte Seite gleich
Eins, also gilt der Induktionsanfang.
Induktionsschlufi (n = n + 1). Jetzt berechnen wir unter Verwendung von A(n)

n+1
B A(n) n(n+1) _(n+1D((n+1)+1)
Zk: (Zk‘) +(n+1) — +(n+1)= 5 )
Damit ist A(n) fiir alle n € N bewiesen. O

Nach dem neunjihrigen Gaufl kommen wir natiirlich auch ohne Induktion zum Ziel:

n+1 n+1 1 n 7’L(7’L—|—1)
Z Zk+2n—k+1 §Zk+n—k+1):T.
k=1 k=1

k=1

Der Vorteil dieses Arguments ist, dass wir die Formel nicht vorher raten miissen. O

Beispiel 2.2 (geometrische Summe) Sei z € R, z # 1. Dann gilt fiir alle n € Ny

1— k+1
1+z+... Zaz v

11—z

BEWEIS: Induktionsanfang (n = 0). Wir zeigen das wieder durch vollstéindige Induktion,
wobei wir bei n = 0 beginnen:

0+1

0
1—=x
k 0

k=0

Induktionsschlufs (n = n + 1). Jetzt gelte die Formel fiir ein n € N. Dann folgt

ntl n _ pntl _ p(nt1)+1
k_ k nt1 An) 1 —x a1 _ L@

Z:c —<Zx>+x = 12 +2x = - ,

k=0 k=0

womit die Behauptung A(n + 1) gezeigt ist. O

Auch hier haben wir ein alternatives Argument, ndmlich den sogenannten Teleskopsum-
mentrick:

n

n
17$n+1:171‘+x7”.7$n+xn7$n+1:Z(:pk k+1 Zxk
k=0 k=0

O

Ebenfalls mit dem Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion zeigen wir folgende
niitzliche Ungleichung.
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Satz 2.2 (Bernoullische Ungleichung) Firz € R, z > —1, und n € Ny gilt
(I1+x)" > 1+ nz.

BEwEIls: Wir fithren Induktion iiber n € Ny. (Die Induktion fing von n = 0 an.) Fir
n = 0 gilt nach Definition (1 +z)° =1=1+0-2. Wegen 1 + z > 0 folgt weiter

1tz = (1+az) (1+a)"

(14x)-(1+nz) (nach Induktionsannahme)
= 14 (n+ 1)z + na?

1+ (n+1)x.

Y

v

Wir wollen als néchstes die Elemente gewisser Mengen zéhlen.

Satz 2.3 (Schubfachprinzip) Ist f:{1,...,m} — {1,...,n} injektiv, so folgt m < n.

BEwEIS: Wir fassen die Behauptung als Aussage A(n) auf, die jeweils fiir alle m € N zu
zeigen ist, und fiithren einen Induktionsbeweis.

(IA) Fiir n = 1 haben wir eine injektive Abbildung f : {1,...,m} — {1} und es folgt
sofort m = 1, also der Induktionsanfang.

(IS) Sei nun eine injektive Abbildung f: {1,...,m} — {1,...,n+ 1} gegeben. Zu zeigen
ist m < n+ 1, was fiir m = 1 offensichtlich ist. Fiir m > 2 konstruieren wir eine injektive

Abbildung
fo{l,....m—1} = {1,...,n}, k— f(k).

Mit der Induktionsannahme folgt dann m — 1 < n beziehungsweise m < n + 1 wie
gewiinscht.

Die Funkition f ist wie folgt konstruiert: Im Fall f(k) € {1,...,n} firallek =1,...,m—1
kénnen wir einfach f(k) = f(k) setzen. Andernfalls gibt es genau ein i € {1,...,m — 1}
mit f(i) = n+ 1. Da f nach Voraussetzung injektiv ist, folgt f(m) # n + 1, das heifit
f(m) e {1,...,n}, und wir kénnen setzen

(k) = f(k) ﬁ?rki},...,m—l,k#i,
f(m) fir k=1.

Es ist leicht zu sehen (Ubung), dass in jedem der Fille f injektiv ist. O

Definition 2.1 (Zahl der Elemente) Fine nichtleere Menge M heifit endlich, wenn fir
ein n € N eine Bijektion f : {1,...,n} — M existiert; andernfalls heifit sie unendlich. Im
endlichen Fall heifst n Anzahl der Elemente von M (Symbol: #M = n). Die leere Menge
wird ebenfalls als endlich bezeichnet mit #0 = 0.

Lemma 2.1 Die Anzahl einer endlichen Menge ist wohldefiniert

BEwEIs: Wir mussen zeigen dass die Zahl n mit einer Bijektion f : {1,...,n} — M
eindeutig bestimmt ist. Denn ist f : {1,...,m} — M ebenfalls bijektiv, so haben wir die
bijektiven, insbesondere injektiven, Abbildungen

flof:{1,....,n} = {1,...,m} sowie flof:{1,....m}—{1,....n}

11



Aus dem Schubfachprinzip, Satz 2.3, folgt dann n < m und m < n, also m = n. O

Der Satz garantiert also, dass die scheinbare Uneindeutigkeit in der Definition der Anzahl
nicht vorhanden ist. Die Mathematiker haben dafiir die schéne Formulierung, die Anzahl
sei wohldefiniert.

Das Produkt n! = [[i_;k = 1-2-...-n wird als n-Fakultit bezeichnet; dabei ist
per Definition 0! = 1 (in Konsistenz mit unserer Vereinbarung zum leeren Produkt). Der

folgende Satz beantwortet die Frage nach der Anzahl der moglichen Anordnungen (oder
Umordnungen oder Permutationen) von n Dingen.

Satz 2.4 (Zahl der Permutationen) Fir n € N sei S,, die Menge der bijektiven Ab-
bildungen o : {1,...,n} — {1,...,n}. Dann gilt #S, = n!.

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion, wobei der Induktionsanfang n = 1
offensichtlich ist. Es ist praktisch, jedes o € S,, mit dem n-Tupel (o7y,...,0,) zu identifi-
zieren, wobei o; = o(i). Die Menge S,,+1 ist disjunkte Vereinigung der Teilmengen
Sntik ={T€Spp1:e=n+1} firk=1,...,n+1.
Beispielsweise ist in aufzéhlender Form
Si2=1{(1,4,2,3),(2,4,3,1),(3,4,1,2),(1,4,2,3),(2,4,1,3),(3,4,1,2) }.

Jedem o = (01,...,0,) € Sy, kénnen wir die Permutation (o1,...,05-1,n+ 1,0k, ...,04)
in Sp41% zuordnen, und diese Abbildung ist bijektiv (nachpriifen!). Also folgt aus der

Induktionsannahme #5S,, 1 = #S5, = n! und

n+1
#Sn+1 = Z#Sn+1,k =(Mn+1)-nl=n+1)L
k=1

Definition 2.2 (Binomialkoeffizienten) Fir o € R und k € N setzen wir
(la=1)-...-(a—k+1
(Z) _a (a 1) > (Ozk + )’ sowie <Cg> .

Lemma 2.2 (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten) Fir « € R und k € N
erfilllen die Binomialkoeffizienten die Formel

<a21):<2>+<ki1>'
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Beweis: Fiir £k = 1 ist leicht zu sehen, dass die Formel richtig ist. Fiir £ > 2 berechnen
wir

a « a-(a—=1)-...-(a—k+1) a-(a=1)-...-(a—k+2)
(k)+<k—1> B 1-2-...-k * 1-2-...-(k—1)
a-(a=1)-...-(a—k+2)- (a—k+1+Ek)
N 1-2-...-k
 (a+l)a- - ((a+1)—E+1)
B 1-2-...-k

- ()

Im Fall & = n € Ny erlaubt Lemma 2.2 die rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten
(}) nach dem Dreiecksschema von Blaise Pascal (1623-1662). (Das Pascalsche Dreieck
nennt man auch Dreiecke von Yang Hui, vor 1303)

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=»s 1 5 10 10 5 1
n=6 1 6 15 20 15 6 1

Ebenfalls fir « = n € Ny folgt durch Erweitern der Binomialkoeffizienten mit (n — k)! die
alternative Darstellung

n n! )
(kz) _mfurnENo,kE{O,l,---an}’ (2.4)

und daraus weiter die am Diagramm ersichtliche Symmetrieeigenschaft

<Z) - (nﬁk> fir n € No, k € {0,1,...,n}. (2.5)

Satz 2.5 (Zahl der Kombinationen) Sein € Ny und k € {0,1,...,n}. Dann ist die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} gleich (Z)

BeEwEIs: Die Behauptung gilt fiir £ = 0 und beliebiges n, denn die leere Menge ist die
einzige null-elementige Teilmenge von {1,...,n}, und nach Definition ist (8) = 1. Ins-
besondere gilt die Behauptung fiir n = 0. Wir fithren nun Induktion iiber n, wobei wir
die Behauptung jeweils fiir alle k € {0,1,...,n} zeigen. Im Induktionsschluss miissen wir
die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n + 1} bestimmen, wobei wir k > 1
annehmen konnen. Diese Teilmengen zerfallen in zwei disjunkte Klassen:
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Klasse 1: Die Menge enthélt die Nummer n 4 1 nicht.
Klasse 2: Die Menge enthélt die Nummer n + 1.

Klasse 1 besteht genau aus den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, Klasse 2 ergibt
sich durch Hinzufiigen des Elements n+ 1 zu jeder der (k — 1)-elementigen Teilmengen von
{1,...,n}. Insgesamt ist die Zahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n + 1} nach
Induktionsannahme also gleich

n n n _(n+1
k k—1) k
nach Lemma 2.2, womit der Satz bewiesen ist. O

Satz 2.6 (Binomische Formel) Fiira,b € R undn € N gilt

(a+b)" = Zn: <Z> ako*, (2.6)

k=0

BEWEIS: Ausmultiplizieren des n-fachen Produkts (a+b)" = (a+0b)-(a+b)-...-(a+b) mit
dem Distributivgesetz und Ordnen nach dem Kommutativgesetz liefert Terme der Form
a*v"* fir k € {0,1,...,n}. Die Hiufigkeit eines solchen Terms ist gleich der Anzahl
der Moglichkeiten, aus den n Klammern £ Klammern auszusuchen, in denen a als Faktor
genommen wird; in den restlichen Klammern muss dann der Faktor b gewahlt werden.
Nach Satz 2.5 kommt a*b" % also genau (Z) mal vor. O

Alternativ folgt der Satz auch durch vollstindige Induktion iiber n, und zwar gilt der
Induktionsanfang n = 1 wegen

1 1
n=1: (a+b'= (0> a’ bt + <1> a't’.

Der Induktionsschluss ergibt sich wie folgt:

(a+b)" = (a+0) Z (Z) a®o" % (nach Induktionsannahme)
k=0

_ Z (Z) aF gk 4 Z <Z> ok pn—k+1
k=0

k=0

— i + Z <k n 1) aF bn—(k—l) + Z (Z) aFpnt1i-Fk + pntl
k=1 N k=1

_ an+1+z [( n >+ (”)] akprti—k 4 gl
— k-1 k

A n+1
= Z < k > a®v" =% nach Lemma 2.2.
k=0

Die folgende Umformulierung des Induktionsprinzips erscheint absolut selbstversténdlich;
wir erinnern aber daran, dass wir keine strenge Definition der natiirlichen Zahlen gegeben
haben.
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Satz 2.7 (Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl) Jede nichtleere Menge M C N
besitzt ein kleinstes Element.

BEWEIS: Wir beweissen dem Satz durch eine Widerspruch-Argumente. Angenommen, es
gibt kein kleinstes Element in M C N. Wie zeigen dann durch Induktion {1,...,n} N
M = (). Fiir n = 1 ist das richtig, denn sonst wiire 1 € M das kleinste Element. Ist die
Behauptung fiir n € N gezeigt, so gilt sie auch fiir n + 1, denn sonst wére n + 1 kleinstes
Element in M. Also folgt {1,...,n} N M = 0 fiir alle n € N. Aber dann ist M die leere
Menge im Widerspruch zur Voraussetzung. O
Als Anwendung zeigen wir nun, dass die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden dicht
verteilt sind. Dafiir brauchen wir nun das Archimedisches Axiom (A3). Wir holen das hier
wieder.

(A3) Zu jedem ¢ € R, ¢ > 0, existiert ein n € N mit 1/n < ¢ (Archimedisches Aziom).

Es gibt dann auch zu jedem K € R, K > 0, ein n € N mit n > K, wie sich mit der Wahl
e =1/K > 0 in (A3) sofort ergibt.

Satz 2.8 (Q ist dicht in R) Zu je zwei reellen Zahlen a,b € R mit a < b gibt es eine
rationale Zahl ¢ € Q mit a < g < b.

BEwEIS: Wir kénnen b > 0 annehmen, denn sonst gehen wir zu a’ = —b, b’ = —a {iber.
Ausserdem ist 0.B.d.A. a > 0, da wir andernfalls einfach ¢ = 0 setzen. Nach A3 existiert
ein n € N mit 1/n < b — a. Betrachte nun die Menge

M={keN:k/n>a} CN

M ist nichtleer: falls @ = 0 so ist zum Beispiel 1 € M, andernfalls gibt es nach A3 ein
k € N mit 1/k < 1/na bzw. k/n > a. Sei m € M das kleinste Element nach Satz 2.7.
Dann ist einerseits m/n > a und andererseits (m — 1)/n < a, also

m m-1 1

a< —= +—-—<a+(b—a)=0.
n n n

Die Zahl ¢ = m/n leistet somit das Verlangte. O

Ebenso wichtig wie der Beweis durch vollstddige Induktion ist die Konstruktion durch
vollsténdige Induktion, rekursive Definition genannt. Es soll jeder natiirlichen Zahl n ein
Element f(n) einer Menge X zugeordnet werden durch

(I) die Angabe von f(1) und

(IT) eine Vorschrift F', die fiir jedes n € N ein Element f(n + 1) aus den Elementen
f(1), f(2), -+, f(n) zu berechnen gestattet:

fln+1) =F(fQ1),---, f(n)).

(Rekursionsvorschrift)

Beispiel 2.3 Man erkldrt die Potenzen einer Zahl durch
(I) ' =2 und

(II) die Rekursionsformel ™! := 2™ -z fiir jedes n € N.
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Kapitel 2

Konvergenz

1 Grenzwerte von Folgen

Definition 1.1 FEine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung
N—->R, n— a,.

Die Zahl a,, heifit das n-te Glied der Folge, die Folge insgesamt wird mit (a,)neny bzw.
kurz mit (a,) bezeichnet. Oft wird die Folge durch das Bildungsgesetz angegeben, durch
Aufzihlen der ersten Folgenglieder oder durch die rekursive Definition definiert.

Zum Beispiel ist die Folge der Quadratzahlen gegeben durch a, = n?, bzw. alternativ
aufzéhlend a, = 1,4,9,16,---.

Beispiel 1.1 (Folge der Fibonaccizahlen) Ist a; = 0 und az = 1, und fir n > 3 ist
an durch die Rekursionsvorschrift a, := an_1 + an_o gegeben.

Definition 1.2 (Konvergenz von Folgen) Die Folge (an)nen konvergiert mit n — oo
gegen a € R, falls gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass fiir alle n > N gilt: |a, — a] < e.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge und wir schreiben kurz

lim a, =a oder a, — a firn— oco.
n—oo

(gelesen: ay, strebt gegen a fir n gegen unendlich) Fine Folge (an)nen heifit konvergent,
wenn es ein a € R gibt, das Grenzwert der Folge ist; andernfalls heifit die Folge divergent.

Mit den Quantoren V (fiir alle), 3 (existiert) und = (daraus folgt) ldsst sich die Definition
der Konvergenz auch wie folgt fassen:

Ve >03IN eR: <n>N = \an—a\<€>.

Beispiel 1.2 (Harmonische Folge) Die Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a = 0. Denn
zu gegebenem e > 0 wihlen wir N = 1/e, und es folgt fiir alle n > N

lan, —al =11/n—0=1/n <1/N =¢.
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Je kleiner die geforderte Abweichung & > 0 vom Grenzwert und damit die Genauigkeit der
Approximation sein soll, desto gréfler muss im allgemeinen die Zahl N in der Definition des
Grenzwerts gew#hlt werden, das heifit wie in obigem Beispiel héingt N von ¢ ab, N = N(¢).
Eine Ausnahme bildet hier nur die konstante Folge.

Beispiel 1.3 (Konstante Folge) Ist a, = a fiir alle n € N, so folgt lim,, o ap, = a.
Denn fiir € > 0 gilt |a, — a] = 0 < ¢ fiir alle n > 0, also kénnen wir immer N = 0 wéhlen.
O]

Ubrigens ist es egal, ob in der Definition des Grenzwerts statt N € R die Bedingung
N € N verlangt wird, denn wir kénnen statt N € R ja immer die néichstgrofiere natiirliche
Zahl nehmen. Uberhaupt kann N immer vergréfert werden, und in der Regel besteht kein
Interesse daran, dass kleinstmégliche n. € N mit |a, — a| < € fiir n > n. zu finden. Dies
ist natiirlich anders, wenn ein Grenzwert numerisch berechnet werden soll, aber fiir den
Nachweis der Konvergenz reicht es vollig, irgendeine Schranke zu finden, von der ab die
Ungleichung gilt.

Beispiel 1.4 (Geometrische Folge) Sei ¢ € R mit |¢g| < 1. Dann gilt lim,,_,. ¢" = 0.
Um das zu zeigen, kénnen wir ¢ # 0 voraussetzen und haben dann 1/|g| > 1, also gilt
1/lg| = 1+ z fir ein > 0. Es folgt mit der Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2,

1 1 1

"0l =¢|" = < <—<
l =l (1+2)" ~ 14+nz ~ nx c

fiir alle n > 1/(ex). Wir kénnen also N = 1/(ex) wéhlen. O

Beispiel 1.5 Die Folge a, = (—1)", also a,, = —1,1,—1,... ist nicht konvergent. Denn
angenommen es wire lim,_ ., a, = a fiir ein a € R. Zu € = 1 gibt es dann ein N € R mit
lan, —al < 1 fir n > N, also gilt fiir n > N

2=lap — ant1| = |lan —a+a—api1]| <lap —al + |la —apy1| <1+1=2,
ein Widerspruch. O

Der Begriff des Grenzwerts wird anschaulicher, indem wir folgende Teilmengen von R
einfiihren.

Definition 1.3 (e-Umgebung) Die e-Umgebung von a € R ist die Menge
Ucsa)={z eR:|jz—a|<e}={rxeR:a—e<z<a+e}

Eine Folge (an)nen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn die Folgenglieder ab einer
gewissen Nummer in der e-Umgebung von a liegen, egal wie klein € > 0 gewdhlt ist.

Satz 1.1 (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Fulls die Folge (a,)nen konvergent ist, so
ist ithr Grenzwert eindeutig bestimmit.

BewEIs: Wir beginnen mit einer Voriiberlegung, und zwar behaupten wir
1
0<e< §|a—a/] =  U.(a)NU(d) = 0. (1.1)
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Denn ist x € Uz(a) N U(a), so folgt mit der Dreiecksungleichung
la—d|=la—z+z—d|<|v—a|l+|z—d|<2e.

Seien nun a,a’ € R Grenzwerte der Folge (ay,)pen. Zu jedem € > 0 gibt es dann N, N’ € R
mit a,, € Us(a) fiir n > N, sowie a,, € Ug(d') fir n > N'. Wire a # da/, so wihlen wir
e = 3|la— a/| > 0 und erhalten fiir n > max(N, N’)

an € Uz(a) NU:(a") = 0,

ein Widerspruch. O

Unser néchstes Ziel ist es, einige Rechenregeln fiir Grenzwerte zu erarbeiten. Wir beginnen
mit der
Definition 1.4 (Beschrinktheit von Folgen) Eine Folge (an)nen heifit

a) nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es ein K € R gibt mit a, < K
(bzw. a, > K) fiir alle n € N.

b) beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrdankt ist.
Beispiel 1.6 Die Folge a,, = n ist nach unten beschrénkt, denn es ist zum Beispiel a,, > 0
fiir alle n. Sie ist aber nicht nach oben beschréinkt: angenommen, es gibt ein K € R mit

an, < K fiir allen € N. Dann ist K > a; = 1 > 0, also auch 1/K > 0, und nach Archimedes
gibt es ein n € N mit 1/n < 1/K, also a, =n > K, ein Widerspruch.

Satz 1.2 (konvergent = beschrinkt) Jede konvergente Folge ist beschéankt.

BEWEIS: Sei limy,—,o0 @, = a. Wéhle zu e = 1 ein N € R mit |a,, — a| < 1 fiir n > N. Wir
konnen N € N annehmen, andernfalls ersetzen wir N durch die néchstgrofiere natiirliche
Zahl. Es gilt dann

n>N = |ay| =|ap—a+al <|a, —al+la] <1+ |al

n<N = la,| <max(|ai],...,|an]|).

Wir haben also |a,| < K fiir alle n, wobei K = max(|a1],...,|an]|,1+ |a]). O

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelte a,, — a,b, — b mit n — oo.

a)  Fir alle A\, p € R ist (Aap, + pbp)nen konvergent mit Grenzwert
limy, 00 (Aay, + pby) = Aa + ub.

b)  Die Folge (ay - by)nen ist konvergent mit Grenzwert limy, o (an - by) = a - b.

c) Fuallsb# 0, so gibt es ein Ng € R mit b, # 0 fiir n > No und die Folge (an/bn)n>nN,
ist konvergent mit Grenzwert limy,_,oc an /by, = a/b.

BeEwEIs: Wir beginnen mit dem Beweis von b). Nach Satz 1.2 gibt es ein K > 0 mit
lan| < K fiir alle n € N, und aulerdem mit [o| < K. Dann gilt fiir alle n € N

lanb, —ab| = |anb, — anb + anb — abl
< K(lan —al + |bp — b]).
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Zu € > 0 gibt es nun ein N € R mit |a, —a| < ¢/(2K) sowie |b, —a| < ¢/(2K) fiir n > N.
Also folgt fiir n > N

13 e

Fiir a) reicht es wegen b), den Fall A = p = 1 zu betrachten. Zu € > 0 gibt es ein N € R
mit |a, —a| <&/2 und |b, —b| < e/2 fur n > N. Es folgt fiir n > N

(@ +bn) = (@ +B)] = |(an = @) + (bn = b)| < lan —al +[bu —b] < S+ 5 =&,

Fiir ¢) kénnen wir uns auf den Fall a,, = b = 1 beschrénken, denn sonst schreiben wir

a a 1 b
o _ O Loy =D

by b U, b
und wenden b) an. Es gibt nun ein Ny € R mit |b, — 1| < 1 fiir n > N, also
1

Damit ist die erste Aussage gezeigt. Zu € > 0 wihle weiter N > Ny mit |1 — b,,| < /2 fiir
n > N, und somit

O

Bemerkung: Fiir jede Menge X ist die Menge der Funktionen f : X — R ein R-
Vektorraum, mit der Addition (f + g)(z) = f(z) + g(x) und der Skalarmultiplikation
(Af)(x) = Af(x). Dies gilt auch fiir X = N, das heiit die Menge der reellen Zahlenfolgen
(an)nen ist ein R-Vektorrraum, wobei die Addition von a = (an)nen und b = (b, )nen sowie
die Skalarmultiplikation mit A € R wie folgt gegeben sind:

(a+b)p=ap+b, und (Aa), = Aa, fiirallen €N,
Uberlegen Sie, dass die nachstehenden Mengen Untervektorriume bilden, die der Reihe
nach ineinander enthalten sind:
Nullfolgen Die Menge aller (an)nen mit limy, o an = 0;
Konvergente Folgen Die Menge aller (ap)nen, so dass lim,_, a,, existiert;

Beschrinkte Folgen Die Menge aller (ap)nen, fiir die ein K > 0 existiert mit |a,| < K
fiir alle n € N.

Hier zwei Anwendungen der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Beispiel 1.7 (Grenzwerte rationaler Funktionen) Seien p,q : R — R Polynome
vom Grad m,n € Ny, das heifit fiir alle z € R gilt

p(z) = amz™ + m_12™ ' 4+ ...+ a9 und q(x) = by + b1z L+ ..+ by,

wobei a;,b; € R mit ap,, b, # 0. Wir bestimmen im Fall m < n das Verhalten von p(k)/q(k)
fiir k — oo, und zwar liefert mehrfache Anwendung der Konvergenzregeln in Satz 1.3

q(k) by + b1k~ 4+ ...+ bgk™"

p(k) om—n Gm +amo1k™ . 4 agk™™ . A /by, falls m = n,
0 falls m < n.
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Beispiel 1.8 (geometrische Reihe) Fiir —1 < ¢ < 1 betrachten wir die Folge
anzl—i-q—l—...—i—qn:qu.

Dann ergibt sich aus Beispiel 2.2, Beispiel 1.4 und Satz 1.3

n

1— n+1 1

lim a, = lim g ¢" = lim a = .

n—00 n—00 n—oo | — q 1— q
k=0

Wir schreiben hierfiir auch > 3%, ¢* = 1/(1 — q).

Definition 1.5 Folgen, deren Folgenglieder Summen sind, heiflen Reihen.

Die Reihen spielen eine grofie Rolle in der Analysis und werden in Kiirze ausfiihrlicher
untersucht.

Satz 1.4 (Grenzwerte und Ungleichungen) Seien (an)neny und (by)neny konvergent,
mit Grenzwerten lim, .o an, = a und limy,_, b, = b. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ist ap < b, fir alle n, so folgt a <b.
b) Gilt ¢ < a, <d fiir alle n mit ¢,d € R, so folgt ¢ < a <d.
c) Ist ap < ¢, < by, und gilt a = b, so konvergiert auch die Folge (¢p)nen gegen a = b.

BeEwEIls: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein N € R mit a, > a — ¢ und
by, < b+e fiir alle n > N. Die Voraussetzung in a) liefert dann a —e < b+ ¢ beziehungsweis
(a —b)/2 < e fur jedes € > 0, also a < b. Aussage b) folgt unmittelbar aus a), indem wir
¢, d als konstante Folgen auffassen. Unter den Voraussetzungen in c) folgt fiir n > N die
Ungleichungskette

a—e<ap<cp,<b,<b4+e=a+e,

also lim,,_,, ¢, = a nach Definition des Grenzwerts. O

Achtung: aus a, < b, folgt nicht a < b, sondern nur a < b. Die Striktheit von Unglei-
chungen geht beim Ubergang zu Grenzwerten im allgemeinen verloren. Zum Beispiel gilt
1/n > 0 fiir alle n € N, aber lim,, o, 1/n = 0.

Beispiel 1.9 (n-te Wurzel) Hier betrachten wir fiir ¢ > 0 und n € N die Gleichung
2™ = a. Es gibt hochstens eine Losung z > 0, denn fiir x,y > 0 mit x > y folgt 2" > y”,
oder

z,y>0und 2" <y" = z<y.

Die Existenz der Losung wird im néchsten Kapitel aus dem Vollstandigkeitsaxiom herge-
leitet. Damit gibt es genau eine Losung z > 0, die mit a'/™ oder {/a bezeichnet wird, und
es gilt

a,b>0unda<b = al/m < pt/n, (1.2)
Wir behaupten nun

lim o'/" = 1.
n—oo
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Fiir @ > 1 ist @*/™ > 1 nach (1.2). Wir setzen &, = a'/™ —1 > 0 und schlieen aus der
Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2,

a=(1+&)"214+n& = 0<& <(a—1)/n.

Also folgt lim,, 00 & = 0 bzw. lim, . at/™ = 1 mit Satz 1.4 c). Fir a < 1 gilt

n . —1\1/n\" _ -1 _ 1/n _ 1
(a/-(a )/) =a-a =1 = (I/—W,

und die Behauptung folgt aus dem vorigen Fall mit Satz 1.3 c¢). O
Definition 1.6 (Uneigentliche Konvergenz) Die Folge (ay)nen konvergiert uneigent-
lich (oder divergiert bestimmt) gegen +oc, falls gilt:

Zu jedem K > 0 gibt es ein N € R, so dass a, > K fiir alle n > N.
Wir schreitben limy,, o a, = +00 oder a, — +00 mit n — co. Uneigentliche Konvergenz

gegen —oo ist analog definiert.

Beispiel 1.10 Fiir ¢ > 1 gilt lim,,_, o, ¢"* = +00. Denn zu gegebenem K > 0 gibt es nach
Beispiel 1.4 ein N € R mit (1/¢)" < 1/K fiir n > N, also ¢" > K fiir n > N. Insgesamt
haben wir fiir das Verhalten der Folge ¢" mit n — oo folgende Tabelle:

qg>1 = limy—ye0 ¢ = +00,

qg=1 = im0 ¢” =1,
1<qg<1l = limp g =0,

¢g<-1 = (¢") nicht konvergent.

Der Fall —1 < ¢ < 1 wurde in Beispiel 1.4 behandelt, und der Fall ¢ < —1 folgt mit etwas
Uberlegung aus Beispiel 1.5 (Ubungsaufgabe).

Fiir eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n ist lim,,_, a, = +00 dquivalent zu lim,, o, 1/a, =0
(Ubungsaufgabe). Zum Schluss dieses Kapitels fithren wir noch folgende Bezeichnungen
fiir Teilmengen von R ein:

(a,b) ={x e R:a <z <b} offenes Intervall

[a,b) ={r € R:a <x <b}  abgeschlossenes Intervall

[a,b) ={z € R:a <x <b}  rechtsseitig offen, linksseitig abgeschlossen
(a,b] ={z €R:a<x<b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlossen
|I| = b — a fiir ein Intervall I  Intervalllinge

Hierbei sind 4+o00 und —oo als offene Intervallgrenzen zugelassen, zum Beispiel ist
(—00,1] = {x € R: —oo <z < 1}. Den e-Umgebungen bei der Definition der Konvergenz
entsprechen bei uneigentlicher Konvergenz gegen +oo die Intervalle (K, +00): ab einem
gewissen Index miissen alle Folgenglieder in (K, +00) liegen, egal wie grofl K gewéhlt ist.

Satz 1.5 (Konvergenz von Kehrwerten) Fir eine Folge (ap)nen gilt:
(1) Aus a, = 400 (bzw. ap, — —o0) folgt 1/a, — 0.
(2) Aus a, = 0 und a, >0 (bzw. a, < 0) folgt 1/a, — 400 (bzw. 1/ay, — —00).

BEWEIS: Der Beweis wird in den Anwesenheitsiibungen besprochen. O
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2 Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Die bisher eingefiithrten Axiome (K) sowie (A1) bis (A3) gelten selbstversténdlich auch
fiir die rationalen Zahlen. Dennoch sind die rationalen Zahlen fiir die Analysis ungeeignet.
Wir beginnen mit folgender Beobachtung der Pythagoréer.

Satz 2.1 (Irrationalitit von \/2) Die Gleichung x> = 2 ist in Q nicht losbar.

BEWwEIS: (durch Widerspruch) Angenommen, die Gleichung 22 = 2 hat eine rationale
Losung, also x = p/q mit p,q € N. Durch fortgesetztes Kiirzen kénnen wir annehmen,
dass hochstens eine der Zahlen p und ¢ gerade ist. Nun gilt

=24 = p’gerade = pgerade = p=2p mitp €N
Daraus folgt weiter
2¢* = 4p% = ¢’ gerade = ¢ gerade.

Also sind doch p, q beide gerade, ein Widerspuch. O

In R ist die Gleichung 2% = 2 und allgemeiner die Gleichung ™ = a fiir beliebige n € N,
a > 0 16sbar. Dies konnte man als Grund fiir die Erweiterung Q C R anfiihren, &hnlich wie
die Erweiterungen N C Z beziehungsweise Z C Q durch die Losbarkeit von Gleichungen
motiviert waren. Dies geht aber am Kern der Sache vorbei: einerseits bleibt die Gleichung
x? = —1 unlosbar, andererseits bilden die reellen Nullstellen von beliebigen Polynomen
mit rationalen Koeffizienten nur eine relativ kleine Teilmenge von R, wie wir noch zeigen

werden.

Das Ziel der Analysis ist es, neue Objekte — Zahlen, Funktionen, Operationen —
durch Grenzprozesse zu konstruieren. Unsere Definition des Grenzwerts setzt voraus,
dass wir den Grenzwert der Folge bereits kennen. Das Vollstéindigkeitsaxiom muss die
Existenz von Grenzwerten in Situationen garantieren, in denen der Grenzwert a priori
nicht bekannt ist. Wir betrachten hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 2.1 (Zinseszinsrechnung) Wird ein Euro fiir ein Jahr mit einem Zinssatz x
angelegt, so betrigt die Ausszahlung Fi(z) = 1 4 z. Die Idee des Zinseszinses ist es,
den Zeitraum in kiirzere Abschnitte zu unterteilen und den Zins anteilig pro Abschnitt
anzurechenen mit dem Effekt, dass der schon angerechnete Teil des Zinses seinerseits
Zinsen produziert. Zum Beispiel ergibt das bei monatlicher Verzinsung nach einem Monat
14 4%, nach zwei Monaten (14 5)(1+75) = (14 :5)?, und nach zwélf Monaten Ejz(x) =

(1+ %)12. Allgemein ergibt sich nach einem Jahr bei Unterteilung in n Zeiteinheiten

E,(x)= <1 + %)n firz e R, n e N. (2.1)

Es stellt sich ganz natiirlich die Frage nach einer kontinuierlichen Verzinsung, also nach
dem Grenzwert lim, oo Ep(z).

Beispiel 2.2 (Dezimalbruchdarstellung) Fiir a € R gibt es Ky € Z und k; €
{0,1,...,9} fiir j € N, so dass folgende Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt:

n
a=lim a, mit a,= D k1077 = ko, kaka .. k.
=0
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Um das zu zeigen, definieren wir induktiv a, = an—1 + kn - 107" mit a, < a < a, + 107"
Fiir n = 0 setzen wir kg = max{k € Z : k < a} und haben wie gewiinscht

ap=ko<a<kyo+1=ag+107".

Sind ko, k1, ..., kn—1 bereits gefunden fiir ein n € N, so definieren wir k, = max{k € Z :
ap—1 + k-107" < a}. Nach Induktionsannahme gilt a,—1 < a < ap—1 + 10 - 107" und
folglich k,, € {0,1,...,9}. Weiter liefert die Wahl von &,

ap =an-1+kn- 100" <a<ap-1+ (ky+1)-100" =a, + 107"
Die Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt wegen
la —a,| < 107" — 0 mit n — oo.

Umgekehrt stellt sich aber nun die Frage, ob jede Dezimalbruchfolge a, = ko, k1ks ...k,
gegen eine gewisse, reelle Zahl konvergiert.

In beiden Beispielen brauchen wir wie gesagt eine Charakterisierung konvergenter Folgen,
die ohne die Kenntnis des Grenzwerts auskommt. Die Idee von Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) besteht darin, die Glieder der Folge nicht mit dem unbekannten Grenzwert,
sondern untereinander zu vergleichen.

Definition 2.1 (Cauchyfolge) Eine Folge (an)nen heifit Cauchyfolge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass |an — am| < € fiir alle n,m > N.

Beim Nachweis dieser Eigenschaft reicht es aus, die Zahlen n,m > 0 mit n < m zu
betrachten, denn die Definition ist symmetrisch in n und m und fiir n = m ist nichts zu
tun.

(V) Vollsténdigkeitsaxiom: Jede Cauchyfolge ist konvergent.

Damit sind die Axiome (KAV) der reellen Zahlen komplett. Je nach Autor werden auch
andere Aussagen als Vollstindigkeitsaxiom zugrunde gelegt, die aber natiirlich dquivalent
sind und sich bei uns als Folgerungen ergeben werden.

Satz 2.2 Fine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

BeEwEIs: Eine Cauchyfolge ist konvergent nach dem Vollsténdigkeitsaxiom. Sei umgekehrt
limy,, 00 @, = a. Zu € > 0 gibt es dann ein N € N mit |a,, — a| < /2 fiir n > N, und fiir
n,m > N folgt

e €
|an—am|:|an—a+a—am\S]an—a\+\am—a|<§+§:6.

O

Als erste Anwendung der Vollstandigkeit betrachten wir die Dezimaldarstellung und zeigen

Satz 2.3 (Konvergenz von Dezimalbriichen) Seien kg € Z und k; € {0,1,...,9} fir
j € N. Dann konvergiert der Dezimalbruch a, = Z?:o kj - 1077 gegen eine reelle Zahl.
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BEWEIS: Fiir n < m schitzen wir wie folgt ab, wobei wir die Formel fiir die geometrische
Reihe, Beispiel 1.8, und Beispiel 1.4 verwenden:

[o.¢]
—ay| = Z kj-1077 <1073 791077 <107 < € fiir n > N.
j=n+1 j=0

O

Als zweite Anwendung definieren wir die Eulersche Zahl e, und betrachten dazu die Folge
n
1
ap = Z H
k=0

Fir n € N und m > n berechnen wir

1 1 1 1
— = — |1 .
m = n (n+1)!< T L P e +(n—|—2)-...-(n+m—n)>
1
(1427 272 pom )
(n+1)! ( + + et )
Mit der Formel fiir die geometrische Reihe, siehe Beispiel 1.8, folgt die Abschéitzung
1 < < 2 fii 2.2
miam—anim ur m > n. ()

Dal/(n+1)!<1/(n+1) — 0 mit n — oo, gibt es zu € > 0 ein N € R mit

2
]am—anlgm<s fiir n,m > N.
n !

Aus dem Vollstandigkeitsaxiom folgt die Existenz des Grenzwerts lim, oo an, so dass
folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 2.2 (Eulersche Zahl)
=2 %
k=0
Satz 2.4 (Irrationalitéit der Eulerschen Zahl) e =) 7 1/k! ist nicht rational.

BEWEIS: Aus Abschétzung (2.2) folgt mit m — oo

2
§e—an§m furallenEN

(n+1)!
Nach Multiplikation mit n! ergibt sich hieraus fiir n > 2

0<

1 | " nl 2 )
<nle—Y —< <1.
n 1_ne kz

:Ok! ~(n+1)

Waire e rational, so wére der mittlere Term eine ganze Zahl fiir n hinreichend grof}, ein
Widerspruch. O

Das nun folgende Konvergenzkriterium ist iiberaus niitzlich. Es ist ein hinreichendes Kri-
terium fiir Konvergenz, ist aber nicht notwendig fiir die Konvergenz einer Folge (a,)nen-
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Definition 2.3 (Monotone Folge) Fine Folge (an)nen heifit monoton wachsend, wenn
Gp41 > Ay flir alle n € N.

Manche Autoren bezeichnen diese Eigenschaft auch als nichtfallend, und reservieren den
Begriff wachsend fiir eine Folge mit a,4+1 > a,. Das bezeichnen wir als streng monoton
wachsend.

Satz 2.5 (Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschrinktheit) Jede mo-
noton wachsende, nach oben beschrinkte Folge ist eine Cauchyfolge und damit konvergent.

BEWEIS: Sei (ap)neny monoton wachsend und a, < K < oo fiir alle n € N. Fiir e > 0
betrachte
M = {j € Ny : es gibt ein n € N mit a, > a1 + je}.

Offenbar ist 0 € M, und fiir j € M gilt j < (K — aj)/e. Sei k € M maximal. Dann gibt
es ein N € N mit ay > a1 + ke, und fiir alle n > N folgt

a1 + ke <any <a, <a+ (k+1)e.

Damit gilt |a, — ap| < e fiir n,m > N, das heifit (a,) ist eine Cauchyfolge. O

Beispiel 2.3 (Die Zahl e und Zinsrechnung) Zu diesem Zeitpunkt ist nicht einsich-
tig, warum zur Definition der Eulerschen Zahl die Formel e = )7 1/k! gew#hlt wurde.
Darum zeigen wir nun die alternative und vielleicht aus der Schule bekannte Darstellung

n—o0

e= lim <1 + i)n (2.3)

Mit anderen Worten: wenn ein Euro fiir ein Jahr mit Zinssatz £ = 1 bzw. 100 Prozent konti-
nuierlich verzinst wird, ist das Endkapital e ~ 2, 71828 . .. Euro, statt 2 Euro bei jahrlicher
Verzinsung, vergleiche Beispiel 2.1. Zum Beweis von (2.3) bemerken wir zunéchst, dass die

Folge b,, = (1 + %)1/ " monoton wachsend und nach oben beschriinkt ist; dies wurde in
Aufgabe 4, Serie 3, gezeigt. Nach Satz 2.5 existiert der Grenzwert b = lim,, oo b,. Mit
dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir
n n n
n\ 1 1 nn—1 n—k+1 1
b”zz@nk: R D B v
k=0 k=0 k=0

Mit n — oo folgt b < e nach Satz 1.4. Die umgekehrte Abschéitzung ist etwas subtiler: fiir
beliebiges m € N und n > m gilt, da die Summanden grofler gleich Null sind,

n—1 n—k+1

by, >
n n

k=

313

1
k!
0
Indem wir hier n — oo gehen lassen, folgt mit Satz 1.4
1
b>D
k=0

und m — oo liefert b > e und damit b = e wie gewiinscht. Tatséchlich liefert das Argument
lim,, o0 by, = €, ohne dass die Konvergenz der Folge b,, vorausgesetzt wird.
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Als n#chste Anwendung des Vollsténdigkeitsaxioms diskutieren wir nun das Intervall-
schachtelungsprinzip.

Definition 2.4 (Intervallschachtelung) Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von
abgeschlossenen Intervallen I, = [ay, by C R mit I,41 C I, fir allen und |I,| = b,—a, —
0 mit n — oo.

Satz 2.6 (Intervallschachtelungsprinzip) Zu jeder Intervallschachtelung (I,)nen gibt
es genau ein x € R mit x € ﬂneN I,. Es qilt x = limy,—00 Gy, = limy 00 by -

BeEwEIs: Nach Voraussetzung haben wir

a<a<...<ag,<... ...<b,<...<by <.

Aus Satz 2.5 folgt die Existenz der Grenzwerte a = lim,,_,~ a,, bzw. b = lim,,_, o, b,. Dann
gilt nach den Satz 1.3 und Satz 1.4
0<b—a= lim b, — lim a, = lim (b, —a,) =0.
n—oo n—oo n—0o0
Setze x :=a = b. Dann ist a,, < a =x = b < by, also x € [, fiir alle n. Sei y € R mit
y € I, fir alle n, das heiflt a, <y < b,. Durch Grenziibergang ergibt sich nach Satz 1.4
a<y<b, alsoy=r=z. O

Satz 2.7 (Existenz der n-ten Wurzel) Zu jedem a > 0 und n € N gibt es genau ein
x>0 mit 2" = a. Bezeichnung: © = {/a = al/m,

BEwEIs: Die Eindeutigkeit wurde schon in Beispiel 1.9 aus den Anordnungsaxiomen gefol-
gert. Wir konstruieren die Losung mit dem Verfahren der fortgesetzten Intervallhalbierung;:
ap+by

Bestimme I, = [ag, by] fiir k = 1,2,..., so dass mit my = 7% gilt:

I = [a1,b1] mit af < a < bY;
Topt = lag, my]  falls m} > a
[my, b)) falls mf < a.

Es folgt .1 C I fiir alle k und |I,| = 2'7%|I;| — 0 mit &k — oc. Sei + € R wie in
Satz 2.6 gegeben. Per Induktion ergibt sich aus der Definition von I;y; die Ungleichung
ap < a < bp fiir alle £ € N, und hieraus mit den Sitzen 1.3 und 1.4

2" = lim ap <a < lim by = 2",
n—o0 n—oo

O

Fiir rationale Exponenten r = p/q mit p € Z und g € N wird die Potenz erklért durch
a” = (a?)'/4. Dies ist wohldefiniert, denn aus p;/q1 = pa/q2 folgt

<(ap1)1/q1)‘11Q2 _ (((ap1>1/q1)q1>’12 _ (apl)CIQ — P12 — P20 — ((ap2)1/42>q”27

also (aP1)Y/9 = (aP?)1/%2 Weiter zeigt man leicht die Potenzgesetze (fiir ganzzahlige Ex-
ponenten sind diese Regeln klar und wurden schon benutzt)

(i) a®a” = a"**  (ii) (a")° =a"* (iii) a"b" = (ab)".
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Zum Beispiel gilt mit r = k/m und s = p/q

q

(aa)"™ = (@) @/ = (((@9)m)")" ((@)19)7) " = (@) (@) = aboer

Dies bedeutet

1
a"a = (aqurpm) /mq — a(qurpm)/mq — CLlc/erp/q —ats
Die anderen beiden Potenzgesetze werden dhnlich verifiziert.

Definition 2.5 (Teilfolge) Sei (an)nen eine Folge und (ng)ren eine Folge natirlicher
Zahlen mit ny < ng < ns... Dann heif$t die Folge (ap, )ken Teilfolge von (ap)nen-

Durch Induktion ergibt sich sofort ny > k: esist ny > 1 und ngy1 > np +1 > k+ 1.
Die Teilfolge entsteht aus der urspriinglichen Folge durch Auswahl der Nummern ng. Da
Folgen Abbildungen von N nach R sind, ist eine Teilfolge formal als Verkettung von zwei
Abbildungen definiert: der Ausgangsfolge ¢ : N — R, n — a, und der Folge N — N,
k — ny, die die Indizes auswihlt. Am Beispiel a,, = (—1)"/n3 und ny = 2k — 1 sieht das
wie folgt aus:

—k— —(—1\n n3
N =2kl N an=C1"/n o
k — ng =2k—1 — an, = —1/(2k — 1)3

Definition 2.6 (Hiufungspunkt von Folgen) a € R heifit Hiufungspunkt der Folge
(an)nen, wenn eine Teilfolge (an, )ken gibt, die mit k — oo gegen a konvergiert.

Beispielsweise hat die Folge a,, = (—1)" + 1/n? den Haufungspunkt +1, denn mit nj = 2k
gilt an, = agr =1+ 1/(2k)? — 1 mit k — oo. Auch —1 ist ein Hiufungspunkt der Folge,
denn fiir ng = 2k — 1 ist a,, = agg_1 = —1 +1/(2k — 1)? = —1 mit k — oo.

Lemma 2.1 Die Zahl a € R ist genau dann Hdufungspunkt der Folge (an)nen, wenn fir
jedes € > 0 die Menge {n € N: a,, € U.(a)} unendlich viele Elemente hat.

BEWwEIs: Wenn a € R Hiufungspunkt von (ay)nen ist, so gilt nach Definition a,, — a mit
k — oo fiir eine Teilfolge ny. Zu jedem € > 0 gibt es dann ein K € R mit a,, € U.(a) fur
alle £ > K. Die Abbildung k — nj ist injektiv wegen n; < no < ..., also ist die Menge
{ng : k > K} nicht endlich nach dem Schubfachprinzip. Dies beweist die eine Richtung der

Aquivalenz. Umgekehrt wéhlen wir induktiv ng mit ny <mng < ..., so dass a,, € U; /k(a).
Die Induktion bricht nicht ab, da a, € Uy/,(a) fiir unendlich viele n gilt. Es folgt dann
lan, —al <1/k — 0 mit k — oo. O

Satz 2.8 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konver-
gente Teilfolge, also mindestens einen Hdaufungspunkt.

BEwEIS: Konstruktion durch fortgesetzte Intervallhalbierung: wihle eine obere Schranke
b1 und eine untere Schranke a; fiir (x,)nen, also x, € [a1,b;] fiir alle n € N. Wir nehmen
nun induktiv an, dass I = [ag, bx| schon gefunden ist mit der Eigenschaft

(%) xp € Iy fiir unendlich viele n.
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Setze my, = %(ak + b)) und definiere

[mg, bk, falls x,, € [my, b fiir unendlich viele n,

Tit1 = [ak+1, b1] = { [ak, mg]  sonst.

Es ist offensichtlich, dass (%) auch fiir das Intervall I} gilt. Nach dem Intervallschachte-
lungsprinzip aus Satz 2.6 gibt es ein x € R mit x € [}, fiir alle £ € N. Zu € > 0 gibt es nun
ein K € Rmit |I;| < e fur kK > K, also I}, C Us(x) fiir £ > K. Damit gilt auch z,, € U.(x)
fiir unendlich viele n. Aus Lemma 2.1 schlieen wir, dass x ein Haufungspunkt der Folge

(Tn)nen ist. O
Definition 2.7 (Limes superior/inferior) Fiir eine reelle Folge (xy)nen und z* € RU
{£o0} gilt limsup,,_, ., xn = z*, falls folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(i)  es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — z* fir k — oo,

(ii)  fir alle x > x* ist die Menge {n € N: x,, > x} endlich.
Entsprechend bedeutet iminf,, o x, = x» mit x, € RU {£o00}:

(i)  es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — x4 fir k — oo,

(ii)  fir alle x < x4 ist die Menge {n € N: z, < x} endlich.

Der Limes superior ist nicht notwendig obere Schranke der Folge, zum Beispiel gilt

limsup,, ,oo 1/n = 0. Er kann auch —oo sein, zum Beispiel fiir x,, = —n. Wé&hrend
wir den Grenzwert lim, ,., x, nur dann bilden kénnen, wenn die Folge konvergiert,
ist der grofite Haufungspunkt z* = limsup,,_,., n und der kleinste Haufungspunkt

Ty = liminf, oo, = z, immer definiert, wenn wir jeweils die Moglichkeit z* = 400
bzw. x, = Fo0o zulassen. Dies soll nun bewiesen werden, wobei wir uns 0.B.d.A. auf den
Limes superior beschrianken.

Lemma 2.2 Sei limsup,,_,., z, = 2" < 0co. Dann gilt

*

x>z¥ = xist kein Hiufungspunkt von (x,).

BEWEIS: Setze ¢ = & (z—12*) > 0. Fiir y € U.(z) folgt y—2* = z—2*—(z—y) > 2c—c =,
mit anderen Worten U.(z) C {y € R:y > 2* 4+ ¢}. Nach Definition 2.7(ii) ist z,, € U.(x)
nur fiir endlich viele n € N, das heif3t x ist kein Hiufungspunkt nach Lemma 2.1. O

Satz 2.9 (Existenz des Limes superior) Fir jede Folge (x,)ncr gibt es genau ein
z* € RU{£o0} mit limsup,,_,, on = ™.

BEWEIS:
Fall 1: (z,,) ist nicht nach oben beschrankt.
Dann ist {n : z, > b} unendlich fiir alle b € R. Bestimme induktiv n; < ng < ... mit

T, > k. Es folgt limsup,, ,,, x, = +o0.

Fall 2: Es gibt ein b; € R mit z,, < by fiir alle n € N.
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Fall 2.1: {n: x, > a} ist endlich fiir alle a € R.
Dann gilt , — —oo und es folgt lim sup,,_, ., xn = —o0.

Fall 2.2: Es gibt ein a1 € R, so dass {n : x, € [a1,b1]} unendlich ist.
In diesem Fall wenden wir das Intervallhalbierungsverfahren aus dem Beweis von Satz 2.8
an und behaupten

{n : x, > b} ist endlich fiir alle k.

Fiir £k = 1 ist das richtig, da b; obere Schranke. Sei die Behauptung schon fiir £ € N
gezeigt.

bp+1 =0y = Die Behauptung gilt nach Induktionsannahme.

bg+1 =mg = Die Menge {n:z, > byy1} ={n:x, € (mg,bg]} U{n:x, > by}
ist endlich nach Fallunterscheidung sowie Induktionsannahme.

Sei nun z* := limy_, bg. Fiir x > * ist (z, +00) C (b, +00) fiir k hinreichend gro8, also
ist {n : z, > x} endlich und es folgt limsup,, ,., = =*. Damit ist die Existenz bewiesen.

Angenommen es gibt 27 < z3 mit den Eigenschaften (i) und (ii). Wéhle =z € (z7,z3).
Wegen (ii) fiir 7] ist dann {n : z,, > z} endlich. Dann kann aber (i) fiir 23 nicht gelten,
ein Widerspruch. O

Die Begriffe Haufungspunkt, Limes superior und Limes inferior sind gewchnungsbediirftig,
und wir werden bei Gelegenheit mehr Beispiele betrachten. Die logische Abfolge der
zentralen theoretischen Aussagen in diesem Abschnitt war folgende:

Vollsténdigkeitsaxiom:
Cauchyfolgen sind konvergent
\
Konvergenzkriterium der
Monotonie und Beschrianktheit

Y

Intervallschachtelungsprinzip

Y

Bolzano-Weierstraf3: Auswahlsatz

4

Cauchyfolgen sind konvergent

Die Implikationen sind so zu verstehen, dass jeweils nur die jeweils vorangehende
Eigenschaft von R im Beweis des darauf folgenden Resultats benutzt wurde. Die letzte
Implikation werden wir dabei gleich noch zeigen. Es folgt, dass jede der vier Eigenschaf-
ten als Axiom fiir R benutzt werden koénnte - die anderen Eigenschaften wiirden als
Satze folgen. Im n#chsten Abschnitt werden wir eine weitere, dquivalente Eigenschaft
kennenlernen, niamlich den Satz vom Supremum (Satz 2.10). In dieser Vorlesung wird die
Konvergenz der Cauchyfolgen als grundlegendes Axiom gewéhlt.

BEWEIS: Auswahlsatz von Bolzano-Weierstraf§ = Cauchyfolgen sind konvergent
Wir zeigen zunéchst, dass eine Cauchyfolge (a,)nen beschrinkt ist. Sei ng € N mit |a,, —
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am| <1 fiir n,m > ng. Dann folgt

n>ng = |an| < |an — ang| +|an-

<1
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Also gilt |ap| < max(|a1], |az], ..., [@no—1], |ane|+1) = K. Sei nun N € R mit |a, —am| < §
fiir n,m > N. Wir wenden den Auswahlsatz von Bolzano-Weierstral an: es gibt eine
Teilfolge (an, )ken mit an, — a mit k — oo. Wihle kp € N mit |ap, —al < § und

2
ng, > IN. Fiir n > N folgt

|an —al < lan — any, |+ lan,, —al <e.
o

< <

N|m
o

Somit konvergiert die ganze Folge gegen a. O

Definition 2.8 Die Menge M C R heifst

nach oben beschrinkt < AK € R mit x < K fiir alle x € M,
nach unten beschrinkt < JK € R mit x > K fir alle x € M.

Die Zahl K heifit dann obere bzw. untere Schranke. Weiter heifit M
beschrinkt << 3K >0 mit |z| < K fir alle x € M.

Eine Menge ist genau dann beschrénkt, wenn sie nach oben und unten beschrénkt ist.
Denn aus |z|] < K folgt —K < z < K, und aus K; < x < K folgt umgekehrt |z| <
max(| K1, |Ka|).

Beispiel 2.4 Die Menge [0,1) ist nach oben beschrénkt, eine obere Schranke ist zum
Beispiel K = 2011. Es gibt in [0, 1) kein groBtes Element, denn es gilt der Schluss

1
ze0,1) = x<%€[o,1).

Unter den oberen Schranken von [0, 1) gibt es aber eine kleinste, ndmlich die Zahl 1.

Definition 2.9 (Supremum/Infimum) Die Zahla € RU{+o0} heifit Supremum (bzw.
Infimum) der Menge M C R, wenn folgendes gilt:

(1) z < a fir alle x € M (bzw. x > a fir alle x € M),
(2) Fiir alle d’ < a (bzw. ' > a) gibt es ein x € M mit © > d (bzw. © < d’).

Notation: a = sup M (bzw. a = inf M ). Ist M nach oben (bzw. unten) beschrinkt, so be-

zeichnen wir sup M auch als kleinste obere Schranke (bzw. inf M als grifite untere Schran-
ke).

Satz 2.10 Jede Menge M C R hat genau ein Supremum S € RU {£o0}.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Angenommen es gibt S;2 € RU {£o0},
die beide die Definition 2.9 erfiillen. Wir kénnen S; < Ss annehmen. Nach Eigenschaft
(2) bzgl. So gibt es ein x € M mit = > S1, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) beziiglich S;.

Man sieht leicht sup®) = —oo, und supM = +oo falls M nicht nach oben be-
schriankt ist. Im verbleibenden Fall wihlen wir ein Element a; von M und eine obere
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Schranke b; von M, und konstruieren wie folgt eine Intervallschachtelung I,, = [a,, by fur
n > 1, wobei my, = (a, + by)/2:

[Min, by,  falls [my, b)) N M # 0

[@n, my], sonst.

In+1 = [an+1abn+1] = {

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip, Satz 2.6, gibt es genau ein .S € R mit S € I, fiir
alle n, und genauer gilt a, — S sowie b, — S. Fiir x € M sieht man durch Induktion
x < by, fiir alle n, also x < lim,_,» by, = S. Andererseits gilt, ebenfalls induktiv, M NI, # ()
fiir alle n, das heifit es gibt x,, € M mit a, < z, < b,. Ist 8’ < S, so gilt also z,, > S’ fiir
hinreichend grofie n. Damit ist sup M = S gezeigt. O

Folgerung 2.1 Sei M C R nichtleer. Dann gibt es eine Folge x, € M (bzw. x, € M)
mit &, — sup M (bzw. 2, — inf M ).

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage fiir das Supremum. Ist M nach oben beschrankt, so wurde
eine solche Folge im Beweis des vorangehenden Satzes konstruiert. Ist M nicht nach oben
beschrénkt, so gibt es zu n € N ein z,, € M mit z,, > n, also x, — +o0 = sup M. O
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3 Michtigkeit der Mengen und komplexe Zahlen

Jetzt wollen wir uns einer neuen Frage zuwenden: wie kann man die unendlichen Mengen
N C Z ¢ Q@ C R der Grofle nach vergleichen? Gibt es wirklich mehr rationale Zahlen
als natiirliche? Mehr reelle als rationale? Die Antwort lautet witzigerweise, dass es gleich
viele natiirliche, ganze und rationale Zahlen gibt, aber mehr reelle Zahlen. Alle genannten
Mengen enthalten unendlich viele Elemente. Die Prézisierung der Begriffe gleichviele und
mehr geht auf Georg Cantor (1872) zuriick.

Definition 3.1 Fine Menge A heifit gleichmdchtig zur Menge B (Notation: A ~ B),
wenn es eine bijektive Abbildung (Bijektion) ¢ : A — B gibt.

Lemma 3.1 Die Relation A ~ B (A ist gleichmichtig zu B) ist eine Aquivalenzrelation,
das heifit fiir alle Mengen A, B, C gilt:

i)y A~A
(i) A~B =B~A
(ili) A~Bund B~C =A~C.

BEWEIS:

(i) Wéhle als Bijektion die Identitét ids : A — A, a — a.
(ii) Sei ¢ : A — B Bijektion. Wiihle dann =1 : B — A.
(iii) Seien ¢ : A — B und ¢ : B — C bijektiv. Wihle dann Yo : A — C.

Definition 3.2 FEine Menge A heifit

e endlich, wenn sie gleichmdchtig zu einer Menge {1,2,...,k} mit k € N ist;
o abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichmdchtig zu N 1ist;

o abzihlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar unendlich ist;

o {iberabzihlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht endlich, denn andernfalls gibt es ein n € N
und eine Bijektion f: N — {1,...,n} im Widerspruch zum Schubfachprinzip (Satz 2.3).

Lemma 3.2 Fulls eine surjektive Abbildung ¢ : N — A ezistiert, so ist A abzdihlbar.

BEWEIS: Sei a, = ¢(n). Die naheliegende Idee ist, bei der Abzéhlung induktiv diejenigen
an auszulassen, die bereits vorher auftraten, und die restlichen entsprechend neu zu num-
merieren. Dazu setzen wir n; = 1 und konstruieren induktiv eine Teilfolge a,, durch die
Vorschrift

N1 = min{n > ny : ap # ap; fiir j=1,...,k}.

Falls die Rekursion nach einem ny, abbricht, ist die Abbildung f : {1,...,k} = A, k — ayp,
bijektiv und damit ist A endlich. Andernfalls ist die Abbildung f : N = A, k — a,, bijektiv
und A ist abzihlbar undendlich. O
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Satz 3.1 Die Mengen Z und Q sind abzdihlbar.

Bewers: Fiir Z wihle die surjektive (sogar bijektive!) Abbildung

0:N—=Z, o(n) = (n—1)/2 n ungerade
—n/2 n gerade.

Das Argument zeigt, dass wir uns beim Beweis der Abzdhlbarkeit von Q auf die Menge
Q' = {p/q : p,q € N} beschriinken kénnen. Die Idee ist dann, diagonal nach folgendem
Schema abzuzéhlen:

p= 1 2 3 4 5 6

q:
1 1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1
v
2 1/2 2/2 3/2 4/2 -
v
3 1/3 2/3 3/3
v
4 1/4 2/4
v
5 1/5

Die k-te Diagonale enthélt & Elemente, also enthalten die Diagonalen mit kleinerer Num-
mer insgesamt 1+ ...+ (kK — 1) = (k — 1)k/2 Eintrége. Wir behaupten, dass jedes n € N
in genau einem k-Abschnitt {(k — 1)k/2 +i:4i=1,...,k} liegt. Zur Existenz sei k € N
maximal mit (k — 1)k/2 < n. Dann gilt

(k—1k/2 <n<k(k+1)/2=(k—1)k/2+k.

Fiirl > kist (I-1)1/24+1 > k(k+1)/2 = (k—1)k/2+k, das heifit die beiden Abschnitte sind
disjunkt, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. Somit ist folgende Abbildung wohldefiniert:

k—14+1
i

©:N—=Q, ¢(n) =

(k— 1)k

fiir n = +i (keN,1<i<k).

Die Abbildung ist surjektiv, und zwar gilt ¢(n) = p/q fiir i = ¢ und k = p + ¢ — 1. Die
Abzéahlbarkeit von Q folgt nun mit Lemma 3.2. O
Durch Anordnung in einem quadratischen Schema und analoge Abzéhlung lé8t sich ganz

analog zeigen, daf} eine abzéhlbare Vereinigung von jeweils abzéhlbaren Mengen abermals
abzéhlbar ist.

Satz 3.2 (R ist nicht abzihlbar) Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : N — R.

BEWEIS: Sei ¢ : N — R eine beliebige Abbildung und ¢(n) = z,. Wir konstruieren eine
Intervallschachtelung (I,)nen mit z, ¢ I, fiir jedes n. Ist I, schon bestimmt, so zerlege
I, in drei abgeschlossene Teilintervalle gleicher Lange und wéhle fiir I,,41 ein Teilintervall,
das x,+1 nicht enthélt (im Zweifelsfall das rechte). Um I zu definieren, wenden wir dieses
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Argument an auf Iy = [0,1]. Nach Satz 2.6 gibt es ein z € (), oy In € R, also z # x, fiir
alle n € N. O

In Zukunft brauchen wir den Begriff der Konvergenz auch fiir Punkte im R". Fiir n = 1
haben wir als Modell die Zahlengerade benutzt, entsprechend betrachten wir fiir n = 2
die Ebene mit kartesischen Koordinaten z = (z,y) und fiir n = 3 den dreidimensionalen
Raum mit Koordinaten p = (z,y, z); dabei finde ich den zweidimensionalen Fall besonders
anschaulich. Der R" ist eine mathematische Verallgemeinerung:

R"={z=(z1,...,25) 1 2; e R} =R x ... xR.
n mal
Genauer Definitionen finden Sie in der Vorlesung LA1.
Fiir uns hat der Fall n = 2 der Euklidischen Ebene eine besondere Bedeutung, denn

aus dem Vektorraum (R? 4) wird mit einer geeigneten Multiplikation der Korper
C = (R?, +, ) der komplexen Zahlen. Die Verkniipfungen sind dabei wie folgt definiert:

Die Addition ist die Vektorraumaddition von R?. Die Standardbasis wird mit (1,0) = 1
und (0,1) = i bezeichnet, das heiBt jedes z = (z,y) € R? besitzt die Basisdarstellung
z = x + 4iy. Damit lautet die Addition von xj + iy, k = 1,2,

(@1 +iy1) + (w2 +iy2) = (21,91) + (w2, 2)
= (@1 + 22,91 + o)
= (21 +22) +i(y1 +y2).
Mit diesen Vereinbarungen gilt © = z +i0 = (2,0) fir x € R, das heifit R wird mit

der z-Achse in R? identifiziert. Fiir z = x + 4y heit 2 =: Rez € R der Realteil und
y =Im z € R der Imaginéarteil von z.

Die Multiplikation ergibt sich durch die Forderung i> = —1 und Ausmultiplizieren
nach den Korpergesetzen:

(x1 +iy1)(xo +iye) = zixo+ i2y1ys + i(z1y2 + x2y1)
= 1122 — Y1Y2 + i(21Y2 + T291).

Fiir A € Rist ANz +iy) = (A +1i0)(x + iy) = Az +idy = (Az, \y) = A(z,y), das heifit
Multiplikation mit A € R C C ist einfach Skalarmultiplikation im R-Vektorraum RZ2.
Dagegen liefert die Multiplikation mit ¢ fiir (z,y) =z +iy € C

i(z,y) =i(x +iy) = —y +iz = (—y,x).

Der Vektor (—y,x) entsteht anschaulich aus (x,y) durch Drehung um 90° im mathema-
tisch positiven Sinn, das heiffit gegen den Uhrzeigersinn.

Die Korpergesetze in C folgen leicht aus den Definitionen, nur die Bestéitigung des
Assoziativgesetzes der Multiplikation erfordert etwas Rechenarbeit. Um das inverse
Element der Multiplikation anzugeben, ist ein weiterer Begriff niitzlich: fiir z = x +iy € C
heifit Z = x — iy € C die zu z konjugiert komplexe Zahl. Anschaulich ergibt sich Z aus z
durch Spiegelung an der z-Achse, insbesondere gilt Z = z.
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Lemma 3.3 Fir die komplexe Konjugation gelten folgende Regeln:
(1) it =71 +2, 7152 = 71 22,
(2) z=2 <& z€eR,
(3 Firz=x+iy ist Rez = %(2+2) und Imz = (2 — %).
BEWwWEIS: Die Beweise erfolgen alle durch Nachrechnen, zum Beispiel gilt
Z172 = (z1 —iy1) (22 — iy2) = 1122 — Y1y2 — i(T1Y2 + Y172) = Z122.

O

Die komplexen Zahlen entstehen aus R? durch Hinzunahme der Multiplikation als
zusétzliche Struktur. Man nennt die Euklidische Norm

|2| = V22 +y? firz=a+1iy
auch den Betrag der komplexen Zahl z.

Lemma 3.4 Fir den Betrag einer komplexen Zahl gelten folgende Regeln:
(1) 2> = zz.
(2) |z122| = [z1]]22]-
(3) [Rez| < |z], [Im (2)] < |z].
Bewels: Fiir Aussage (1) berechnen wir mit z = x + iy
2z = (v +iy)(x —iy) = 2 +y* = |2°.
Die Formel (2) folgt aus (1), Lemma 3.3(1) und den Kérpergesetzen:
\Z12’2!2 = (2122)(Z172) = 21 71 2272 = \2’1|2 |Z2\2.

Die Ungleichungen (3) sind offensichtlich. O

Damit kénnen wir nun das inverse Element der Multiplikation leicht hinschreiben, und
zwar folgt aus Lemma 3.4(1) fiir z = x + iy # 0
1 z T — 1y

z 2z x24y?

4 Reihen

Viele Funktionen in der Analysis kénnen als unendliche Reihen definiert beziechungsweise
dargestellt werden. Darum ist es wichtig, die Konvergenzfrage fiir Reihen zu untersuchen.
Als erste Anwendung der Konvergenzaussagen definieren wir die Exponentialfunktion. Um
spater den Zusammenhang zu den trigonometrischen Funktionen zu sehen, arbeiten wir
direkt in C statt nur in R, zumal sich die Argumente nur wenig unterscheiden.
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Definition 4.1 FEine Folge (Sp)nen, heift Reihe mit Gliedern a,, € C, falls gilt:

n

Sp = Zak fiir alle n € Ny.
k=0

Die Reihe heifit konvergent mit Wert S € C, wenn die Folge (Sp)nen, gegen S konvergiert:

n

(o]

E ap = lim E an, = lim S, = 8.
n—0o0 n—o0

k=0 k=0

Die Zahl S,, wird auch als n-te Partialsumme der Reihe bezeichnet. Oft wird die Reihe
in der Form ag + a1 + as + ... durch ihre ersten Glieder angegeben. Leider ist es auch
iiblich, die Reihe selbst - unabhéngig von der Frage der Konvergenz - ebenfalls mit dem
Symbol > 72, aj zu bezeichnen.

1 > 1
Beispiel 4.1 Die Reihe 1.3 + ... wird auch mit E —— bezeichnet.
k=1

1 1
237 3.4 — k(k+1)

Gemeint ist jeweils die Folge (S, )nen mit den Gliedern

1 1 1 2
Si=—— =15ty 3= S=15T53tz =1

1
1.2 2 1.2 2.3
Fiir die betrachtete Reihe gilt, fiir alle n € N,

n

n n+1
1 1 1 1 1
§<k k+1) k k n+1

Die Regeln fiir die Addition von konvergenten Reihen sowie die Multiplikation von konver-
genten Reihen mit reellen oder komplexen Zahlen ergeben sich direkt aus den entsprechen-
den Regeln fiir konvergente Folgen, siehe Satz 1.3 a) in Kapitel 1. So ist fiir konvergente
Reihen ) 72 jar und > 72 by und A, € R auch die Reihe > 72 ((Aay + pby) konvergent
und es gilt

> ap +pbp) =D arp+p > by
k=0 k=0 k=0

Durch Abanderung, Hinzufiigen oder Weglassen von endlich vielen Gliedern in einer Reihe
> re o ar wird die Konvergenz oder Divergenz nicht beeinflusst, sondern nur der Wert der
Reihe. Zum Beispiel haben wir fiir n € Ng und m > n

m m n—1
E ap = Z ap — § ag,
k=n k=0 k=0
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und mit m — oo folgt, falls die Reihe Y -, ai konvergiert,

00 00 n—1
Zak:Zak—Zak. (4.1)
k=n k=0 k=0

Wie bei Folgen kann der Anfangsindex einer Reihe statt & = 0 auch eine andere Zahl
sein, zum Beispiel £ = 1 wie in Beispiel 4.1 Allgemein ist eine Reihe nichts anderes als
eine Folge (Sy)nen,, die gegeben ist durch die Differenzen a,, = Sp4+1 — Sy, und das erste
Folgenglied Sy = ag. Es stellen sich nun zwei Fragen:

e Wie kann ich den Gliedern a, der Reihe ansehen, ob die Reihe konvergiert bzw.
divergiert?

e Im Fall der Konvergenz: welchen Wert hat die Reihe?

Bei der zweiten Frage ist zum Beispiel gemeint, ob eine bereits definierte Zahl wie /2,
e, 7, ... als Grenzwert einer Reihe dargestellt werden kann. Im Folgenden steht aber die
erste Frage im Zentrum des Interesses. Dabei ist das néchste Beispiel fundamental.

Beispiel 4.2 (Geometrische Reihe) Die geometrische Reihe Y 32 2% mit z € C kon-
vergiert genau fiir |z| < 1. Der Konvergenzbeweis ist derselbe wie in Beispiel 1.8, und zwar
folgt aus Beispiel 2.2

ik_l_szrl 1 .
2" = — mit n — oo.
prd 1—=2 1—2z

Dagegen gilt fiir |2| > 1 mit S, = > p_, 2F
|1 = S| = 2" = 2" > 1,
so dass (Sp)nen keine Cauchyfolge sein kann.

Beispiel 4.3 (Unendliche Dezimalbriiche) Ist (k;);en, eine Folge von Ziffern k; €
{0,1,...,9}, so ist die Reihe 372 k; 1077 konvergent, vgl. Satz 2.3.

Beispiel 4.4 (Harmonische Reihe) Die harmonische Reihe )7 1/k ist bestimmt di-
vergent gegen +oco. Dies zeigen wir, indem wir in den Partialsummen wie folgt Klammern

setzen:
! + 1+1 + 1+1+1+1 + 1—1—1—1— +1 +
1/ \2 3 4 5 6 7 8 9 T 15) 7
N N———

~~

>1/2 >1/2 >1/2 >1/2

Die Summe der 1/k mit 2™ < k < 2! ist nach unten abgeschiitzt durch 2™ . 2=(m+1) —
1/2.

Nach diesen ersten Beispielen kommen nun zur allgemeinen Konvergenzfrage fiir Reihen,
und beginnen mit einem notwendigen Kriterium.

Satz 4.1 (Nullfolgentest) Ist die Reihe Y - ay konvergent, so folgt limy_,o ay = 0.
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BEWEIS: Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen S,, = >"}_, aj konvergent
mit Grenzwert S € C, also folgt a,, = S, — Sp,—1 = S -5 =0. O

Als n#chstes formulieren wir unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen neu in der Situation
von Reihen. Die Cauchyfolgeneigenschaft sieht wie folgt aus.

Satz 4.2 (Konvergenzkriterium von Cauchy) FEine Reihe Y, a konvergiert dann
und nur dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N € R g¢ibt, so dass gilt:

m

D a

k=n

BEWEIS: Satz 2.2. O

<e fir alle n,m € Ngmitm >n > N.

Satz 4.3 (Reihen mit Gliedern ay > 0) FEine reelle Reihe Y ;- o a mit a, > 0 fir alle
k konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen S, = Y ., a, nach oben
beschrinkt ist.

BEWEISs: Da a, > 0, ist die Folge (S,,) der Partialsummen monoton wachsend. Die Be-
hauptung folgt aus Kapitel 1, Satz 2.5 und Satz 1.2. O

Beispiel 4.5 Fiir s > 1ist die Reihe ;2 k~* konvergent. Wie summieren wie in Beispiel
4.4 iiber 2™ < k < 2™*! und erhalten pro Abschnitt

Z k=S < om . (2m)fs _ (2178)m'
2m << 2m+1
Es folgt fiir n < 2M*1 mit der geometrischen Reihe, Beispiel 1.8,

M

- -5 = -5 —s\m 1
3 Sl e S B S ]

m=0 2m§k<2m+1 =0

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.3. Wir haben damit eine wohldefinierte Funktion
oo
C:(l,00) =R, ((s) =D k™,
k=1

die sogenannte Riemannsche Zetafunktion. Sie spielt bei der Untersuchung von Primzahlen
eine fundamentale Rolle.

Die Reihe Y 52 (—=1)*1/k =1—1/2+41/3 — +... ist ein Beispiel fiir eine sogenannte
alternierende Reihe. Wahrend die entsprechende Reihe mit nur positiven Vorzeichen nicht
konvergiert — es ist die harmonische Reihe aus Beispiel 4.4 — ist die Reihe mit dem Vorzei-
chenwechsel konvergent. Dies ergibt sich aus dem néchsten Satz, bei dessen Beweis wieder
Monotonieargumente eine wesentliche Rolle spielen.

Satz 4.4 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Seiay, k € Ny, eine reelle,
monoton fallende Nullfolge (also insbesondere ay, > 0). Dann ist die Reihe Y oo o(—1)*ay,
konvergent. Auflerdem gilt fiir alle n € Ny die Abschdtzung



BEWEIS: Wir betrachten die Partialsummen S,, = >_1_,(—1)*ay. Fiir alle n € Ny gelten
die Ungleichungen

In+2 In+1
Sonta —Son = (=) ag,i0 + (=1)"ag, i1 = agni2 — azni1 <0,
In+3 In+2
Sontz — Son1 = (=1 ag, i3+ (—=1)*" a9, 10 = agnio — asni3 > 0,
Int1
Sont1—S2n = (=1)"agyi1 = —aznq1 <0.

Also ist die Folge (S2p)nen, monoton fallend, die Folge (S2p41)nen, monoton wachsend.
Wegen S, > So,41 ist die Folge S5, nach unten beschréinkt durch Sy, die Folge So,41
nach oben beschrankt durch Sp. Nach Satz 2.5 sind die Folgen Sa,, sowie Sa,+1 konvergent.
Aber Sy, 11 — So,, — 0, das heifit beide Folgen, und damit die gesamte Folge, konvergieren
gegen denselben Grenzwert S € R. Nun ist S € [S1, Sp] mit Sy = ap und S1 = a1 —ag > 0,
also gilt die Abschéitzung im Fall n = 0. Anwendung auf die Folge by = a4 liefert nun

die Abschitzung fiir beliebige n € Np. O

Bei der alternierenden Reihe 1 —1/2+1/3 — +... st6ft man auf Merkwiirdigkeiten, wenn
man die Summationsreihenfolge dndert. Wihrend die Ausgangsreihe konvergent ist, ist
die durch Umordnung entstehende Reihe

11+1+1 1+1+1+1+1 1+
2 3 5 4 7 9 11 13 6
bestimmt divergent gegen +o00, denn die Summe der positiven Zahlen in der m-ten Klam-
mer ist mindestens 21 . 27(m+1) — 1/4. Dies ist ein interessantes Phéinomen, jedoch

sind wir in erster Linie an Reihen interessiert, deren Konvergenz stabiler ist. Dabei ist der
folgende Begriff zentral.

Definition 4.2 Die Reihe Y, ar mit a € C heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Y reo lak| konvergiert, das heifit > 72 o |ar| < oo.

Satz 4.5 (absolut konvergent = konvergent) Wenn die Reihe Y ;- aj absolut kon-
vergiert, so ist sie konvergent und es gilt

[e.e]
>
k=0
BEWEIS: Die Dreiecksungleichung besagt
m
>
k=n

Aus dem Cauchykriterium fiir Y 72 |ax| folgt deshalb das Cauchykriterium fiir Y77, ax,
das heifit die Reihe konvergiert nach Satz 4.2. Die Abschitzung folgt, indem wir in der
Dreiecksungleichung n = 0 setzen und m — oo gehen lassen. O

[ee]
< Y laxl-
F=0

m
§Z|ak| fiir m >n > 0.
k=n

Der folgende Satz fasst die wesentlichen Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen
zusammen.

Satz 4.6 (Tests fiir absolute Konvergenz) Sei > .~ ai eine Reihe mit a, € C. Ist
eine der drei folgenden Bedingungen erfillt, so ist Y p-,ar absolut konvergent:
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(a) Majorantenkriterium (M-Test): Es gilt |ax| < ¢ € [0,00) mit Y po ;e < 0.
(b) Quotientenkriterium: FEs gibt ein 6 € [0,1) und ein n € N mit

|ak+1|
|a]

<0 fir alle k >n (wobei ar # 0 fir k > n).

(¢) Wurzelkriterium: Es gibt ein 0 € [0,1) und ein n € N mit /|ag| < 0 fir alle k > n.
Umgekehrt ist die Reihe divergent, wenn fiir ein n € N gilt:
|1
|a|
Fiir die Reihe Y 72 k~° mit s > 1 haben wir

el _ (F <1firallek und lim k] _
la| k+1 k—oo |ag]

>1  oder /|ag| >1 fiir alle k > n.

Fiir s = 1 gilt Divergenz nach Beispiel 4.4; also reicht es in (b) nicht, nur die Abschitzung
lak+1|/]ak| < 1 vorauszusetzen. Andererseits konvergiert die Reihe fiir s > 1 nach Beispiel
4.5, also kann aus limg_,o |ag+1|/|ax] = 1 auch nicht auf Divergenz geschlossen werden.
Eine ganz analoge Diskussion gilt fiir das Wurzelkriterium. Die Bedingungen (b) bezie-
hungsweise (c) sind dquivalent zu den folgenden Voraussetzungen:

lim sup [@i1] <1 bzw. limsup {/|ag| < 1.

k—o0 |ak| k—o0

BEWEIS DES SATZES: (a) folgt aus Satz 4.3, denn fiir alle n € N hat man die obere

Schranke
n n o0
Sl €3S e < oc
k=0 k=0 k=0

Voraussetzung (b) liefert per Induktion
lap| < 05 "|a,|  fiir k> n.

Da die geometrische Reihe wegen 0 < 6 < 1 nach Beispiel 1.8 konvergiert, folgt die
Behauptung aus (a) und wir erhalten auflerdem die Abschitzung

= |an|
< . .
;|ak|_1_0 (4.2)

Unter der Voraussetzung (c) gilt
lag| < 0% fiir k > n.

Wieder folgt die Behauptung durch durch M-Test mit der geometrischen Reihe. Die
Abschitzung lautet hier

oo 9”
> akl < — (4.3)
k=n

Die Divergenzaussagen folgen unmittelbar aus dem Nullfolgentest, Satz 4.1. O

Als Anwendung kommt nun endlich die
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Satz 4.7 (Definition der Exponentialfunktion) Die Reihe >t 2*/k! ist fiir alle
z € C absolut konvergent; damit ist die Fxponentialfunktion

exp : C — C, exp(z Z ]

wohldefiniert. Fir jedes n € N und |z| < (n+1)/2 gilt die Abschitzung

exp(z i;

202"
n!

ol

BeweIs: Fiir z = 0 ist nichts zu zeigen. Seien z € C\{0} und n € N mit |z| < (n+1)/2.
Dann gilt fiir k > n mit a; = 2*/k!

e _ 1l _1
\ak\ E+1 7~ 2

Aus dem Quotientenkriterium, Satz 4.6(b), folgt die absolute Konvergenz. Aufierdem lie-
fert die Ungleichung (4.2), hier mit # = 1/2 und a,, = 2" /n!,

i | 1l _ 20"

K= 1= 1’

2| S1212° al

das heif3t )
n-l © _k |k n

z z z 2|z|
exp(2) =D gl = 12 | = 2 || = e

k=0 k=n k=n

Wegen R C C ist durch Satz 4.7 auch die reelle Exponentialfunktion
=z
R — R, —
exp : exp(x kz_: o

erklirt. Nach Definition 2.2 gilt exp(1) = e~ 2,7.... Aulerdem sieht man wie in Beispiel
2.3
T\ "
exp(z) = lim (1 + —) fiir alle z € R.
n—oo n

FEine charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion ist die Funktionalgleichung
exp(z + w) = exp(z)exp(w). Um diese zu beweisen, brauchen wir einen Satz zur
Multilplikation von Reihen.

Bei der Multiplikation von zwei Reihen > ;7 ar und > 27 by treten die doppelt
indizierten Produkte axb; mit k,l € Ny auf. Es ist zunéchst nicht klar, in welcher Reihen-
folge diese summiert werden sollen. Schreiben wir die Produkte in einem Schema auf, so
dass apb; in der k-ten Zeile und I-ten Spalte steht, so ist folgendes Summationsverfahren
naheliegend: erst werden die n + 1 Produkte aib; in jeder Diagonale k + [ = n addiert,
dann wird die Konvergenz der resultierenden Reihe studiert. Im folgenden sind stets
k,l € Ny und wir schreiben zum Beispiel kurz ), 41—y fir die Summe {iber alle Paare
k,l € Ny mit £k +1=n.
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Satz 4.8 (Cauchyprodukt) Die Reihen Y - ar und Y po bi seien absolut konvergent.
Dann ist auch die Reihe

icn mit ¢, = Z apb; = En:akbn_k
k=0 k+l=n k=0
absolut konvergent, und es gilt
oS- (6 ()
n=0 \k+Il=n k=0 k=0

BEWEIS: Wir setzen fiir N € Ny

N 00 N [e's)
Ay =) lag| =D lagl == A und By :=Y_|bx| = Y |bx| = B,
k=0 k=0 k=0 k=0

wobei nach Voraussetzung A, B < co. Es folgt

N
S leal € >0 larllbl < > lax| ] = AyBy < AB < oc.
= k+I<N kJISN

Nach Satz 4.3 ist > 2 ¢, absolut konvergent und insbesondere konvergent (Satz 4.5).
Um den Grenzwert zu identifizieren, reicht es also die geraden Partialsummen foi 0 Cn Z1
betrachten. Wir berechnen

(&) (%) &5

Die rechte Seite ist gleich Aoy Boy — An By, konvergiert also gegen Null fiir N — oc.
Fiir die letzte Abschitzung ist es hilfreich, die Indexbereiche zu skizzieren. Jedenfalls ist
damit die gewiinschte Formel fiir das Cauchyprodukt bewiesen. O

= Z arb; — Z arpb| < Z |(Zk||bl|,

kI<2N k+I<2N k,1<2N,max(k,1)>N

Wir wenden nun den Produktsatz auf die Exponentialfunktion an.
Satz 4.9 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Fir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

BEWEIS: Da die Reihen absolut konvergieren, erhalten wir mit Satz 4.8 und der Binomi-
schen Formel, Satz 2.6,

e (2 +w)”
exp(z) exp(w sz' =k anz< > ZFw kzz(n!):exp(z+w).

n=0 k=0 n=0

O

Wir wollen daraus direkt einige Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten. Dazu
brauchen wir noch eine einfache Tatsache.
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Lemma 4.1 Fir a € C sei die Reihe Y ;- ,ay konvergent. Dann ist auch die Reihe
Y reo @k konvergent und mit S = >"77  ax gilt

o0
S = Zak.
k=0
BEWEIS: Mit S, = Y j_gak gilt S;, = > 7o @ und (wie fiir jede Folge)

IS —Su| =15 =5u| =15 =S, =0 mitn— oo.

Folgerung 4.1 Die Exponentialfunktion hat folgende Figenschaften:
(1) exp(z)exp(—z) =1 fiir alle z € C, insbesondere exp(z) # 0.
(2) exp(z) > 0 fiir alle x € R.
(3) |exp(iy)| =1 fir alle y € R.
(4) exp(pz) = (exp(z))? fir alle z € C, p € Z.

BEWEIS: Behauptung (1) folgt sofort aus Satz 4.9, denn
exp(z) exp(—z) = exp (z + (—2)) = exp(0) = 1.

Fiir z > 0 ist trivialerweise exp(z) € (1,00), und fiir z < 0 folgt exp(z) = 1/ exp(—x) €
(0,1) aus Gleichung (1). Aus Lemma 4.1 folgt

exp(7) = (i;) N EIE SEEE)

k=0

Gleichung (3) ergibt sich nun mit Lemma 3.4:

* = exp(iy)exp(iy) = exp(iy) exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = 1.

| exp(iy)
Fiir p € Ny folgt Behauptung (4) mit der Funktionalgleichung durch Induktion, und eben-
falls mit der Funktionalgleichung gilt fiir p € N

-1

1 = exp(pz) exp(—pz) = (exp(2))” exp(—pz)), also exp(—pz) = (exp(2)”)"" = exp(z)".

Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

In der Sprache der Algebra besagt die Funktionalgleichung, in Verbindung mit Folgerung
4.1(1), dass die Exponentialfunktion ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe
(C,+) in die Gruppe (C\{0},-) ist. Die reelle Exponentialabbildung ist analog ein
Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (R*,-), wobei R™ die positiven reellen Zahlen
bezeichnet.

Bislang haben wir aufler neuerdings der Exponentialfunktion nur Polynome bezie-
hungsweise stiickweise Polynome als Funktionen zur Verfiigung. Es ist naheliegend,
weitere neue Funktionen ebenfalls als Grenzwerte von Folgen bzw. Reihen von Polynomen
zu suchen. Dies fithrt auf den Begriff der Potenzreihe.
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Definition 4.3 (Potenzreihen) Fine komplexe Potenzreihe ist eine Reihe der Form
o0
P(z) = Zakzk mit ay, € C.
k=0

Allgemeiner betrachtet man auch Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zg € C, das heifit
Reihen der Form P(z) = 332, ax(z — 20)*. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns
jedoch hier auf den Fall zy = 0.

Definition 4.3 ldsst offen, ob beziehungsweise fiir welche z € C die Reihe tatséchlich
konvergiert. Natiirlich ist P(0) = ag, es kann aber sein, dass die Reihe fiir alle z # 0
divergiert, dann ist sie natiirlich nicht von Interesse. Ein Beispiel ist > 2  n"2", wie
der Nullfolgentest sofort ergibt. Bei interessanten Reihen (was immer das ist) erwarten
wir aber Konvergenz zumindest fiir manche z € C. Auf dem Konvergenzgebiet erhalten
wir dann eine Funktion, und genau daran sind wir interessiert. Zum Beispiel konvergiert
die Exponentialreihe sogar fiir alle z € C, und definiert die Exponentialfunktion.
Erstaunlicherweise kann iiber das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe eine allgemeine
Aussage getroffen werden. Dazu bendtigen wir das folgende technische Lemma, dessen

Abschitzung (4.5) noch mehrfach benutzt wird.

Lemma 4.2 Sei P(z) = > 72, apz® eine Potenzreihe mit a, € C, die fiir ein zg # 0
konvergiert. Dann gibt es ein M € [0,00) mit

|lag||z0/* < M fiir alle k € Np. (4.4)

Aus (4.4) folgt weiter, dass P(z) fir |z| < |z0| absolut konvergiert und dass fir n € Ny
gilt:

ad M ntl
P(z) = Pa(2)| < Y gl |2)* < T (4.5)
1— 1zl ’ZQ|
k=n+1 [z0]

Hier ist P,(z) = Y 1 _o axz® die n-te Partialsumme.

BEWEIS: Fiir 2] < |20] gilt |ax2*| = |ag| |20|*(|2]/]20])F < M(|z]/|20])*. Wegen |2|/|z20] <
1 folgt die absolute Konvergenz aus dem Majorantenkriterium durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe. Genauer gilt

PO Pl S el <M S <|'jo'|>ks M ('z’)m.

k=n+1 k=n-+1 1-— Teo] |ZO‘

O

Satz 4.10 (vom Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe P(z) = > 7o, arz® gibt es
genau ein R € [0,00], den Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:

, absolut konvergent  fiir |z] < R,
P(z) ist .
divergent fir |z| > R.
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BEWEIS: Die Eindeutigkeit von R ist klar. Zur Existenz definieren wir
R = sup{|z| : P(z) konvergiert} € [0, oc].

Ist |z| < R, so gibt es nach Definition ein zyp € C mit |z| < |z0] < R, so dass P(z)
konvergiert. Also konvergiert P(z) absolut wegen Lemma 4.2. Andererseits ist die Reihe
divergent fiir |z| > R nach Definition von R. O

Beispiel 4.6 Als weiteres Beispiel einer Potenzreihe betrachten wir fiir beliebiges oo € C
die Binomialreihe

- —1
Ba(z)—Z(Z)zk—1+az+a(0;)z2+...
k=0

Fiir o € Ny bricht die Reihe nach k£ = « ab, und die Binomische Formel aus Satz 2.6 liefert
Ba(z) = (14 2)®. Im folgenden sei nun o ¢ Ny. Fiir z # 0 ist dann a;, = (§)2" # 0 fiir
alle k € Ny, und es gilt

la — k|

= %1 |z| = |z| mit k — co.

Ap+1
ag

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir |2| < 1 und divergiert fiir |z| > 1,
das heifit der Konvergenzradius ist R = 1.

Fiir eine gegebene reelle Funktion f : (=R, R) — R stellt sich die Frage, ob die Funktion
durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann: gibt es ay € R mit f(z) = >3 apa”
fir x € (=R, R), oder zumindest auf einem kleineren Intervall x € (—r,r)? Wenn ja,
sind die aj, eindeutig bestimmt? Natiirlich kann diese Frage auch iiber C gestellt werden,
anstelle der Intervalle treten dann Kreisscheiben Br(0) = {z € C : |z| < R}. Das folgende
Ergebnis zeigt, dass bei weitem nicht jede Funktion als Potenzreihe darstellbar ist. Zu der
Folgerung vergleiche auch die entsprechende Aussage fiir Polynome, Satz 77.

Satz 4.11 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Sei P(z) = Y 32, ax2"® eine Potenzrei-
he, die fiir ein zo # 0 konvergiert. Ist 0 € C Hiufungspunkt der Menge {z € C : P(z) = 0},
so folgt ap, = 0 fiir alle k € Ny.

BEweEIls: Wir nehmen induktiv an, dass schon ag = a1 = ... = a,—1 = 0 gezeigt ist,
wobei der Fall n = 0 den Induktionsanfang liefert. Fiir |z| < |z]/2 folgt aus (4.5) die
Abschétzung

‘P(Z) - anzn| = |P(z) — Pn(z)‘ < C’|Z|n+1 wobei O = 2M|ZO|_(n+1).

Nach Voraussetzung gilt P(z;) = 0 fiir eine Folge z; # 0 mit z; — 0, und Einsetzen von
z = z; ergibt |a,| |z < Clz|" 1, also |an| < C|z| — 0 mit i — oo, das heifit a,, = 0. O

Folgerung 4.2 (Koeffizientenvergleich) Seien P(z) = Y 30 arz® und Q(z) =
Ay biz" Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Ist der Nullpunkt Haufungspunkt
der Menge {z € C: P(z) = Q(z)}, so folgt a, = by, fiir alle k € Ny.
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BEWEIS: Die Potenzreihe F(z) = > ;2 cp?® mit ¢, = ai — by hat positiven Konver-
genzradius, und der Nullpunkt ist Haufungspunkt der Menge {z € C : F(z) = 0}. Die
Behauptung folgt damit aus Satz 4.11. O

Zum Schluss dieses Kapitels kommen wir zu der Frage der Umordnung von Reihen zuriick
und zeigen, dass absolut konvergente Reihen beliebig umgeordnet werden kénnen.

Satz 4.12 (Umordnungssatz) Sei 7 : N — N bijektiv. Falls Y 7~ | aj, absolut konvergent
ist, so konvergiert auch die Reihe Z;i1 ar(;) absolut und hat denselben Grenzwert.

BEWEIS: Setze S =) ;7 aj. Nach Voraussetzung gilt

Z lak| = Z|ak| Z|ak|—>0 mit n — oo,

k=n+1

also gibt es zu € > 0 ein n € N mit Y7 ., |ag| < /2. Fiir m hinreichend grof} gilt
r~H1,...,n} c {1,...,m} beziehungsweise {1,...,n} C 7({1,...,m}), und es folgt

‘S Za ])‘<‘S— ‘+ i |a, ])‘<‘S ak‘+ Z |ak] .
1

J=1L7(j)<n ji=1,7()>n k= k=n4+1

<e/2 <e/2
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5 Teilmengen von R und von R”

Der R™ ist eine mathematische Verallgemeinerung;:

R" ={z = (21,...,2,) :x; ER} =R x ... xR.

n mal

Fiir z € R ist |z| der Abstand zum Nullpunkt. Die entsprechende Verallgemeinerung im
R"™ ist die Euklidische Lange oder Norm.

Definition 5.1 Die Euklidische Norm eines Vektors v = (z1,...,x,) € R™ ist

lz| = (/22 4+ ...+ 22.

Der Euklidische Abstand von zwei Punkten x,y € R™ ist |z — y|.

Das Argument der Wurzel ist als Summe von Quadraten nichtnegativ, also ist || wohldefi-
niert. Der folgende Satz fasst wesentliche Eigenschaften der Euklidischen Norm zusammen.

Satz 5.1 Fir die Euklidische Norm |z| gilt:
(1) Positivitét: |z| > 0 mit Gleichheit genau wenn x = 0.
(2) Halblinearitét: |Az| = |A|- |x| fir alle A € R, z € R™.
(3) Dreiecksungleichung: |z +y| < |z|+ |y| fir alle x,y € R™.
Gleichheit in der Dreiecksungleichung gilt genau wenn x und y gleichsinnig parallel sind.

BEwEIS: Nach Definition der Wurzel ist |z| > 0. Im Gleichheitsfall ist % + ...+ 22 = 0,

also z; = 0 fiir alle ¢+ = 1,...,n und damit z = 0. Die Skalarmultiplikation im R"™ ist
komponentenweise definiert durch A(zy,...,x,) = (Az1,..., A\z,), also folgt
n 1/2 n 1/2 n 1/2
o= (o) = (#302) < (So) ot
i=1 i=1 i=1

Beachten Sie, dass hier das Symbol |- | in zwei Bedeutungen vorkommt: einmal als Betrag
der reellen Zahl A\, und einmal als Euklidische Norm des Vektors z € R™. Um die Drei-
ecksungleichung zu beweisen, holen wir etwas weiter aus und fiithren das Skalarprodukt
ein. Vorher erkléren wir noch die Bezeichnung: Fiir drei Punkte «, y, 2z ergibt sich aus der
Dreiecksungleichung

v -zl =]z —y+y—2 <|z—yl+|y— 2

das heifit im Dreeick mit den Eckpunkten z,y, z ist jede Seite kiirzer als die Summe der
beiden anderen Seiten. Im Gleichheitsfall sind z —y und y— z parallel, das heifit die Punkte
x,, z liegen auf einer Geraden.

Definition 5.2 Das Standardskalarprodukt von x,y € R™ ist

(,y) = 2191 + - . . + TnYn.
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Offenbar gilt (z,z) = |z|? fiir z € R™.

Lemma 5.1 Fir das Standardskalarprodukt (z,y) gilt:
(1) Positivitét: (z,z) > 0 mit Gleichheit genau wenn x = 0.
(2) Symmetrie: (x,y) = (y,z) fir alle x,y € R".
(3) Bilinearitit: Fir alle z,y,z € R™ und A\, u € R gilt

(Av + py, z) = Mz, 2) + 1y, z)  und  (z, Ay + pz) = Mz, y) + p(z, 2).

BEWEIS: Die Positivitit folgt aus der Positivitdt der Norm, und die Symmetrie ist offen-
sichtlich. Auch die Bilinearitéit ergibt sich leicht aus der Definition:

n

Mzt oy, z) =Y i+ pyi)zi =AY mizi+ 1Y yizi = Ma, 2) + ply, 2).

i=1 i=1 i=1
O
Es kommt nun eine fundamentale Ungleichung:
Satz 5.2 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir z,y € R" gilt
[z, )| < |z [yl (5.6)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

BEWEIs: Fiir a,b € R mit |a| = |b| =1 gilt |(a,b)| < 1, denn die Bilinearitét ergibt

1
1+ (a,b) = = (|a|* + [b]* £2(a,b)) = Sla =+ b> > 0.

N | =

Ist nun x = 0 oder y = 0, so gilt (z,y) = |z||y|] = 0. Andernfalls betrachten wir die
Vektoren a = x/|z| sowie b = y/|y|. Diese haben Linge Eins, denn nach Halblinearitét der

Norm gilt
1 1

P
|z ]

Anwendung der gezeigten Ungleichung fiir a, b liefert

x

— |z| = 1.
]

11
[z |y]

o = | el = | (55 %) = el <1

2| Jy]

was zu zeigen war. Fiir z,y # 0 kann Gleichheit kann nur dann eintreten, wenn a +b = 0,
also wenn x und y parallel sind. O

Damit kénnen wir nun leicht den Beweis der Dreiecksungleichung fiithren:
&+ yl? = |2* + 2z, y) + [yl* < |2f* + 20yl + yI* = (] + [y])*.

Mit der Monotonie der Wurzel folgt |z + y| < |z| + |y| wie behauptet. Im Gleichheitsfall
miissen zunéchst z und y parallel sein, auerdem muss aber (x,y) > 0 sein, also sind z,y
gleichsinnig parallel.
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Im Gegensatz zu R haben wir im R"™ keine Anordnung zur Verfiigung. Deshalb
verwenden wir die Ungleichungszeichen <, >, <, >, Formulierungen wie "nach oben bzw.
unten beschrinkt” und den Begriff der Monotonie ausschliefSlich fiir reelle Zahlen und
niemals fir Punkte im R”. Eine Ungleichung a < b ist nur fiir reelle Zahlen sinnvoll
(spiter auch mal fiir gewisse Matrizen, aber das tut jetzt nichts zur Sache). Ein Check
zeigt jedoch, dass die Begriffe Konvergenz, e-Umgebung, Beschrinktheit, Cauchyfolge
und Vollsténdigkeit mit der Betragsfunktion formuliert werden koénnen. Sie lassen sich
dann auf den R" verallgemeinern, indem wir statt der Betragsfunktion die Euklidische
Norm einsetzen.

Definition 5.3 (Konvergenz im R™) Die Folge x;, € R™ konvergiert gegen a € R™, falls
gilt:

Fir alle € > 0 gibt es ein N € R, so dass fir alle k > N gilt: |z —al < e.
Definition 5.4 (e-Umgebung in R") Die e-Umgebung von a € R™ ist die Menge
B.(a) ={x e R": |x —a] < e}.

Sie wird auch als offene Kugel (fiir n > 3) bzw. offene Kreisscheibe (firn = 2) um a mit
Radius € > 0 bezeichnet. Die abgeschlossene Kugel ist

K.(a)={x eR":|x —a|] <e}.

Definition 5.5 (Beschrinkte Teilmengen von R") Fine Menge M C R™ heifst be-
schrinkt, wenn gilt:

Es gibt ein K > 0 mit |z| < K fir alle x € M.

Zum Gliick miissen wir nun nicht die ganze Theorie von vorne beginnen, sondern wir
konnen alles zuriickspielen auf die Resultate fiir R, indem wir die einzelnen Koordinaten
der Punkte x € R™ betrachten. Wesentlich dafiir sind die folgenden Ungleichungen:

Lemma 5.2 Firxz € R gilt
max |7;] < |z] < /1 max |z
i=1,...,n i=1,...,n

BEWEIS: Die Ungleichungen folgen mit der Monotonie der Wurzel aus

( ‘max |acz|)2 < x% 4+ ...+ xi = \x|2 <n ( max |$1|)2
i=1,...,n i=1,...,n
Uberlegen Sie, was die Ungleichungen geometrisch bedeuten. O

Satz 5.3 (Eigenschaften bzgl. Norm ~ Eigenschaften bzgl. der Koordinaten)
Eine Folge xj, = ((wg)1, - - -, (zk)n) € R™ ist genau dann beziiglich der Euklidischen Norm
konvergent (beschrinkt, Cauchyfolge), wenn fir alle i = 1,...,n die Koordinatenfolgen
((xk’)i)keN konvergent (beschrinkt, Cauchyfolgen) sind.
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BEWEIS: Fiir die Beschrianktheit folgt die Aussage sofort aus Lemma 5.2. Das Argument
fiir die Konvergenz geht wie folgt:

Ty —a & |rp—al =0
& max |(zk)i — a;] = 0 (wegen Lemma (5.2))
= n

< |(zk)i —ail -0 firallei=1,...,n
& (zr)i —a; fiurallei=1,...,n.

Sind schliellich die einzelnen (($k)z)k N Cauchyfolgen, so gibt es zu € > 0 Zahlen N; € R
mit |(x)i — (21)i| < e/+/n fiir alle k,l > N;. Es folgt fiir k,1 > max;—; _, N; mit Lemma
5.2

o — @i < v/ max |(wy); — (@1)i| < Vne/vn=e.

Die umgekehrte Richtung ist den Lesern iiberlassen. O

Folgerung 5.1 Mit der FEuklidischen Norm ist R™ wollstindig: zu jeder Cauchyfolge
(zk)ken gibt es ein a € R™, so dass i — a mit k — oo.

BEwEIs: Nach Satz 5.3 sind die Folgen (({L‘k)i)keN Cauchyfolgen in R. Nach dem
Vollsténdigkeitsaxiom gibt es a; € R mit limy_,oo(xg); = a; fir alle i € {1,...,n}. Wieder
nach Satz 5.3 folgt limg_, o xx = a. O

Beispiel 5.1 Um die Problematik der nichsten Folgerung zu verdeutlichen, betrachten
wir hier die Folge z;, = ((2x)1, (xx)2) von Punkten in R? mit

0 fiir £ = 0 mod 3,
(rx)2 =< 1 fiir k=1 mod 3,

(zx)1 = { 1 fiir k£ gerade,
2 fiir Kk = 2 mod 3.

—1 fiir £ ungerade,

Wir wollen eine konvergente Teilfolge finden. Die Koordinatenfolge ((xk)l) pey hat die
konstante Teilfolge (z9;)1 = 1 fiir j € N, und die Koordinatenfolge ((z)2) ey hat die
konstante Teilfolge (z35)2 = 0 fir j € N. Damit haben wir aber noch keine konvergente
Teilfolge fiir die Punkte x;, € R? gefunden, denn weder (x2;)2 noch (z3;5)1 sind konvergent.
Stattdessen wihlen wir aus der Folge (z2;);en die weitere Teilfolge (x9.3:)ien, also j = 3i,
aus. Diese konvergiert in R?, denn es ist sogar xg; = (1,0) fiir alle i € N.

Folgerung 5.2 (Bolzano-Weierstrafl im R") Jede beschrinkte Folge (zj)ken in R™
besitzt eine konvergente Teilfolge.

BeEwEIs: Wir konstruieren sukzessive Teilfolgen, so dass schliesslich alle n Koordina-
tenfolgen konvergieren. Aus Satz 5.3 folgt dann die Behauptung. Angenommen, fiir ein

j €{1,...,n} sei schon eine Teilfolge k1 < ko < ... gefunden, so dass
lim (zg,); = a; firallei=1,...,j -1
l—0o0

Der Fall j = 1 ist dabei der Induktionsanfang. Da die Folge (xy,);, I € N, beschrankt ist
nach Satz 5.3, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in R, Satz 2.8, eine Teilfolge
l1 <lz <...und ein a; € R, so dass zusétzlich

im (2, )j = aj.
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Nach dem n-ten Schritt ist eine Teilfolge bestimmt, fiir die alle Koordinatenfolgen konver-
gieren. O

Definition 5.6 (Haufungspunkt von Mengen) Ein Punkt a € R"™ heifit Héiufungs-
punkt der Menge M C R"™, falls fir jedes ¢ > 0 die Menge B:(a) N M wunendlich viele
Elemente hat.

Ein Haufungspunkt von M ist nicht notwendig Element von M, zum Beispiel ist 0 € R
Haufungspunkt von M = {1/n : n € N}.

Lemma 5.3 Ein Punkt a € R" ist genau dann Hdufungspunkt der Menge M, wenn es
eine Folge von Punkten xy, € M\{a} gibt mit limy_,o, zx = a.

BEWEIS: Sei a Haufungspunkt gemifi Definition 5.6. Zu ¢ = 1/k gibt es dann ein
Ty € Byi(a) N M\{a}. Die Folge (z1)ken ist wie verlangt.

Sei umgekehrt eine Folge z; € M\{a} gegeben mit limy_,- zx = a. Angenommen,
fiir ein € > 0 ist die Menge B:(a) N M endlich, also B.(a) N M\{a} = {a1,...,an} fir
ein m € Ny. Dann ist p := minj<j<y, |a; — a| > 0. Wegen limy_, |z — a| = 0 folgt fiir k
hinreichend grof3

x) € Bo(a) N M\{a} =0,

ein Widerspruch. O

Beispiel 5.2 Die Menge M = {1/n : n € N} hat 0 € R als einzigen Haufungspunkt.
Dagegen ist die Menge der Haufungspunkte von Q gleich R, denn in jeder Umgebung
einer reellen Zahl gibt es eine rationale Zahl, sieche Satz 2.8. Es gibt eine kleine Differenz
zwischen dem Begriff des Hiufungspunkts fiir Folgen und fiir Mengen: die konstante Folge
xp = a, k € N, hat den Haufungspunkt a, dagegen hat die einelementige Menge {a} C R"™
keinen Haufungspunkt. Uberlegen Sie, dass fiir eine beliebige Folge (x3)pen im R™ die
Haufungspunkte des Wertebereichs M = {xj, : k € N} eine Teilmenge der Haufungspunkte
der Folge bilden, die aber eine echte Teilmenge sein kann, wie das Beispiel der konstanten
Folge zeigt.

Definition 5.7 FEine Menge
(i) U C R™ heifst offen, falls es zu jedem a € U ein ¢ > 0 gibt mit B.(a) C U,
(ii) A C R™ heifit abgeschlossen, wenn folgende Implikation stets gilt:

a= lim z, mitz, € A = acA.

n—oo

Nach Lemma 5.3 ist eine Menge A genau dann abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt
von A schon Element von A ist.

Beispiel 5.3 Die Kugel B,(a) = {x € R" : |z — a|] < o} ist offen. Denn sei x € By(a).
Fiir e := o — |z — a] > 0 und y € B.(z) folgt aus der Dreiecksungleichung

ly—a| <l|ly—z|+|r—a|<e+|r—a|l=o.
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Also gilt B.(x) C B,(a), das heifit B,(a) ist offen. Die Kugel K,(a) = {z € R" : |z—a| < o}
ist dagegen abgeschlossen: ist zj, € K,y(a) und x — = € R", so folgt

n n

|z —al? = Z(wz —a;)*> = lim ((zr)i — ai)® < 0%,

‘ k—o00 4
=1 =1

das heifit = € K,y(a).

Satz 5.4 Eine Menge M C R™ ist genau dann offen, wenn R™\M abgeschlossen ist.

BeEWwEIS: Sei M offen und z; € R™\M mit limg_,o 2 = a € R". Wire a € M, so folgt
B.(a) C M fiir ein € > 0, und somit xp € M fiir hinreichend grofle k, ein Widerspruch.
Also ist a € R™\ M, das heifit R™\ M ist abgeschlossen.

Sei nun R™\M abgeschlossen. Wére M nicht offen, so gibt es ein @« € M mit
Be(a)\M # () fiir alle ¢ > 0. Finde induktiv 2 € By,(a) mit zp € R"\M. Es folgt
a = limy_, o x € R™\ M, ein Widerspruch. O

Satz 5.5 Die offenen Teilmengen des R™ bilden eine Topologie, das heifst es gelten fol-
gende Aussagen:

(1) 0 und R™ sind offen.
(2) Jede Vereinigung | Jycp Ux von offenen Mengen Uy C R™ ist offen.
(3) Der Durchschnitt ﬂle U; von endlich vielen offenen Mengen U; C R™ ist offen.

BEWEIS: Aussage (1) ist evident. Ist 2 € [Jycp Un, so gilt € U, fiir ein pp € A. Da U,
offen, gibt es ein € > 0 mit B.(x) C U, C Uycp Un, Was zu zeigen war.

Sei nun = € ﬂle U; wie in (3). Da U; offen, gibt es ein ¢; > 0 mit B, (x) C U;
fir ¢ = 1,...,k. Es folgt ¢ := min;—; e > 0 und B.(z) C B (x) C U; fiir alle
i=1,...,k, also B.(z) c N, Ui. O
Wir betonen, dass im Gegensatz zur Vereinigung der Durchschnitt von unendlich vielen
offenen Mengen in der Regel nicht offen ist, zum Beispiel gilt

{a} = ) Bin(a).

neN

FEine Menge M C R™ muss weder offen noch abgeschlossen sein; dies trifft zum Beispiel
auf ein halboffenes Intervall [a,b) zu. Die Mengen R und () sind die einzigen Teilmengen
von R, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. Dies soll in den Ubungen gezeigt
werden. Durch Ubergang zu den Komplementen sieht man, dass beleibige Durchschnitte
und endliche Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen abermals abgeschlossen sind.
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Kapitel 3

Stetige Funktionen

1 Grenzwerte und Stetigkeit
Eine Funktion auf einer Menge D C R™ mit Werten in R™ ist bekanntlich eine Abbildung
f:D—=R" z— f(z).

Im Fall m =1, also f : D — R, heifit die Funktion reellwertig. D heifit Definitionsbereich
und f(D) heifit Bild von f. Der Graph von f ist die Menge

Graph (f) = {(z, f(z)) rx € D} C D x R™ C R" x R™.

Beispiel 1.1 Die relativistische Masse als Funktion der Geschwindigkeit ist gegeben durch
mo .
1— ()2

c

m:[0,¢) = R, m(v) =

dabei steht mg fiir die Ruhemasse und c fiir die Lichtgeschwindigkeit. Der Definitionsbe-
reich der Relativitétstheorie ist also das Geschwindigkeitsintervall [0, ¢).

Beispiel 1.2 Die Signumfunktion ist definiert durch

1 fir z > 0,
sign : R — R, sign(z) = ¢ 0 fiir z = 0,
-1 firz<0O.

Beispiel 1.3 Die GauBklammerfunktion oder Gréfite-Ganze-Funktion ist gegeben durch
[ R—=R, f(z) =[z] =max{n e N:n < z}.

Beispiel 1.4 Ist I C R ein Intervall, so bezeichnet man Funktionen ¢ : I — R™ auch als
(parametrisierte) Kurven (curva). Oft wird die unabhéngige Variable mit t € I (statt x €
I) bezeichnet. Diese Notation folgt Newton, der sich fiir Bahnkurven von Massenpunkten
in Abhéngigkeit von der Zeit (tempus) interessiert hat und c(t) = (z(t), y(t), z(t)) schreibt.
Ein explizites Beispiel ist der horizontale Wurf aus der Hohe h mit Geschwindigkeit v:

c:R—=R3 c(t) = (vt,0,h — gt?/2) (g9 = Erdbeschleunigung).

95



Beispiel 1.5 Die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) einer Menge E C R™ ist

1 firx ek,

:R™" = R, =
Xe Xe(x) {0 fir x ¢ E.

Beispiel 1.6 Die Euklidische Norm auf R™ ist die Funktion

| [:R" >R,z |z|=/2? +... +22.

In R sowie in C sprechen wir auch von der Betragsfunktion.

Beispiel 1.7 Die Abstandsfunktion einer Menge F C R" ist
distg : R" — R, distg(z) = inf{ly — z| : y € E}.

Definition 1.1 (Stetigkeit) Die Funktion f : D — R™ heifit stetig im Punkt zo € D,
falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:

|f(x) = f(zo)| <e  fir alle x € D mit |x — xo| < 9. (1.1)
f heifit stetig, falls f in allen xo € D stetig ist.
Mithilfe von Umgebungen ldsst sich die Stetigkeit in x¢ auch so fassen:
Fiir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(D N Bs(zo)) C B:(f(z0))-

Wir wollen einige Beispiele betrachten.

Beispiel 1.8 Konstante Funktionen sind stetig: sei f(z) = ¢ fiir alle x € D und ein
¢ € R™. Dann folgt

|f(z) — f(zo)| =0 fiir alle x € D,

also kénnen wir zu gegebenem € > 0 jedes ¢ > 0 wéihlen.

Beispiel 1.9 Affinlineare Funktionen f : R — R sind stetig: sei f(z) = ax+b mit a,b € R,
a # 0. Dann gilt

|[f(z) = f(zo)| = [(ax +b) — (azo +b)| = |af |z — w0,
das heifit wir kénnen 0 = ¢/|a| wihlen.

Beispiel 1.10 Die Euklidische Norm f : R™ — R, f(z) = ||, ist ebenfalls stetig auf ganz
R™, denn aus der Dreiecksungleichung folgt

[f(x) = f(xo)| = [|z] = [xol| < |& = xo.

Wir konnen also § = € nehmen.
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Beispiel 1.11 Die charakteristische Funktion von Q (oder Dirichlet-Funktion)

1 firx €Q,
Xo(z) = {

0 sonst.
ist nirgends stetig. Denn wire xq stetig in g € R, so gibt es zu € = 1 ein § > 0 mit
Ixo(z) — xo(zo)| < e fiir alle z € R mit |z — x| < 0.

Ist zp € R\Q, so kénnen wir x € Q wéhlen, da Q dicht in R ist nach Satz 2.8, und
erhalten 1 = |xq(x) — xo(zo)| < € = 1, ein Widerspruch. Ist zp € Q, so kénnen wir analog
argumentieren, da R\Q ebenfalls dicht ist nach Aufgabe 1, Serie 6.

Ein sehr niitzliches, hinreichendes Kriterium fiir die Stetigkeit ist das folgende.

Definition 1.2 f: D — R™ heifit Lipschitzstetig mit Konstante L € [0,00), falls gilt:
|f(x) = fW)| < Llxz —y| fir alle z,y € D.

Die Euklidische Norm ist Lipschitzstetig mit Konstante L = 1, vgl. Beispiel 1.10.

Lemma 1.1 Jede Lipschitzstetige Funktion f: D — R™ ist stetig.

BEWEIS: Sei f Lipschitzstetig mit Konstante L > 0. Zu xg € D und gegebenem ¢ > 0
wéhlen wir § = ¢/L > 0, und erhalten fiir |z — zo| < ¢

|f(z) — f(z0)| < Lz — 29| < L§ = &.

O

Beispiel 1.12 Die Abstandsfunktion distg : R® — R einer Menge E C R" ist Lipschitz-
stetig mit Konstante Eins. Denn es gilt nach der Dreiecksungleichung

ly —xo| < |y — 1|+ |21 — 22| furallez;2€R", yeE.
Bilden wir auf beiden Seiten das Infimum iiber alle y € FE, so folgt
distg(z2) < distp(z1) + |21 — 22|
Durch Vertauschen von x; mit xo ergibt sich
|distg(z1) — distg(z2)| < |z1 — 22|

Beispiel 1.13 Lineare Abbildungen A : R™ — R sind Lipschitzstetig. Um dies zu zeigen,
verwenden wir die Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasen. Es gilt fiir € R™

m

A(z); = Z a;jr; wobeil A(x) = ZA(x)iei.
j=1

Die Euklidische Norm der Matrix A = (a;;

A= (3 a)”

~
m
s
3
X
3
7
-+



Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt

AP =3 (Nasn) <3 (S ad) - (X2) = 4Pk,
=1 j=1 =1 j=1 j=1
das heifit es gilt die Abschétzung
|A(z)| < |A]|x| fiir alle z € R™.
Insbesondere folgt fiir x,y € R"
[A(z) — A(y)| = |A(z —y)| < [Al ]z —y],
d.h. A ist Lipschitzstetig mit Konstante |A|.

Satz 1.1 (Folgenkriterium der Stetigkeit) Fir f: D — R™ und xo € D sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig in xg.
(2) Fliir jede Folge (zk)ken mit xx € D und limy_,oo T, = o gilt: limg oo f(z) = f(20).

Bewers: Fiir die Implikation (1) = (2) sei xx € D mit z — zp fir £ — oco. Wéhle zu
e>0ein d > 0mit |f(x) — f(xo)| < e fur alle x € D mit |z — xo| < §. Es gibt ein N € R
mit |z — xg| < § fiir k > N, also folgt | f(zx) — f(xo)| < e fir k > N.

Wir iiberlegen nun was es bedeutet, wenn f nicht stetig in xy ist. Es gibt dann
ein € > 0, so dass (1.1) fiir kein § > 0 erfiillt ist. Wahlen wir §;, = 1/k fiir £ = 1,2,...,
so gibt es xx € D mit |z — xo| < 1/k, aber |f(zx) — f(xo)| > €. Dies zeigt indirekt die
Implikation (2) = (1), womit der Satz bewiesen ist. O

Lemma 1.2 Fine Funktion f : D — R™ ist genau dann stetig in xqg € D, wenn jede
Koordinatenfunktion f; : D — R in xq stetig ist.

BewEIs: Mit dem vorangegangenen Satz folgt dies aus der Aquivalenz von Konvergenz
und Konvergenz der Koordinatenfolgen im R™, siehe Satz 5.3. O

Lemma 1.3 Sei g : D — R stetig in xo mit g(xg) # 0. Dann gibt es ein 6 > 0 mit
lg(x)| > |g(z0)|/2 >0  fir alle x € DN Us(xo).

BEWEIS: Zu e = |g(x0)|/2 > 0 gibt es aufgrund der Stetigkeit ein § > 0 mit |g(x)—g(zo)| <
e fiir alle z € D N Us(xp), also folgt mit der Dreiecksungleichung fiir diese x

l9(2)| = lg(z0) — (9(x0) — g(x))] = [g(wo)| = [g(x) — g(x0)| = 26 —e =e.

Satz 1.2 (Stetigkeitsregeln) Seien f,g: D — R stetig in xo € D. Dann gilt:

(1) Fiir beliebige o, 8 € R ist die Funktion af + Bg stetig in xg.
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(2) Die Funktion fg ist stetig in xq.

(3) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion f/g: D NUs(zo) = R fiir § > 0 hinreichend klein
definiert und stetig in xg.

BEWEIS: Die Funktionen sind grundsétzlich punktweise erklért, das heifit fir alle z € D
gilt

(af +Bg)(x) = af(x) + Bg(x), (f9)(z) = f(x)g(x) und (f/g)(z) = f(z)/g9(z).

Wir fithren die Aussagen auf die entsprechenden Konvergenzregeln fiir Folgen zuriick:
sel (n)nen eine beliebige Folge mit x, € D und lim,, o 2, = x9. Nach Satz 1.1 gilt
f(xn) = f(xo) und g(x,) — g(xp) mit n — oco. Aus Kapitel I, Satz 1.3 folgt

af(@n) + Bg(en) = af(wo) + Bg(wo)  sowie  f(zn)g(zn) = f(x0)g(o)-

Mit Satz 1.1 ergeben sich die Behauptungen (1) und (2). In der Situation von (3) gibt es
nach Lemma 1.3 ein § > 0 mit g(z) # 0 auf D N Us(xo), so dass f/g dort definiert ist.
Weiter folgt f(zy)/g(zn) — f(z0)/9(x0), und mit Satz 1.1 ist auch f/g stetig in xg. O

Folgerung 1.1 Die Menge C°(D) der stetigen Funktionen auf D C R™ ist ein R-
Vektorraum. Allgemeiner ist die Menge C°(D,RF) der stetigen Abbildungen f : D — RF
ein R-Vektorraum.

BEWEIS: Das ist offensichtlich nach Satz 1.2(1) und Lemma 1.2. O

Satz 1.3 (Verkettung stetiger Funktionen) Seien f : D — R™, g : E — R* mit
f(D) C E CR™. Ist f stetig in xo und g stetig in yo = f(xq), so ist go f : D — RF stetig
m xq.

BEWEIS: Wir verwenden wieder Satz 1.1. Ist x,, € D eine beliebige Folge mit lim,,_, o ,, =
xo, so folgt f(xz,) — f(zo) aus der Stetigkeit von f in o, und weiter g(f(x,)) — g(f(z0))
wegen der Stetigkeit von g in yg = f(xg). Nach Satz 1.1 ist damit die Stetigkeit von g o f
in xg schon gezeigt. O

Beispiel 1.14 Seien f,g: D — R stetig. Dann ist auch die Funktion |f| : D — R stetig,
und ebenso die Funktionen max(f, g) = (f+g+|f—g|)/2 und min(f, g) = (f+g9—|f—g|)/2.

Schliefllich wollen wir in diesem Abschnitt noch den Grenzwertbegriff fiir Funktionen disku-
tieren; allerdings fassen wir uns dabei kurz, weil die Angelegenheit fiir Folgen ja ausfiihrlich
behandelt wurde.

Definition 1.3 (Grenzwert fiir Funktionen) Sei D C R" und xo ein Hdufungspunkt
von D. Die Funktion f: D — R konvergiert fir x — xg gegen a € R™, falls es zu jedem
€ >0 ein d >0 gibt, so dass gilt:

|f(x) —a|l <e firallex € D mit 0 < |z — zo| <.

Notation: limg_,, f(z) = a oder f(x) — a fir x — xg.
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Fiir die Existenz und den Wert von lim,_,,, f(z) ist es egal, ob die Funktion in z( defi-
niert ist bzw. welchen Funktionswert sie dort hat. Die Beziehung zwischen Grenzwert und
Stetigkeit ist wie folgt:

Lemma 1.4 (Stetigkeit und Grenzwert) Sei xg € D ein Hiufungspunkt von D. Fir
die Funktion f: D — R™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) limg sz f(x) = f(.fC[))
(2) f ist stetig in xg.

BeEwEIs: Das folgt direkt aus den gegebenen Definitionen. O

Fiir reellwertige Funktionen kénnen wir den Konvergenzbegriff ausdehnen, indem wir (un-
eigentliche) Konvergenz gegen +oo zulassen.

Definition 1.4 (Uneigentlicher Grenzwert) Sei zo € R ein Hiufungspunkt von D,
und f: D — R. Dann gilt lim,_,,, f(z) = 400, wenn es zu jedem K > 0 ein § > 0 gibt
mit

f(z) > K fir allex € D mit 0 < |z —xo| < 6.

Entsprechend wird lim,_,., f(x) = —oo erkldrt.

Im Fall D C R besteht die Moglichkeit, Grenzwerte von f(x) fiir x — %00 zu betrachten.

Definition 1.5 (Grenzwert bei £00) Sei f : D — R™ mit D C R nicht nach oben
beschrinkt. Dann gilt limy_, o f(z) = a € R™, wenn es zu e > 0 ein K € R gibt mit

|f(x) —a| <e fir allex € D mit x > K.

Analog wird der Grenzwert fiir x — —oo erkldirt.

Sowohl bei der Stetigkeit als auch beim Grenzwert spielt der zugrundeliegende Definiti-
onsbereich eine Rolle. Wir schreiben limy_, 5, zep f(z), wenn wir den gewéhlten Definiti-
onsbereich hervorheben mochten. In R werden oft einseitige Grenzwerte gebraucht:

lim f(z)= lim f(z) und lim f(z)= lim f(x).

\(To T—rT0,T>T0 x xo T—=x0,2<T0

Zum Beispiel ist lim, o sign(z) = +1 und lim, »gsign(z) = —1, wihrend der Grenzwert
lim,_,o sign(z) nicht existiert. Wir formulieren jetzt die wichtigsten Regeln fiir Grenzwerte
von Funktionen. Diese sind fiir Folgen bzw. aus der Diskussion der Stetigkeit schon be-
kannt, deshalb verzichten wir auf die Beweise und formulieren die Aussagen der Einfachheit
halber nur fiir n = m = 1, also reellwertige Funktionen einer Variablen.

Satz 1.4 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelten folgende Aussagen:
(1) Seien a,b € R und xop € RU{*o0}. Aus f(x) — a, g(x) = b fir x — x folgt

af(r)+fg(z) — aa+pb (o, f €R),
f(@)g(z) — ab,
f(z)/g(x) — a/b, fallsb#0.
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(2) Seien f: D =R, g: E— R mit f(D) C E. Gilt f(x) — yo mit x — xo und ist g
stetig in yo, so folgt (go f)(x) — g(yo) mit x — xo.

(3) Sei f(z) — a, g(x) — b fir x — xo. Ist f(x) < g(z) fir 0 < |z —xo| < J, so folgt
a <b.

1
(4) Ist f > 0 auf D, so ist limy_,4, f(z) = 0 dquivalent zu lim —— = 4o00.
25 F@)

Beispiel 1.15 (Rationale Funktionen) Seien p, ¢ reelle Polynome vom Grad m bzw.
n, also p(x) = ap + a1z + ...+ apa™ bzw. ¢(x) = bo + bix + ...+ byz™ mit a;,b; € R und
A, by £ 0. Setze N = {z € R: g(x) = 0} und definiere

FiR\N = R, f(z) =22

Wann hat f eine stetige Fortsetzung bei g € N7 Sei dazu x( eine v-fache Nullstelle von
¢ mit v > 1, und eine u-fache Nullstelle von p, evtl. u = 0 falls p(xg) # 0. Also gilt

p(z) = (x —z0)' plx)  baw. q(z) = (zr —x0)"q(x)
fiir Polynome p, ¢ mit p(xo), G(xo) # 0. Es folgt

f(x) = (z —xo)" Z(x) fiir alle z € R\N,

und wir erhalten aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte lim,_,,, f(z) = 0 im Fall g > v
und limy,_5, f(x) = p(xo)/q(xo) # 0 im Fall i = v. In diesen Fillen ist die Funktion stetig
fortsetzbar nach Lemma 1.4, dagegen hat f im Fall u < v in zg eine Polstelle. Sei zum
Beispiel p(z0)/¢(zo) > 0, dann ergibt sich fiir die einseitigen Grenzwerte bei zg

TNz x /o
v — u gerade ~+00 ~+00
v — p ungerade +o00 —00

Das Verhalten von f fiir + — 0o wurde bereits in Kapitel 1, Beispiel 1.7 untersucht.

2 Zwischenwertsatz und klassische Funktionen

In diesem Abschnitt haben wir es mit Funktionen zu tun, die auf einem Intervall definiert
sind. Eine Menge I C R ist genau dann ein Intervall, wenn (a,b) C I mit a = inf I und
b = sup I. Hier sind also unendliche Intervallgrenzen zugelassen, aber das Intervall soll stets
Teilmenge von R sein, das heifit unendliche Intervallgrenzen sind offen. Der Durchschnitt
von zwei Intervallen 1 o mit den Grenzen aq 2 und b 2 ist wieder ein Intervall mit Grenzen
a = max(ai,az) und b = min(by, b2). Nach unserer Definition ist die leere Menge auch ein
Intervall.

Satz 2.1 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem yo zwi-
schen f(a) und f(b) ein xo € [a,b] mit f(xo) = yo.
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Bemerkung. Die Gleichung f(z) = yo kann mehrere Losungen in [a, b] besitzen, das heift
x¢ ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Sei oBdA f(a) < yo < f(b). Dann ist die Menge M = {z € [a,b] : f(z) < yo}
nichtleer, da a € M. Wir behaupten f(x¢) = yo fiir 29 = sup M. Fiir n € Nist 9 — 1/n
keine obere Schranke von M, also gibt es x,, € M mit xy — 1/n < z,, < xo. Da f stetig,
folgt f(xo) = limy, 00 f(zn) < yo. Andererseits ist xy obere Schranke von M, also gilt
f(x) > yo fir xo < x < b. Ist k9 < b, so folgt f(xo) = limg 4, f(x) > yo. Im Fall 29 = b
gilt f(z) > yo sowieso nach Voraussetzung. O

Folgerung 2.1 Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall
mit Endpunkten o = infyer f(x) und = sup,cr f(x).

BEWEIS: Zu y € («, ) gibt es 1,22 € I mit f(x1) < y < f(z2). Dann gibt es nach Satz
2.1 ein x € [x1,x2] (bzw. x € [z2,21]) mit f(x) = y. Es folgt (o, 8) C f(I). O
Jede streng monotone Funktion f : I — R ist injektiv und hat damit eine Umkehrfunktion
g: f(I) — R. Es stellt sich die Frage nach der Stetigkeit von g. Zum néchsten Lemma vgl.
das entsprechende Resultat fiir Folgen, Satz 2.5 in Kapitel 1.

Lemma 2.1 (Einseitige Grenzwerte monotoner Funktionen) Sei f : [ = (a,b) —
R monoton wachsend. Dann gilt

ii\r‘rzf(a:):inf{f(a:):xef} und glci}rzf(x)zsup{f(x):xel}.

BeEwEIS: Mit a = inf{f(x) : z € I} € [—00,00) gilt f(x) > « fiir alle z € I. Andererseits
gibt es zu jedem o' > « ein 2’ € I mit f(2') < o/, und somit f(z) < o fiir alle x < 2.
Die Behauptung fiir den rechtsseitigen Grenzwert folgt analog. O

Satz 2.2 (Monotonie und Umkehrfunktion) Sei I ein Intervall mit Endpunkten a <
b, und f : I — R sei streng monoton wachsend und stetig. Dann gilt:

(1) Die Umkehrfunktion g : f(I) — R ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.
(2) I* = f(I) ist ein Intervall mit Endpunkten a = lim, o f(x) < lim, ~, f(z) = 5.

(3) limy\a g(y) = a und limy, 3 g(y) = b.

BEWwEISs: Wire g nicht streng monoton wachsend, so gibt es y1,y2 € f(I) mit y; < o,
aber g(y2) < g(y1). Aus der Monotonie von f folgt

y2 = f(9(y2)) < fl9(y)) = w1,

im Widerspruch zur Annahme. Um die Stetigkeit von g im Punkt yo = f(z¢) zu zeigen,
sei € > 0 gegeben. Nach Folgerung 2.1 ist dann f(U.(x)N 1) ein Intervall mit den Grenzen

o =inf{f(z):x € Us(wo) NI} und ' = sup{f(z): z € U.(z0) N I}.

Im Fall a < zo < b gilt o/ < f(x9) = yo < B, da f streng monoton wachsend, also gibt es
ein 6 > 0 mit Us(yo) C f(U:(x0) N I). Es folgt

9(WUs(yo)) C (g o [)(Us(z0) N I) C Ue(xo),
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was zu zeigen war. Fiir g = a ist a = f(x9) = yo < ', also gilt fiir hinreichend kleines
0>0

Us(yo) N f(I) C [yo,yo +6) C f(Us(xo) N I),

und es folgt g(Us(yo) N f(I)) C Us(zo). Aussage (2) folgt direkt aus Folgerung 2.1 und
Lemma 2.1, und (3) ergibt sich aus (1) und (2), angewandt auf die Funktion g statt f. O

Als Ergénzung zu Satz 2.2 bemerken wir noch
acl & acl* und bel & pel”. (2.1)

Denn fiir a € I ist f(a) = inf{f(z) : z € [} = «, also a € f(I). Sei umgekehrt o = f(x)
fiir ein o € 1. Wire x > a, so gibt es 2’ € (a,x) mit f(2') < f(x) = o, Widerspruch. Also
folgt a = x € I.

Wir wollen nun den Satz anwenden, um die Umkehrfunktion der reellen Exponen-
tialfunktion zu konstruieren. Als erstes miissen wir dafiir die Stetigkeit zeigen; das tun
wir natiirlich gleich in C.

Satz 2.3 Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

BEwEIS: Fiir die Stetigkeit in zg = 0 verwenden wir die Abschitzung aus Kapitel 1, Satz
4.7, und zwar ergibt der Fall n =1 fiir alle |z| < 1

|exp(z) — exp(0)| = |exp(z) — 1] < 2]z

Es folgt | exp(z) —exp(0)| < € fiir |2| < 0 = min(1,e/2). Fir die Stetigkeit in zg # 0 setzen
wir die Funktionalgleichung ein: es gilt exp(z — zp) — 1 mit z — 2, also

exp(z) = exp(zp) exp(z — z0) — exp(zp) mit z — 2o.

O

Satz 2.4 (Definition des Logarithmus) Die Funktion exp : (—o0,00) — (0,00) ist
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv, und es gilt

lim exp(x) =0 wnd lim exp(x) = occ. (2.2)

T—r—00 T—00

Die Umkehrfunktion log : (0,00) — (—00,00) heifst (natiirlicher) Logarithmus. Die Funk-
tion ist ebenfalls streng monoton wachsend, stetig und bijektiv, und es gilt

lim 1 = d lim 1 = 0. 2.3
lim og(y) = —oo und  lim log(y) = oo (2.3)

Weiter ist log(1) = 0 und log(e) = 1, und log erfillt die Funktionalgleichung

log(y1y2) = log(y1) + log(y2)  fiir alle y1,y2 > 0. (2.4)

BEWEIS: Nach Definition der Exponentialfunktion gilt

exp(z) = — >142z fiirz>0.

k!
k=0
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Es folgt limg_,oo exp(x) = 0o, sowie fiir x > 0 mit der Funktionalgleichung

1
exp(—z) = oxp(2) — 0 mit z — oo.

Weiter liefert die Funktionalgleichung fiir 1 < xo

exp(x2)
exp(x1)

=exp(ry —x1) > 1,

das heifit exp ist streng monoton wachsend und stetig nach Satz 2.3. Nach Satz 2.2 ist
nun exp : (—oo,00) — (0,00) bijektiv, und die Umkehrfunktion log : (0,00) — (—00, 00)
erfiillt (2.3). AuBlerdem gilt log(1) = log(exp(0)) = 0, log(e) = log(exp(1l)) = 1. Die
Funktionalgleichung (2.4) ergibt sich aus exp(x1) exp(x2) = exp(x1 + x2), indem wir zj =
log(yx) einsetzen und den Logarithmus nehmen. O

Definition 2.1 (Potenz mit reellen Exponenten) Fira >0, x € R definieren wir

a” = exp (zlog(a)).

Fiir rationale Exponenten r = p/q mit p € Z und ¢ € N ist diese Definition konsistent mit
der bereits gegebenen Definition als eindeutig bestimmte Losung y der Gleichung y? = aP,
denn exp(xlog(a)) > 0 und nach Folgerung 4.1 gilt

exp (rlog(a))? = exp (¢ - rlog(a)) = exp (plog(a)) = exp (log(a))” = a”.

Insbesondere kénnen wir also exp(z) = e schreiben. Durch die klassische Definition der
Potenz ist die Funktion x +— a” fiir alle x € Q und damit auf einer dichten Teilmenge
von R schon definiert. Die Exponentialfunktion setzt diese Funktion auf alle z € R fort,
genauer ist es die eindeutig bestimmte Fortsetzung, die stetig ist (Ubungsaufgabe). Die
Regeln der Potenzrechnung fiir a,b > 0

a®a¥ = a*t  (a®)Y = a"y

<1>x — 0T b = (ab)®

a

ergeben sich leicht aus den Definitionen und den Funktionalgleichungen von exp bzw. log.
Weiter sind nun auch die Potenzfunktionen fiir beliebige reelle Exponenten erklért:

f:(0,00) = R, f(z) = 2% = exp (alog(x)) .

Folgerung 2.2 (Charakterisierung von exp durch die Funktionalgleichung) Die
Funktion f: R — R habe folgenden beiden FEigenschaften:

(1) flz+y) = f(x) fly) fir ale z,y €R,
(2) limg—0 f(z) = f(0) (Stetigkeit bei xy = 0).

Dann ist entweder a := f(1) > 0 und f(x) = a® fir alle x, oder f ist identisch Null.
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BewEs: Es ist £(1) = £ (1) > 0. Im Fall f(1) = 0 folgt fiir alle z € R
f@)=f(z-1)+1) = flz-1)f(1)=0.

Im Fall ¢ > 0 kann wie oben argumentiert werden, das heifit man zeigt mit der Funk-
tionalgleichung f(z) = a® fiir alle € Q, und folgert f(z) = a® fiir alle z € R aus der
Stetigkeit. 0
Nachdem die Diskussion der reellen Exponentialfunktion so ergiebig war, wollen wir nun
auch die komplexe Exponentialfunktion anschauen; das wird sogar noch interessanter. Wir
betrachten mit S* = {z € C : |z| = 1} die Abbildung

c:R—=S"CC,c(t) =exp(it) = e, wobeii=+—1. (2.5)

In Folgerung 4.1 hatten wir schon gezeigt, dass c tatséchlich in den Einheitskreis abbildet,

und zwar gilt L o
\c(t)]Q = c(t)c(t) = e'eit = ette ™ = 1.

e
Das Ziel ist nun zu verstehen, wie sich der Punkt ¢(¢) in Anhéngigkeit von ¢ auf dem
Einheitskreis bewegt, genauer wollen wir sehen, dass ¢(t) periodisch ist und in jeder Periode
den Einheitskreis einmal im mathematisch positiven Sinn (also gegen den Uhrzeigersinn)
durchliuft. Erstmal geben wir den Komponenten von c(t) = e einen Namen.

Definition 2.2 Die Funktionen Cosinus und Sinus cos,sin : R — R sind definiert durch

, it | it , it it
cost = Ree' = % und  sint = Ime" = %. (2.6)
i

Es gilt also die Eulersche Formel
e =cost+isint fir allet € R. (2.7)

Aus der Definition folgen die Potenzreihendarstellungen der Funktionen Sinus und Cosinus.

Satz 2.5 Fir allet € R gelten die absolut konvergenten Potenzreihendarstellungen

o0 12k 2
cost = E (— 1)k(2k) =1- o1 +. und
o0 2k+1 3
t t
- _ 1)k
b= kz [CCES BT

BEWEIS: Die absolute Konvergenz ergibt sich mit Satz 4.3 aus der Abschéitzung

N |t|2k m?k—&-l | "
S

Mit 2% = (—1)* sowie i?**1 = i (—1)F berechnen wir

2N+1 (it)" N i 12k . N N $2k+1
7;) o :kzzo(_l) W—H kgﬂ(—l) [CTEEE

Fiir N — oo ist die rechte Seite konvergent, die linke Seite geht gegen e’ = cost + isint.
O
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Lemma 2.2 Die Funktionen cos,sin : R — R sind stetig.

BEWEIS: ¢ : R — R? = C, ¢(t) = €%, ist stetig als Verkettung der stetigen Abbildungen
v : R — C, p(t) =it, und exp : C — C, vergleiche Satz 2.3. Dann sind auch cos, sin als
Koordinatenfunktionen von ¢(t) stetig. O

Lemma 2.3 Die Funktionen Cosinus und Sinus haben folgende Eigenschaften:
(1) cos?t +sin?t =1 fir allet € R.
(2) Cosinus ist eine gerade und Sinus eine ungerade Funktion:

cos(—t) =cost und sin(—t) = —sint.

(3) Fir alle o, 5 € R gelten die Additionstheoreme
cos(ae + ) = cosacos 3 — sinasinfj3,

sin( + 8) = sinacos + cosasin .

BEWEIS: Behauptung (1) folgt direkt aus |e?| = 1, Behaupung (2) gilt nach Definition
und (3) ergibt sich aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und Vergleich
der Real- und Imaginérteile:

cos(a + B) + isin(a + B) = e/@F) = ¢@ ¢ = (cos a + i sin @) (cos B + isin B).

O
Ersetzen wir in den Additionstheoremen «, § durch (a + 3)/2, (o« — 8)/2, so erhalten wir

a+p a—p . a+p . a-p
cosa = COS coSs — sin sin

2 2 2 2
. . a+pB a—0 a+p . a—p
sina@ = sIn Ccos + cos Sin .

2 2 2 2

Durch Vertauschen von a und 5 und Subtraktion ergibt sich mit Lemma 2.3(2)

cosa —cosfl = —QSina;Bsina;B (2.8)
sina —sinf = 2cosoh2L sina;B

Wir benétigen den folgenden Grenzwert.

int
Lemma 2.4 Es gilt lim;_,q % =1.

BEwEIS: Wir verwenden die Abschétzung der Exponentialfunktion aus Satz 4.7 mit z = it
und n = 2. Wegen |Im z| < |z| gilt danach fiir |[¢t] < 3/2

|sint —¢| < |e — (1 +t)| < 2.

Nach Division durch [¢| > 0 folgt mit ¢ — 0 die Behauptung. O
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Satz 2.6 (Definition von 7) Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl T € (0,00) mit fol-
genden Eigenschaften:

(1) Auf (0,7) gilt cost,sint > 0.
(2) Auf [0, 7) ist cos streng monoton fallend und sin streng monoton wachsend.
(3) cosT =0 und sinT = 1, also €™ = i.

Wir definieren m = 2.

BEWEIS: Als erstes zeigen wir, dass die Funktionen cos und sin auf einem hinreichend
kleinen Intervall (0,t) strikt positiv sind. Wegen cos 0 = 1 folgt das fiir den Cosinus sofort
aus der Stetigkeit. Fiir den Sinus gibt es wegen Lemma 2.4 ein ¢ > 0, so dass fiir 0 < t’ <t
gilt:

. t/
MY S92 = sint >¢/2>0.

t

Also ist die Menge M = {t > 0 : cost/,sint’ > 0 fiir alle ' € (0,¢)} nichtleer und wir
setzen 7 = sup M. Behauptung (1) gilt dann nach Definition. Fiir 0 < t; < t2 < 7 folgt
mit den Formeln (2.8), Lemma 2.3(2) und Aussage (1),da 0 < (ta—t1)/2 < (t2a+t1)/2 < T,

L tat+ty L ta—t
costy —cost; = —2sin 22 1sm 22 !

to+1t1 . ta—11
S sin
2 2

<0,

> 0.

sintg —sint; = 2co

Dies zeigt Behauptung (2), insbesondere existieren die Grenzwerte £ = lim; ». cost € [0,1)
und 1 = lim; »; sint € (0, 1}, vgl. Lemma 2.1. Um zu zeigen, dass 7 endlich ist, betrachten
wir fiir ein ¢y € (0, 7) die Folge (e?0)*, k € N. Wire 7 = 400, so folgt aus dem Bewiesenen

(ett0)k = ethlo — cos ket + isinktg — £ +in  mit k — oco.

Aber |(effo)kF1 — (eito)F| = |(eit0)k(eito — 1)| = |ef'o — 1| > 0, das heifit die Folge ist keine
Cauchyfolge, ein Widerspruch. Also ist 7 < 0o, und mit der Stetigkeit folgt cos ™ = £ und
sinT = n. Nun ist > 0, also muss £ = 0 gelten, denn sonst wéren cos und sin beide strikt
positiv nahe bei 7, also 7 keine obere Schranke fiir M. Wegen £2 + 1% = 1 und > 0 ist
1 = +1. SchlieBlich ist klar, dass 7 durch (1) und (3) eindeutig festgelegt ist. O

Mit Satz 2.6 erhalten wir
QHtHT/2) w20t _ it (2.9)

bzw. wegen e!(7/2) = cos(t 4 m/2) + isin(t + 7/2) und ie® = —sint +icost
cos(t+m/2) = —sint und  sin(t + 7/2) = cost. (2.10)

Damit koénnen wir eine Wertetabelle der Funktionen erstellen. Die Ziffern I bis IV bedeu-
ten die gegen den Uhrzeiger nummerierten Quadranten.

t 0 /2 ™ 3r/2 2m
et 1 I i Il -1 III —i IV 1
cos 1 N, 0 N, -1 A~ 0 21
sin 0 2 1 N\, 0 N\, -1 7 0

67



Folgerung 2.3 Die Funktionen e, cost und sint sind 2w-periodisch, und 2 ist die klein-

ste Periode fir jede der Funktionen.

BEWEIS: Es gilt €2™ = 1 und damit e!t27) = ¢t — (it fiir alle ¢, also sind die
Funktionen 27-periodisch. Wire e’ periodisch mit Periode p € (0, 27), so folgt e = ¢ =
1, was der Wertetabelle widerspricht. Weiter ist eine Periode von Cosinus oder Sinus auch
Periode von e wegen (2.10). Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Wir koénnen zum Beispiel nun die Nullstellen der trigonometrischen Funktionen angeben.

=1 & t=2%kr mitkecZ, (2.11)
cost=0 & t=n/2+kr mitkcZ, (2.12)
sint=0 <& t=kr mitkeZ. (2.13)
Satz 2.7 (Arcusfunktionen) Die Funktionen cos : [0,7] — [—1,1] und sin

[—7/2,7/2] — [—1,1] sind streng monoton fallend bzw. wachsend und bijektiv. Ihre Um-
kehrfunktionen arccos : [—1,1] — [0, 7] bzw. arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] sind gleichfalls
stetig, streng monoton fallend bzw. wachsend und es gilt

lim arccosx =7 wund lim arccosx =0,

zN\—1 T
lim arcsiny = —7w/2 und lim arcsiny = w/2.
M, y / lim y=m/
BEWwEIS: Alle Aussagen folgen aus Satz 2.2 und unserer Wertetabelle. O

Satz 2.8 (Polarkoordinaten) Zu jedem z € C\{0} gibt es eindeutig bestimmte r > 0,
9 € [0,27) mit z = re'.

BEWwEIS: Wir behaupten, dass die Abbildung ¢ : [0,27) — S!, ¢(t) = €%, bijektiv ist. Denn

aus el = e'2 folgt ellti—t2) — 1, also t; — tg = 2kmw mit k € Z. Fir t1,t2 € (0,2m) folgt
dann t; = to. Fiir die Surjektivitéit definieren wir fiir x + iy € S!

9 — {arccosx firy >0

2m —arccosx  fir y < 0.
Wegen arccos z € [0, 7] und sin = v/1 — cos2 9 fiir 9 € [0, n1] folgt fiir y > 0
e = cos(arccos ) 4 i sin(arccosz) = x 4 i V122 =z +iy =z
Aus cos(2m — arccos x) = cosz und sin(2r — z) = —sinz folgt fiir y < 0
e = cos(arccos ) — isin(arccos ) = x — i V1-a2=2+4iy =2

Fiir allgemeines z € C\{0} setzen wir r = |z| > 0 und wihlen ¥ € [0,27) mit e” = z/|z|.
Es folgt z = re® wie gewiinscht. O

Die durch den Satz definierte Funktion arg : C\{0} — [0, 27), die jedem z den Polarwinkel
¥ = arg(z) zuordnet, hat lings der positiven x-Achse einen Sprung:

limarg(z +4y) =0 und limarg(z +iy) =27  fiir alle z > 0.
lim g(z +1y) lip g(z +1iy)
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Ansonsten ist die Funktion stetig. In der Schule werden die Funktionen Cosinus, Sinus
und Tangens durch die Langenverhéltnisse am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrt. Um dies
jedoch zu einer exakten Definition zu machen, muss ein Konzept zur Messung von Winkeln
zur Verfiigung stehen, es muss also die Lange eines Einheitskreisbogens definiert werden.
An dieser Stelle wollen dies nur ad hoc betrachten. Um die Linge eines Bogens

c:[0,a] = St ¢t) =€,

zu bestimmen, wihlen wir ¢, = ka/n mit £k =0,1,...,n und erhalten die Niherung
n .
"_Z‘ tk —Ctk 1 Z i(k— 1)a/n za/n_1)|:n|€w¢/n_1|‘
k=1
Nach Satz 4.7 gilt fiir |z| < 3/2 die Abschitzung |e* — (1 + 2)| < |z/|?, also ergibt sich

|L, —a| = n“ew‘/” —1| = |ia/n|| <n '™ —1 —ja/n| <n(a/n)> =0 mit n — oco.

Die Lénge von c auf [0, o] ist also gleich «, das heifit ¢ bildet langentreu ab und insbesondere
ist die Lange des Vollkreises 27. wie es sein sollte.
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Kapitel 4

Differentialrechnung fiir
Funktionen einer Variablen

1 Die Ableitung: Definition und Regeln

Im diesem Abschnitt betrachten wir stets reellwertige oder vektorwertige Funktionen einer
Variablen, die auf einem offenen Intervall I C R definiert sind.

Definition 1.1 (Ableitung) Die Funktion f : I — R™ hat in zy € I die Ableitung
a € R™ (Notation: f'(x¢) = a), falls gilt:

S = S

T—TQ r — X

(1.1)

Wir nennen f differenzierbar in xg, falls es ein a € R™ mit (1.1) gibt, falls also der in
(1.1) betrachtete Grenzwert existiert.

FEine alternative Formulierung ergibt sich durch die Substitution x = xg + h:

Fan=a ot EEHZS@)_,

Leibniz interessierte sich fiir die Definition der Ableitung im Zusammenhang mit dem
Problem, die Tangente an eine ebene Kurve in einem gegebenen Punkt zu definieren.
Nehmen wir dazu an, dass die Kurve als Graph einer Funktion f : I — R gegeben ist, und
dass die Tangente im Punkt (zg, f(z¢)) gesucht ist. Der Differenzenquotient

f(x) = f (o)

($07$€-[7x7éx0)
T — o

ist geometrisch die Steigung der Sekante durch die Punkte (zg, f(xo)) und (z, f(x)). Die
Existenz der Ableitung bedeutet, dass die Sekantensteigungen fiir x — ¢ gegen den Wert
1" (x0) konvergieren. Die Tangente wird nun definiert als die Gerade, die durch den Punkt
(xo, f(x0)) geht und die Steigung f’(x¢) hat. Daraus ergibt sich ihre Gleichung

y = f(zo) + f'(xo)(x — x0) fiir alle x € R.

Im Fall von vektorwertigen Funktionen, also n > 2, ist der Grenzwert in (1.1) wie iiblich
beziiglich der Euklidischen Norm aufzufassen. Der in Kapitel 2 bewiesene Satz 5.3 iiber die
Aquivalenz von Normkonvergenz und Konvergenz der Koordinaten besagt hier Folgendes:
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Lemma 1.1 Die Funktion f : I — R"™ ist genau dann in xg € I differenzierbar, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; : I - R, i =1,...,n, in xg differenzierbar sind. Die Ableitung
kann dann koordinatenweise berechnet werden, das heif§it es gilt:

f'(o) = ((f1)(x0), ..., (fn) (x0)) € R™.

Newton entwickelte den Differentialkalkiil (Englisch: Calculus) unter anderem um die Kep-
lerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung zu begriinden, genauer konnte er diese Gesetze
alle aus dem Gravitationsgesetz ableiten. Dazu wird die Bewegung eines Planeten durch
eine Abbildung

FrI—=R f(t) = (2(t),y(t), 2(1),
beschrieben, also durch dessen Koordinaten zur Zeit t € I beziiglich eines Euklidischen
Koordinatensystems. Erstes Ziel ist dann die Definition der Momentangeschwindigkeit als

Vektor in R3. Die vektorielle Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem Zeitintervall [to, t] ist
der Quotient von Weg und Zeit, also gleich

[0 = £t0) _ o
t—to

Die Momentangeschwindigkeit v(tg) zum Zeitpunkt ¢ = ¢¢ ist deshalb als vektorielle Ab-
leitung zu definieren, wobei Newton einen Punkt statt eines Strichs benutzt hat:

v(to) = f'(to) = (' (t0),y'(to), 2’ (to)) € R,

Definition 1.2 (Ableitungsfunktion) Die Funktion f : I — R™ heif$t differenzierbar
auf I (oder einfach differenzierbar), falls f in jedem Punkt xo € I differenzierbar ist. Die
hierdurch gegebene Funktion

f/ . I—)Rn, To f,(mO) — lim f(fC) _f($0)

T—T0 T — X0

e R"
heifst Ableitungsfunktion oder schlicht Ableitung von f.

Beispiel 1.1 Fiir eine konstante Funktion, also f(z) = ¢ € R” fiir alle z € I, gilt fiir
T # x0:

fl@) = flwo) _ c—c o F(z0) =0 bzw. f' =0.

T — X0 T — X9

Beispiel 1.2 Fiir f: R — R, f(z) = z, gilt

flz) = flxo) _x—xo _

Tr — X r — X

1 fiir alle © # x,

also folgt f'(zg) = 1.
Beispiel 1.3 Die Funktion f: R — R, f(z) = ||, ist nicht differenzierbar in zg = 0:
fl@) = f0) _ . = f(z) = 1(0) —

lim =lim—-—=1 und lim = lim — = —1.
z\,0 z—0 z\0 T 0 z—0 /0 T

Die rechts- und linksseitige Ableitung existieren in xg = 0, sie sind aber verschieden.
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Fiir die Ableitung der Exponentialfunktion gehen wir dhnlich wie bei der Stetigkeit vor,
indem wir erst den Fall x = 0 mit einer expliziten Abschitzung behandeln und dann die
Funktionalgleichung einsetzen.

Satz 1.1 Die Funktion exp : R — R ist differenzierbar mit Ableitung exp’ = exp.

BEwEIS: Fiir x = 0 folgt die Aussage aus Satz 4.7 in Kapitel 2, und zwar mit n = 2:

e —eb

x—0 — ¢

e —1

X

le? — (1 + )|
||

<l|z| =0 mitxz— 0.

_ 1' _
Fiir « # 0 schlieen wir weiter mit der Funktionalgleichung

—ex:exeh—l

h h

xT

mit h — 0.

— €

O

Satz 1.2 Die Abbildung c : R — C, c(t) = e, ist differenzierbar mit Ableitung ¢ = ic.
Insbesondere sind auch cos und sin differenzierbar und es gilt

cos’ = —sin  und sin’ = cos.
BEWEIS: Fiir die Ableitung in t = 0 verwenden wir wieder Satz 4.7 in Kapitel 2, mit n = 2,

c(t) — ¢(0)
t—0

—ic(O)‘: <|t| =0 mitt— 0.

et =1 | e = (14t
t B 2]

Fiir beliebige ¢ ergibt sich mit der Funktionalgleichung

t+h) — et i(t+h) _ it Leth 1 )
d+2 ct) _ e . e:weh —ie =ic(t) fiir h— 0.

Lemma 1.1 besagt nun, dass cos und sin als Koordinatenfunktionen von c¢ ebenfalls diffe-
renzierbar sind mit Ableitung ¢/(t) = cos'(t) + i sin’(t). Wegen ic(t) = —sint + i cost folgt
cos’ = — sin und sin’ = cos wie behauptet. O
Der Satz besagt anschaulich, dass der Punkt c(t) = ¢ den Einheitskreis mit konstanter
Absolutgeschwindigkeit |¢/(¢)| = 1 durchliduft. Der Umlaufsinn ist dabei positiv, das heiit
der Vektor i’ weist ins Innere des Kreises.

Das folgende Lemma gibt eine geringfiigige Umformulierung des Begriffs der Dif-
ferenzierbarkeit. Danach ist f genau dann in zg differenzierbar, wenn f mit einer
affinlinearen Funktion iibereinstimmt bis auf einen Fehler, der schneller als linear
verschwindet.

Lemma 1.2 Genau dann hat f : I — R™ in xg € I die Ableitung a € R™, wenn fiir die
Differenzfunktion r(h) = f(xo + h) — (f(zo) + ah) gilt:

lim r(h)

fim =~ =0 (12)
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BEWwEIS: Fir h # 0 gilt
f(wo+h) — f(xo) . f(xo+h) — (f(xo) +ah) r(h)

h h h
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Satz 1.3 Ist f: I — R" differenzierbar in xq € I, so ist f auch stetig in xg.

BeEwEIS: Nach Lemma 1.4 in Kapitel 3 reicht es zu zeigen, dass limy,_o f(zo+h) = f(z0).
Aber fiir h # 0 gilt nach Lemma 1.2

f(xzo+h) = f(xo) +ah + hr(hh) — f(zp) mit h — 0.

O

Satz 1.4 (Differentiationsregeln) Seien f,g : I — R differenzierbar in xog € I. Dann
sind auch die Funktionen af + Bg (o, € R), fg und f/g (im Fall g(xo) # 0) in xo
differenzierbar mit folgenden Ableitungen:
(1) Linearitit:
(af + Bg) (z0) = af'(z0) + By’ (x0)
(2) Produktregel:
(f9)'(z0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g (z0)

(3) Quotientenregel:

I\, f(zo)g(xo) — f(x0)g'(x0)

- (:Co) = 2

9 9(zo0)
BEWEIS: Wir miissen jeweils fiir x # zy die Differenzenquotienten bilden und zeigen, dass
diese mit x — xg gegen das gewiinschte konvergieren. Fiir (1) haben wir

(af(z) + Bg(x)) = (af(zo) + Bg(z0)) _  flx) = flwo) | 5 9(x) — g(xo)
T — X T — X r — X
— af'(zo) + By (x0).
Natiirlich gilt die Aussage mit demselben Argument auch fiir vektorwertige Funktionen.
Die Produktregel folgt durch ,,Mischen der Terme*:

f(x)g(x) — f(xo)g(wo)  f(x) — f(zo) o(x) + F(z0) g(x) — g(wo)

T — X T — X T — Xo
= f'(@0)g(@0) + f(20)g' (z0),
wobei die Stetigkeit von g in xy benutzt wurde (Satz 1.3). Wir zeigen die Quotientenregel

zunéchst fiir die Funktion 1/g, also f = 1. Es gibt ein 6 > 0 mit g(z) # 0 fiir |z — 29| <
nach Kapitel 3, Lemma 1.3. Fiir diese x € I gilt

1 ( 11 ) _ 1 g@) —g(xo)
r—xzo \g(x) g(zo) g(x)g(z0) & — =0
1 , )

- t .
— PEE g (zg) mit z — xo
1

Fiir beliebiges f schreiben wir f/g = f - — und verwenden die Produktregel. O

g
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Beispiel 1.4 Fiir f,(x) = 2™ folgt aus Beispiel 1.2, also f{ = 1, und der Produktregel

fal@) = (fifa1) () = f1(@) far(2) + fi(@) froa(2) = 2"+ 2 f 4 (2),

und damit per Induktion f/(z) = na""!. Allgemeiner ergibt sich mit Satz 1.4(1) fiir
Polynome p(z) = >"}_, axz* die Formel

n n—1
p(z) = Z kapa* ™ = Z(J + ajp1a’.
k=1 §=0

Beispiel 1.5 Fiir f(z) = 27", n € N, gilt f/(x) = —n2z~""! nach der Quotientenregel:

Satz 1.5 (Kettenregel) Seien f: I - R, g:J — R mit f(I) C J. Ist f inxg € I
differenzierbar und g in yo = f(xo) € J differenzierbar, so ist auch go f : I — R in xg
differenzierbar und hat die Ableitung

(g0 f)(x0) = g'(f(z0)) f'(20)-
BEWEIS: Wir betrachten wieder fiir z # xg den Differenzenquotienten:

9(f (@) — 9(f (x0)) f(x) — f(z0)

g(f(x)) — g(f(x())) _ f(:E) _ f(IL"o) T — 70 falls f($) # f($0)
T 0 falls f(z) = f(zo).
Wir definieren die Funktion
9(y) — g(f(z0)) ..
a:J—R, aly) = y — f(zo) fiir y 7 f(wo)
9'(f(x0)) fiir y = f(xo)-

Es ist a stetig in f(xo) nach Kapitel 3, Lemma 1.4. Mit x — z¢ folgt, da f(z) — f(zo),

9 @) =g @) _ o L) = F )

Tr — X T — X0

— a(f(z0)) f'(z0) = ¢'(f(0))f (w0)-

O

Satz 1.6 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Sei f : I — R streng monoton
und stetig auf dem offenen Intervall I, und differenzierbar in xo mit f'(xg) # 0. Dann ist
I* = f(I) ein offenes Intervall, und die Umkehrfunktion g : I* — I ist differenzierbar in
yo = f(zo) mit Ableitung

1

g () = f(9(wo))
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BeEweIs: Nach Satz 2.2 in Kapitel 3 mit Zusatz (2.1) ist I* ein offenes Intervall und
g : I* — R streng monoton und stetig, insbesondere g(y) — g(yo) = xo mit y — yo. Fir

y # yo folgt

9y) —9(yo)  9y) —g(w) 1 1
Y — %Yo fla(y) — flg(wo))  flg(y)) — flg9(yo)) — f'(x0)

Seien I, I* offene Intervalle, f : I — I* bijektiv und in xg differenzierbar. Ist die Umkehr-
funktion ¢ : I* — I in yo = f(xo) auch differenzierbar, so folgt schon aus der Kettenregel

g(f(x) =z = ¢ (f(zo))f (x0) = 1.

Insbesondere muss f/(xg) # 0 sein, und es gilt die Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion. Die Funktion f : R — R, f(x) = 23, ist streng monoton wachsend und stetig;
ihre Umkehrfunktion lautet

yl/3 fiir y >0

‘R —= R, =
g 9(y) {_‘9,1/3 fiir y < 0.

Die Umkehrfunktion ist nicht differenzierbar in y = 0, denn es gilt

g(y) — 9(0)

’—2/3
-0

=ly — +o00 mit y — 0.

Die Voraussetzung des Satzes ist hier verletzt, es ist f/(0) = 0.

Die beiden vorangegangengen Regeln sind in der von Leibniz eingefiihrten Notation
besonders suggestiv. Leibniz schreibt Funktionen in der Form y = y(z) und bezeichnet
die Ableitung mit dem Symbol %, das auch als Differentialquotient bezeichnet wird.
Formal ergeben sich die Kettenregel und die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion
dann aus der Bruchrechnung;:

dz dz dy
y=ylx), 2 ==2(y) = dr " dy do’

dx dy\ 1
y=y@h =) = o =(5) -

Bei der Anwendung dieser saloppen Notation ist jedoch darauf zu achten, wo die jeweiligen
Funktionen definiert sind.

Satz 1.7 Die Funktion log : (0,00) — R ist differennzierbar mit Ableitung

1
log'(y) = "

BEWEIS: Dies folgt aus Satz 1.1 und Satz 1.6, genauer ist

1 1 1

log’ (7)) = — .
g ) exp/(logy) exp(logy) v
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Als eine Anwendung von Satz 1.7 haben wir einen zweiten Beweis von
1 n
e = lim <1 + > .
n—o00 n

1 log(1+ 1
lim nlog <1+ > = lim M =log/(1) =1
n

n—o0 n—o0 =
n

Es folgt aus

und die Stetigkeit von exp. Denn

\" 1 1
lim (1 + > = lim exp(nlog (1 + )) = exp( lim nlog <1 + )) =e.
n—o00 n n—o00 n n—00 n

Beispiel 1.6 Die Funktion f : (0,00) — R, f(z) = z® mit o € R ist Verkettung der
Funktionen exp : R — R und h : R — R, h(z) = alog(x). Mit der Kettenregel berechnen
wir

f'(@) = exp/ (h(@))W () = exp(alog(a)) = = az~".

Beispiel 1.7 Die Funktion f: R — R, f(x) = a® mit a > 0, ist Verkettung von exp und
h(z) = log(a)x, deshalb folgt

f'(x) = exp/(h(x)) () = exp(log(a)x) log(a) = log(a)a”.

Beispiel 1.8 Die Differenzierbarkeit der Arcusfunktionen auf dem offenen Intervall
(—1,1) folgt aus den Sitzen 1.2 und 1.6. Beachtet man cos? 4 sin? = 1 sowie arccosz €
(0,7) bzw. arcsinz € (—m/2,7/2), so erhdlt man

1 1 1
/ o _ -
arccos'(x) = cos’(arccos ) sin(arccos ) V1— 22
- 1 1 1
arcsin’(r) = = =

sin/(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22
2 Mittelwertsatz und Anwendungen

Es ist eine zentrales Problem der Analysis, aus Eigenschaften der Ableitung auf Eigen-
schaften der Funktion selbst zu schlieen. Der Mittelwertsatz ist dafiir ein einfaches und
effektives Hilfsmittel. Fiir seinen Beweis miissen wir allerdings erst iiber Extremwerte —
Maxima und Minima — von stetigen Funktionen sprechen. Da sich keine Unterschiede
ergeben, betrachten wir dabei gleich reellwertige Funktionen auf einer Teilmenge des R™.

Wir benoétigen einen Satz, der die Existenz von Extremalstellen fiir eine stetige
Funktion f : D — R allgemein garantiert. Ohne Voraussetzungen an D kann das nicht
gehen, wie etwa das folgende Beispiel zeigt:

1

f:D=(0,00) =R, f(z) = T2

Hier wird weder das Supremum sup,cp f(«) = 1 noch das Infimum inf,cp f(z) = 0 durch
die Funktion angenommen.
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Satz 2.1 (Existenz von Extremalstellen) Sei D C R™ nichtleer, abgeschlossen und
beschrinkt, und sei f : D — R stetig. Dann ist f beschrinkt und nimmt sein Infimum und
Supremum an, das heifst es gibt xg,x1 € D mit
f(xo) = inf f(z) und  f(x1) = sup f(z).
zeD xeD
BEWEIS: Setze a = inf,ep f(x) € [—00,00). Wir zeigen die Existenz eines zy € D mit

f(x0) = a, daraus folgt insbesondere @ > —o0, das heifit f ist nach unten beschrinkt.
Fiir das Supremum kann analog argumentiert werden.

Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge xp € D mit f(zx) — «. Da D
beschrénkt, ist die Folge x; beschriankt. Nach Bolzano-Weierstraf}, siche Satz 2.8 bzw.
Folgerung 5.2 in Kapitel 2, gibt es eine Teilfolge xy, und ein zp € R" mit zy, — zo fiir
j — 00. Aus D abgeschlossen, siehe Definition 5.7 in Kapitel 2, folgt g € D. Aber dann
gilt wegen der Stetigkeit von f

—00 < f(zo) = ]@go flar;) = o

Im Beweis spielte die folgende Eigenschaft von D eine Rolle:

Definition 2.1 (Folgenkompaktheit) Fine Menge D C R™ heifit folgenkompakt, wenn
es zu jeder Folge x € D eine Teilfolge x; gibt, die konvergiert und deren Grenzwert in
D liegt:

lim zy, =9 € D.

J—00

Wir halten aus dem Beweis von Satz 2.1 folgende Beobachtung fest:

Satz 2.2 Fir D C R" sind dquivalent:
(1) D ist folgenkompakt.
(2) D ist abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis: Die Implikation (2) = (1) wurde im Beweis von Satz 2.1 gezeigt. Jetzt setzen
wir (1) voraus. Um die Abgeschlossenheit von D zu zeigen, sei x € D eine beliebige
Folge mit z;, — x¢ € R™. Da D folgenkompakt, gibt es eine Teilfolge zy;, die gegen ein
zy € D konvergiert. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt zg = z{, € D, also ist D
abgeschlossen. Wire D nicht beschrinkt, so gibt es zu k € N ein a2 € D mit |zg| > k. Da
D kompakt, existiert eine konvergente Teilfolge x,, und diese ist nach Satz 1.2 in Kapitel
2 beschrénkt, ein Widerspruch. O

Wir kommen jetzt wieder zuriick zur eindimensionalen Situation.

Definition 2.2 (Lokale Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R hat in x9 € (a,b) ein
lokales Minimum, falls es ein § > 0 gibt, so dass gilt:

f(zo) < f(x) fiir alle x € Us(xg) = (xo — 9,20 + 0).

Ist sogar f(xo) < f(x) fir x € Us(xo), x # xo, so heifit das lokale Minimum isoliert. Ein
(isoliertes) lokales Mazimum ist entsprechend definiert.
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Satz 2.3 (notwendige Bedingung fiir Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R habe in
xg € (a,b) ein lokales Extremum. Ist f in xo differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

BEWEIS: Sei x( lokales Minimum von f. Dann gibt es ein § > 0 mit f(z) > f(zp) fir
x € Us(xp), also gilt

M >0 fir z € (xg,x0+9),
T — T <0 firz € (xg — 0, x0).

Mit @ N\, xg folgt f'(zo) > 0, mit = * x¢ folgt f'(x0) < 0. O
Die Funktion f(z) = 2? erfiillt f/(0) = 0, aber in z = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

Die Bedingung f’(xg) = 0 ist notwendig fiir eine lokale Extremalstelle einer differenzier-
baren Funktion, aber sie ist nicht hinreichend.

Satz 2.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig und
differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit

1)~ fla)

1o ===

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung zuerst im Fall f(a) = f(b) = 0 (Satz von Rolle). Wir
brauchen dann ein & € (a,b) mit f'(£) = 0. Nach Satz 2.1 gibt es &1, &, € [a, b] mit mit

(&) = inf]f(l“) und  f(§2) = sup f(x).

CCE[a,b l‘e[a,b]

Ist & € (a,b), so folgt f'(£1) = 0 nach Satz 2.3 und wir kénnen £ = & wihlen. Analog,
wenn & € (a,b). Im verbleibenden Fall &, € {a,b} folgt inf f = supf = 0 bzw.
f(z) = 0 fiir alle z € [a,b], und damit auch f/(z) = 0 fiir alle z. Seien nun f(a), f(b)
beliebig. Definiere h : [a,b] — R durch Abziehen der Sekante:

o) = fa) - (70 + 1O =1 )

Es gilt h(a) = h(b) = 0. Also existiert ein £ € (a,b) mit

0=H(e)=fi(e) - T2 =1

O

Folgerung 2.1 (Monotoniekriterium) Sei f differenzierbar auf (a,b), stetig auf [a,b].
Dann gelten folgende Aussagen:

f'(z) >0 fir alle x € (a,b) = [ ist wachsend auf [a,b]
f'(z) <0 fir alle x € (a,b) = f ist fallend auf |a,b]
f'(x) =0 fiir alle x € (a,b) = f ist konstant.

Bei strikter Ungleichung folgt strenge Monotonie auf [a,b].
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BEWEIS: Sei a < z1 < x93 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x1,22), so dass
gilt:

>0 <0 wenn f/(£

(
(
flx2) = flz1) = f(€) (xa —21) { <0 wenn f/(
(
(

O

Folgerung 2.2 (Schrankensatz) Ist f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b),
so gilt fiira < x1 < x9 < b:

flx2) = flan)

f'(z) > m fiir alle x € (a,b) =

9 — X1
f(x) < M fiir alle x € (a,b) = MgM
Tro9 — T1

BEWEISs: Wir zeigen die erste Aussage. Mit g(x) =mz gilt (f—¢g)' =f' —¢ >m—m=
0. Nach Folgerung 2.1 ist f — g wachsend, ds hei8t f(x3) — mzy > f(x1) — mx;. Die
Behauptung folgt. O
Der Mittelwertsatz gilt nicht fiir vektorwertige Funktionen f : [a,b] — R™, n > 2. Tech-
nisch liegt das daran, dass die Stelle £ aus dem Satz fiir die einzelnen Koordinatenfunk-
tionen im allgemeinen verschieden ist. Ein konkretes Gegenbeispiel ist ¢ : [0,27] — C,
c(t) = et

c(2m) — ¢(0)

2r =0

Dennoch kénnen wir auch im vektorwertigen Fall eine Version des Schrankensatzes bewei-
sen.

=0, aber |d(t)]=1 fiir alle t € [0,27].

Folgerung 2.3 (f’ beschrinkt = f Lipschitz) Sei f : [a,b] — R" stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Falls |f'(z)| < L fiir alle x € (a,b), so folgt

|f(z1) — f(z2)| < Llxy — x2|  fiir alle z1,x2 € [a,b].

BeEweEIs: Um die Aussage auf den reellwertigen Fall zu reduzieren, betrachten wir fiir einen
beliebigen Vektor v € R™ mit |v| = 1 die Funktion

¢ [a,b] = R, p(x) = (v, f(x)) = D vifi(x).
i=1
Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe Satz 5.2 in Kapitel 2, folgt
(@) = (v, f'(2)) < o[ |f'(2)] < L.

Fiir 21,22 € [a,b] mit 1 > x9 erhalten wir aus Folgerung 2.2
(v, f(21) = f(22)) = p(71) — p(w2) < L(z1 — 72) = L|z1 — 22|
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Wir kénnen f(x1) # f(x2) annehmen, denn sonst ist nichts zu zeigen. Nun wéhlen wir
v=(f(z1) - f(avg))/’f(xl) — f(x2)|, insbesondere |v| = 1, und erhalten

[f(@1) = fla2)] = (f(21) = f(22),v) < Llzy — xaf.

Wir kommen jetzt zu hoheren Ableitungen.
Definition 2.3 Die k-te Ableitung von f : (a,b) — R in xg ist induktiv definiert durch
F® o) = (%) (o).

Damit f(k)(:no) definiert ist, miissen also die Ableitungen bis Ordnung k — 1 in einer
Umgebung von xo definiert sein, und f*~1 muss in zo differenzierbar sein.

Natiirlich schreiben wir f’ und f” statt f(!) bzw. f(). Mit der zweiten Ableitung gewinnen
wir genauere Informationen iiber lokale Extrema.

Satz 2.5 Sei f : (a,b) — R differenzierbar. In xg € (a,b) gelte f'(xg) =0, und f"(xo) sei
definiert. Dann gilt:

(1) Ist f"(x0) > 0, so hat f in zq ein isoliertes, lokales Minimum.

(2) Hat f in xo ein lokales Minimum, so folgt f"(xo) > 0.
Analoge Aussagen gelten mit umgekehrten Ungleichungen fiir Mazima.

BEWEIS: Da f/(z9) = 0 nach Voraussetzung, gilt
/ o /
T—TQ Tr — X0 T—=T0 T — X

Unter der Voraussetzung (1) gibt es ein § > 0 mit f/(x) < 0 auf (xo —J,z0) und f'(z) >0
auf (zo,zo + d). Nach Folgerung 2.1 ist f dann streng monoton fallend auf (xy — d, )
und und streng monoton wachsend auf (xg,xo + ), hat also in xy ein isoliertes, lokales
Minimum. Wire f”(zg) < 0 in (2), so hiitte f in o ein isoliertes lokales Maximum im
Widerspruch zur Voraussetzung. O

Die Funktion f(z) = 2* zeigt, dass in einem isolierten Minimum f”(zo) = 0 gelten kann.
H&ufig ist man nicht wirklich an den lokalen Minima, sondern am globalen Minimum
interessiert. Dafiir ist der Begriff der Konvexitit relevant.

Definition 2.4 Sei I C R ein Intervall. f: I — R heifst konvex, falls gilt:

F((L=t)mo +tay) < (1 —1t)f(zo) +tf(x1) Vao,z1 €1,t€0,1]. (2.1)
Gilt dies mit > statt mit <, so heifit f konkav.
Die Sekante durch (zg, f(z0)) und (1, f(z1)) hat die Geradengleichung

M(m —x0) =: g(x).

1 — Zo
An der Stelle z(t) = (1 — t)xg + txy gilt

g(2(®) = fleo) + TELZIE) 40 ) = (1= ) f(a0) + t(2).

Ir1 — X0
Die Konvexitit bedeutet also, dass der Graph von f stets unterhalb der Sekanten liegt,

y = f(zo) +
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Satz 2.6 (Konvexititskriterien) Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f" ist monoton wachsend auf (a,b).
(2) f ist konvex.
(3) f(x1) = f(wo) + f'(wo)(z1 —x0)  fiir alle zo, 71 € (a,b).
Ist f zweimal differenzierbar auf (a,b), so ist auflerdem dquivalent:
(4) 1> 0.

BEWEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1). Sei also (1) erfiillt. Wére f nicht konvex, so
gibt es zg,x1 € I mit der Eigenschaft, dass die stetige Funktion

9:(0,1] = R, g(t) = f((1 —t)zo + tx1) — ((1 —t)f(wo) + tf(21))

fiir gewisse t € [0, 1] strikt positiv ist. Da ¢g(0) = ¢g(1) = 0, nimmt g ein strikt positives
Maximum in ¢y € (a,b) an, siehe Satz 2.1, und es gilt ¢'(tg) = 0 wegen Satz 2.3. Aber ¢(t)
ist monoton wachsend, denn es gilt

g'(t) = f'(wo +t(x1 — x0)) — (f(z1) — f(x0))-
Also ist ¢'(t) > 0 fiir t > ¢, und mit Folgerung 2.1 folgt g(1) > g(to) > 0, Widerspruch.

Sei jetzt f konvex, das heifit fiir t € (0,1) und zo,z1 € (a,b) mit z¢ # x; gilt
f(zo 4+ t(z1 — 20)) — f(20)
t(z1 — o)

Mit ¢ N\, 0 folgt (z1 — xo) f(x0) < f(z1) — f(x0), dies ist die behauptete Ungleichung (3).
Schliellich setzen wir (3) voraus. Indem wir dort zp und z; vertauschen und addieren,
folgt

(z1 — 20)

< fz1) = (o).

(f'(x1) = f'(z0)) (1 — x0) >0,

womit (1) gezeigt ist. Ist f zweimal differenzierbar, so impliziert f” > 0 Bedingung (1)
nach Folgerung 2.1, und umgekehrt folgt f” > 0 aus (1) einfach durch Betrachtung des
Differenzenquotienten. O

Beispiel 2.1 (Youngsche Ungleichung) Fiir z,y > 0 gilt die Ungleichung
P q 1 1
zy < $—+y— falls p,q € (1,00) mit — + — = 1.
p q p q
Dazu betrachten wir fiir festes y > 0 die Funktion
xp
£5(0000) > B, J(o) =y~ .

Es gilt f'(z) =y — 2P~ und f"(z) = —(p — 1)2P~2 < 0, das heifit f ist konkav nach Satz
2.6. Aber f'(xg) = 0 fiir zo = y"/®~Y also folgt mit Satz 2.6(3) wegen p/(p — 1) = ¢
:Lrp yp/(pfl) yq

vy = 7= (@) < Jlwo) + [ (ao)w — o) =y 0y — I = 2
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Definition 2.5 Sei I C R ein offenes Intervall und k € No. Wir bezeichnen mit C*(I)
den R-Vektorraum der k mal stetig differenzierbaren Funktionen f: I — R, das heifst

C*)y={f:I—-R: @ T 5 R sind definiert und stetig fiir i = 0,1,...,k}.

Weiter definieren wir C*°(I) als den R-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen, also ist
C=(I) = () C*(D).
k>0

Der Umgang mit C*°-Funktionen ist besonders angenehm, weil die Klasse im Gegensatz
zu den Riumen C*¥(I) unter der Bildung von Ableitungen abgeschlossen ist. Es ist klar,
dass Polynome unendlich oft differenzierbar sind, ebenso die Exponentialfunktion sowie
Cosinus und Sinus. Diese Funktionen sind alle durch konvergente Potenzreihen dargestellt.
Wir wollen nun eine Funktion f € C*°(R) konstruieren, die fiir z > 0 strikt positiv und
fiir x < 0 gleich Null ist. Eine solche Funktion kann in keiner Umgebung von x = 0
durch eine Potenzreihe dargestellt werden, denn ihre Nullstellenmenge hat in « = 0 einen
Héaufungspunkt; nach dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen, siehe Satz 4.11 in Kapitel 2,
miisste f dann die Nullfunktion sein. Wir brauchen zur Konstruktion folgende Aussagen
zum Verhalten von e” fiir ¢ — +oo.

Satz 2.7 (Wachstum von exp und log) Es gelten folgende Aussagen:

lim 7% =00 wund lim 2°¢ % =0 fir jedes s > 0, (2.2)
Tr—00 T—00
lim y *logy =0 wund lim y’logy =0 fir jedes s > 0. (2.3)
Yy—+00 y\0

BeEwEIs: Wir wahlen n € N mit n > s und erhalten fiir x > 0

ok n—s
—s,x —s x T :
T e =x E—Z — 00 mit x — oo.
k! n!
k=0

Die zweite Aussage in (2.2) ergibt sich durch Ubergang zum Kehrwert. Mit der Substitution
x = —slogy folgt weiter fiir y \ 0

0= lim ez = lim y*(—slogy).

T—00 y\0

Setzen wir y = 1/z mit z — oo, so folgt auch der linke Grenzwert in (2.3). O

Folgerung 2.4 Die Funktion

B e Vo firaz >0
J(w) = {0 fir x <0

ist unendlich oft differenzierbar.

BeEwEIs: Wir zeigen durch Induktion, dass es Polynome p,, gibt mit

1 —1/x .
f(”)(:v): pn(;)e / firz >0
0 fir x <0.
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Fiir n = 0 ist das richtig mit po(s) = 1. Ist die Aussage fiir ein n € Ny gezeigt, so folgt:

S (@) = {

(FPn(3) = pu(3) €1/ fiwa >0,

Fiir x # 0 gilt der Induktionsschluss also mit p,y1(s) = s% (pa(s) — pl(s)). Zu zeigen
bleibt f("*1(0) = 0. Fiir den linksseitigen Differenzenquotienten ist das klar, fiir z > 0
berechnen wir mit (2.2)

fO @) = f0) 11y .
- - (—)e — 0 mit x 0.

O

Am Schlufl beweisen wir noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, die vor allem
bei der Ermittlung von Grenzwerten gute Dienste leistet.

Satz 2.8 (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien f,g : [a,b] —
R stetig, f und g differenzierbar auf (a,b). Dann existiert ein & € (a,b) mit

BEWEIS: Setze

fiir x € [a, b] und wende den Satz von Rolle an. O

Als Anwendung haben wir die folgende, oft niitzliche Regel.

Satz 2.9 (Regel von de ’Hospital)
Seien f,qg: (a,b] — R differenziebar. Es gelte

lim f(z) = lim g(z) =0,

Tr—a T—ra

9(z) #0, g¢'(z)#0 firz € (a,b],
lim J(z)
v=a g'(x)

Dann st

o _
ilgzlzg(x)_ ’

Bewers: Wir setzen noch f(a) = g(a) = 0; dann sind f und g stetige Funktionen auf
[a,b]. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein 6 > 0 mit

f'(y)
J(y)

—c’ <e firye(a,a+9)
Sei jetzt x € (a,a + J). Nach Satz 2.8 existiert ein £ € (a, z) mit
2] _|£9)
g(x) | 19(&)
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Es folgt

f(z) (€)
’gm ) ’ NrGHE ‘ =
Domit ist
lim @ =c
z—a g(x)
gezeigt. O

Niitzlich ist oft auch die folgende Version der Regel von de I’'Hospital, bei der Zahler und
Nenner des fraglichen Quotienten nicht gegen 0 konvergieren, sondern bestimmt divergie-
ren.

Satz 2.10 Seien f,g: (a,b] — R differenziebar. Es gelte

lim f(z) = lim g(x) = oo,

r—ra Tr—a

g(x) #0, ¢'(x) #0  firz € (a,b],
lim f'(z)
z—a g’(a;)

Dann ist
fl@) _

a5a g(x)

Den Beweis finden Sie in dem Skript von Herrn R. Schneider.

Beispiel 2.2 lim, . % = lim, 0 “$* = 1. (Lemma 2.4 in Kapitel 3.)

Beispiel 2.3 lim,_,oz°logx =0 fir s > 0. ((2.3) in Satz 2.7)

fla)y=—>, g = s,

fa) 1. L @)
S

g(z) w0 g'(x)
Damit folgt aus der Regel von de I’Hospital
!/
lim f(z) =0.
20 g’ ()
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Kapitel 5

Integralrechnung

1 Das Riemannsche Integral

Das Integral einer nichtnegativen Funktion f : I = [a,b] — R ist anschaulich der
Flicheninhalt des Gebiets {(z,y) : * € 1,0 < y < f(z)}. Allerdings haben wir den
Flicheninhalt von Teilmengen des R? noch gar nicht definiert, aufler vielleicht von ein-
fachen Gebieten wie Rechtecken, so dass die gegebene Beschreibung nicht zur Definition
taugen kann. Dennoch lassen wir uns im Folgenden von dieser geometrischen Vorstellung
leiten.

Definition 1.1 (Zerlegung) FEine Zerlequng Z des Intervalls I = [a,b] ist eine geordnete

Menge von Punkten a = xg < x1 < ... < xzy = b. Wir setzen I, = [rr_1,x] sowie
Axy =xp —xp_ firk=1,..., N, und definieren die Feinheit von Z durch

A(Z) = Axy,. 1.1

(2) = max Az (1.1)

Definition 1.2 (Riemannsche Summe) Sei f : I = [a,b] — R. Die Riemannsche

Summe von [ zur Zerlequng Z und den Stiitzstellen &, € Iy, ist

N
Sze(f) = f(&) Az, € R
k=1

Die Riemannsche Summe sollte einen Naherungswert fiir das noch zu definierende Inte-
gral darstellen. Eine konkrete Wahl der Zerlegung und der Stiitzstellen, zum Beispiel die
dquidistante Zerlegung mit Intervallmittelpunkten als Stiitzstellen, fithrt auf ein nume-
risches Verfahren zur Approximation des Integrals. Im allgemeinen ist aber nicht gefor-
dert, dass die Zerlegung #quidistant ist, auch konnen die Stiitzstellen beliebig in den I
gewihlt werden. Um zu einer sinnvollen Definition zu gelangen, sollte bei Verfeinerung der
Zerlegung der Approximationsfehler kleiner werden. Dies fiihrt auf folgenden Begriff der
Integrierbarkeit.

Definition 1.3 (Riemann-Integral) Eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R
heif$t (Riemann-)integrierbar mit Integral S € R, falls es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt,
so dass fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl & der Stiitzstellen gilt:

A(Z) < = |SZ7§(f)—S| <E.
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Wir nennen dann S das (bestimmte) Integral von f auf [a,b] und schreiben

S:/abfeR.

Beispiel 1.1 Die konstante Funktion f : I = [a,b] = R, f(z) = ¢, ist integrierbar mit

/abf:c(b—a).

Denn fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl der & € I} gilt

N N
Sze(f) = ZcA:nk =c Z(mk —zp-1) =c(b—a).
k=1 k=1

Beispiel 1.2 Die Dirichletfunktion

1 firzeQ,

xo:[0,1] = R, xo(z) = {0 fir z ¢ Q

ist nicht (Riemann-) integrierbar. In jedem I, mit Az > 0 gibt es rationale und irrationale
Punkte. Fiir rationale Stiitzstellen ist Sz ¢(xq) = 1, fiir irrationale dagegen Sz ¢(xq) = 0.
Definition 1.4 (Supremumsnorm) Fir f: I — R setzen wir
1fllz = sup{|f(z)[ : = € I}.

Die Menge der beschrinkten Funktionen auf I, also ||f||1 < oo, bezeichnen wir mit B(I).
Die Supremumsnorm hat folgende Eigenschaften, analog zur Euklidischen Norm:

Positivitdat: || f||r > 0 mit Gleichheit genau wenn f =0,

Halblinearitdt: || Afllr = |\ || fl|r fir A € R.

Dreiecksungleichung: ||f + gllr < [|fllr + llgllz-

Satz 1.1 (Linearitit des Integrals) Die Menge R(I) der Riemann-integrierbaren
Funktionen f : I — R ist ein Untervektorraum von B(I) und das Integral R(I) — R,
f— f; f, ist ein lineares Funktional. Es gilt also fiir A, p € R

/ab@fwg):A/abfw/abg.

BEWEIS: Es gilt Sz ¢(Af+pg) = ASze(f)+1Sze(9), also folgt fir A(Z) hinreichend klein

szc0 4 )~ (V[ 10n o) <[zt [ o]+ ml]szeto)— [o] <

O

Um zu zeigen, dass stetige Funktionen integrierbar sind, gehen wir in drei Schritten vor:
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a) Stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen) sind integrierbar.

b) L&Bt sich eine Funktion gut durch integrierbare Funktionen approximieren, so ist sie
integrierbar.

c¢) Stetige Funktionen lassen sich gut durch Treppenfunktionen approximieren, und sind
damit integrierbar.

Natiirlich ist unter anderem noch zu kliren, was die gute Approximation eigentlich sein
soll. Wir beginnen unser Programm, indem wir zunéchst zwei Eigenschaften des Integrals
zeigen.

Lemma 1.1 Seien f, f: I — R mit f(z) = f(x) fir allex € I\{p1,...,p.}. Mit f € R(I)
ist dann auch f € R(I) und es gilt fabf = f(ff

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage im Fall eines Ausnahmepunkts p € I; der allgemeine Fall
folgt daraus per Induktion. Es gilt fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen &

N

S2.e(f) = Sne() = S (&) — F&) Are = S (F(p) — F(p)) Axy

k=1 {k:&r=a}

Es ist & = p hochstens fiir zwei k& mit Axg > 0. Damit schéitzen wir ab

‘Sz,g(f) - /abf‘ < ‘Sz,s(f) - SZ,E(f)‘ + ‘SZ,E(f) - /abf‘
< 2|7 - 1] a2) +[szen - [ 1]
und die rechte Seite geht gegen Null mit A(Z) — 0. O

Wie Beispiel 1.2 zeigt, ist Lemma 1.1 nicht richtig fiir eine abzdhlbare Ausnahmemenge.

Lemma 1.2 Seil = I1U...UI, eine Zerlegung von I = [a,b] in Intervalle I}, = [ak_1, a).
Ist f: I — R auf jedem der Teilintervalle Iy integrierbar, so folgt f € R(I) und

/abf:i ax ;

k=1"%—1

BeEwEIs: Es reicht den Fall n = 2 zu betrachten. Sei I = I' U I” mit I' = [a,p]
und I” = [p,b], und sei f : I — R integrierbar auf I’ und I”, insbesondere ||f||; =
max (|| fllr, | fll17) < oo. Ist Z eine Zerlegung von I mit Punkten a =29 < ... <zy =0b

sowie Stiitzstellen &;,...,&N, so gilt x,—1 < p < a, fir ein r € {1,..., N}, und wir
definieren Zerlegungen Z’,Z" von I', I"” mit Stiitzstellen £, £ wie folgt:

Z’:{a:xog...gxr_lﬁp} 6,:{517”'767“—17])}7
Z”:{p<xT§§xN:b} 5,/:{p7§T+17,,,7§N}.

Offenbar gilt A(Z'), A(Z") < A(Z). Die Bilanz der Riemannschen Summen lautet
1S2,6(f) = (Sz1.6/(f) + Sz er ()] = [(£(&) = f(p)) Azr| < 2| fll; A(Z).
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Es folgt mit der Dreiecksungleichung

szctn— ([ 1+ [ )| <211, 8@ + [sze0) - [ 1] +[seotr) - [ 1}

Die rechte Seite geht mit A(Z) — 0 gegen Null. O

Folgerung 1.1 Sei f : I — R eine Treppenfunktion, d. h. es gibt eine Unterteilung a =
ag<a <...<ap=bundc €R (1 =1,...,n) mit f(x) = ¢ fir alle z € (a;—1,q;).
Dann ist f integrierbar und es gilt

b n
[ 1= @
a i=1

BEWwEIS: Nach Lemma 1.1 ist f : [a;—1,a;] — R integrierbar fiir alle i = 1,...,n. Aus
Lemma 1.2 folgt die Behauptung. O

Damit ist der erste Schritt unseres Programms erledigt. Der zweite Schritt besteht darin,
fiir einen geeigneten Begriff von Konvergenz fr — f folgende Aussage zu zeigen:

b b
fi — f mit fj integrierbar = f integrierbar und / f= lim fr
a k—oo J,

Welcher Konvergenzbegriff ist dabei zu wihlen? Zweifellos ist es naheliegend, es mit der
punktweisen Konvergenz zu probieren:

fe — f punktweise & fi(x) = f(z) fiirallez €l

Aber wie die folgenden Beispiele zeigen, ist die punktweise Konvergenz zu schwach.
Beispiel 1.3 Sei q1, g2, . .. eine Abzéhlung der rationalen Zahlen in [0, 1]. Definiere

1 firze{q,. ..,qn}
0 sonst .

nﬂQHaRWM@:{

Die Folge x, konvergiert punktweise gegen die Funktion xgq, die nach Beispiel 1.2 nicht
integrierbar ist.

Beispiel 1.4 Betrachte die Treppenfunktionen

ko fir0<az<g

0 sonst.

fr:[0,1] = R, fx(z) = {

Dann gilt limg_,o fr(x) = 0 fiir alle z € [0,1], denn

fk(m) =0

fiir alle k, fallsz =0
fir k> 1, falls z > 0.

Also konvergiert fi punktweise gegen f = 0. Aber es ist
= 1 = lim — - k=1
0= /f# lm/fk i
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Satz 1.2 Fir f € R(I) gilt die Ungleichung

[ 1] <toallsi

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt mit der Dreiecksungleichung

N N
1Sz.6(N)l < D IFE) Az < I f; D Azy = [b—al[|f]}- (1.2)
k=1 k=1
Die Abschétzung fiir das Integral folgt. O

Fir f, fr € R(I) haben wir nun

]fﬁ—/ijf(h—f)\gyb_a|||fk_f||1,

so dass aus || fx — f|lr — 0 auch die Konvergenz der Integrale folgt. Dies motiviert den
folgenden Konvergenzbegriff.

Definition 1.5 (Gleichmiflige Konvergenz) Die Folge von Funktionen fi : I — R
konvergiert gleichmdfsig f : I — R, falls gilt:

\fe — fll; =0 mitk— oo.

In Quantorensprache sieht punktweise bzw. gleichméfige Konvergenz wie folgt aus:

Ve>0 VzxeD AN VkE>N: |fi(z) — f(z)] <e (punktweise),
Ve >0 AN  VazeD Vk>N: |fi(z)— f(z)]<e (gleichmifBig).

Der Unterschied ist, dass bei punktweiser Konvergenz die Schranke N von x € I abhéngen
darf, also N = N (g, x), wihrend bei gleichméBiger Konvergenz die Schranke N fiir alle x
gleich gewéhlt werden kann. Im Beispiel 1.4 gilt etwa, falls ¢ <1 und = > 0,

1

e = f@)l<e = k=,

so dass N(e,z) > 1/x sein muss, also nicht unabhéngig von x gewihlt werden kann. Klar
ist, dass gleichméflige Konvergenz punktweise Konvergenz impliziert. Deshalb kann man
in zwei Schritten vorgehen, um eine Funktionenfolge fi auf gleichméfiige Konvergenz zu
priifen:

(1) Konvergiert die Folge punktweise? Wenn nicht, so erst recht nicht gleichméBig.
Wenn ja, so ist die punktweise Grenzfunktion die einzig mdogliche Kandidatin fiir
den gleichméfligen Grenzwert.

(2) Nun bestimme || f — f||7 bzw. schétze diese Norm ab. Gilt || fx — f||r — 0 mit &k — oo,
so ist fi gleichmé&Big konvergent gegen f. Wenn nicht, so ist fi zwar punktweise, aber
nicht gleichméfig konvergent.

Im Beispiel 1.4 gilt fr — f mit f = 0 punktweise auf [0, 1], aber nicht gleichméBig, denn

sup |fr(z) — f(x)]=k — 00 mit k — oo.
z€[0,1]
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Satz 1.3 (Integral und gleichméflige Konvergenz) Konvergiert die Folge fi € R(I)
gleichmapig gegen f : I — R, also || fx, — fll; = 0, so ist f € R(I) und es gilt

b b
/ f=1m [ fp
a k—oo Jq

BEwEIS: Die Funktion f ist beschrinkt wegen |fllr < |If — fellr + [|fxllr < oo. Mit

S = fab fr gilt fir k£, 1 hinreichend groff nach Satz 1.2
1Sk = Sil < [b—alllfe = filf <16 —al (lfx = fll; + Ilf = fill) <e.

Wir setzen S = limg_, o Si und zeigen, dass f integrierbar ist mit f;f = §. Fiir jede
Zerlegung Z mit Stiitzstellen &; und jedes k& € N haben wir mit (1.2)

1Sze(f) — S| 1S26(f) = Sze(fr)l +Sze(fr) — Skl + [Sk — S|

<
< (b—a)lf— fillr +1Sze(fx) — Skl + [Sk — S|

Zu gegbenem ¢ > 0 wihlen wir erst k € Nmit (b—a) ||f — fxllr < e/3 und |S; — S| < £/3.
Fir A(Z) < ¢ ist dann auch |Sz¢(fr) — Sk| < €/3, da f, integrierbar ist. Damit ist der
Satz bewiesen. O

Damit ist auch der zweite Schritt unseres Programms abgeschlossen. Es bleibt jetzt nach-
zuweisen, dass stetige Funktionen f : I = [a,b] — R gleichméBig durch Treppenfunktionen
approximiert werden kénnen.

Satz 1.4 Sei D C R" folgenkompakt und f : D — R stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig,
das heiffit zu € > 0 gibt es ein § > 0 mit

v, €D, |lx—2|<d§ = |f(x)—f@)<e. (1.3)
Beweis. Andernfalls gibt es fiir ein £ > 0 Punkte z,, 2}, € D, so dass gilt:
|2 — 2| = 0, aber |f(zn) — f(z7)| > e.

Da D kompakt, konvergiert die Folge x,, nach Ubergang zu einer Teilfolge gegen ein zg € D.
Offenbar gilt dann auch lim,,_,~ 2}, = zg. Da f stetig, ergibt sich der Widerspruch

e < lim |f(zn) = f(2,)] = [f(20) — f(z0)| =0,

n—oo

O

Beispiel 1.5 Ist f : D — R stetig, aber D nicht kompakt, so muss f nicht gleichméBig
stetig sein. Betrachte zum Beispiel f : (0,2] — R, f(z) = sini. Mit z, = (nm)7},

xh = (nm+m/2)7 ! gilt @, 2!, — 0, aber |f(x,) — f(z},)| = 1 fiir alle n.

Satz 1.5 Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f: 1 — R
Riemann-integrierbar.
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BEWwEIS: Wir konstruieren zu € > 0 eine Treppenfunktion ¢ : I — R mit [[¢ — f[|; < e.
Die Behauptung ergibt sich dann aus Folgerung 1.1 und Satz 1.3. Nach Satz 1.4 gibt es
ein § > 0, so dass gilt:

v’ el, |lx—a'|<d = |f(z)—f@)] <e

Wihle eine beliebige Zerlegung Z mit Feinheit A(Z) < § und den Unterteilungspunkten

a=1x9<...<zy =0, und setze

@(x) _ {f(xk) filr l’f(wkfbxk] mit k € {1,...,N},
f(xo) fiir x = xo.

Ist € (vg—1,zk], so gilt |z — x| < § und somit |p(z) — f(z)| = |f(zr) — f(z)| < € nach
Wahl von §. Da ¢(x0) = f(z0), folgt insgesamt ||¢ — f||r < e. O

Es ist niitzlich, die Integrierbarkeit auch fiir stiickweise stetige Funktionen f : [a,b] — R
zu haben, das heiflt es gibt eine Zerlegung a = ag < ... < ay = b, so dass f auf jedem
Teilintervall [ag_1,ax] nach eventueller Ab#nderung in den Endpunkten ax_; und ay
stetig ist. Diese Verallgemeinerung folgt natiirlich sofort aus Satz 1.5 und Lemma 1.2.

Wihrend die bisherige Darstellung des Riemannintegrals ohne Anderungen im vek-
torwertigen Fall zutrifft, spielt bei den folgenden Aussagen die Anordnung von R eine
Rolle.

Satz 1.6 (Monotonie des Integrals) Sind f,g € R(I), so gilt:

f<g = /abfé/abg

Insbesondere gilt fff < ff|f|, falls f, |f] € R(I).

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt

N

N
Sze(f) = f&)An, < g(&)Azy, = Szelg).

k=1 k=1

O

Folgerung 1.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f,¢ : [a,b] — R stetig
und ¢ > 0. Dann gibt es ein £ € [a,b] mit

/abfso=f(§)/ab<p-

Im Spezialfall ¢ = 1 folgt [ f = f(£)(b— a).

BEwEIS: Wir kénnen annehmen, dass f;go = 1. Setze m = infyer f(z) und M =
sup,er f(x). Dann gilt my < fo < My, also

b b b
m:/mgpg/fcpg/Mgc):M.
a a a
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Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a, b] mit f(§) = f; fo. O

Der Vollsténdigkeit halber wollen wir noch eine alternative Definition des Riemann-
Integrals erkldren. Sei f : [a,b] — R beschrankt und Z eine Zerlegung von [a, b] in Teil-
intervalle I der Lange Axjp. Dann sind Ober- und Untersumme von f bzgl. Z definiert
durch

N N
Sz(f) = Z supf YAz und S, (f Z 1nff ) Axy.
-1 I k=1
Nach Definition gilt S,(f) < Sz(f). Nehmen wir zu Z den Unterteilungspunkt ¢ €

k1, @) hinzu, so folgt mit I = [z5_y, €] und [ = [€, 2]
Szuie(f) —82(f) = (i}zf (€ —ap-1)+ (1}11;,1: ) (@ —&) — (iﬂf f) (e — 1)
= (iiff - iﬁff) (€ —z-1) + (ii;ff - i}}vff) (zk — &)
Mit infy, f, infjy f, —infy, £ < | |7 sowie 0 <y — a1 < A(Z) erhalten wir

0 < Szue(f) = S2(f) < 20Ifllr A(Z),

und analog fiir die Obersummen
0> Szue(f) = Sz(f) > =2|Ifll: A(Z).
Fiir beliebige Zerlegungen Z, Z' ergibt sich per Induktion
Sz(f) € Sz02(f) < Szuz(f) < Sz (). (1.4)
Bezeichnet N die Zahl der Teilintervalle von Z’, so folgt ebenfalls induktiv
Szuz(f) = 2N |[fll1 A(Z) < Sz(f) < Sz2(f) < Szuz (f) + 2N fIl1 A(Z).  (1.5)

Wir definieren nun das Ober- bzw. Unterintegral von f durch

(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlegung von [a, b]},

S
S(f) = sup{S;(f): Z ist Zerlegung von [a,b]}.
Aus (1.4) folgt S(f) < S(f).

Satz 1.7 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann (Riemann-) integrier-
bar, wenn thr Ober- und Unterintegral ibereinstimmen, und es gilt dann

b
/ f=5(f) =3(f).

BEWEIS: Ist f Riemannintegrierbar, so folgt fir A(Z) < ¢

b
/ = S S5e(f) = S2(7) < SU) < 5U) < Fa(f) = w0 S2(5) / fre.

Umgekehrt sei Z' eine Zerlegung mit S,/ (f) > S(f) —€/2, und N sei die Zahl der Teilin-
tervalle von Z'. Fiir jede Zerlegung Z gilt S,/ (f) > S, (f), also folgt mit (1.5)

Sze(f) 2 52(f) = Sz02(F) = 2N\ fll A(Z) > 5(f) — /2 = 2N||fl|l1 A(Z).
Fir A(Z) < ¢ folgt Sz¢(f) > S(f) — €. Die Abschéitzung nach oben ist analog. O
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2 Ableitung und Integral

Wir kommen nun zu dem zentralen, von Newton und Leibniz studierten Zusammenhang
zwischen Differentiation und Integration.

Definition 2.1 Sei f : (a,b) — R. Eine differenzierbare Funktion F : (a,b) — R heifit
Stammfunktion von f, wenn gilt:

F'=f & Fl(x)=f(x) firallex¢€ (a,b).

Satz 2.1 Ist F eine Stammfunktion von f auf (a,b), so ist jede Stammfunktion von f auf
(a,b) von der Form F + ¢, fiir eine Konstante ¢ € R.

BEWEIS: Sei G auch Stammfunktion von f auf (a,b). Es folgt
(G-F) =G —F =f—f=0.

Nach Folgerung 2.1 in Kapitel 4 gibt es eine Konstante ¢ € R mit G—F = ¢, also G = F+c.
O

Die Gleichung F’ = f ist ein elementares Beispiel fiir eine Differentialgleichung. Folge-
rung 2.1 sagt aus, dass eine Losung der Gleichung bis auf eine additive Konstante ¢ € R
eindeutig bestimmt ist. Es schlieft sich hier unmittelbar die Frage nach der Existenz an:

Fiir welche f ist die Differentialgleichung F’ = f auf dem Intervall (a,b) lésbar?

Um die Frage zu beantworten, miissen wir die Definition des Integrals noch etwas erweitern,
indem wir fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R setzen:

/baf::—/abf ad [ 7=0

Es folgt dann fiir beliebige a, b, ¢ € R, sofern f auf allen Intervallen Riemann-integrierbar

ist, b
/a f+/bcf=/:f- (2.1)

Fiir a < b < cgilt dies nach Lemma 1.2, und allgemein folgt (2.1) dann durch Vertauschung
von a, b und c. Weiter verwenden wir im Folgenden die Notation

/abf—/abf(w>dw

Dies ist unter anderem dann niitzlich, wenn die Funktion f aufler von x noch von weite-
ren Variablen ¥, z, ... abhéngt, es wird ndmlich spezifiziert, beziiglich welcher Variablen
integriert werden soll. Auflerdem erionnert die Notation an die Riemannschen Summen,
mit denen das Integral definiert wurde.

Satz 2.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : I = [a,b] —
R stetig. Dann ist fiir jedes xg € I die Funktion

F:I>R, Flz /f

eine Stammfunktion von f, das heifit es gilt F'(x) = f(x) fiir alle x € I.
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Bemerkung. In den Endpunkten des Intervalls ist dies im Sinne der einseitigen Ableitun-
gen F' (a) = f(a) bzw. F' (b) = f(b) zu verstehen.

BEWEIS: Die Funktion F' ist wohldefiniert nach Satz 1.5. Wir berechnen

F h) — F 1 z+h T
T ) = | [ e [ e e nse)
1 x+h
= / (£(6) — f(2)) d&‘
< Il swp [F€) - f(@)] (Satz 1.2)
A Je—ai<n
Da f im Punkt x stetig ist, geht die rechte Seite mit h — 0 gegen Null. O

Folgerung 2.1 Sei f € C°(I) mit I = [a,b], und F : [a,b] — R sei eine Stammfunktion
von f auf I, das heifit F'(x) = f(x) fiir alle x € [a,b]'. Dann gilt fiir jedes xo € I

F(a) = Flao) + [ 7). (22)
o
BEWEIS: Nach Satz 2.1 und Satz 2.2 gibt es ein ¢ € R mit
F(x) = c—i—/ f(&)d¢ fir alle x € (a,b).
o

Weiter ist jede Stammfunktion F' von f auf [a,b] stetig in @ und b nach Kapitel 4, Satz
1.3. Durch Grenziibergang x N\, a bzw. 7 b folgt die Gleichung fiir alle = € [a, b]. Setze
nun z = zo und erhalte F(xo) = c. O

Folgerung 2.2 (Berechnung von bestimmten Integralen mit einer Stammfunktion)
Die Funktion F : I = [a,b] — R sei Stammfunktion von f € C°(I) auf I. Dann gilt

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(x)]"="

Beweis: Folgt aus (2.2) mit 29 = a, z = b. O
Uber den Hauptsatz bzw. Folgerung 2.2 lassen sich Differentiationsregeln aus Kapitel 4.1
in Integrationsregeln iibersetzen. Dies wird im Folgenden durchgefiihrt.

Satz 2.3 (Partielle Integration) Seien f,g € C*(I) mit I = [a,b]. Dann gilt

b
z=b
[ #d = @@~ [ 1.
BEWEIS: Es gilt nach der Produktregel

(f9) = flg+ fg aufI=/a,b).

Folgerung 2.2 liefert die Behauptung. O

'Tn den Intervallgrenzen bedeutet das F'y(a) = f(a) bzaw. F_(b) = f(b).
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Satz 2.4 (Substitutions- oder Transformationsregel) Sei I = [a,b], I* = [a, 8] und
¢ € CH(I) mit (I) C I*. Dann gilt fir f € CO(I*)

»(b) b
[ty = [ 1(e@)e @) e
80(11) a

BEwEIS: Wihle nach Satz 2.2 eine Stammfunktion F' € C'(I*) von f. Dann gilt

©(b) _
[0 1 = [PWIZE (olgerung 22
p(a

b

= /(Focp)’(ac)dx (Folgerung 2.2)
b

- /F’(go(x))go’(:c)dm (Kettenregel)

b
- / f(p(x)) ¢'(z) da.

O

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel ist folgendes Kochrezept niitzlich: bei einem
gegebenen Integral f; f(y) dy mochten wir y = y(x) substituieren. Dazu berechnen wir

y=ylz) = dy=y'(z)dx.

Fiir die Intervallgrenzen bestimmen wir durch Auflésen nach x die Umkehrfunktion

Damit gilt
8 b
/ fly)dy = / fy(@)) y'(2) dw.
[e% a
Im folgenden zeigen wir an einigen Beispielen, wie die Integrationsregeln angewandt wer-

den. Zunichst erhalten wir direkte Integrationsformeln immer dann, wenn die Stamm-
funktion bekannt ist. Hier sind einige Beispiele.

Beispiel 2.1

/ab:):o‘d:r - [xwr:b (0 € R\{~1}, a,b > 0),

a+1] _,
' dz

. z=b
o= [logx]x:a (a,b>0),

a

b
dﬂj r=b
e arcsinz|”_’ (=1 <a,b<1).
a V1—22 | r=a

FEin Beispiel fiir die Anwendung der partiellen Integration ist
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Beispiel 2.2

x xX x
= 1
/ log udu = / 1-logudu = [ulogu]sz — / u—du = xlogx — (x — 1).
1 1 - 1 u
Eine schone Anwendung von Satz 2.3 ist das
Beispiel 2.3 (Wallis-Produkt) Wir berechnen hier 4, = [ /?sin" z dz. Offenbar gilt

Ap=7/2 und A; = [— cosx]zigm =1.

Fiir n > 1 leiten wir durch partielle Integration eine Rekursionsformel her:
w/2
Apy1 = / sinz sin” x dx
0

/2 w/2

. =T . —

= [—cosx sm":c] 0 +n/ cos? z sin" !z dx
—_——— 0

r=
=0

w/2 /2
= n/ sin" 'z dr — n/ sin" ! 2 da,
0 0

2 =1 — sin? z benutzt haben. Es folgt

wobel wir cos

AnJrl =

Durch Induktion erhalten wir

2n—1 2n—3 1 2b—1\ «
Ay, = : = Ag = Z
2n on  2n —2 g 0 (kl_ll 2%k )2’
on  2n—2 2 ok
A - : A= 1.
2ntl m+1 2n—1 3 (g%—i—l)

Es folgt weiter

Nun gilt A1 = fOW/Q sin®t z dx < fgr/z sin” x dx = A, und es folgt

1< Ap SAn_lZn—i—l—)l.
Any1 — Ana n

Daraus ergibt sich die Produktdarstellung von Wallis
w_ﬁ 4k 2-2 4.4
2 L4k2-1 1.3 3.5

Als nichstes behandeln wir Beispiele zur Substitutionsregel.
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Beispiel 2.4 (Lineare Parameterwechsel) Mit der Substitution y = (x—xz¢)/m haben
wir dy = 1/mdx und z = x9 + my, also als neue Grenzen a = xy + ma und b = xy + mp.

Es folgt
A 1
d —_ —
/a fly)dy = —

Beispiel 2.5 (Integration von Ableitungen)

T (Y

To+mao m

b g1y b =
/ ];((x; dax = / (log f) (x) dz = [log f(x)];Z;  (f > 0),
a @b u=
T R P R
ab a

| Pu@r@a = [FE)

a

W =

u=a

Beispiel 2.6 (Flicheninhalt unter Hyperbel) Zu berechnen ist das Integral

A(x):/ Vu?—1du firz>1.
1

Wir substituieren u = cosht und erhalten du = sinh ¢ dt, ¢ = Arcosh u, also

Arcosh
A(z) = / sinh? ¢ dt
0

1 Arcosh
= - / (e* 4+ e —2)dt
0

4
1 t = Arcosh x
N . ¥ 1
— [8 (e e )} tzo 2Arcosh T
_ _¢~t = Arcosh z
1 t t ot —t
= = ctre e-¢ — Arcosh =
2 2 2 |,
1
= 3 (a:\/ 22 — 1 — Arcosh m)

Fiir rationale Funktionen, also Quotienten von Polynomen, hat man ein spezielles Integra-
tionsverfahren, die Partialbruchzerlegung, die wir hier nur an einem Beispiel vorfiihren:

Beispiel 2.7 (Partialbruchzerlegung) Um das Integral [ /2 _do

C1)2 Togz 20 berechnen, ma-
chen wir den Ansatz

r 1 1A n B  (A-B)x+(A+B)
1—-22 (I+z)(1-2) 1-2 1+2 1—22 )

Der Koeffizientenvergleich ergibt A = B = 1/2, also folgt

12 g 12 71/ 1/2 1 1+2]%7 1
/ :/ (+> dr = [log ] zi(logS—logl/B) = log 3.

_1/2].—:1,‘2 _1/2 ]_—IL' 1+13 2 1—$ 27:—%
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Bei der Definition des Riemannschen Integrals ist das Definitionsintervall I = [a, b] nach
Voraussetzung kompakt. Wir wollen ganz kurz erldutern, wie auch unendliche Integrati-
onsintervalle —oo < a < b < 0o und in den Intervallgrenzen unbeschrénkte Funktionen im
Rahmen des Riemann-Integrals behandelt werden kénnen.

Definition 2.2 (uneigentliches Riemann-Integral) Sei I = [a,b) mit a < b < 0.
Die Funktion f : I — R sei Riemann-integrierbar auf [a,b'] fir alle ¥’ < b. Falls

limy, = ff f(&) d¢ existiert, so heifit das Integral f; f(&) d¢ konvergent (oder existent) und
wir setzen

[ rerae=nm [ s

Die Konvergenzaussagen fiir das uneigentliche Integral sind analog zu den Konvergenzkri-
terien fiir Reihen. Das folgende Lemma entspricht dabei dem Cauchykriterium.

Lemma 2.1 In der Situation von Definition 2.2 ist f; f genau dann konvergent, wenn es
zu jedem € > 0 ein b < b gibt mit

)
‘/ f’ <e firalle x1,29 > b,
2}

BEWEIS: Setze F(z) = [ f fiir € [a,b). Existiert das uneigentliche Integral, das heift
F(z) — S mit « /b, so gibt es ein ' < b mit |F(z) — S| < &/2 fiir x > b’ und es folgt
|F(z1) — F(z2)| < |F(z1) = S|+ |F(x2) — S| <e fiir 212 > b

Umgekehrt wéhlen wir eine Folge 3, * b. Nach Voraussetzung ist dann F'(xy) Cauchyfolge,
das heifit S = limy_,o F'(zy) existiert. Aber dann folgt sogar lim, ~, F(x) = S. O

Hier sind einige Beispiele von uneigentlichen Riemann-Integralen.

Beispiel 2.8

xa—‘rl r=R 1
o0 li = - fii -1
/ z%dx = R oo [a—l—l}z_l a+1 was—h
! divergent fir o > —1.
1 divergent fiir o« < —1,
/ dxr = potl 1271 1
li = fir a > —1.
0 Mg\ 0 [O{ T 1:|$:€ a1 ur «
/1 dx I Toodg I : /2
—— = lim ———— = lim arcsinx = 7/2.
0o V1—a? e Jo /1 —62 =M

In den vorangegangenen Beispielen sind die Integranden positiv. Das uneigentliche Integral
f; f heifit absolut konvergent, wenn f; | f| konvergiert. Aus Lemma 2.1 folgt sofort, dass
ein absolut konvergentes Integral konvergiert. Wie bei Reihen impliziert die Konvergenz
aber nicht umgekehrt die absolute Konvergenz. Ein simples Beispiel ist das uneigentliche
Integral [ f(z)dz, wobei

k-1
flz) = (1]3: fiir k = [z].

98



Fiir die Existenz des uneigentlichen Integrals auf einem beidseitig offenen Intervall (a,b)
wihlt man einen Zwischenpunkt ¢ € (a,b) und verlangt die Existenz der Integrale auf
(a,c] und [c, b). Das Integral iiber (a, b) ergibt sich dann als Summe. Es ist leicht zu sehen,
dass diese Definition nicht von der Wahl des Zwischenpunkts ¢ abhéngt. Ein Beispiel ist

/°° dx
= .
oo L+ 22

3 Vertauschungssitze fiir konvergente Folgen von Funktio-
nen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen f, : I — R von Funktionen, die punktweise
gegen eine Grenzfunktion f : I — R konvergieren, das heif3t

flx) = li_>m fu(x) fir alle z € 1.

Wir interessieren uns dafiir, unter welchen Voraussetzungen sich die Stetigkeit bzw. Diffe-
renzierbarkeit der Funktionen f, auf die Grenzfunktion f tibertragt. Ein wichtiger Fall ist
die Frage, ob eine reelle Potenzreihe P(x) = Y 3%, axz” innerhalb des Konvergenzintervalls
(=R, R) eine differenzierbare Funktion darstellt. Hier ist klar, dass die approximierenden
Polynome P, (z) = S_1_, arz” differenzierbar sind mit Ableitung

n n—1
Pl (z) = Zkakxk_l = Z(k + Dagrz”.
k=1 k=0
Wir werden zeigen, dass P(z) auf (—R, R) differenzierbar ist und dass gilt
P(z) = Z kagah~! = Z(k‘ + Dagz~.
k=1 k=0

Dies bedeutet, dass die Potenzreihe gliedweise differenziert werden kann, das heifit
die Ableitung kann mit dem Grenzwert n — oo der Reihe vertauscht werden. Bei der
Exponentialfunktion konnten wir die Frage der Stetigkeit und Differenzierbarkeit in
x € R mithilfe der Funktionalgleichung auf den Fall x = 0 reduzieren, wo wir dann die
Abschétzung aus Satz 4.7 zur Verfiigung hatten. Fiir eine allgemeine Potenzreihe haben
wir kein Aquivalent der Funktionalgleichung und brauchen deshalb allgemeinere Resultate.

Die punktweise Konvergenz ist im allgemeinen nicht einmal ausreichend fiir die
Stetigkeit der Grenzfunktion — hier zwei typische Beispiele.

Beispiel 3.1 Die Folge f, : [0,1] — R, fu(x) = 2", konvergiert mit n — oo punktweise
gegen die Funktion

fz) =

0 firo<z<1,
1 firz=1.

Die Folge f,, : R = R, f,(x) = arctan(nz), konvergiert punktweise gegen

/2 fir . >0
flz)=4q—-7/2 firz<0
0 fiir x = 0.
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Satz 3.1 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit) Seien f, : D — RP, n € N,
stetige Funktionen auf D C R™, die gleichmdf$ig gegen f : D — RP konvergieren, das
heifst
1fn—fllp = sup [fn(z) = f(x)] = 0 mit n — oo.
x

Dann ist f ebenfalls stetig auf D.

BEWEIS: Sei xg € D gegeben. Fiir beliebige x € D, n € N gilt die Abschétzung
|f(z) = f(w0)] [f(@) = fu(@)] + [ fn(@) = fu(zo)| + [fa(zo) — f(20)]

2 Hf - anD + ‘fn(l‘) - fn(l'O)’

<
<

Zu e > 0 wihlen wir erst n € Nmit || f— f,||p < €/3, dann § > 0 mit | f,(z) — fu(zo)| < /3
fiir |z — 20| < 0. Es folgt | f(x) — f(z0)| < 2¢/3+¢/3 = ¢ fiir |[x — 20| < 0. O

Folgerung 3.1 Sei P(z) = > 32, arz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
n-ten Partialsummen P, (z) =Y ), apz®. Dann konvergiert P, gleichmdfig gegen P auf
jeder Kreisscheibe B,(0) = {z € C: |z| < o} mit o < R, und P ist stetig auf Br(0).

Bewels: Wihle r € (o, R). Nach der Definition des Konvergenzradius in Satz 4.10 konver-
giert P(z) fiir z = r, also ist a,r* eine Nullfolge und es gibt ein M € [0, 00) mit |ag|r* < M.
In dieser Situation liefert Lemma 4.2 die Abschétzung

M n+1
(Q) — 0  mit n — oo.

1P = Pullg,(0) = sup |P(z) — Pu(2)| < "

|z]<e 1-

il

Dies beweist die gleichméBige Konvergenz auf B,(0). Nach Satz 3.1 ist P somit stetig auf
B,(0) fir alle o < R, also auf ganz Br(0). O

Jetzt kommen wir zur Frage der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion.

Satz 3.2 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung) Sei f, € CY(I) eine
Folge von Funktionen auf I = (a,b), die punktweise gegen f : I — R konvergiert. Falls die
Folge f! gleichmifiig gegen g : I — R konvergiert, so ist f € C1(I) und f' = g.

BeEwEis: Fiir g € I gilt nach Satz 2.2, dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung,

Ful@) = fulo) + / “peyde firallez el

Da f] gleichmiiBig gegen g konvergiert, folgt nach Satz 1.3 mit n — oo

xT

f(z) = f(=xo) +/ g(&)d¢  fiir alle x € 1.
o
Die Funktion g ist stetig nach Satz 3.1, also folgt aus dem Hauptsatz f € C'(I) und
=g O
Fiir Funktionen f : I — RP oder f : I — C gilt der Satz entsprechend. Dies ergibt
sich sofort durch Anwendung auf die einzelnen Koordinatenfunktionen, vgl. Lemma 1.1 in
Kapitel 4. Um den Satz auf Potenzreihen anzuwenden, brauchen wir folgende Hilfsaussage.
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Lemma 3.1 Sei P(z) = Y .3 arz" eine kompleze Potenzreihe mit Konvergenzradius
R € [0,00]. Dann hat die formal differenzierte Reihe

Qz) = Z kapzF1 = Z(k + Dagy 12~
k=1 k=0

denselben Konvergenzradius R.
BewEIS: Es gilt |ap2®| < |kapz¥~1| - |2| fiir k& > 1, also hat Q(z) hochstens den Konver-

genzradius R. Zu r € (0, R) gibt es ein M € [0,00) mit |ax|r* < M, da P(r) konvergiert.
Es folgt fiir alle z € B,.(0)

‘kfl - k:M’z’kil

k— k2
|kayz 1| = klag|r rk rk

Die rechte Reihe konvergiert aber nach dem Quotientenkriterium, denn

—1
(k+1)M|z|F [ kM|z|F1 (k+1)|2| |2] )
’rk""l % :T%7<1 mltk—)OO

Also ist Q(z) fiir z € Br(0) absolut konvergent. O

r

Satz 3.3 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Die  Potenzreihe  P(z) =
Yoo apz® mit aj, € C habe den Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion

o0
P:(-R,R) - C, P(x) = Zakaf;k
k=0

differenzierbar, und ihre Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation:

[e.e] (o)
P(z) = Z kagxh~t = Z(k‘ + Dagpz®  fir alle x € (R, R). (3.1)
k=1 k=0

BeEWEIS: Die Funktionen P, (z) = Y }_, axz" konvergieren auf (—R, R) punktweise gegen
P(z), und nach Lemma 3.1 und Folgerung 3.1 konvergieren die P, lokal gleichméBig, das
heifit gleichméBig auf jedem Teilintervall (—p,0) C (=R, R) mit 0 < ¢ < R, gegen die
stetige Funktion @ : (—R,R) - R, Q(z) =Y 1o, ka,xz®~1. Die Behauptung folgt nun aus
Satz 3.2. O
Jetzt stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um einige interessante Potenzreihenentwick-
lungen herzuleiten.

Beispiel 3.2 Fiir z € (—1,1) C R gilt die Reihendarstellung

o0 k—1 2 3
-1
log(1+z) = E (k):xk:x—g;—i-g——i-....
k=1

Denn die Reihe P(x) = Y 32, (711):71 z¥ konvergiert fiir z € (—1, 1) nach dem Quotienten-
kriterium, also folgt aus Satz 3.3 und der Formel fiir die geometrische Reihe

1
Pl(z) =) (-1)kak = T, firwe (-1,1).
k=0

Wegen P(0) =0 = log1 ergibt sich P(z) = log(1 + x).
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Beispiel 3.3 Ahnlich zeigen wir fiir z € (-1, 1) C R die Reihenentwicklung

3 5

2 (—1)k x°
arctanxzzix%ﬂ:x———f————i—....
k:02k+1 3 5

Denn P(z) =3 12, (Zﬁzf 221 konvergiert fiir z € (—1,1) nach dem Quotientenkriterium,
und Satz 3.3 liefert

= 1
k=0

Wegen P(0) = 0 = arctan 0 ergibt sich P(x) = arctanx.

Beispiel 3.4 Die Binomialreihe mit Parameter o € R ist definiert durch

Ba(z) = i (Z) o

k=0
Die Reihe hat Konvergenzradius R = 1, siehe Beispiel 4.6 in Kapitel 2. Fiir x € (—1,1)
berechnen wir mit Satz 3.3

Bl.(z) = g(k +1) <k . 1):& _ g}(k; +DES ’f (Z)xk — aBy(z) — 2B.(2),

das heifit B, (z) = %Ba({ﬂ). Es folgt mit f(z) = (14 2)~®

(FBa)' (@) = (@) Ba(@) + (@) By(w) = f(@)Bal@) ( ~ - + 155) =0

Wegen B, (0) =1 = f(0) ergibt sich die folgende Darstellung (Newton 1665)

(14 2)* = By(z) = i (O‘)xk fiir alle z € (—1,1).

k=0 k
In der Physik wird oft die N&herung (1 + z)* = 1 + ax benutzt, fir |z| << 1.
Satz 3.4 (Abelscher Grenzwertsatz) Ist die Potenzrethe P(x) =Y 07 jana™ fir z =

1 konvergent, so gilt

lim () = P(1).

Beweis: Nach Voraussetzung hat P Konvergenzradius R > 1. Wir berechnen mit P, (x) =
Yo apzf fir0<z <1

Pu(1) = Po(z) = Y ax(l—2b)
k=0

- (1—m)2ak2xj



Zu e > 0 gibt es ein N € N mit |P,(1) — Pj(1)| < &/2 fiir j,n > N, also gilt

n—1 00
) € . €
_ J _ p. < (1—nm)Z Jj< =
(1-2) 3 &P -POI<Q-25 > d<;.
j=N+1 j=N+1
Es folgt
N €
|[P(1) = Pa(@)] < (1—2) > [Pa(1) = Pi(1)] + 3
j=0
und schliefflich mit n — oo
N €
|P(1) — P(x)] < (1—2) Y _|P(1) = P(1)| + 5 <€
j=0
fiir z hinreichend nahe bei Eins. O

Beispiel 3.5 Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe xz — %xQ + %x‘g + ... auch
fiir x = 1, also folgt aus Satz 3.4 (Mercator 1668)

1 1
logQ:iifrrilog(l—l—x) =1—§+§—+....
Ebenso konvergiert die Reihe des arctan auch fiir x = 1, und es ergibt sich die Darstellung
(Gregory 1671, Leibniz 1674)

aCla aCta
I 11 1/11111 T nwr "‘ +

4 Die Taylorentwicklung

Als Anwendung fithren wir die Taylorentwicklung ein. Die Idee der Taylorentwicklung ist
es, eine gegebene Funktion f mit einem Polynom zu vergleichen, das an einer festen Stelle
xo mit f ,,von hoherer Ordnung” {iibereinstimmt, das heifft einschliellich einer Reihe von
Ableitungen.

Lemma 4.1 Sei I = (a,b) C R, zg € I und n € No. Zu f € C™(I) gibt es genau ein
Polynom P : R — R wom Grad hichstens n mit P*) (zo) = f¥)(xq) fir k =0,1,...,n,
und zwar

") |
Ple) =3 20 (i (A1)

Das Polynom P heifst Taylorpolynom n-ten Grades von f mit Entwicklungspunkt x¢ und
wird mit Py f bezeichnet.

BEWEIS: Es gilt (%)k (z — 20)’ |3=z,= k! ;). Daraus ergibt sich allgemein fiir k < n

P(z) = Zaj(x — x20)? = PW(20) = k! ay. (4.2)
=0
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Fiir P wie in (4.1) gilt a = %, also folgt P¥)(29) = f*)(z¢) und P leistet das
Verlangte.

Fiir die Eindeutigkeit reicht es aus zu zeigen, dass ein Polynom P vom Grad hochstens n
mit P*)(zq) = 0 fiir k = 0,1,...,n das Nullpolynom ist. Nun gilt

a2 = (zo +x — x0)* = zk: <k> af i (x — xo)'.

im0 \'
Also gilt P(z) = 377 jaj(z — zo)’ mit geeigneten a; € R, und aus (4.2) folgt a; =
%P(j )(x) = 0. Somit ist P das Nullpolynom. O

Folgerung 4.1 Ist f ein Polynom vom Grad hichstens n, so gilt Py, f = f, das heifst das
n-te Taylorpolynom von f ist f selbst.

Definition 4.1 Fir f € C™(I) und xo € I heifit die Funktion
Ry fi(a,b) =R, Ry f(x) = f(z) — Py f(x)
Restglied der Taylorentwicklung n-ter Ordnung mit Entwicklungspunkt x.

Knackpunkt bei der Taylorentwicklung ist die Abschéitzung des Restglieds; diese besagt,
wie gut die Funktion f durch das Taylorpolynom P} f approximiert wird. Entscheidend
fiir die Abschétzung sind die in den folgenden beiden Sédtzen gelieferten Darstellungen.

Satz 4.1 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € C"t\(I) fiir ein n € Ny und
xo € I. Dann hat das Restglied R}, f(x) = f(x) — Py f(x) die Darstellung

R @) = [ =y 10 ) dy. (13)

zo

BEwEIs: Durch Induktion iiber n € Ng. Der Fall n = 0 folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

R, (@) = 1)~ f(a0) = | " P ) dy.

Der Induktionsschritt n — 1 = n > 1 beruht auf partieller Integration:

R! f(x) = RX'f(x)— / <n;(!$0) ( —a0)" (Definition R )
(ndvition) = - ! 5 / :(x _ ) gy dy — L (n;(!m) (2 — 20)"
) = ot SIS 0w e e
_f(”;(lﬂﬂo) (& — 20)"
- L <:c g £ () dy
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Satz 4.2 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Unter den Voraussetzungen von
Satz 4.1 existiert ein & € [xo,x] (bzw. £ € [z, x0] fir x < x), so dass gilt:

FIE)
(n+1)!

BEWEIS: Sei > zq (sonst analog). Dann ist (z —y)™ > 0 auf [z¢, z]. Nach dem MWS der
Integralrechnung (Folgerung 1.2) existiert ein £ € [xg, ] mit

RY f(x) = (z — xo)" L. (4.4)

)n+l

oy = fa ey [T @YD" L ey (&= 20)"T
Ry f(@) = /o7 (@/m w W= IO

Beispiel 4.1 Betrachte fiir x € (—1,1) die Funktion

fla) = A—-2)7%  f(0) = 1
filz) = 3(1—-2)72  f(0) = 1/2
f(@) F1—a)2 f1(0) = 3/4.

Das Taylorpolynom erster Ordnung bei xog = 0 lautet

L ork)
Polf(:v)zsz(o)xk:1+;x,

k!
k=0

mit der Lagrange-Restglieddarstellung

1
Ry f(x) = f2(€):v2 = g(l — 67242 mit ¢ €0, 2).
Definition 4.2 Fir f € C*(I) und xo € I heifst die Reihe
) (x
Pof() =3 Tt (o gt
k=0

Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg.

Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe, mit Entwicklungspunkt zg € R. Insbesondere hat sie
einen Konvergenzradius R € [0, +00]:

|t —x9] < R = absolute Konvergenz
|zt —x9| > R = Divergenz

Selbst wenn die Taylorreihe einen positiven Konvergenzradius hat, muss sie nicht notwen-
dig gegen die gegebene Funktion konvergieren.

Beispiel 4.2 Betrachte f : R — R mit

fz) =

e x fiir x >0
0 firx <0

Dann gilt f € C®(R) und f*)(0) = 0 fir alle k € Ny, siehe Folgerung 2.6 in Kapitel
3. Damit sind alle Koeffizienten der Taylorrethe Null und diese konvergiert gegen die
Nullfunktion, nicht gegen f.
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Definition 4.3 Eine Funktion f : (a,b) — R heifit analytisch, wenn es zu jedem xy €
(a,b) eine Umgebung Us(xg) C (a,b) gibt, auf der die Funktion f als Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt xo darstellbar ist.

Satz 4.3 Seien a;, € R fiir k € Ng. Fir f : I = (a,b) = R und xg € I sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f besitzt auf I die Potenzreihendarstellung

f(z) = iak(as —x0)*  fiir allexz € 1.
k=0

(2) feC>®), a, = % und fiir alle x € I gilt R} f(x) — 0 mit n — oo.
BEWEIS: (1) = (2) : Nach Voraussetzung gilt fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe
R > max(|zo — al, |zo — b]).

Nach Satz 3.3 ist f € C°°(I) und die Ableitungen kénnen durch gliedweise Differentiation
berechnet werden. Also folgt

8 (z0) = Zaj K61, = Klay.
=0

Folglich ist die Potenzreihe die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg, und es folgt

R;;lof(x) = f(x) — Z ag 2" =0 nach Voraussetzung.
k=0

(2) = (1) : Nach Voraussetzung gilt fiir n € Ny

n

r) = ap(z — z0)* " f(x
f@) = Sae—zo)f+ R ()

k=0 .
—0 Mit n—oo

= f(z) = Zak(m—xo)k.
k=0
O

Beispiel 4.3 Mit Hilfe der Restgliedabschitzung konnen wir erneut die Potenzreihenda-
stellung der Funktionen exp, cos und sin beweisen. Wir betrachten zum Beispiel f(x) =

cosx. Es gilt dann
£9(2) (=1)¥ cosz n =2k
x) = .
(-1DFsinz n=2k-1

Insbesondere

() () (- n=2k
J70) {0 n=2%k—1



Die Taylorrethe mit Entwicklungspunkt Null lautet also

X (_1\k
P =3 G e

k=0

Fiir das Restglied folgt mit Lagrange

(—D)* 1 sing o4

2k 1! — 0 mitk — oo.

RiF f(x) =
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