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Definition 1.1 (Topologie). Sei X # () eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Kollektion O von
Teilmengen von X, so dass

(i) e O, X €0,
(ii) O; € O, i € I, impliziert | J;c; O; € O,
(iii) 01, O € O impliziert O1 N Oy € O.
Die Mengen O € O heiflen offene Mengen. B C X heifit it abgeschlossen, wenn X \ B offen ist.
Eine Topologie O; heifit feiner als eine Topologie Oy (und Os heifit grober als Oy) falls Oy C O
gilt.
Sei Y C X und O eine Topologie auf X. Dann heifit Oy := {ANY : A € O} von O auf Y induzierte
Topologie oder relative Topologie .
FEine Menge B C O heifit Basis der Topologie O, falls jedes O C O Vereinigung von Mengen in B
ist.
FEine Menge S C O heifit Subbasis einer Topologie O, wenn die Kollektion aller endlichen Schnitte
von Mengen in S eine Basis der Topologie bildet.
Fine topologische Raum X heifit Hausdorff, falls fiir je zwei Punkte p1, po € X offene Mengen Oy,
05 € O so existieren, dass p; € O1, ps € Oy und O1 N Oy = () gilt.

Beispiel 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die Kugeln B:(x), x € X, ¢ > 0, Basis der
metrischen Topologie. Die metrische Topologie des R™ besitzt eine abzédhlbare Basis.

Definition 1.3 (Umgebung, Stetigkeit). Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Sei x € X, U C X
mit z € U. Dann heifit U Umgebung von x, wenn es V€ O mit ¢ € V C U gibt. Die Menge aller
Umgebungen von x bezeichnen wir mit U(x).

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riaume. Eine Abbildung f : X — Y heifit in z € X stetig,
wenn es zu jedem V € Uy (f(x)) eine Umgebung U € U(z) mit f(U) C V gibt. f heifit stetig, wenn f
in allen Punkten z € X stetig ist. f heift Homoomorphismus, falls f bijektiv ist und f und f~! stetig
sind.

Definition 1.4 (Initialtopologie, Produkttopologie). Sei X eine Menge und seien (X;,0;), ¢ € I,
topologische Raume. Seien f; : X — X; Abbildungen. Dann existiert eine grobste Topologie auf X, die
Initialtopologie, so dass alle Abbildungen f; : X — X, stetig werden. S := {f{l(Oi) 10, € O,i €1}
ist eine Subbasis dieser Topologie.

Spezialfall relativer Topologie: Sei (X, Ox) ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge
von X. Dann ist Oy :={UNY : U € Ox} eine Toplogie, die relative Topologie. Diese ist die initiale
Topologie von 7 : Y C X.

Spezialfall Produkttopologie: Ist X := X; x X3 X ... und f; die Projektion auf den Faktor 4,
soist S :={X1 X ... X X;_1 X O; x Xj41 X ...:0; C X; offen, i € I}. Ist X = X7 x ... x X,,, so ist
{O1 x ... x Oy : O; € O;} eine Basis.

Definition 1.5 (Finale Topologie, Quotiententopologie). Sei Y eine Menge und seien (X;,0;), i € I,
topologische Raume. Seien f; : X; — Y Abbildungen. Dann existiert eine feinste Topologie auf Y,
die finale Topologie, so dass alle f; stetig werden, ndmlich O := {0 C Y : fi_l(O) € O, fir alle ¢ € I}.

Spezialfall Quotientenraum: Sei (X, O) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Sei z die Aquivalenzklasse von = und X := {Z : x € X}. Definiere die Projektion p : X — X
durch z — Z. Die zugehoérige finale Topologie heifit Quotiententopologie. U C X ist genau dann offen,
wenn p~H(U) C X offen ist.

Beispiele 1.6.
() X=R,o~y<=a2—y€Z, X =R/Z Vermoge h: R/Z — S mit h(z) = e*™** sehen wir, dass
X homéomorph zu S' ist.
(i) S" == {x € R"™ : 2] = 1}, 2 ~ y & 2 = +y. P" := S"/ ~ ist der n-dimensionale reelle
projektive Raum.



2. MANNIGFALTIGKEITEN 3

Definition 1.7 (Kompaktheit). Eine Uberdeckung M C UqerAq heifit lokale endlich, falls fiir jedes
p € M eine Umgebung U gibt mit endlicher Menge {« | A, N U # 0}.

Eine Uberdeckung M C UgeyBy heifit Verfeinerung der Uberdeckung M C UgerAq, wenn es zu
jedem g € J ein a € I gibt mit Bg C A,.

Ein topologischer Raum (X, Q) ist parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal endliche
offene Verfeinerung besitzt.

Ein topologischer Raum (X, Q) heifit diberdeckungskompakt, wenn jede Uberdeckung durch offene
Mengen eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Ein iiberdeckungskompakter Raum heiit kompakt, falls er ein Hausdorffraum (=7»-Raum) ist, d. h.
falls je zwei Punkte x # y € X disjunkte Umgebungen besitzen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind Kompaktheit, Uberdeckungskompaktheit und Folgenkom-
paktheit dquivalent.

Definition 1.8 (Uberlagerung). Seien X, Y topologische Riume. Dann heifit p : X — Y Uberlage-
rung, wenn
(i) p stetig und surjektiv ist,
(ii) jedes y € Y eine offene Umgebung V besitzt, so dass p~ (V) = |J, U; mit paarweise disjunkten
offenen U; C X ist und p|y, : U; — V fiir alle ¢ € I Homdomorphismen sind.

Beispiel 1.9.
(i) X =R, Y =S, p(t) =€, )
(ii)) p:S™ — P", p(x) = [x]. ,2-bléttrige Uberlagerung*.

2. MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 2.1 (Mannigfaltigkeit).

(i) Ein topologischer Raum M heiBt lokal euklidisch von der Dimension m, falls M mit offenen
Mengen iiberdeckt werden kann, von denen jede zu einer offenen Teilmenge von R™ homdomorph
ist.

(ii) Ein Paar (U, ), wobei U C M offen ist und ¢ : U — ¢(U) C R™ ein Homdomorphismus (wie
oben) ist, heifit Karte von M. Eine Kollektion A von Karten heifit Atlas (oder C° — Atlas) von
M, falls M= |J U gilt.

(U,p)eA
(iii) M heifit topologischer Manigfaltkeit, wenn M ist einer (parakompakte) Hausdorff-Raum M mit
abzdhlbarer Basis ist und einen n-dimensionalen Atlas hat.
(iv) Zwei Karten (U, ) und (V,v) heiien C*-vertrdglich, k > 1, wenn die Kartenwechsel

1/Jo<p_1ztp(UﬂV)—>1/J(UﬂV)

ein C*-Diffeomorphismus ist. Ein Atlas heifit von der Klasse C*, falls je zwei seiner Karten
Ck-vertriglich sind.
(v) Ist A ein O*-Atlas, so gibt es genau einen maximalen C*-Atlas Ay mit A C Ay; er besteht aus
allen Karten, welche mit den Karten von A auch C*-vertriglich sind.
(vi) Eine differenzierbare (C*-)Struktur auf M ist ein maximaler C*-Atlas auf M.
(vii) Ein lokal-euklidischer Hausdorff-Raum mit einer differenzierbaren Struktur heifit differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.2.

(i) R", (R", id)

(ii) die Sphére. Die Einheitssphie S™ = {z € R™"! |23 + ... 22, = 1} mit Radius 1 bilden die
stereographischen Projektionen py vom Nordpol N = (1,0,---,0) und ps vom Siidpol S =
(—=1,0,---,0) aus ein Atlas. Die jeweiligen Kartengebiete sind Uy = S™\N bzw. Ug = S™\S. In
Formeln sind py und pg gegeben durch

1 1
(xl,"' ,xm)a PS(x): O(xla"' ,xm)-

pN(ﬁ) - 1-— i)
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Der Atlas {(pn,Un), (ps,Us)} ist C*.

(iii) Die projektiven Réaume KP" mit K € {R,C,H}. Nach Definition ist KP™ die Menge der eindi-
mensionalen K-linearen Unterrdume des K"*!. Ein Punkt L in KP" ist somit festgelegt durch
seine homogenen Koordinaten L = [xq,- - , %], wobel (zg,--- ,x,) ein Vektor in L\{0} ist. Auf
den Mengen

Ui = {[xo, - ,2n] € KP"|2; #0}, 1<i<n,
definieren wir Bijektionen

b Ui K, billa]) = (o i)
(2

Man sieht nun leicht, da es genau eine Topologie auf KP™ gibt, so da die U; offen und die b;
Homoéomorphismen sind fiir 0 < ¢ < n. Die Kartenwechsel b; o bj_1 sind glatt. Also ist KP"
zusammen mit A = {(b;,U;)|0 < i < n} eine Mannigfaltigkeit der Dimension rn mit r :=
dimR K.

(iv) Sei M Mannigfaltigkeit und W C M offen. Dann ist W mit der Relativtopologie eine topologische
Mannigfaltigkeit. Die Menge aller Karten = : U — Uy von M (in der C*°-Struktur von M) mit
U C W ist eine C'°-Struktur fiir W, also ist W in kanonischer Weise eine Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.3 (Untermannigfaltigkeiten des R™*"). Eine Teilmenge M C R™"" heifit m-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von R™", wenn es zu jedem z € M eine offene Umgebung U C R™+" und
einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — o(U) C R™" mit

o(UNM)=eU)N (R x{0})
gibt. Ein solches M besitzt einen C*-Atlas, nimlich
A :={({UNM,plunm): wobei (U, p) wie oben}.

M ist lokal euklidisch von der Dimension m. Es gilt

Wlvan) o (luna) ™ =1 0 @™ [ mmxjopnewnrv) € CF-

Bemerkung 2.4. Der Einbettungssatz von Whitney besagt, dass jede m-dimensionale Mannigfaltig-
keit (bis auf einen Diffeomorphismus) eine Untermannigfaltigkeit des R™*" ist, falls n > 1 geniigend
grof3 ist.

In der folgenden Definition verlangen wir nicht, dass f stetig ist. Stattdessen fordern wir die Existenz
gewisser Umgebungen.

Die Forderung, dass f(U) offen ist, ist notig, da wir sonst die Dimension im Zielraum erhthen
konnten.

Definition 2.5 (Differenzierbare Abbildungen).
Seien M, N C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N heifit von der Klasse C¥, falls es zu
jedem 2 € M Karten (U, ¢) von M und (V,+) von N mit z € U, f(U) C V gibt und ¢po fop™t € CF
ist.

Ist f bijektiv und f~! ebenfalls von der Klasse C*, k > 1, so heiBt f Diffeomorphismus von der
Klasse CF.

Gibt es fiir jedes x € M eine Umgebung U, so dass f(U) offen und f|y : U — f(U) ein Diffeomor-
phismus ist, so heifit f ein lokaler Diffeomorphismus.

Bemerkung 2.6.
(i) Ist f von der Klasse C*, so ist f stetig: 1o fop™! ist stetig, also auch f =¥~ lo (1o fop o,
(ii) Ist f von der Klasse C*, so ist 1 o f o o' € CF fiir alle Karten (U, ), (V,v) der betreffenden
differenzierbaren Strukturen. (Falls U klein genug ist, so dass die Komposition wohldefiniert ist.)

Beweis. Sei x € U, f(z) € V und z := ¢(x). Nach Definition existieren Karten (Up, o) und
(Vo, o) mit x € Uy, f(Uy) C Vp, so dass woofogoo_l € C* ist. Wir wihlen eine offene Umgebung
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W von z mit o} (W) C UpNU und f(¢ 1 (W)) C VNV In W gilt dann

pofop = (Yoyy)o(doofopyt)o(pop ) el
eCk eCk eCk

Dies beendet den Beweis, da 1) o f o ¢! genau dann in C* ist, wenn dies lokal um jeden Punkt
herum gilt. Dies haben wir aber gerade nachgewiesen. O

(iii) Eine Karte ist eine differenzierbare Abbildung, da id oy o ¢~! dies ist.

Beispiel 2.7 (Kartesisches Produkt). Seien (M, A), (N, B) zwei C*-Mannigfaltigkeiten. Dann ist ein
C*-Atlas auf M x N durch

{(UXxV,oxy): (U,p) € A (V,9) € B}
mit (¢ X ¥)((z,y)) = (¢(2),¥(y)) € R™ x R"™ gegeben.

Definition 2.8 (Zuriickziehen einer differenzierbaren Struktur). Sei M ein topologischer Raum, N
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas A und h : M — N ein Homéomorphismus. Definiere

WA= {(hU),poh): (Uy) e Al

Bemerkung 2.9. Eine zuriickgezogene Struktur h*A ist ein C*-Atlas auf M und h : (M,h*A) —
(N, A) ist ein Diffeomorphismus.

Sei M = N = R und h(z) = 23. Sei A die Standardstruktur auf R mit der Identitit als Karte.
Dann ist (R, h*A) # (R,.A), da h kein Diffeomorphismus von (R, A) ist.

Beweis. Fiir die Kartenwechselabbildungen gilt
(ohyo(poh)™ =gop ek

Somit ist h*A ein C*-Atlas.
Wihle die Karten ¢ und ¢ o h. Dann gelten

(poho(cpoh)_1 =ideCF
und analog (poh) o h~' o™t =id € C* und somit ist h ein Diffeomorphismus. O
Ein Atlas legt im folgenden Sinne bereits die Topologie fest:

Lemma 2.10 (Konstruktion einer Manigfaltigkeit durch Karten). Gegeben seien Bijektionene @, :
Uy = Vo (a € A), wobei U, Mengen und V, CR™ offen sind. Es gelte:

(1) a(Ua NUR) ist offen im R™ fir alle o, B € A.
(ii) ¢80 3t pa(Ua NUg) — 0(Us NUp) stetig fiir alle o, B € A. Dann gibt es auf M = UaeaU,
genau eine Topologie so dass die Uy offen sind und @ homeomorph.

Beweis. Wir definieren
O :={U C M| (UNU,) offen im R" fiir alle o € A}.

Wir werden zeigen, dass O ist die gesuchte Topologie.

Schritt 1. O ist Topologie.

(i) pa(DNU,) = 0 ist offen. Daraus folgt ) € O.
(il) @o(M NUy) =V, ist offen nach Voraussetzung. Also M € O.
(iii) Fir W; € O, i € I gilt:

Oa((UictWi) NU) = @a(Uict(W; NU,)) = Uicrpa(WiNU)
Oa((MictWi)NUs) = @a(Nict(Ws; NUR)) = Nicrea(WiNU)
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Schritt 2. U, € O fiir alle o € A.
©(Uy N Up) offen nach Voraussetzung (i) fiir alle g € A. Also U, € O.

Schritt 3. pg : Ug — Vj is homomorph fiir alle 5 € A.
Sei V' C Vj relative offen, also V' offen im R".

‘Poz(‘Pgl(V) NUa) = (pao @El)(v Nes(Us NUa))
= relative offen in pg(Ug NU,)
= offen im R"
Also ist gpgl(V) € O wie verlangt, d.h., ¢g stetig ist. gogl stetig ist trivial: sei U € O. Dann ist
(gpgl)_l(Uﬂ Ug) = pp(U N Upg) offen im R™.

Schritt 4. Eindeutigkeit. Sei O’ eine Topologie mit den geforderten Eigenschaften. Fiir W € O’ ist
dann W N U, relativ offen in U, bzgl. @', und somit ¢, (W N U,) relative offen in V,, also offen im
R"™, da ¢, homeomorph ist. Also gilt O’ C O.

Sei nun U € O, also ¢, (U NU,) offen in R™ fiir alle a. Dann ist U N U, relativ offen in U, bzgl O,
da ¢, homeomorph ist. Da U, offen bzgl @', ist U N U, € O und damit

U=Uaca(UNU,) €O
O

Bemerkung 2.11. Gibt es abzihlbare Teilmenge A’ C A mit M = Nyca'Uy, so hat M abzihlbare
Basis.
Wihle dazu fiir « € A" abzihlbare Basis {V,;|i € N} von V, und definiere

B:i={p, (Vo) |a € A i e N}

Sei U C M offen und z € U. Wihle a € A’ mit 2 € U,. Da ¢o(U NU,) offen in V, C R™ ist, gibt es
Vi mit @q(z) € Voi C a(U NU,), also

T € gD;l(Va,i) cU.
Also ist U Vereinigung von Basismengen.

Bemerkung 2.12. Wenn zusiitzlich sind g 0 o3t 1 00(Ua NUg) — (Us N Ug) CF sind fiir alle
a,B € A, ist M C* Manigfaltigkeit.



