12 4. UNTERMANNIGFALTIGKEIT

Definition 3.17 (Differential). Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Man-
nigfaltigkeiten. Das differential df : TM — TN ist die Abbildung

(p’v) = (p’ [(x? U)ag]) = df(p’v) = (f(p)a [(ya V)?d(y © f © x_l)ar(p)g]) )
wobei (z,U) eine Karte von M um p und (y, V') eine Karte von N um f(p) ist. Wir benutzen auch die
Notation df (p,v) = (f(p), dfp(v)), wobei wir schreiben df, : T,M — T}, N.
Andere Bezeichnungen fiir df sind f,, f" oder Tf. Die Definition des Differentials ist unabhiingig
von den verwendeten Karten(Ubung).

Beispiel 3.18. Betrachten wir eine Kurve ¢ : I — M mit 0 € I. Weil das Interval I in R liegt, und
wir 7,R mit R identizieren, konnen wir den Tangentialvektor (0,v) := (0,1) € T betrachten. Das
differential bildet ihn ab auf dc(0,1) = (¢(0),deo(1)) = (¢(0), ¢ (0)).

Das differential in einem Punkt ordnet folgendermaen Hauptteile einander zu:

B ) _ COf

gn=dyofor)upE=Edi(yofor )ap) = €55

Dabei haben wir mit dem letzten Ausdruck erneut eine Kurzschreibweise eingefiihrt, die die Formel
auf Mannigfaltigkeiten mit ihrer euklidischen Version ubereinstimmen l48t.

Theorem 3.19. (i ) Das Differential dfy, : TyM — Ty N ist eine lineare Abbildung.
(ii ) Es gilt die Kettenregel d(f o g)p = dfy(p) © dgp-

Proof. Die Linearitdirat ist klar. Wegen der euklidischen Kettenregel gilt, an den richtigen Stellen,
d(zofogoa ) =d(zofoyoyogor ) =d(z0 foy d(yogost),
so dass d(f o g), tatsichlich durch df,,), dg, dargestellt wird. U

Beispiel 3.20. Fiir die bereits betrachtete Kurve ¢ : I — M und f € C*°(M) gilt laut Kettenregel

d
21 0 0li=0 = d(f 2 €)(0,1) = df (e(0),¢(0)) = (f(e(0)), dfe(0)¢'(0)) = (£ (p), dfpv)
mit v = ¢/(0). Wir haben so eine Formel erhalten, die die aus dem Euklidischen bekannte Formel der

Richtungsableitung %( f oc¢) =dfv fiir ¢(0) = v verallgemeinert.

Definition 3.21. (i) Eine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten heift
Submersion, wenn das differential dfy, : T, M — Ty, N fiir alle p € M surjektiv ist.

(ii) Eine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten heifit Immersion,
wenn das differential dfy, : T)M — Ty, N fiir alle p € M injektiv ist.

(iii) Eine injektive Immersion, die Homéomorphismus auf ihr Bild ist, nennt man auch Einbettung.

Ist speziell die Inklusion ¢ : M C N € N, i(z) = z, eine Einbettung, so heiit M C N eine
Untermannigfaltigkeit von V.

Beispiel 3.22. i) €' : R — S ist eine Submersion.

ii) Eine Kurve ¢ : I — M ist Immersion, wenn dc; = ¢/(t) # 0 gilt. Die differenzierbaren Kurven in
R2 ¢+ (t2,¢3) und t — (#3;1%) sind also keine Immersionen.

iii) e’ : R — R? ist Immersion, aber nicht Einbettung.

Theorem 3.23 (Umkehrsatz). Falls f, : Tay — Ty N ein Isomorphismus ist, dann gibt es offene
Umgebungen U von p in M und V von f(p) in N, so dass f: U — V ein Diffeomorphismus ist.

Proof. Ubung. O

Definition 3.24. Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.Seien
m =dim M und n := dim N.

(i) f hat Rang r in p € M genau dann, wenn d(yo f ox*1)$(p) Rang r hat, wobei (z,U) eine Karte
von M um p und (y, V') eine Karte von N um f(p) ist. Die Definition hingt nicht von der Wahl der
Karten ab. Es ist klar, dass » < min{m,n}.

(ii) ¢ € N heiBt ein reguldrer Wert von f, falls alle Punkte aus f~!(q) Rang n hat.
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4. UNTERMANNIGFALTIGKEIT

Definition 4.1 (Untermannigfaltigkeit). Sei N eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine Teilmenge
M C N heifit m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N, wenn es zu jedem p € M eine Karte x :
U — U'xU"” von N um p gibt, wobei U" C R und U” C R"~" offen sind, so dass x(UNM) = U’'x{z}
ist fiir ein zg € U”.

Dann ist M zusammen mit der Relativtopologie eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension
m, und die Menge der Karten x : UNM — U’ 2 U’ x {2} ist ein Atlas fiir M. Daher ist M kanonisch
eine Mannigfaltigkeit.

Untermannigfaltigkeiten sind hiufig in natiirlicher Weise Niveauflachen glatter Abbildungen. Erin-
nert sei an die Sphére. Umgekehrt sind Niveauflichen glatter Abbildungen Untermannigfaltigkeiten,
wenn die Ableitung der gegebenen Abbildung in jedem Punkt der Niveafliche surjektiv ist.

Theorem 4.2. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine glatte Abbildung. Seien
m:=dimM und n :=dim N.

(1) Falls f in p € M Rang r hat, dann gibt es zu jeder Karte (y, V') um f(p) mit y(f(p)) = 0 eine
Karte (x,U)um p mit z(p) = 0, so dass

(yofox_l)(ul"" ’um) = (ula"' ’UT’SDT—H(U)"" ’Qpn(u))

nach eventueller Umnummerierung der Komponenten von y. Hierbei sind die o7, r < j < n, geeignete
glatte Funktionen auf x(U).

(2) Falls f in einer Umgebung von p Rang r hat, dann gibt es Karten (x,U) um p mit x(p) = 0
und (y, V) um f(p) mit y(f(p)) =0, so dass

(yofox_l)(ul,... ’um) — (ul’ ,UT,O,“‘ ’0)

Proof. Sei (z,U) eine Karte um p mit z(p) = 0. Nach eventueller Umnummerierung der Komponenten
von z und y konnen wir annehmen, dass
of
(550)

invertierbar ist. Hierbei ist f7 := ¢ o f. Fiir 1 < j < r setzen wir nun #/ = f/ und 2/ = 27 sonst.

Dann gilt
037 of!
_ 7)\p) *
also hat 2 : UN f~1(V) — R™ in p Rang m. Nach dem Umkehrsatz ist # ein lokaler Diffeomorphismus

um p : Es gibt eine Umgebung U um p, so dass 7 : U—U = i(U) eine Karte von M um p ist. Nach
Definition von z gilt

(yoij_l)(ula"' ’um)) = (ula"' ,ur,spr—l—l(u),”‘ ’Qpn(u))

mit gewissen glatten Funktionen ¢/ auf U’. Damit ist Behauptung (1) bewiesen.

Ferner ist
1 0
* (82 ng )

die Jacobi-Matrix von y o f o #71, wobei in der Untermatrix (9;¢’) die Indizes iiber die Bereiche
r <i<mund r < j <n laufen. Unter der Voraussetzung in (2) gilt daher

1

9 =0, r<i<m,r<j<n

in einer Umgebung von Z(p) = 0. Wenn wir U eventuell noch verkleinern, kénnen wir annehmen, dass
U’ von der Gestalt (—e,¢)™ ist und dass die partiellen Ableitungen ;7 =0, 7 <i<m,r <j <n,
auf U’ verschwinden. Dann folgt

(pj(u)zwj(u17 7ur)7 7“<j§m,
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das heifit, die ¢/ hingen nicht von «"!,--- 4™ ab. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen

wir nach (1) annehmen, dass V' = y(V) von der Gestalt (—¢,¢)" x (—4,0)™~" ist. Wir setzen nun
9=y fir 1 <j<rund g/ =y — I (y',--- ,y") sonst. Dann gilt

(agﬂ’) (10
Nach dem Umkehrsatz ist g ein lokaler Diffeomorphismus um f(p), also eine Karte von N auf einer
offenen Umgebung V' von f(p). Nach Definition gilt
(yofor H(ul, -, u™) =@, - ,u",0,---,0).
Damit folgt Behauptung (2). O

Korollar 4.3. (1) Fulls df,, surjektiv ist, so gibt es Karten x um p und y um f(p) mit

(yofoxil)(xl?”' ,xm) = ('Ila"' ’xn).
Insbesondere ist die Niveau Fliche f~1(q) eine (m — n)-dimensionale Untermannigfaltigleit von M,

falls q ein reguldrer Wert von f ist.
(2) Falls dfy, injektiv ist, so gibt es Karten x um p und y um f(p) mit

(yofox_l)(xl,... ,xm):(l'l’... ,l‘m,o,“‘ ’0)

Insbesondere gibt es eine offene Umgebung U um p, so dass f(U) eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension m von N ist und f : U — f(U) ein Diffeomorphismus.

Beispiel 4.4. Sei K € {R,C,H} und P = {4 € K"*"|A'A = E,,}, wobei A’ die zu A transponiert-
konjugierte Matrix bezeichnet. Die Menge dieser Matrizen ist aus der linearen Algebra bekannt, zumin-
dest im Fall K = R. Fiir K =R heifit P =: O(n) die orthogonale Gruppe, fiir K = C heifit P =: U(n)
die unitdre Gruppe und fiir K = H heisst P =: Sp(n) die symplektische Gruppe, Alle drei bestehen
aus invertierbaren Matrizen und sind, zusammen mit der Matrizenmultiplikation, Untergruppen der
jeweiligen allgemeinen linearen Gruppe.

Wir identitzieren K™*™ mit R™, wobei | = n? und r = dimg K ist. Sei N = {4 € K"™*"|4A = A'}.
Dann ist N ein R-Unterraum der Dimension n+rn(n—1)/2 iiber R und P ist Niveaufléiche der glatten
Abbildung

fiK™ =M N, A— A'A.
Sei B € M. Dann ist ((A+tB)'(A+tB)) |1=0 = A'B + B'A, daher
dfa(B) = A'B + B'A.

Damit folgt, fiir A € P,
0, falls C' = —C,
dfa(AC) = { 20, falls Ot = C.

Insbesondere ist df4 surjektiv fiir alle A € P. Deshalb ist P = O(n),U(n), Sp(n) eine Untermannig-
faltigkeit von M. Die Dimension von P ist (r — 1)n 4+ rn(n —1)/2.

Korollar 4.5. Fulls f eine Einbettung ist, so ist Q = f(M) eine Untermannigfaltigkeit von N und
f:+ M — Q ein Diffeomorphismus.

Korollar 4.6. Fulls f in einer Umgebung von p konstanten Rang hat, dann kénnen wir f in einer
Umgebung von p als Komposition f = goh schreiben, wobei g eine Finbettung und h eine Submersion
15t.

Proof. Seien x : U — U’' und y : V — V' Karten um p und f(p) wie in Behauptung (2) von Theorem
4.2. ObdA kénnen wir annehmen U’ = (—¢g,e)™ und V' = (—¢g,¢)". Sei nun h : U — (—¢,¢)" die
Komposition von x mit der Projektion

(—e,8)™ = (—g,8)", (zb,---,2™) = (4, ,2"),
ferner g : (—¢,e)” — V die Komposition der Inklusion

(_Eag)r — (_€7€)n7 (.%'1,"' ’xr) — (mla"' 7.%,7"70’___ 70)7
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mit 3~ !. Offensichtlich ist h eine Submersion, g eine Einbettung. 0

Korollar 4.7. Falls f in einer Umgebung von P = f~1(q) Rang r hat, so ist P eine Untermannig-
faltigkeit von M der Dimension m — r.

Zum Abschlufl noch eine Bemerkung zu Tangentialrdumen von Untermannigfaltigkeiten. Sei M C N
eine Untermannigfaltigkeit, i : M — N die Inklusion. Fiir p € M ist dann T),M kanonisch isomorph
zu einem Unterraum von 1, N:

Falls M durch die (reguldre) Gleichung f(p) = ¢ definiert ist, so ist 7, M = ker df, C T, N beziiglich
dieser Identikation.

Beispiele 4.8. (i) In Beispiel 4.4 gilt T4O(n) = kerdfs = {AC |C* = —C'}.

(ii) Sei S ¢ R"*! die Sphire. Wir kénnen sehen S" als die Niveaufliiche von f : R**! — R mit
f(x) = |z|?>—1. Es ist klar, dass 0 ein reguliirer Wert von f ist und S” = f~!(0) Untermannigfaltigkeit.
Das Differential von f in z ist df,- = (z,-). Daher ist T,S" = ker df, = {¢ € R"*! | (z,¢) = 0}.

5. VEKTORFELDER

Wir werden alle grundlegenden Konzepte der Riemannschen Geometrie mit Hilfe von Vektorfel-
dern definieren. Genauso wie zu Tangentialvektoren eine Richtungsableitung gehort, so fithren auch
Vektorfelden ein Doppelleben als Vektoren im Tangentialraum und als Differentialoperatoren erster
Ordnung.

Definition 5.1. Ein (differenzierbares) Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine differen-
zierbare Abbildung

M —TM, pw (p,X)eT,M.

D.h., X ist eine glatte Abbildung von M — TM mit ro X =id: M — M.
Die Menge der Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit V(M).

Weil also jedem p genau ein X zugeordnet wird, schreiben wir auch X (p) statt (p, X). Beziiglich
einer Karte x schreiben wir den repr asentierenden Hauptteil des Vektorfeldes nun als eine Funktion
¢ : U — R™. Benutzen wir die Darstellung von (3), so ergibt dies

X(2) = €p) ()

Das Feld X ist differenzierbar genau dann, wenn fiir alle Karten sein Hauptteil p — £(p) differen-
zierbar ist. (Ubung)

Beispiele 5.2. i) Fiir die Mannigfaltigkeit M = R™ benutzen wir ausschlielich den Atlas {(id,R™)}.
Dann ist es sinnvoll, den einzigen Représentanten £(z) mit seinem Vektorfeld X (z) zu identifizieren,
das heiflt wir unterscheiden in diesem Fall nicht zwischen Hauptteilen und Vektorfeldern.

ii) Fiir die Mannigfaltigkeit M = S™ kénnen wir Tangentialvektoren mit Tangentialvektoren des
R+ identifizieren: Ein Vektorfeld ist eine Abbildung in das orthogonale Komplement jeden Punktes,

V(") ={X :8" = R"™ : (X(p),p) =0, Vp e S"}.
Ist die Dimension der Sphére ungerade, d.h. n + 1 = 2k, so definieren wir durch 90-Grad Drehung
von Koordinatenpaaren (bzw. Multiplikation mit 4 in C¥ = R?*) das Vektorfeld
V. Sn S RTLJrl’ p= (xl?yly 'axk‘ayk) — V(p) = (_ylyxly e 5_yk‘axk‘)

Es hat in R"*! die konstante Linge 1, insbesondere verschwindet es nirgendwo. Andererseits hat jedes
Vektorfeld auf einer geraddimensionalen Sphére eine Nullstelle (Satz vom Igel).

iii) Auf S? gibt es drei glatte Vektorfelder I, J und K, die in jedem Punkt der S? linear unabhsingig
sind. Dazu identizieren wir R* = H und setzen

I(z) =xi, J(zx)=uzj, K(z)=uzk.
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Definition 5.3 (Vektorfelder als Derivationen). Die punktweise definierte Lie-Ableitung ergibt eine
Lie-Ableitung fiir Vektorfelder:

O+ €M) = C¥(M), (DxS)p) = (O /)B) = €0) 2% o).

Definition unabhéngig von der Karte ist, hatten wir bereits bestétigt.

Bemerkung 5.4. 1. 9x : C®°(M) — C*®(M) ist eine R-lineare Abbildung, die die Produktregel
erfiillt.

2. Ox f(p) héangt nur von X in p ab, wenn auch von f in einer Umgebung von p.

3. Ist X : R™ — R"™ ein Vektorfeld, so gilt fiir die Richtungsableitung: df X = dx f. Entsprechendes
behaupten wir fiir die Lie-Ableitung von skalaren Funktionen auf Mannigfaltigkeiten:

dfX = 0xf fir X € V(M), f € C®(M).
Tatséchlich gilt nach Definition des Difierentials df X = (f(p), [(id,R),d(f o x71),(,)€]) € TR. Aber

fiir die Bildmannigfaltigkeit R brauchen wir keine Karte und wir identizieren ohnehin TR mit R. Daher
ergibt sich df X = d(f o x_l)x(p)g.
4. Oft werden wir benutzen: Fiir zwei Vektorfelder X, Y € V(M) gilt

X =Y < 0xf=0yf gilt firalle f € C®(M).

Es sei (z,U) eine Karte und f? € C™(U) definiert als i-te Koordinate des Kartenurbilds, fi(p) :=
(rt o 2)(p) = x'(p). Dann gilt fiir p
8fl i — i )
O 0) = 03(f" o 1 gy = Oy () = 0.
Fir X = {j% folgt daraus Ox f* = &' Gilt also Ox f* = Oy f* fiir alle i = 1,--- ,n, so folgt bereits
X(p)=Y(p)vpcU.
Weil mit f € C°°(M) auch die Lie-Ableitung 0x f = X f € C*°(M) ist, konnen wir Vektorfelder hin-
tereinanderschalten. Dies ergibt eine zweite Richtungsableitung (Ox9dy)(f) = dx (v f) = X(Y (f)) €
C*°(M). Um den Differentialoperator dxdy beziiglich einer Karte = darzustellen, seien X = &2

) Oz?
und Y = 773%. Es folgt

_ Of i 0 Of _0*f
XY() =X 55) =8 (5 555+ axiaxﬂ‘)'

Dies zeigt, dass Oxdy ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist, also keine Lie-Ableitung von f
bzw. kein Vektorfeld. Erstaunlicherweise kann man daraus aber doch ein Vektorfeld gewinnen:

Lemma 5.5. Seien X und Y Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M. Dann wird durch
Zf:=(XY -YX)f firalle f € C*(M)
ein Vektorfeld Z eindeutig bestimmt.
Proof. Es gilt lokal, beziiglich einer Karte (z,U):
o0& of

af ; 0%f
YX(N) =YE55) =0 s + 8 arimms)-

Da nach dem Schwarzschen Lemma zweite Ableitungen vertauschen, folgt

Ond AN
g (¢35 - 55) &

Oxd’
Betrachten wir nun auf U C M das Vektorfeld Z mit Hauptteil

On? 087
k._ 1 o
X (5 azt ! 3xi> '

Wir kénnen zeigen, dass Z = [(z,U), x] ein Vektorfeld ist. (Ubung) O
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Definition 5.6 (Lie-Klammer zweier Vektorfelder). Das Vektorfeld Z := [X,Y] := XY — Y X, heifit
Kommutator oder Lie-Klammer von X und Y. Lokal, also beziiglich einer Karte (x,U), gilt

o @-<9£j> 0

or' 927 ) 923

Beispiele 5.7. 1. Es gilt [82“ 8%1] = 0 fiir jede Karte x (nachrechnen!). Insbesondere gilt das fiir R™.
2. Sei M = R%. Wir identizieren Tangentialvektoren mit Hauptteilen, und setzen
I(u,0) = (=v,u) = (€ (u,0), € (u,0)) er(u,0) = (1,0) = (0" (u,0),77° (u, v)).
Dann sind die einzigen partiellen Ableitungen der Hauptteile %, n* , die nicht verschwinden %5 L= 1,
D.¢2 = 1. Es folgt [, e1] = (—n' 2&%)ex = —(0,1).
Der Kommutator hat folgende Eigenschaften:
Theorem 5.8. Fiir alle X,Y,Z € V(M) gilt:
(i) Antikommutativitit [X,Y] = —[Y, X]
(ii) Linearitit [aX 4 bY, Z] = o[ X, Z] + b[Y, Z] fiir a,b € R,
(ii) Jacobi-Identitit [ X,Y], Z) + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0,
(iv) [fX,gY] = fg[X,Y] + f(Xq)Y — g(Y /)X fir alle f,g € C™(M)

Proof. (Ubung) O

Xyl (¢

Bemerkung 5.9. Sind allgemein ein Vektorraum g und eine Verkniipfung [-,-] : g X g — g gegeben,
die die Eigenschaften (i) bis (iii) des Satzes erfiillt, so nennt man g eine Lie-Algebra. Der Raum der
Vektorfelder V(M) auf einer Mannigfaltigkeit M bildet also eine unendlich-dimensionale Lie-Algebra.
Ein Beispiel einer endlich-dimensionalen Lie-Algebra ist der Vektorraum der (n x m)-Matrizen mit
Kommutator [A, B] := AB — BA.

Definition 5.10. Sei f : M — N eine glatte Abbildung. Vektorfelder X € V(M) und Y € V(N)
heilen f-verwandt, wenn
dfp(Xp) = Yy, fiir alle p € M.

Beispiele 5.11. (i) Sei i : M C N eine Untermannigfaltigkeit von die kanonische Inklusionsabbildung
und Y ein Vektorfeld auf N mit Y, € T),M fiir alle p € M. Dann sind die Einschrénkung X von Y auf
M und Y i-verwandt.

(ii) Sei l, : R™ — R"™, 2 — x + a eine Translation fiir a € R™. Alle Vektorfelder, die invariant unter
aller Translationen sind (d.h., X ist l,-verwandt zu X fiir alle a € R"), sind ¢ :aﬂ mit & = const. fiir
alle i.

Das folgende Lemma ist wichtig bei der Bestimmung von Lieschen Klammern.

Lemma 5.12. Seien X1, Xy € V(M) f-verwandt zu Y1,Ys € V(N). Dann ist [X1, Xo| f-verwandt zu
[Y1,Y3], d.h., fir alle p e M gilt

dfp([X1, Xalp) = [Y1, Y2l ()
Proof. Sei p € C*°(N). Dann ist

Yirp) (@) = (f1p(Xip)(9) = (Xi(p)) (¢ o f)

nach Definition von f, also

Damit folgt
(Y1, Ya] () () Yi(f(p))(Yap) — (Ya(f(p))) (Y1)
(Yap) o f)) — (X2(p))((Yip) o f)

(Xa(po f)) = (Xa(p))(Xi(p o f))

Il
A~~~

I
»
o
S
s
=
S
(o)
=

Dabher ist [X7, X2] f-verwandt zu [Y7, Ys] wie behauptet. O
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Beispiel 5.13. Seien I, J, K die Vektorfelder auf S* wie in Beispiel (iii) von 5.2. Wir betrachten
M = S? als Untermannigfaltigkeit in N = R* = H. Dann sind I, J, K beziiglich der Inklusion
verwandt zu den Vektorfeldern selben Namens

Il:x—uxi, Jizw—uxzj, K:x—zk

auf H (genaugenommen sind dies die Hauptteile bezdiruglich der Karte id auf H = R*). Mit Lemma
5.12 folgt [I, J], = zij — xji = 2zk = 2K (z).



