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4. POISONN-GELICHUNG

In diesem Kapital untersuchen wir die Poisonn-Gelichung

—Au=f

4.1. apriori Abschitzungen.

Lemma 4.1 (Eindeutigkeit). Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™. Dann fir jede f € C(Q) und
€ C(09), existiert mazimal eine Losung u € C*(Q) N C(Q) von dem Randwertproblem

—Au = f, inQ
u = @, auf .

Theorem 4.2. Sei ) ein beschrinktes Gebiet in R™, f € C(Q) und ¢ € C(99). Seiu € C%(Q) N

C(Q) eine Lisung von dem Randwertproblem

—Au = f, inQ
u = @, auf .

Dann gilt
sup u| < max|[p| 4 C'sup|f],
Q o0 Q

wobei C' eine positive Konstante ist, die nur von n und diam(Q)) abhdingt.

Beweis. Setze F' = supg | f| und ® = maxagq |¢|. Dann gilt

—A(+u) = £f<F, inQ
+tu = £p <P, auf IN.
OBdAkoénnen wir annehmen, dass 2 C By, fiir ein R > 0. Setze
Foo 2
v(x):<1>+2—(R — |z]?), Vr € Q.
n

Dann erhalten wir
—Av = —F, inQ
v > 0, auf 0.

Betrachte w4 = +u — v. Wir haben
—Awi
W+

we <0 in Q,

in
®,  auf 00.

IN A
(=

Nach Satz 2.25 gilt

bzw
w@l sv=v+ L@ Py <o+ R o
v = —(R* — — .
U= 2n - on "’
OJ

Mit zusétzlicher Bedingungen vom Rand, kénnen wir die Abschétzung verbersern. Fiir jede
Kugel B in R”, dfeinieren wir

dy = dist (z, 0B).
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Lemma 4.3. Sei f € C(B) mit
sup dy 7| f(x)] < oo,
reB
fiir ein B € (0,1). Sei u € C(B) N C?(B) eine Losung von
—Au = f, inQ
u = 0, aufo.
Dann gilt
supd,, *lu(z)| < Csupd; P |f(x)|,  Va € B,
B B
wobei C' > 0 nur von n und 3 abhdngt.
Beweis. OBdA, nehmen wir B = Bgr und

N = sup d>7P|f(z)] < oo.
rEBR

Setze
v(z) = (R* —[a]*)".
Eine direkte Berechung liefert
—Av = 26(R? - |2[*)PH{n(R? — |«|*) + 2(1 - B)[«[*}.
Fir |z| > R, gilt
n(R? = 2*) +2(1 = B)lz* > 2(1 = B)(R® — |2]*) +2(1 - B)[2]* = 2(1 - B)R?,
dan > 2(1— f). Also, erhaten wir
—Av > 4B(1 - B)R*(R? — |z|*)P~2
B(L = B)R(R — ||)’*{4R*"P(R + |z[)"~*}
B(L = B)R(R —|z|)"2,

Y

da
AR*(R + |z])P =2 = 4(1 + %)5—2 > 1.
Wir bemerken, dass d; = R — |z| fir € Br. Dann haben wir
~A(+u) = +f<Nd?2=N(R—|z[)’2

{B(1 = B)RP}"INB(1 — B)RP(R — |z|)?~2

< {B1-B)R°}'NAw.
Es liefert
~A(+u—{B(1 - BHR}'Nv) < 0, in Bp,
+u—{B(1-B)RP}'Nv < 0, aufdB.
Nach Theorem 2.13 gilt
+u—{B(1 - B)R’}*Nv <0, in B.

Also
[u@)| < {80 = AR} Nv = {B(1 = B)R*}IN(R® — [af*)”
= 2{5(1*5)}_1N(R—|z|)5w
2

- = B
Ba—p) %

Bemerkung 4.4. Wir haben einige Bemerkungen iiber Theorem 4.2 und Lemma 4.3.

<2{B(1-B)} 'N(R - |z|)
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(1) Wir nennen die Abschétzungen in Theorem 4.2 und Lemma 4.3 apriori Abschitzungen.
Das heiflt, wir nehemen an, dass die Losung schon existiert, und dann wir die passende
Norm von der Losung durch vorgegebenen Datei herleiten. Die apriori Abschitzungen
herzuleiten ist der erste Schritt fiir die Untersuchung der Existenz der Losungen einer
partiellen Differentialgleichung.

(2) Eine passende Norm fiir die Abschétzungen zufinden ist auch sehr wichtig. Sehen Sie das
folgende Beispiel.

Beispiel 4.5. Sei f eine Funktion in B; C R? definiert durch

22—z 9 1
fo =4 P {Uog @72 " 4~ log |27 } Ao
0, =0
Dann ist f stetig in B;. Betrachte
(4.1) ~Au=f in B;.

Definiere

u(x) =

(3 — 23)(—log |z])*/2, Va #0,
0, z=0

Dann gilt u € C'(B1)NC>(B1\{0}). Eine direkte Berechnung zeigt, dass u die Gleichung —Au = f
in B1\{0} erfiillt und

zh—>InO Uz (:L') = 0.

Also, u ist nicht in C?(Bj). Nun wir zeigen, dass (4.1) fiir diese gewiihlte stetige Funktion f
keine C? Losung besitzt. Angenommen, dass v € C?(By) eine Losung von (4.1) ist. Fiir ein feste
R € (0,1) ist w := v — v harmonisch in Bg\{0}. Da u € C(Bgr) und v € C%(Bg), ist w stetig in
Bpg. Nach Theorem 3.16 ist w harmonisch und dann C? in B;. Insbesondere ist u auch C? in By,
ein Widerspruch. O
4.2. Holder-Normen und Potentialtheoetische Abschitzungen.

Definition 4.6 (Holder-stetigkeit, Holder-Norm). Sei 2 C R offen und 0 < a < 1. Eine Abbildung
(Funktion) f :  — R heifit Holder-stetig zum Exponenten « genau dann, wenn eine positive reelle
Zahl C existiert, so dass fiir alle z,y € Q gilt:

[f(z) = f(y)] < Clz —y|*.
Wir bezeichnen den Raum der Holder-stetigen Funktionen zum Exponenten o mit C%(€2). Sei
k > 0 eine ganze Zahl und 0 < a < 1. Sei € ein beschrinktes Gebiet mit C*a Rand. Der Raum
Ck2(Q) ist die Menge der Funktionen definiert durch
CF(Q) :=={ue C*Q)|D’ue C*(Q), VB € (Z>o)" mit |3 =k}
Wir definieren
|u(z) — u(y)]
|z —y|*
Man kann zeigen, dass C*(02), versehen mit der Norm

lalleroy = luller+ 3 [DPlouy:
BE(Z>0)™,|B|=Fk

[U]Ca(ﬁ) = sup{ x,yeQ,x;«éy}

ein Banachraum ist. Hierbei ist
k
lulergy=>, > sup[D%|
i=0 Be(Zz0)m, 81k
die Norm von C*(Q2). Wann k = 0, wir bezeichen C%* mit C® und die Norm fiir C® ist

lullca = [Jullco + [ulca-
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Definition 4.7 (das Newton-Potential). Sei  ein offenes, beschrinktes Gebiet, und sei f stetig
in €. Die Newton-Potentielle von f in € ist definiert durch

wwwaér@—vam%

wobei I' die Fundamentallésung ist.
Es ist leicht to zeigen, dass w wohl-definiert und stetig ist.

Lemma 4.8. Sei Q2 = By die Einheitskugel in R™, f stetig in By und w die Newton-Potentielle
von f in Bi. Dann gilt w € C*(R™) und fiir jede x € R™ und i =1,2,--- ,n gilt
diw(z) = [ Oxil'(z —y)f(y)dy.
By
Weiter gilt
|w|cl(§1) < C|f|L°°(Bl)7
fiir eine Konstante C' > 0, die nur von n abhdngt.

Beweis. Setze
w(o) = [ 8T - ) fw)dy.
By

v; ist wohl-definiert and stetig in R™. Wir sollen v; = 0;w zeigen. Wihle wir eine Abschneid-
Funktion n € CY(R) mit 0 < eta < 1,0 <7’ <2, n(t) =0 fir t <1 und n(t) =1 fiir t > 2. Fiir
beliebige € > 0 definiere

we(z) = / e f(y)dy,
By
wobei I' = I'(z — y) und 7. = n(|z — y|/€). Man kann leicht zeigen, dass w. € C*(R™) und

Owe(w) = | L) f(y)dy,
da n.I" in R™ glatt ist. Es liefert 1
vi(z) — Ow(x) = ; 9i(1 —n:T) fy)dy
Da die Intergrand Null ist fiir |z — y| > 2e, erhaltlen wir

2
h&@—@w@ﬂﬁwMﬂ/‘ (CE
|z—y|<2e €

Eine direkte Berechnung liefert
2ne

[vi(x) — Qw(z)| < sup|f], firn>3

n—2
und

|vi(x) — Qw(x)| < 4e(1 + |log2e|)sup|f|, firn=2.
Dies zeiget, dass w. und d;w. gegen w und u,; gleichméBig in Kompaktum in R™ konvergieren. Es
folgt, dass d;w = v;. O

Weiter wollen wir fragen, ob w € C2. Da D?T nicht integrabel ist, knnen wir ohne zusitzliche
Bedingung an f dies nicht zeigen.

Lemma 4.9. Sei Q = By die Einheitskugel in R™, f € L>°(By) N Ca_(Bl) fiir ein o € (0,1) und
w die Newton-Potentielle von f in By. Dann gilt w € C*>%(By) N C(By) und
Aw=f in Bj.
Weiter gilt
(wlc2.a(B, ,,) < Clflcesy,

fir eine Konstante C > 0, die nur von n und « abhdingt.
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Beweis. Schritt 1. w € C*(By) und fiir x € By unf i,j = 1,2,--- ,n, gilt

Diju(a) = /B Bue T = LI0) = S 1) /6 00T ()5,
Sezte
vig(@) = /B Buue e = I~ S~ 1) [ 9T -yt as,
Da f Holder-stetig ist, ist v;; wohl-definiert in By. Fiir beliebige ¢ > 0 definiere
Vie(z) = . 0iI'ne f (y)dy,

wobei I' = T'(z — y), n. = n(Jx — y|/e) und 1 im Beweis von Lemma 4.8 gegeben ist. Es sit klar,
dass v; . € C*(B1). Beim Ableiten von v; . erhalten wir

Ojvie(x) = : 05(0:'ne) f (y)dy
=, 25(0Tn) {f(y) — f(z)} dy + f(x) ; 9;(8:'ne )dy
= 0;(0in) {f(y) — f(z)} dy — f(=z) | 0il'v; dSy,
B, B1

fiir hinreichend kleine . Es folgt

@) =0l = [ B0 - m)aTI ()~ fa)} dy
< [ marise) - s
< ) a
< e [ (l0ur1+ 201 ) o opay
<

(2 +4) Vasl2e)°,

wenn |z| < 1 — 2e. Daraus gilt dass 9;v; . gegen v;; gleichmémiflig in aller kompakten Teilmenge
in By konvergiert.
O

Definition 4.10. (1) f:D — R heifit holderstetig an xo € D, falls
|[f(x) = f(zo)|

o = o =5 — <
[f]C 0 [f]C ,x0,D Igg |.T _wola o0

(2) f:D — R heiit gleichmdfig hélderstetig in D, falls
|f(z) — f(y)]

[floe = [flce,p := sup — 0 <.
eyep | =yl
(3) f: D — R heifit lokal hélderstetig in D, falls f gleichméBig holderstetig in jeder kompakten
Teilmenge von D.

Ist f lokal holderstetig in einer kompakten Menge D, dann ist f punktweise holderstetig in D,
d.h., f an jeden Punkt z € D holderstetig ist. Fiir offene Menge D gilt dies nicht immer. Es gilt,
falls f zutétzlich beschréankt in D ist.

Bemerkung 4.11. In den Beweis von Lemma labellem4.9 erhalten wir die folgende Abschéitzung

|\w||02,a(§1/2) <C sup [flae.B:-
wEBl/z
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Bemerkung 4.12. Statt B; und B, gilt Lemma 4.9 auch fiir bliebiges beschrinktes C!-Gebiet
Q und ' cC Q. (Ubung)

Nun untersuchen wir bliebige Losungen von der Poisson-Gleichung.
Theorem 4.13. Sei f € C%(By) fiir ein a € (0,1) mit || f|co(p,) < 00. Seiu € L=(By)NC?(By)
eine Losung von Au = f in By. Dann u € C*%(By). Weiter gilt
lullozecsy) < Cllulresy) + |floe @),
wobei C' > 0 eine nur von n und « abhdngten Konstante.

Beweis. Sei w das Newtonpotential von f in Bj. Nach Lemma 4.8 gilt
lwllcr ) < CllfllLe(sy)-
Nach Lemma 4.9 ist w € C*(Bj) und eine Losung von Au = f. Weiter gilt
Hw||c2’a(3%) <Ol flleemy)-
Setze v = u — w. Dann ist v harmonisch in B; und erhaten wir
[vllLee(my) < lullzee(my) + 1wl (By) < llullpoe(ny) + CllfllL=(s,)-
Hohere innere Abschitzungen von harmonischen Funktionen, Theorem 2.19, impliziert
||U|\cz,a(3%) < ”UHCS(B%) < Cllllpeesyy < llullzee(sy) + CllfllLesy)-
Dann erhaten wir die gewiinschten Abschitzung

||U||c2’a(3%) < C(|ulpee () + | floeBy))-

In allgemeinen haben wir die folgende Resultat durch Skalierung

Theorem 4.14. Sei Bp eine Kugel in R™ mit Radius R, f € C*(Bg) fir ein o« € (0,1) und
[ fllca(pr) < oo. Seiu e L>®(Br)NC?(Bg) eine Lisung von Au = f in Br. Dann u € C**(Bg).
Weiter gilt

R|[Vull (s ) + RQHVQUHLOC(BR + R¥[V2u o (Bg)

< Cllul (B + B2 fl oo (8r) + B2 floe(Br)),
wobei C' > 0 eine nur von n und « abhdngten Konstante.

(Ubung)

Korollar 4.15. Sei B eine Kugel in R™ und f € C%(B) fiir ein o € (0,1) mit || f||ce(p) < 00. Sei
u € L>(B) N C%(B) eine Losung von Auy = f in B firk =1,2,---, mit

sup |ug| e (py < 00.

k>1
Dann existert eine Teilfolge {up} von {ux} und eine Funktion u € C*“(B), so dass ux gegen u
in C? in jeder kompakten Teilmenge K C B konvergiert und Au = f in B.

Beweis. Setze M = supys, ||ug|| L (p). Nach Theorem 4.13 und Bemerkung 4.12, gilt us, € C**(B)
und fiir jede B’ CC B
luklloz.ay < C{M + || fllcan)}

wobei C nur von B, B’, v und « abhéngt. Es folgt, dass die zweite Ableitungen von {u} gleich-
gradig stetig in aller kompakten Teilmenge von B sind. (Ve > 0, 30 > 0 so dass |ug(x) —uk(z)| < e
fiir alle x,y € K mit |z — y| < J.) Nach dem Satz von Arzela-Ascoli und dem Diagonalfolgenar-
gument konnen wir eine Teilfolge {ux } finden, die gegen eine Funktion v € C?(B) in C? in jeder
kompakten Teilmenge K C B konvergiert, und zwar Au = f in B. O
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Mit dieser Abschiitzungen und Theorem 3.13 kénnen wir das Randwertproblem fiir die Poisson-
gleichung in jeder Kugel B l6sen.

Theorem 4.16. Sei B eine Kugel in R™. Dann fir alle f € C*(B) mit || f||cep) < oo fiir ein
a € (0,1) und fiir alle ¢ € C(OB), existert es eine (eindeutige) Losung u € C*(B) N C*%(B) von
des Dirichletproblems

Au = f inB

u = ¢, aufdB.

Beweis. Sei w das Newtonpotential von f fiir das Gebiet B. Nach Lemma 4.9 ist w € C%(B) N
C?%(B) und gilt Aw = f in B. Berachte

Av = 0 in B
v = @—w, aufdB.

Theorem 3.13 impliziert die Existenz von v € C(B) N C>(B). Dann u = v + w is die gewiinschte
Losung. 0

Die Funktion f kénnen auch unbeschriankt sein.
Theorem 4.17. Sie B eine Kugel in R"™ und f € C*(B) fiir ein o € (0,1) mit
sup d3 7| f (z)| < oo,
reB

Dann existiert eine Losung u € C(B) N C**(B) von dem Randwertproblem

Au = f, in B,
u = 0, auf 0B.
Bewets. Fiir jede m € N setze
m, falls f > m,
fm = f falls | f| < m,
—m, falls f < —m

Da f,,, beschrénkt ist, nach Bemerkung 4.11 kénnen Lemma 4.9 anwenden und erhalten die Losung
um € C(B)NC%*%(B) von
Aty = [, in B,
U, 0, auf 0B.

Nach Lemma 4.3 gilt

sup d;ﬁ|um(z)| < C'sup diiﬁ|fm(z)| < C'sup diiﬁ|f(z)|
zeB x€EB reB

Sei B = Bp und betachte eine monoton steigende Folge 1, — R mit |f| < k in By, . Also ist {um,}
in By, gleichméfig beschrankt und gerfiillt die Gleichung Aw,, = f in B,,. Nach Korollar 4.15
existiert eine Teilfolge von {u,,} in jeder kompakten Teilmenge von B, . Beim Diagonalfolgenargu-
ment finden wir eine Teilfolge von {u,,}, die gegen eine Funktion u € C?*(B) bzgl. der C?-Norm.
Daraus gilt Au = f in B und

sup d; Plu(z)| < Csup d>~°|f(z)|.
z€B x€B

Also ist w =0 auf 0B.

Nun untersuchen wir die Regularitdat der Losungen am Rand. Fiir R > 0 setzen wir
B} :={z € Bg CR"|z, >0}

und
g = 0B} N{x, =0} ={z € Bg CR" |z, =0}.
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Lemma 4.18. Sei f € L>® N C*(B UY,) fir ein a € (0,1). Ist u € L>®(B]) N C*(Bf") eine
Lésung von Au = f in B und u =0 auf ¥1. Dann gilt u € C>*(B; UX,). Wieter gilt

lell gz, um,yn < CElagar) + 1w zrus b
wobei C' > 0 nur von n und o abhdngt.

Beweis. Der Beweis ist anhlich wie den Beweis von Lamma 4.8 und 4.9. Sei w das Newtonpotential
von f in By . Die Darstellungsformel fiir 0;;w gilt. Wir beobachten, dass fiir i On

O;l'(z,y)vi(y) = 0,
P
da 2;= 0 auf ¥;. Dann kénnen wir die Abschétzung fiir 9;;w fiir ¢ A oder j f ganz gleich wie in

den Beweis von Lamma 4.9 zeigen. Die Abschétzung fiir 9,,w folgt von der Gleichung Au = f,
und zwar von

n—1
O = [ = Y Oprw.
k=1
O

Theorem 4.19. Sie B eine Kugel in R". Fir jade f € C* (B) und € C>%(B) fiir ein a € (0,1)
existiert genau eine Lisung u € C*%(B)) von dem Randwertproblem
Au = f, in B,
u = ¢, auf 0B.

Bemerkung 4.20. Der Satz gilt fiir alle C>% Gebiete.



