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4. POISONN-GELICHUNG

In diesem Kapital untersuchen wir die Poisonn-Gelichung

—Au=f

4.1. apriori Abschitzungen.

Lemma 4.1 (Eindeutigkeit). Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™. Dann fir jede f € C(Q) und
€ C(09), existiert mazimal eine Losung u € C*(Q) N C(Q) von dem Randwertproblem

—Au = f, inQ
u = @, auf .

Theorem 4.2. Sei ) ein beschrinktes Gebiet in R™, f € C(Q) und ¢ € C(99). Seiu € C%(Q) N

C(Q) eine Lisung von dem Randwertproblem

—Au = f, inQ
u = @, auf .

Dann gilt
sup u| < max|[p| 4 C'sup|f],
Q o0 Q

wobei C' eine positive Konstante ist, die nur von n und diam(Q)) abhdingt.

Beweis. Setze F' = supg | f| und ® = maxagq |¢|. Dann gilt

—A(+u) = £f<F, inQ
+tu = £p <P, auf IN.
OBdA kénnen wir annehmen, dass 2 C Bp fiir ein R > 0. Setze
Foo 2
v(x):<1>+2—(R — |z]?), Vr € Q.
n

Dann erhalten wir
—Av = —F, inQ
v > 0, auf 0.

Betrachte w4 = +u — v. Wir haben
—Awi
W+

we <0 in Q,

in
®,  auf 00.

IN A
(=

Nach Satz 2.25 gilt

bzw
w@l sv=v+ L@ Py <o+ R o
v = —(R* — — .
U= 2n - on "’
OJ

Mit zusétzlicher Bedingungen vom Rand, kénnen wir die Abschétzung verbersern. Fiir jede
Kugel B in R”, dfeinieren wir

dy = dist (z, 0B).
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Lemma 4.3. Sei f € C(B) mit
sup dy 7| f(x)] < oo,
reB
fiir ein B € (0,1). Sei u € C(B) N C?(B) eine Losung von
—Au = f, inQ
u = 0, aufo.
Dann gilt
supd,, *lu(z)| < Csupd; P |f(x)|,  Va € B,
B B
wobei C' > 0 nur von n und 3 abhdngt.
Beweis. OBdA, nehmen wir B = Bgr und

N = sup d>7P|f(z)] < oo.
rEBR

Setze
v(z) = (R* —[a]*)".
Eine direkte Berechung liefert
—Av = 26(R? - |2[*)PH{n(R? — |«|*) + 2(1 - B)[«[*}.
Fir |z| > R, gilt
n(R? = 2*) +2(1 = B)lz* > 2(1 = B)(R® — |2]*) +2(1 - B)[2]* = 2(1 - B)R?,
dan > 2(1— f). Also, erhaten wir
—Av > 4B(1 - B)R*(R? — |z|*)P~2
B(L = B)R(R — ||)’*{4R*"P(R + |z[)"~*}
B(L = B)R(R —|z|)"2,

Y

da
AR*(R + |z])P =2 = 4(1 + %)5—2 > 1.
Wir bemerken, dass d; = R — |z| fir € Br. Dann haben wir
~A(+u) = +f<Nd?2=N(R—|z[)’2

{B(1 = B)RP}"INB(1 — B)RP(R — |z|)?~2

< {B1-B)R°}'NAw.
Es liefert
~A(+u—{B(1 - BHR}'Nv) < 0, in Bp,
+u—{B(1-B)RP}'Nv < 0, aufdB.
Nach Theorem 2.13 gilt
+u—{B(1 - B)R’}*Nv <0, in B.

Also
[u@)| < {80 = AR} Nv = {B(1 = B)R*}IN(R® — [af*)”
= 2{5(1*5)}_1N(R—|z|)5w
2

- = B
Ba—p) %

Bemerkung 4.4. Wir haben einige Bemerkungen iiber Theorem 4.2 und Lemma 4.3.

<2{B(1-B)} 'N(R - |z|)
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(1) Wir nennen die Abschétzungen in Theorem 4.2 und Lemma 4.3 apriori Abschitzungen.
Das heiflt, wir nehemen an, dass die Losung schon existiert, und dann wir die passende
Norm von der Losung durch vorgegebenen Datei herleiten. Die apriori Abschitzungen
herzuleiten ist der erste Schritt fiir die Untersuchung der Existenz der Losungen einer
partiellen Differentialgleichung.

(2) Eine passende Norm fiir die Abschétzungen zufinden ist auch sehr wichtig. Sehen Sie das
folgende Beispiel.

Beispiel 4.5. Sei f eine Funktion in B; C R? definiert durch

22—z 9 1
fo =4 P {Uog @72 " 4~ log |27 } Ao
0, =0
Dann ist f stetig in B;. Betrachte
(4.1) ~Au=f in B;.

Definiere

u(x) =

(3 — 23)(—log |z])*/2, Va #0,
0, z=0

Dann gilt u € C'(B1)NC>(B1\{0}). Eine direkte Berechnung zeigt, dass u die Gleichung —Au = f
in B1\{0} erfiillt und

zh—>InO Uz (:L') = 0.

Also, u ist nicht in C?(Bj). Nun wir zeigen, dass (4.1) fiir diese gewiihlte stetige Funktion f
keine C? Losung besitzt. Angenommen, dass v € C?(By) eine Losung von (4.1) ist. Fiir ein feste
R € (0,1) ist w := v — v harmonisch in Bg\{0}. Da u € C(Bgr) und v € C%(Bg), ist w stetig in
Bpg. Nach Theorem 3.16 ist w harmonisch und dann C? in B;. Insbesondere ist u auch C? in By,
ein Widerspruch. O
4.2. Holder-Normen und Potentialtheoetische Abschitzungen.

Definition 4.6 (Holder-stetigkeit, Holder-Norm). Sei 2 C R offen und 0 < a < 1. Eine Abbildung
(Funktion) f :  — R heifit Holder-stetig zum Exponenten « genau dann, wenn eine positive reelle
Zahl C existiert, so dass fiir alle z,y € Q gilt:

[f(z) = f(y)] < Clz —y|*.
Wir bezeichnen den Raum der Holder-stetigen Funktionen zum Exponenten o mit C%(€2). Sei
k > 0 eine ganze Zahl und 0 < a < 1. Sei € ein beschrinktes Gebiet mit C*a Rand. Der Raum
Ck2(Q) ist die Menge der Funktionen definiert durch
CF(Q) :=={ue C*Q)|D’ue C*(Q), VB € (Z>o)" mit |3 =k}
Wir definieren
|u(z) — u(y)]
|z —y|*
Man kann zeigen, dass C*(02), versehen mit der Norm

lalleroy = luller+ 3 [DPlouy:
BE(Z>0)™,|B|=Fk

[U]Ca(ﬁ) = sup{ x,yeQ,x;«éy}

ein Banachraum ist. Hierbei ist
k
lulergy=>, > sup[D%|
i=0 Be(Zz0)m, 81k
die Norm von C*(Q2). Wann k = 0, wir bezeichen C%* mit C® und die Norm fiir C® ist

lullca = [Jullco + [ulca-
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Definition 4.7 (das Newton-Potential). Sei  ein offenes, beschrinktes Gebiet, und sei f stetig
in €. Die Newton-Potentielle von f in € ist definiert durch

wwwaér@—vam%

wobei I' die Fundamentallésung ist.
Es ist leicht to zeigen, dass w wohl-definiert und stetig ist.

Lemma 4.8. Sei Q2 = By die Einheitskugel in R™, f stetig in By und w die Newton-Potentielle
von f in Bi. Dann gilt w € C*(R™) und fiir jede x € R™ und i =1,2,--- ,n gilt
diw(z) = [ Oxil'(z —y)f(y)dy.
By
Weiter gilt
|w|cl(§1) < C|f|L°°(Bl)7
fiir eine Konstante C' > 0, die nur von n abhdngt.

Beweis. Setze
w(o) = [ 8T - ) fw)dy.
By

v; ist wohl-definiert and stetig in R™. Wir sollen v; = 0;w zeigen. Wihle wir eine Abschneid-
Funktion n € CY(R) mit 0 < eta < 1,0 <7’ <2, n(t) =0 fir t <1 und n(t) =1 fiir t > 2. Fiir
beliebige € > 0 definiere

we(z) = / e f(y)dy,
By
wobei I' = I'(z — y) und 7. = n(|z — y|/€). Man kann leicht zeigen, dass w. € C*(R™) und

Owe(w) = | L) f(y)dy,
da n.I" in R™ glatt ist. Es liefert 1
vi(z) — Ow(x) = ; 9i(1 —n:T) fy)dy
Da die Intergrand Null ist fiir |z — y| > 2e, erhaltlen wir

2
h&@—@w@ﬂﬁwMﬂ/‘ (CE
|z—y|<2e €

Eine direkte Berechnung liefert
2ne

[vi(x) — Qw(z)| < sup|f], firn>3

n—2
und

|vi(x) — Qw(x)| < 4e(1 + |log2e|)sup|f|, firn=2.
Dies zeiget, dass w. und d;w. gegen w und u,; gleichméBig in Kompaktum in R™ konvergieren. Es
folgt, dass d;w = v;. O

Weiter wollen wir fragen, ob w € C2. Da D?T nicht integrabel ist, knnen wir ohne zusitzliche
Bedingung an f dies nicht zeigen.

Lemma 4.9. Sei Q = By die Einheitskugel in R™, f € L>°(By) N Ca_(Bl) fiir ein o € (0,1) und
w die Newton-Potentielle von f in By. Dann gilt w € C*>%(By) N C(By) und
Aw=f in Bj.
Weiter gilt
(wlc2.a(B, ,,) < Clflcesy,

fir eine Konstante C > 0, die nur von n und « abhdingt.
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Beweis. Schritt 1. w € C*(By) und fiir x € By unf i,j = 1,2,--- ,n, gilt

@2 ogule) = [ T p{f) ~ @Yy = @) [ 0, T = pu) ds,.
Sezte
vul@) = [ 00— )~ f@by = 1(@) [ 0T =) a5,
Bl Bl
Da f Holder-stetig ist, ist v;; wohl-definiert in B;. Fiir beliebige ¢ > 0 definiere
'Uz',s(z> = 3iF775f(y>dy7
B,

wobei I' = T'(z — y), ne = n(Jx — y|/¢) und n im Beweis von Lemma 4.8 gegeben ist. Es sit klar,
dass v; . € C*(B1). Beim Ableiten von v; . erhalten wir

djvic(r) = ; 9;(9;I'n:) f (y)dy
=, 25(0iTn) {f(y) — f(z)} dy + f(x) ; 9;(8:'ne )dy
= 0j(0iTn) {f(y) — f(@)}dy — f(z) [ Oil'v;dSy,
B By

fiir hinreichend kleine e. Es folgt

|vij(2) = Bjvie(2)] = Oi[(1 = ne)olT{f (y) — f ()} |dy

By

[ =)o) - @)y

2
oz 0ij —10; —x|®
e [ (10001 2101) =iy
(£ +4) flaa(2e),

wenn |z| < 1 — 2e. Daraus gilt dass 0,v; . gegen v;; gleichméBig in aller kompakten Teilmenge in
B konvergiert, als e — 0. Da u; . gegen d;w gleichméBig in By konvergiert, gilt w € C?(B;) und
v;; = Ojjw. Wir haben (4.2) bewiesen.

Aus (4.2) erhalten wir

dw = 3 [ el - Sy~ ) | 0T -yt as,

IN

IN

IN

0By
= [ AU - f@hr+ @) [ e ds,
B1 9By Y

Denn wir haben 0,,I'(z —y) = —0,,I'(x — y). Da A,T'(z — y) = 0 fiir alle y # =, gilt
Aw(r) = (z).
Denn nach Bemerkung 3.12 gilt [, aaTFy(x —y)dS, = 1.

Schritt 2. Nun zeigen wir die innere C**-Abschiitzung von w. Fiir € By 5, aus (4.2) erhalten
wir

O] < C{If(:v)l/aB Iy—wllf"dSer[f]a,z/B ly — | "dy}

< C{lf @)+ [flaxt < C{f (@) + [fla}-
Denn |z —y| > 1/2 fiir alle z € By, und y € 9B;.

(4.3)
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Fiir bliebge andere & € By /3 setze r = |z — Z|. Nach (4.2) haben wir
00() = [ 0T @ =) = F@Yy— @) [ 0,1 plo) a5,
Bl Bl
Falls r > 1/4, mit der Abschétzung (4.3) erhalten wir
|0ijw(x) — Oijw(T)]

|z —z|

1
o Udiw ()| +10iw(z)[}
C{f @)+ [f (@) + [flae + [flazt < C{Uf @) + £ (@) + [Fla},
da (4.3) fiir 0;;w(z) auch gilt. Nun brachten wir den Fall » < 1/4. Setze & = (z + Z)/2. Dann gilt

IN

{f(z) - Oz, I'(x — y)vi(y) dSy — /{9B1 0., I'(z vi(y) dSy}
= I+ 1i+Is+ Ig + 1) + Iz,
wobel
L = —f(x) {0 (x —y) — O (T — y)}vi(y) dS
0By
L = —{f(@)-f@} ]| oT(@-y)lwnly)dS
0By
und
L = - / T (w — ){ () — F(u)} dy,
B, (%)
ho= - [ ara- i) - f@)dy,
B, (&)
o= Af@ =@y [T —y)dy,
o= = (oI~ 0T - @) - f@) d
B1\B, (&)

Fiir I; benutzen wir dem Mittelwertsatz

{&-Nm—y)—azm—y)}ui(y)\ < foal [ vorG-y)ds,

OBy
< C|£L' 7:E|7

wobei Z ein Punkt im der Gerade von z nach T ist. Wir haben in der zweiten Ungleichung die
Abschitzung |VO,I'(Z — y)| < C benutzt, da |y — &| > 1/2 fiir alle y € 0B;. Fiir Iz haben wir

oiT(z — y)vi(y) dSy

0By

<C.

Fiir I3 haber wir

no< [ 05T =)~ fwdy

< [f]a,w |z —y|*"dy
/BST/z(i)

S C[f]a,zra = C[f]a,z|z - 'f|a

< COlflalz — 2|

Analog erhalten wir
[s| < Clflazlr —2|* < Clflale — 2|
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Fiir Is haben wir

/ 0, T(x — y) dy
B1\B, (&)

/ 0, (x — y)v; dS,
A(B1\Br(2)

/BB |81-I‘(x—y)|d5y+/ JaT( — )| dS,

(2
C+ ¢ s, < C.
n—1 Y
r OB, (%)

SchlieBlich, fiir Is benutzen wir noch dem Mittelwertsatz

IN

IN

|z — Z|

10 (x —y) = 0iT(Z = y)| < |VI,;I(Z —y)| < CW,

wobel Z ein Punkt im der Gerade von z nach Z ist. Also haben wir

lg| < Clo -1z = (@) — f(@)]dy

1z —y|*
S Cr[f]oz,i/ |~ — 1 dy
ly—&|>r | y|

Es ist leich nachzupriifen, dass |z — y| < 3|& — y|/2 < 3|z — y| fiir alle y € 0B;. Damit gilt

Ll < Crlflas / & —ylo" "t dy
ly—z|>r
< Cr*flaz = Clz — Z|Y[fla.z
< Cla - 7*[fla-

Es liefert
|0ijw(z) — 9w (T)| < C(|fLem) + [flaw + [flaz)le = 2% < C(|f]Le ) + [fla)e — 2|
und die gewiinschte Abschitzung

[l (B, 1) < Clflcais)-

Definition 4.10. (1) f:D — R heifit holderstetig an x¢ € D, falls
|f (@) — f(@o)]

[fla,zo = [floe 2o = [flce 20,0 = jlelg W < o0
(2) f:D — R heiit gleichmdfig hélderstetig in D, falls

[floe = [flce,p == sup @) -l _
wyeDd T —y|®

(3) f: D — R heiit lokal hélderstetig in D, falls f gleichméBig holderstetig in jeder kompakten
Teilmenge von D.

Ist f lokal holderstetig in einer kompakten Menge D, dann ist f punktweise holderstetig in D,
d.h., f an jeden Punkt z € D holderstetig ist. Fiir offene Menge D gilt dies nicht immer. Es gilt,
falls f zutétzlich beschrankt in D ist.

Bemerkung 4.11. In den Beweis von Lemma labellem4.9 erhalten wir die folgende Abschéitzung
H'LU||02,Q(§1/2) <C sup [f]a,z,Bl-

z€§1/2

Bemerkung 4.12. Statt B; und B, gilt Lemma 4.9 auch fiir bliebiges beschrinktes C!-Gebiet
Q und ' cC Q. (Ubung)
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Nun untersuchen wir bliebige Losungen von der Poisson-Gleichung.

Theorem 4.13. Sei f € C%(By) fiir ein a € (0,1) mit || f||ce(p,) < 00. Seiu € L>(B1)NC?(By)
eine Losung von Au = f in By. Dann u € C*%(By). Weiter gilt

lullozecsy) < Clulresy) + |floe ),
wobei C' > 0 eine nur von n und « abhdngten Konstante.
Beweis. Sei w das Newtonpotential von f in By. Nach Lemma 4.8 gilt
lwllors) < Cllfllne=(s,)-
Nach Lemma 4.9 ist w € C*(Bj) und eine Losung von Au = f. Weiter gilt
HwHCQ*“(B%) < C|fllce(By)-
Setze v = u — w. Dann ist v harmonisch in B; und erhaten wir
[vllLee(my) < ullzee(my) + lwllLee(my) < llullpee(ny) + CllfllL=(s,)-
Hohere innere Abschétzungen von harmonischen Funktionen, Theorem 2.19, impliziert
loliczecsyy < lvlloss,y) < Cllvllize(s) < llulz=m) + CllfllL=)-
Dann erhaten wir die gewiinschten Abschitzung

||U||02wa(3%) < C(|ulpee () + [ floesy))-

In allgemeinen haben wir die folgende Resultat durch Skalierung

Theorem 4.14. Sei Bp eine Kugel in R™ mit Radius R, f € C*(Bg) fir ein o € (0,1) und
I fllce(Br) < oo. Seiu e L=(Br)NC?*(Bg) eine Lisung von Au = f in Br. Dann u € C**(Bg).
Weiter gilt
RlIVullo(s ) + B2V ull L (i ) + B[V uloas )
< O(ule(Br) + B2If | () + B2 [flon(Bay),

wobei C' > 0 eine nur von n und o abhdngten Konstante.
(Ubung)

Korollar 4.15. Sei B eine Kugel in R"™ und f € C%(B) fiir ein o € (0,1) mit || f||ce(p) < 00. Sei
uy € L>=(B) N C?(B) eine Lisung von Auy, = f in B firk =1,2,---, mit

sup |ug| oo (By < 0.
k>1

Dann existert eine Teilfolge {up} von {ux} und eine Funktion u € C*%(B), so dass ux gegen u
in C? in jeder kompakten Teilmenge K C B konvergiert und Au = f in B.

Beweis. Setze M = supy,, ||ug|| z (). Nach Theorem 4.13 und Bemerkung 4.12, gilt uj, € C**(B)
und fiir jede B’ CC B
luellczeasy < C{M + [|fllca(n)}

wobei C nur von B, B’, u und « abhingt. Es folgt, dass die zweite Ableitungen von {uy} gleich-
gradig stetig in aller kompakten Teilmenge von B sind. (Ve > 0, 36 > 0 so dass |ug(x) — ug(x)| <
fiir alle x,y € K mit |z — y| < §.) Nach dem Satz von Arzela-Ascoli und dem Diagonalfolgenar-
gument koénnen wir eine Teilfolge {ux } finden, die gegen eine Funktion v € C?(B) in C? in jeder
kompakten Teilmenge K C B konvergiert, und zwar Au = f in B. O

Mit dieser Abschiitzungen und Theorem 3.13 kénnen wir das Randwertproblem fiir die Poisson-
gleichung in jeder Kugel B l6sen.
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Theorem 4.16. Sei B eine Kugel in R™. Dann fir alle f € C*(B) mit || f||ce(p) < oo fiir ein
a € (0,1) und fiir alle ¢ € C(OB), existert es eine (eindeutige) Losung u € C*(B) N C*%(B) von
des Dirichletproblems
Au = f inB
u = ¢, aufdB.
Beweis. Sei w das Newtonpotential von f fiir das Gebiet B. Nach Lemma 4.9 ist w € C%(B) N
C?%(B) und gilt Aw = f in B. Berachte
Av = 0 in B
v = @—w, aufdB.
Theorem 3.13 impliziert die Existenz von v € C(B) N C*°(B). Dann u = v + w is die gewiinschte
Losung. 0
Die Funktion f kénnen auch unbeschréankt sein.

Theorem 4.17. Sie B eine Kugel in R™ und f € C*(B) fir ein o € (0,1) mit

sup 2" | f(z)] < oo,
reB

Dann existiert eine Losung u € C(B) N C**(B) von dem Randwertproblem

Au = f, n B,
u = 0, auf 0B.
Bewets. Fiir jede m € N setze
m, falls f > m,
fm = f falls |f] < m,
—m, falls f < —m

Da f,, beschrankt ist, nach Bemerkung 4.11 kénnen Lemma 4.9 anwenden und erhalten die Losung
um € C(B)NC%%(B) von
Aty = [, in B,
U 0, auf 0B.

Nach Lemma 4.3 gilt

sup d;ﬁ|um(z)| < C'sup diiﬁ|fm(z)| < C'sup diiﬁ|f(z)|
zeB x€EB reB

Sei B = Bp und betachte eine monoton steigende Folge r, — R mit |f| < k in B, . Also ist {um,}
in By, gleichméBig beschrinkt und gerfiillt die Gleichung Au,, = f in B,,. Nach Korollar 4.15
existiert eine Teilfolge von {u,,} in jeder kompakten Teilmenge von B, . Beim Diagonalfolgenargu-
ment finden wir eine Teilfolge von {u,,}, die gegen eine Funktion u € C%%(B) bzgl. der C?-Norm.
Daraus gilt Au = f in B und

sup d; %lu(z)] < C sup d2~°|f ().
reB rEeB

Also ist uw = 0 auf 0B.

Nun untersuchen wir die Regularitéit der Losungen am Rand. Fiir R > 0 setzen wir
B} :={x € Bg CR" |z, > 0}

und
g = 0B} N{z, =0} ={z € Bg CR" |z, =0}.
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Lemma 4.18. Sei Q = Bf und f € L=(B;) N CYBf UXy) fir ein a € (0,1). Sei w wie in
Definition 4.7 das Newtonpotential von f in By . Dann gilt w € C(Bf) N C*%(Bf U %) und
Aw = f in Bf. Weiter gilt

Hw”cla(Bj/zuzl/Z) < CHfHCQ(BfrUEI)v

wobei C' > 0 nur von n und a abhdngt.

Beweis. Der Beweis ist énhlich wie den Beweis von Lamma 4.8 und 4.9. Sei w das Newtonpo-
tential von f in Bf, d.h., w(z) = [+ I'(z — y)f(y)dy. Die Darstellungsformel fiir d;;w gilt. Wir
beobachten, dass fiir i # n

;I (z,y)viy) =0,
1

da v; = 0 auf ¥;. Dann kénnen wir die Abschétzung fiir 0;;w fiir ¢ # n oder j # n ganz gleich wie
in den Beweis von Lamma 4.9 zeigen. Die Abschitzung fiir 9, w folgt von der Gleichung Au = f,
und zwar von

n—1
O = [ = Y Oprw.
k=1
O

Theorem 4.19. Sei f € L>(B) N CY(Bf UX,) fir ein a € (0,1). Ist u € L>®(Bf) N C%(By)
eine Losung von Au = f in B und uw =0 auf 1. Dann u € C*>*(B UX,). Weiter gilt

HUHCZYa(Bfmuzl/Z) < C{HuHLoc(Bj) + HfHCa(BjUzl)}v

wobei C' > 0 nur von n und o abhdngt.
Beweis. Nun sollen wir auf der Randbedingung u = 0 auf ¥; achten. Das Newtonpotential w,
das in obigem Lemma untersucht wurd, erfiillt die Randbedingung i. A. nicht. Wir mussen das

Newtonpotential w modifizieren.
Sei w das Newtonpotential von f fiir By, d.h., w(z) = fB+ I'(z — y)f(y)dy. Nach Lemma 4.8
1

gilt
lwllga ) < CIFl gy
Nach Lemma 4.18 gilt w € C(B) N C*%(B] U%,), Aw = f in B} und
llloza s us, o) < Clfleamsios,):
Fiir x = (2/,x,) € R" setze 2™ = (2/, —2,,) und By = By N{x, < 0}. Fiir € By setze
fz) = f(z").
Es ist offentlich, dass fe L(By) NC*(By U 1) mit [|fll (s umy) = IFlloesrus,)- Sei @ das
Newtonpotential von f fiir By, d.h.,

@)= [ T iy

1
Wir wollen zeigen, dass
(1) die Funktion @ in C*(B; U %) ist,
(2) die Gleichung Aw(x) = f(z) in B erfiillt,
(3) die Abschitzung ||7IJ||CI(§1+) < C||f||Lw(Bl+) erfiillt,
(4)

4) die Abschétzung

@l cans o < Ol loassus,)
besitzt
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(3) folgt aus Lemma 4.8. Beachte dass das Integral von @ iiber B definiert ist und wir obigen
Abschitzungen (Theorem 4.19) leider nicht direkt benutzen kénnen. Also kénnen wir (1), (2) und
(4) nicht direkt beweisen.

Setze

(@) = { f(), falls z € E{,
f(z), fallsxz e Bj.

Es ist offentlich, dass f* € C*(By) mit Hf||ca(Bl < QHcha(Bl*uz:l)- Betrachte das Newtonpotential
w* von f* in B;
w@) = [ Tl =r ) dy
Nach Lemma 4.9, gilt w* € C*%(B;), Aw* = f* in By und
[ lmapsyn) < CUF ey < Clflougss:

Nun ist es leicht nachzupriifen, dass w = w* — w in Bj. Die gewiinschte Eigenschaften von w in
B werden durch die Eigenschaften von w und w* in Bf" bewiesen.
Nun betrachten wir

wimw-o = [ Te-piwd- [ Te-nrw

B

_ /B+ (D(x —y) ~ T(a — ")) f(y) dy.

Die Funktion wg hat die Eigenschaften (1)-(4) und zusétzlich wy = 0 auf X;.
Setze v = u — wq. Es ist klar, dass v harmonisch in B{", v =0 auf ¥; und

ol oo ) < Null Loy + lwoll ooy < Nullpoe sy + ClF Lo (sy)-

Da v = 0 auf X, benutzen wir das Schwarzsche Spiegelungsprinzip (Blatt 02, Aufgabe 2) und
finden eine Fortsetzung von v

V() = v(x), falls z € Ff,
v(x,—x,), fallsxe Bj.
v* ist harmonisch in By und hat die Abschétzung
[o*llc2a(B1/2) < Cllvll Lo () < Clllull poe(syy + 1L (5}
Es folgt
[l gne st oy < CUlllmqspy + 17 sy}
0
Theorem 4.20. Sie B eine Kugel in R™. Fiir jade f € C*(B) und 1 € C*>*(B) fir ein a € (0,1)
existiert genau eine Lésung u € C**(B)) von dem Randwertproblem
Au = f, in B,
u = ¢, auf 0B.

Beweis. Nach Satz 4.16 existiert eine Losung u € C(B) N C?%(B). Wir sollen u € C%°(B) zeigen.
OBdA kénnen wir annemhen, dass ¢ = 0. Sonst betrachten wir =u — .
Durch eine Translation und eine Drehung kénnen wir annehmen, dass B ist gegeben durch

|2'|? + (z, — R)* = R
Wir betrachten die Transformation

- X
FTES
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Unter der Transformation, ist B auf Q = {y, > 1/2} und 9B auf 9Q = {y,, = 1/2} abgebildet.
Setze

v(y) = |o" ().
Dann gilt v € C(Q2)NC?(Q) und v = 0 auf 99, da u € C(B)NC?(B) und u = 0 auf IB. AuBerdem
ist v in © harmonisch. (Blatt 03, Aufgabe 1) Denn gilt

Ayo(y) = |y ™" Agu(z).
Nach Satz 4.19 gilt v € C?*(Q). Weil jeder Punkt als Ursprung angenomhen werden kann, folgt
u € C?%(B).
O

Bemerkung 4.21. Der Satz gilt fiir alle O Gebiete.
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5. MAXIMUMPRINZIP

Das Maximumprinzip spielt eine wichtige Rolle in der elliptischen partiellen Differentialgleichun-
gen.

5.1. Schaches Maximumprinzip. In diesem Kapital, sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet, un-
tersuchen wir ein Operator under folgender Bedingungen:

Begingungen 5.1. Sei a;;, b; und c beschrinkte, stetige Funktion in Q) mit a;; = aj;. Wir unter-
suchen folgenden Operatoren

(5.1) Lu= Z a;;0i5u + Zbl@iu +cu in 9,

i,j=1 i=1
fiir w e C?(9).
Definition 5.2 (Elliptizitéit). Der operator heifit strikt elliptisch in €, falls gilt

(5.2) zn: aij&i&; > NP fiir alle z € Q und € € R",
i,j=1
fiir eine Konstante )f > 0. Die Konstante A heif3t die elliptizitatskonstante.
Der operator heif3t gleichmdj$ig elliptisch in €2, falls gilt
(5.3) MNE? < i aij&i&; < AEJ? fiir alle z € Q und ¢ € R,
ij=1
fiir Konstante A > 0 und /j\ > 0.

Definition 5.3 (Sublosung). Fiir eine stetige Funkiton f in 2 heifit eine C?-Funktion u Subldsung
oder Unterlosung von —Lu = f, falls

—Lu<f inQ.
Fiir eine stetige Funkiton f in Q heiBt eine C2-Funktion u Superlésung oder Oberlosung von

—Lu = f, falls
—Lu>f inQ.

Wir setzen u™ := max{u,0} die nicht-negative Teile von w.

Theorem 5.4 (Schwaches Maximumprinzip). Sei Q@ C R™ ein beschrinktes Gebiet in R™ und L
ein strikt elliptischer Operator mit Bedingungen 5.1. Seiu € C?(Q)NC(Q) eine Unterlosung, d.h.,
—Lu <0 in Q mit

(5.4) c<0 inS.

Dann nimmt wu ihres nicht-negatives Mazximum am Rand, d.h,

maxu < maxu’.

Q o0
Beweis. Schritt 1. Wir untersuchen erste den folgenden Fall:
—Lu < 0in Q.

Angenommen, dass u in xg € €2 ihres nicht-positives maximum annimmt. Dann rehalten wir, dass
u(wg) > 0, Dyu(zo) = 0 und die Hesse-Matrix V?u(z) negativ semi-definite ist. Da A := (a;;(x0))
nach der Voraussetzung positiv definite ist, gilt tr(AVu(zo)) < 0, d.h.,

n

> aij(x0)Viju(zo) < 0.

ij=1
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Es lierfert

7L’LL(SC0) = 7{ Z aijaiju + bzaz’u(l'o) + c(zo)u(:co)} Z 0.
ij=1
Ein Widerspruch!
Schritt 2. Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Fiir € > 0 betrachte

w(z) = u+ et

wobei p is eine positive Konstante, die wir spédt wahlen werden. Eine direkte Berechnung ergibt
sich

—Lw = —{Lu + get®1 (an,u2 + b+ c)} < —zse‘”“(au,u2 + b1y + c).
da by unf ¢ beschénkt sind und a1; < A > 0, konnen wir p > 0 so wihlen, dass
a11u2+b1u—|—c>0 in

gilt. Nach Schnitte 1 gilt

max w < max w'.
Q f19)

Daraus folgt
supu < supw < maxw’ < maxu’ + £ max et
Q Q o0 o o0

Der Grenziibergang ¢ — 0 lierfert

supu < maxut.
0 o0

Bemerkung 5.5. Falls ¢ = 0 in den obigen Satz, dann gilt

maxu < maxu.
Q fle)

Korollar 5.6. Seic < 0. Seien u € C2(Q) N C(Q) mit —Lu < 0 in Q und u < 0 auf Q. Dann
gilt u <0 in Q.

Korollar 5.7 (Vergleichsprinzip). Sei ¢ < 0. Seien u,v € C%(Q) N C(Q) mit —Lu < —Lv in Q
und u < v auf Q. Dann gilt u < v in Q.

Beweis. Die Differenz w = u — v erfiillt —Lw < 0 in Q und w < 0 auf 92. Nach Korollar 5.6 gilt
w < 0in Q. O

Das Vergleichsprinzip rechtfertigt die Name der Sublésung.

Bemerkung 5.8. Under der Bedingung

—Lu
u
Korollar 5.9 (Eindeutigkeit). Sei ¢ <0 in Q. Fir f € C(Q) und ¢ € C(0) existiert hochstens

eine Losung u € C*(Q) N C(Q) von

—Lu = f, inQ,
U @ auf 0.

c<0in Q
gilt
—Lv in
v auf 002

IA A

}zugvinQ.
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Bemerkung 5.10. 1. Die Eindeutigkeit, und auch das Maximumprinzip, gilts i. A. nicht fiir
unbeschrénkten Gebiete.

Betrachte
—Au = 0, inQ,
u = 0 auf 0.
in Q = R™\B;. Eine nichttriviale Losung ist gegeben durch
log ||, falls n = 2,
U(ZL') = 2—n
|z[=7™ =1, fallsn > 3.

2. Die Eindeutigkeit, und auch das Maximumprinzip, gilts i. A. auch nicht fiir ¢ > 0.
Betrachte Q = (0,7) x -+ x (0,7) C R™ und

n
= I I sin x;.
i=1

Dann ist u eine nichttriviale Losung von

—(Au+nu) = 0, inQ,
u = 0 aufoQ

mit ¢ = n > 0. Eigentlich ist n die Eigenwert von —A mit der Dirichletrandbedingung.
5.2. Starkes Maximumprinzip.

Theorem 5.11 (Hopf-Lemma). Sei @ = B eine Kugel in R" mit zg € 0B. Sei c(x) < 0 in
B. Seiu € C*(B) N CY(B) eine Unterlésung von —Lu = 0, d.h., —Lu < 0 in B. Weiter gelten
u(z) < u(xo) fir alle x € B unf u(xg) > 0. Dann gilt

ou

5(500) > 0,

wobei v die duflere Normale von B an xq ist.
Beweis. OBdA annemhen wir an, dass B = Bp fiir ein R > 0. Aus der Stetigkeit von u in B gilt
u(r) < u(wg) fiir alle z € By.
Fiir positive Konstante 1 und € setzen wir
v(x) = u(x) — u(zg) + ew(x)
mit
w(zx) = emhlel® _ gmnR?

Wir betrachten w und v in €) := BR\ER /2 Eine direkte Berechnung liefert

Lw = e Hal {4;122%],@1,@] QMZa“ 2@21) xl—i—c} ce”
e Hlzl® {4u22auxzxj QMZa“ 2@21) xl—i—c}

da ¢ < 0in Q. Aus der Elliptizitét haben wir

Y

R2
> aij(@)ziz; > Naf* > A >0 Q.

Es liefert )
Lw > e #=l {U?AR? — 2 Z(a“ +bx;)+ct >0 inQ,

wenn wir g hinreichend gro§ wéhlen. Da ¢(z) < 0 in  und u(xg) > 0, gilt
—Lv=—Lu+¢elw+ cu(zg) <0 inQ
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fir alle e > 0. Der Rand von €, 99, hat zwei Komponente. Auf 0Bpg/, gilt nach Voraussetzung
u — u(xp) < 0. Bei der Stetigkeit haben wir

u—u(zo) < —e auf OBgs

fiir eine kleine € > 0. Da w < 1 auf dBg/2, haben wir v < 0 auf dBg/, fiir diese kleine . Auf 9Bgr
ist es leicht zu sehen, dass v < 0 gilt, denn w = 0 auf 0Bg. Das schwache Maximumprinzip liefert
v < 0in Q. Da v(zg) = 0, ist 2o einer maximale Punkt von v. Es folgt

bzw.

O

Definition 5.12 (Kugelbedingungen). Fiir Q, eine innere Kugelbedingung in zo € 0 bedeutet es
eine Kugel B C ) derart existert, so dass zp € 0B.
Fiir Q, eine dufere Kugelbedingung in x, € 052 bedeutet es eine Kugel B derart existert, so dass

QNB=0, QNB={x}
gilt.
Bemerkung 5.13. Theorem 5.11 gilt fiir jedes beschiinktes C''-Gebiet, das die innere Kugelbe-
dingung in zy € 9N erfiillt.

Theorem 5.14 (Starkes Maximumprinzip). Sei ¢ < 0 und L strikt elliptisch. Sei u € C*(Q) N
CL(Q) eine Unterlosung von —Lu = 0, d.h., —Lu < 0 in Q. Dann u nimmt ihr nicht negatives
Mazimum nur am Rand 0X), ansonst ist u konstant.

Beweis. Sei M das Maximum von v in © und setze
D :={zecQ|u(x)=M}.

Wir zeigen, dass D = () oder D = Q. Angenommen, dass D # (). Aus der Stetigkeit von w ist
D relativ abgeschlossen in €. Dann ist Q\D offen, und existert eine offene Kugel B C Q\D mit
OB N D # (. Denn wir wihlen einen Punkt z* € Q\D mit dist (z*, D) < dist (z*,Q) und dann
nehmen B die Kugel mit dem Radius dist (z*, D) und dem Zentrum im z*. Sei zg € 9B N D # 0.
Offensichtig gilt

—Lu < 0in B, und u(z) < u(xp) in B mit u(xg) = M > 0.
Nach Satz 5.11 gilt
—(SC()) > 0.

ov
Ein Widerspruch zu Vu(zg) = 0. O

Nun kénnen wir Korollar 5.6 verbessern.

Korollar 5.15. Seic < 0. Seien u € C2(Q) N C(Q) mit —Lu < 0 in Q und u < 0 auf Q. Dann
gilt entweder u < 0 in Q oder u ist eine nicht-positive Konstante in Q.

5.3. apriori Abschitzungen.
Theorem 5.16. Seic <0 in Q. Seiu € C2(Q)NC(Q) eine Lisung von

—Lu = f, inQ,
u = ¢  auf 0.

fiir f € C(Q) und ¢ € C(0Q). Dann gilt

max |u| < max || + Cmax |f],
Q o0 Q

wobei C' eine positive Konstante ist, die nur von n, A, diam (Q2) und supg, |b;|.
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Beweis. Setze F' = supg |f| und ® = maxaq |¢|. Dann gilt
—L(tu) = £f<F, inQ
{ +u = +p <P, auf I

OBdA koénnen wir annehmen, dass  C {0 < 21 < d} fiir ein d > 0. Betrachte

v ==+ (et — ",
fiir ein grofe p > 0. offentlich gilt v > ® in . Eine direkte berechnung liefert

—Lv= (an/f + bp)Fe!™t — cd — c(e“d — M F > (an/f + byp)Fet™t,

da ¢ < 0. Wir wihlen p grofl so dass

a11u2 +bip>1  in Q.
Wir haben

v ®, auf 00.

—Lv > F, in{)
L
Nach dem Vergleichsprinzip, Satz 5.7, gilt
+u <wv in Q.

Daher gilt
lu(z)] <v(z) <P+ eMF Vo e Q.
O

Lemma 5.17 (Barriere). Sei Q ein beschrinktes gebiet mit der duferen Kugelbedingung an xo €
9Q. Seic <0 in Q. Dann eristiert eine Funktion w,, € C(Q) N C?(Q), die

—Lw,, > 1 i,

Wa,(z0) = 0,

Wy () > 0, Voe N{zo},
erfillt, obei wy, nur von n, A, A, supg, |b;| und Q abhingt.
Beweis. Einfachhalber nehmen wir an, dass

QNBr=10, QNBgr={x0}
gilt. Setze

w(z) =7(R™7 —[z[77),

wobei 7 > 0 und o > 0 spét gewéhlt werden. Offensichtig ist w > 0 auf 99 und w(zg) = 0. Eine
direkte Berechung liefert

—Lw = 7olz|777*{ (0 +2) Zaijxizj —|z? Z(a“ +bix;) p —Te(R™7 — |2|77)

2%

Y

Tolz| 7772 {)\(U +2) — |z[? Z(aii + bixi)} ’

da >, aiwizy > A|z|? und ¢ < 0. Wir bemerken, dass R < |z| < R + diam (Q2), Vo € Q gilt. Wir
wéhlen o so grof}, dass
(0+2) = |2[*> (i + biz;) > 1
gilt. Und dann wihlen wir 7 so gro8, dass Z
—Lw>1
gilt. 0



