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Diese Funktion heifit die Barriere oder Barriere-Funktion fiir L den Operator in xg € €.

Theorem 5.18. Sei Q) € R" ein beschrinktes Gebiet mit der dufleren Kugelbegingung an xo € 0S)
und L einer gleichmdfig elliptische Operator mit der Bedingung 5.1. Ist u € C%(Q) N C(Q) eine
Lésung von
—Lu = f, inQQ,
u = ¢ aufdf,

fiir f € C(Q) und ¢ € C(09Q). Dann, gilt
|u(x) —u(zo)| < w(|lx —xo|)  fir all z € 9,

wobei w eine monoton fallende Funktion in (0,00) mit lim,_,ow(r) = 0, die nur von A\, A, supg |ul,
Suppq ¢, supg | f| und dem Stetigkeitsmodul von ¢ auf 0Q anhdingt.

LO = Z aijaij — Z bzaz
i,j i
Also —Lou = f + cu. Sei w = w,, die Barriere fiir den Operator Lo, d.h.,
—Low > 1 in Q,
w(zg) = 0,
w(r) > 0, VoeQ\{z},

Beweis. Setze

Wir setzen

F=sup|f—cul, ®=suplgl.

Q 29
Sei € > 0 bliebig. Aus dem Stetigkeit von ¢ in z( existiert § > 0 derart, dass
lp(z) = @(xo)| <, Ya € 99N Bs(xo)

gilt. Wir wéhlen K hinreichend gro8, so dass K > F' und

Kw >2d auf 90\ Bs(zo).
Dann erhalten wir

—Lo(Kw)>K>F inQ
und
lp(x) — p(z0)| < € + Kuw, Va € 09.

Dies impliziert
—Lo(e+ Kw) inQ

—Lo({u —p(z0)}
0) e+ Kw auf 0.

+{u— ¢(x
Nach dem Maximumprinzip erhalten wir

) <
}o<
lu—@(@o)| <e+Kw  inQ.

Da w(z) — 0 als  — x¢, kénnen wir ein §’ < § derart finden, so dass
lu— (o) <2 in QN Bs(xo)
gilt.
]

Definition 5.19. Essei f : 1 — R stetig. Der Stetigkeitsmodul wy von f auf Q ist definiert durch
wy:(0,00) = R, wyr(0) :=sup{|f(z) - f(y)|: 2,y € Qlz—y|<d}
Es gilt
(1) wy ist monoton wachsend.

(2) wy ist subadditiv, d.h. fiir alle 6,d" € (0,00) gilt wy(0 + ") <ws(d) +wr(d).
(3) f ist auf Q genau dann gleichmé#Big stetig, falls lims_,0,550w(d) = 0.
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Nun verallgemeinen wir Lemma 4.3. Fiir jede Kugel B in R", definieren wir
d, = dist (z,0B).

Lemma 5.20. Se: Q = B C R™ und L einer gleichmdjig elliptische Operator mit der Bedingung
5.1 und ¢ <0 in B. Sei f € C(B) mit

sup d2 7| f(z)| < oo,

reB
fiir ein B € (0,1). Seiu € C(B) N C*(B) eine Lisung von

—Lu = f, mnQ

u = 0, aufdf.
Dann gilt
supd,, ’lu(z)| < Csupd; P|f(x)|,  Va € B,
B B

wobei C > 0 nur von n, B, A, A und supq |b;| abhingt.

Beweis. Wir nemhen an, dass B = Br. Wir betrachten
wi(z) = (R? — [z[*)"

und erhalten

~Lwy = SR~ |2)772 4(1 = B) D aijwswy + 2R — [2]*) Y _(asi + bix:)
4]

K2

—c(R? — |z]*)”

> B(R® —|af?)"? {4(1 = B Nal® +2(R? — J2*) Y (nA — \/EMR)} -

Hierbei ist M = supq, |b;|. Es ist klar, dass die Ausdruck in der Klammer fiir Ry < |z| < R fiir ein
Ry € [0, R) positiv ist. Daher erhalten wir
c1(R — |z|)P2 fir Ry < |z| <R
—Lw; >
—co(R — |z])#=%  fiir |2| < Ry,

wobei ¢1, co positive Konstante sind, die nur von n,\, M = supg, |b;/, R und S abhiingt. Nun
betrachte

Wir haben
—Lwy = T2a11€™ 4+ 7™ — c(eTR — ™)
e ()\72 + 7b1)

)\e‘l’xl

IV 1V

)

fiir gro8 7 > 0. Es folgt

s> 0 fir Ry < |z| <R
2= es(R—2))P=2 fiwr [2] < Ro,
mit c3 = Ae 7 TE(R — Ry)?>7P. Setze 1 = 1/c1, 72 = (1 + c2/c1)/c3 und w = yywy + yows. Wir
erhalten
(R—1z))’2 inB
0 auf 0B

vV 1V
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Setze

N = sup d>7|f(z)| < oc.
rz€eB

Dann haben wir
—L(d+u) = +f < Nd?=2 = N(R — |z|)" 2.

Insgesamt erhalten wir

—L(zu) < —-L(Nw), inB
+u < Nuw, auf 0B.

Das Maximumprinzip liefert
|u(z)| < Nw(z), Va € Bg.
Fiir ein 2 € B, OBdA nehmen wir an, dass = (x1,0,---,0), also 21 = |z|. Wir haben
lu(@)] < N{m(R® = [2[*)7 +y2(e™ — 7))}
< CN(R - |z|)? = CNd~.
O
Theorem 5.21. Sei 2 € R"™ ein beschrinkies Gebiet mit der dufferen Kugelbegingung in xg € OS2
und L einer gleichmdpig elliptische Operator mit der Bedingung 5.1. Ist u € C%(2) N C(Q) eine
Lésung von
—Lu = f, inQ,
u = ¢ aufdf,

fiir f € C(Q) und ¢ € C?(Q). Dann, gilt
[u(@) = ul(zo)| < Clsupful + [l¢llc2e) +sup )l = ol

wobei C' > 0 nur von A\, A und Q anhdingt.
Falls die normalen Ableitung von u existiert, gilt die Abschdtzung

ou
’8_(%)‘ < C(sup |ul + [l¢llc2 (o) + sup | f])-
v Q Q

Beweis. Wie in den Beweis von Satz 5.18 setze
Lo = Z aijaij — Z bzc’)l
i.j i

Dann gilt —Lou = f + cu. Mit v := u — ¢ haben wir
—Lov = fH4cu+ Lop in €,
v = 0 auf 0.
Nun setzen wir F = supg, |f + cu + Log| und erhalten
—Lo(£v) < F  inQ,
+v = 0 auf 0.
Sei w = wy, die in Lemma 5.17 konstruierte Funktion fiir den Lo, d.h.,
—Low > 1 in Q,
w > 0 auf 9\{zo}

w(xg) = 0.
Es folgt
—Lo(+v) < —L(Fw) inQ,
+v < Fw auf 00\ {xo}.

Das Maximumprinzip impliziert
|v] < Fw in Q.
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Es folgt

[v(z) + @(z) — @(z0)]
[v(@)| + [p(z) — @(xo)|
Fw(z) + [o(z) — ¢(xo)]

|u(z) — u(zo)|

ININA I
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6. ABSCHATZUNG VON SCHAUDER

Im diesen Kapital diskutieren wir die Schauder-Theorie fiir den gleichmﬁig ellptischen partiellen
Differentialgleichungen.

6.1. Innere Abschitzung von Schauder. In diesem Abschnitt betracten wir innere Abschéitzung
von Schauder, unter

Begingungen 6.1. Sei ) € R" beschrénkt und seien a;;, b; und ¢ beschrénkte, stetige Funktionen
in Q mit a;; = aj;. Wir untersuchen folgenden Operatoren

(6.1) Lu = Z ai;0iju + Z b;0;u +cu  in €,
ij=1 i=1
fiir u € C?(£2). Der Operator ist strikt elliptisch in €, d.h.,
(6.2) > &g = AP fiir alle z € Q und £ € R®
i,j=1
gilt fiir Konstante A > 0.

Definition 6.2. Sei By eine Kugel in R™, k nichtnegative Ganzzahl und « € (0, 1). Wir definieren

k
|’u,|*ck,a(BR) = Z RZ|DZU|Lao (BR) + RkJra[Dku]Ca(BR).
1=0

Wir kénnen Theorem 4.14 in folgender genauerer Form schreiben

Lemma 6.3 (Schauder-Abschiitzung fiir den konstanten Koeffizienten). Sei f € C*(Bg) fiir ein
a €(0,1), sein (a;j) eine konstane n x n Matriz mit
AEP <> ai&ig; < Al fir alle € € R™,
ij=1
fiir Konstante A > 0 und A > 0. u € C*(Bg) erfiillt

Z aij&j = f m BR.
.3

Dann gilt u € (Bg). Wieter gilt
* 2 *
|u|cz,a(BR/2) < C{lulp~(sr) + R |f|ca(BR)}v
wobei C' eine nut von n,a, A und A abhdingte positive Konstante ist.

Beweis. Falls a;; = 6;5, haben wir die gewiinschten Abschétzung schon in Satz 4.13 bewiesen. Wir
wollen zeigen, dass der allgemeine Fall auf den speizellen Fall reduziert kann.

Setze A = (a;j. A ist eine symmetrische, positiv infinite Matrix. Also ist A diagonalisierbar, d.h.,
existiert eine orthogonale Matrix U mitAnfangswerten Ut AU = diag (A1, -+, Ap) mit A < \; < A
fiir i = 1,2,---,n. Setze Q = UD mit D = diag(A\{ /%, , An/?). Dann gilt Q*AQ = I, die
identische Matrix. Nun betrachten wir die Transformation y = Qz und setzen @(y) = u(z), f(y) =
f(z) fir y € Q(Bg). Dann ist die Gleichung }, ; a;;0;;u(z) = f(x) in Bg in die Gleichung
A(y) = f(y) in Q(Bg) transformiert. (s. Blatt 01, Aufgabe 2)

Nun betrachten wir das Gebiet Q(Bg). Da die orthogonale Matrix U die Lénge behélt, erhalten
wir

ATz < Q) < ATV2al.
Fiir Q(Bry2) C Q(Br) existiert eine Konstante 7 € (0, 1) und eine positive Ganzzahl N, die allein
von n, A und A bestimmt werden, so dass

Q(Bry2) C Ui Brry2(yi) C Ui Brr(yi) C Q(Br),
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fiir y1,--- ,yn € Q(Br). In B;yr(y;) konnen wir den speizellen Fall anwenden und erhalten

|a|22’“(BTR/z(yi)) = C{lale(BTR(yi)) + R2|f|ga(BTR(yi))}, Vi=1,---,N.

Mit Hilfe der Transformation () erhaten wir

N
|U|EZ‘Q(BR/2) = Z |ﬁ|g2’a(373/2(yi))
i=1
und
N ~
Y NG nwoy < 1 16a ()
i=1
Die gewiinschte Abschéitzung folgt leicht. O

Lemma 6.4 (Interpolation). Seien a,pu € (0,1) und Bg eine Kugel in R™. Dann gilt:
(1) fiir alle w € C»“(BR)

1R u] oy < C{uRIVU] Lo () + UL (Br) }>
(2) fiir alle w € CY*(BR)
PRIVl Loy < C{u' T R [Nulca () + |ulL (s |
(3) fiir alle uw € C*(BR)
PR|VU| Lo 8y < C{p R?|V2u|poe (B) + U] 1o (Br) }+
wobei C' eine nur von n und o abhdngte Konstante.

Beweis. Wir beweisen dem Lemma fiir R = 1. Der allgemeine Fall folgt aus einer Skalierungsargu-
ment.
(1) Fir alle o,y € By impliziert der Mittelwertsatz

u(z) —u(y) —a
U =) < Dyl — ol
|z =yl
Falls | — y| < p, dann gilt

u\r) —u —a
@) w1,

|z =yl
Falls | — y| > p, dann gilt
u(z) —uly Ca
) <0
[z =y

Es folgt
[w)ca(n,) < w0Vl oo (py) + 207 ul L= (5,)-
(2) Fiir jede x € By existiert einer Einheitsvektor e, so dass x+ un € B; fiir allen Einheitsvektor

n € R™ mit Winkel Z(n,e) < n/4. and alle p € (0,1). Nun fixiere solche n und p. Nach dem
Mittelwertsatz existiert  zwischen x und = + un, so dass gilt

_ 1 2
|Onu(T)| = ;IU(SC) —u(z + pn)| < ;IUIwan-
Es folgt
_ _ 2 a
0yu(z)| < 10,u(E)] +10,u(z) ~ Dyu(@)] < ~luliom )+ |o = 317 [Velon o,

Da |z — Z| < p, erhalten wir

2 «
|Opu(z)| < ;|U|L°°(Bl> + u*[Vuloa(s,)-
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Dies gilt fiir alle Einheitsvektor n mit Winkel Z(n,e) < /4. Wir heben
Vu(@)] < Ol + 1 [Vl -
(3) Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis fiir (2). (Ubung) O

Korollar 6.5. Seien o, € (0,1) und Br eine Kugel in R™. Dann gilt: fiir alle uw € C*%(BR)
2 1
Z(HR)1|WU|L°°(BR) + Z(MRVM[VZU]CQ(BR) < {(uR)*** [V?ulga(r) + Ul (Br), }

i=1 =0

wobei C' eine nur von n und o abhdngte Konstante.
Bewets. Wir berachten nur R = 1 und zwar nur
12V L (,) < C{p? [Vl ca () + [l (sy) }-
Zuerste wenden wir (2) in Lemma 6.4 auf die erste Ableitungen von u an, und erhalten wir
IV2ul oo (By) < C{p®[Vulga(s,) + %|“|L°°(Bl)}-
Lemma 6.4 (3) liefert
Vulpe s,y < {7IV2ulpes,) + %|“|L°°<Bl>}a

wobei wir p durct 7 € (0, 1) ersetzen. Es folgt
T 1
|V2U|Loc(31) S C{/La[vu]ca(Bl) + ;|V2u|Lm(Bl) + E|U|LOC(B1)}
Beim Wiéhlen 7 = p/2C erhalten wir

o 1
V2ulp(B,) < C{u®[Vulca(s,) + E|U|L°°(Bl)}-
O

Nun sind wir bereit, die innere Schauder-Abschiitzung fiir die Losungen von der gleichméfig
elliptischen Gleichungen mit einem Trick zu beweisen. Der Trick heifit Finfrieren der Koeffizienten.

Lemma 6.6. Sei QQ = B eine Kugel in R" und L wie in Voraussetzung 6.1. Seien a;;, b; und c
C*®-Funktionen in Bg fir ein « € (0,1) und erfiille
|35 Ca () + Blbil G (B + R2|C|E‘“(BR) <A,
fiir eien positive Konstante A. Ist u € C*%(BR) eine Ldsung von
—Lu = f m BR.
Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, die nur von n, o, X und A abhdngt, mit der folgenden
FEigenschaft: falls

sup |aij(w) —aii(y)| <e
z,yeBRr

gelte, dann gilt
|u|22,a(BR/2) < C{|U|Loo(BR) + R2|f|*C‘1(BR)}7
wobei C' eine nur von n, a, A und A abhingte Konstante.
Beweis. OBdA nahem wir an dass u € CQ’O‘(ER). Ansonst betrachten wir B, fiir bliebige s < R

und zeigen die gewiinschte Abschéitzung fiir Bs und streben s — R.
Wir zeigen nun

R [NV?ulga(Bg,.) < C{lulpe(sy) + B2 flL~(Br) + BT [flowBm }-
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Wir betrachten bliebige Kugel B, C Bp fiir 7 € (0, R). Da u eine Losung von Lu = f ist, gilt
Lou = ZGU )0iju = f,

wobei f ist gegeben durch
f fffcquZ?u (ai;(0) — a;)0i;u.

Wir wenden Lemma 6.3 auf Lou = f in B, an und erhalten
r* ¥ ulcra(p, ) < Cllulp=@n) + 21 flee,) + 7 [flos,) }-
Fiir den Norme von f haben wir
P ey < Pl +rPlelne ) [l s,) + 72 1bil L (8 V| L (8,)
+r?ai *aij( o8, V2] Lo (8,
und

P fleas) < T [floes,)
2+a[0]ca(3 ulzee s,y + 127l (m,y [Ul oo m,)
b ow (B, Vul e s,y + 2T bil Lo (,) [Vuloa(s,)
+T2+a[%‘ — a;5(0)]ca () VUl oo,y + 77T ai; — aij(0)| oo, [Vl co(s,)-
Hier haben wir einfachhalber die Zeichen der Summationen weggelassen. Nach der Voraussetzung
an der Koeffizienten gilt

|aij| Lo (B,) + Ta[aij]ca(BT)
+7|bi| oo,y + 7 T bil oo (B,
+r ICILw<BT> + 72 e, <A
Insgesamt gilt
1 NVulgap, ) < C(P%floes,) + 7" [flow(s,)

Hulpow(s,) + % [Wlows,) + 1IVulL=s,) + [ Vulcas,)
+r2|V2u|Loo(BT)}

+laij; — aij(0)| () T [V Ulca(s,))-

Die Terme in Klammer {-- -} kénnen wir durch den Term niedrigster Ordnung |u|pe(p, ) und den
Term héchster Ordnung [VQU]Ca( B, abschitzen, und zwar

[u| oo (B,) + 1 [u]con,) + rIVUu|L=(B,) + THO‘[VU]CQ(B +r |V u| Lo (B,)
S ET2+Q[V2 ]C“(BT) + CE|U|LOO(B
wobei € > 0 die Konstante, die wir finden wollen. Dies folgt direkt aus Korollar 6.5. Es ergibt sich
e Vulgas, ) < C{r?flres,) + 7 *[floa(s,)
+€r2+°‘[v2u]0a(30 + CE|U|L°°(BT)}'
Eigentlich gilt dies fiir jede Kugel B, (z¢) C Bg, d. h.,
TQJWWU]CQ(BW(%)) < C{7"2|f|L<>o(BR + 7’2+a[f]CQ(BR)
+ET2+Q[V2’U]CQ(BT(:EO)) + CE|U|L00(BT(:EO))}.

Da & > 0 klein ist, hoffen wir, dass die Term r?**[V2u]ca(p, (4,)) in rechten Seite von der lin-
ken Term r***[V?u|ga(p, ,(zy)) absorbieren werden kann. Leider sind die beide Terme nicht in
derselben Kugel.



