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Definition 6.17 (Unterlosung, Oberlésung). 2 C R™ sei ein Gebiet und L ein elliptischer Operator
wie in Bedingung 6.1. Seien a;j, b; und c stetig mit ¢ < 0 in . Sei f stetig in 2. Eine Funktion
u € C(Q) heiit Unterlosung, bzw. Oberlosung, in Q) falls gilt: Fiir alle Kugel B C © und alle Lésung
w von —Lw = f in B gilt:

v <wauf 0B = v <w in B,

bzw.
v>w auf 0B = v > w in B.

Wir betonen, dass in der Definition nur die Stetigkeit von v verlangt wird. Fiir solche Unterlosung
gilt auch das Maximumprinzip.

Lemma 6.18 (Maximumprinzip). Sei Q ein Gebiet in R™ und L einer Operator gegeben wie in
Bedingung 6.1. Seien a;;, b; und ¢ C*-Funktionen in Q fir ein o € (0,1), ¢ < 0 in Q. Seien
v,u € C(Q) und f € C*(Q). Ist u eine Unterlosung in Q und v eine Unterlésung in 2 mit u < v
auf 02, dann gilt u < v in .

Beweis. Setze M = maxg(u —v) und
D :={zeQ|u(z) —v(x)=M} C Q.

Wir brauchen nur den Fall M > 0 zu untersuchen. Nach der Stetigkeit von v und v ist D relativ ab-
geschlossen. Wir wollen nun zeigen, dass D offen ist. Fiir jedes 29 € D nemhen wir r < dist(z, 09).
Seien 4,7 € C(b) N C*%(B) die Losungen von

—Lu = f, in By(z0)
u = u auf 9B, (zg),
und
—Lv = f, in B,(xo)
vo= v auf 0B, (z0).

Die Existenz von # und v folgt aus Thereom 6.15. Nach Definition 6.17 gilt

u<a, U<wvin B.(x9).
Es folgt

U—0>u—wvin By(xg).
Aus Definition von @ und v erhalten wir

—La—7v) = 0, in By(zo)
U—0 = u—v auf 9B, (z9).
Da u—v < M auf 9B, (x¢), gilt naxh Maximumprinzip @ — © < M in B,(x¢). Insbesondere, gilt
M > (5 - 9)(z0) > (u— v)(z0) = M.

Also (u — v)(xp) = M und @ — ¥ nimmt ihres Maximum in einem inneren Punkt z(. Das starke
Maximumprinzip impliziert @ — o = 0 in B,.(2¢). Also u —v = M auf 9B, (), und zwar das gilt
fiir alle 7 < dist(xg, 90Q). Es folgt, dass u —v = M in B,(z¢) und D offen ist. Also entweder D = ),
oder D = . In anderen Worten, nimmt v — v kein nichtnegatives Maximum in €2, oder u — v

konstant in €2 ist.
O

Bemerkung 6.19. Der Beweis liefert auch das starke Maximumprinzip: Entweder v < v in €2
oder v — v in ) konstant ist.

Nun zeigen wir: wie kann man durch eine “Liftung” eine neue Unterlosung konstruieren.
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Lemma 6.20 (Liftung). Sei Q ein Gebiet in R™ und L einer Operator gegeben wie in Bedingung
6.1. Seien a;j, b; und ¢ C*-Funktionen in Q0 fir ein a € (0,1), ¢ < 0 in Q. Seien f € C*(Q),
v € C(00N) eine Unterlisung in Q und B eine Kugel in Q mit B C Q. Ist w € C(B) definiert durch

w=v in Q\B
und

—Lw = f in B.
Dann ist w auch eine Unterldsung in Q und v < w in Q.

Die Funktion w heif3t die Liftung von v bzgl. dem Operator L.

Beweis. Theorem 6.15 impliziert die Existenz von w und C(B) N C%(B). Nach Definition 6.17
gilt v < w in B.

Sei B’ eine bliebige Kugel in © und betrachte h € C(EI) N C%%(B') mit —Lh = f in B’ und
w < h auf OB’. Wir sollen w < h in B’ zeigen. Wir zeigen dies in zwei disjunkten Teilmengen
B\B und B'N B.

Da v < w auf 9B’, gilt v < h dB’. Da v eine Unterlésung und h eine Lésung auf B’ und v < h
0B’ folgt v < h in B’. Es folgt: w = v < h in B’\B.

Wir haben —Lw = —Lv in B'N B und w < h auf (B’ N B). Das Maximumprinzip liefert w < h
in B'N B. Also w < h in B’ und w ist eine Unterlosung. O

Lemma 6.21. Sei Q) ein Gebiet in R™ und L einer Operator gegeben wie in Bedingung 6.1. Seien
aij, b; und ¢ C*-Funktionen in Q fir ein o € (0,1), ¢ < 0 in Q. Seien f € L>®(Q) N C*(Q) und
p € C(00N). Wir definieren

uy(z) = sup{v(z) |v € C(Q) ist eine Unterlosung in Q und v < ¢ auf ON}.
Dann gilt u € C*%(Q) und —Lu = f in Q.
Beweis. Wir setzen

§=38,={v|veCQ) ist eine Unterlosung in Q und v < ¢ auf 9Q}.
uy(z) = sup{v(z) |v € S,}.

Schritt 1. u, ist wohl-definiert. OBdA nehmen wir an, dass Q@ C {0 < x; < d} fiir ein d > 0,
und setzen

F =sup|f], @ =suply|.
Q o0

Definiere
vy = +{® 4 (71 — 1) F}.
Wir behauten dass gelten

—Lvy > f, in B,(x0)
vy > auf OB, ()
und
—Lv_ < f, in By (z0)
v < auf OB, (o)

fiir hinreichend grof3 7. Eine direkte Berechnung liefert
—lvy = (a1172 + b1y)Fe’™ — cv,.
Wir wéhlen v hinreichend grof}, so dass

a1y + b1y > 1.
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Da e’ > 1, ¢ <0unfoy >0in Q, haben wir —Lvy > F < f in Q. Die Randbedingung vy >
ist offenbar. Analog gilt die Behauptung fiir v_. Nach der Definition der S, gilt v_ € S, d.h., § #
Beim Maximumprinzip, Lemma 6.18, gilt
v<wvy inQ, VwvesS.
Daher folgt, dass u, wohldefiniert ist und
Uy < in €.

Schritt 2. Sind vy, vy -+ v in S, ist
v = max{vy, va, -+ , U}

auch. (Ubung)

Schritt 3. Fiir alle B, (zo) C Q, wir zeigen, dass u, € C*%(B,(x¢)) und —Lu, = f in B, (z0).
Zuerst, nach Definition von u,, existiert eine Folge {v;} C S mit

lim v;(z0) = uep(zo).

71— 00
Wir betonen, dass die folge von xy abhingt. Wir kénnen v; durch v; € S mit 9; > v; ersetzen,
denn gilt

’L)Z'(SC()) S ’LN)Z(SC()) S uw(zo).

Beim Ersetzen, wann nétig, v; durch max{v_,v;} € S, konnen wir annehmen, dass gilt

v <y <up in
Fiir die feste Kugel B, (zg) und jede v;, sei w; die Liftung von v; in B, (zg). Nach Lemma 6.20 gilt
w; € S mit v; < w; in . Daher gilt

lim w; () =
Jim wi(0) = up (o),

und
v- < w; < up(zo).
Insbesondere ist {w;} beschriinkt und erfiillt —Lw; = f. Nach deim Kompaktheitsatz, Korollar

6.9,, existiert eine Teilefolge, wir bezeichnen sie dennoch mit {w;}, die gegen w in jeder kompakten
Teilmenge von B, (x() konvergiert, wobei —Lw = f in Q gilt. Es ist leich zu nachpriifen, dass

w<u, in Bp(xg), w(xo) = ux(xo).

Wir behaupten, dass u, = w in By (z¢). Angenommen, dass y € B, (x) mit w(y) < uy(y). Nach def
Definition von u,, existiert V € S mit w(y) < V(y) < ue(y). Wir betrachten V; = max{w;, V} € S
und wie oben die Liftung W; von V; in B,.(x). Wir erhalten die Grenzwert W von W; und —LW = f
in B, (xo). Es ist leicht to sehen, dass w(zo) = W (zo) = up(z0), w(y) < V(y) < W(y) < uy(y)
und w < W in B, (x¢). Ein Widerspruch zum Maximumprinzip. O

Lemma 6.22. Sei Q ein Gebiet in R™ und L einer Operator gegeben wie in Bedingung 6.1. Seien
a;j, by und ¢ C*-Funktionen in Q fir ein o € (0,1), ¢ < 0 in Q. Seien f € L>(Q) N C*(Q),
p € C(09) und u, die in Lemma 6.21 definierte Funktion. Fir einen Punkt xo € 0§ existiere
we, € C(Q) NC%(Q) eine Barriere-Funktion, d.h., die

—Lw,, > 1 inQ,

wIU (1"0> = 07

Weo () > 0, Voed\{xo},
erfillt. Dann gilt

Jim w(2) = p(zo).

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie den Beweis fiir Theorem 5.18. (Ubung.) O
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Lemma 6.21, Lemma 6.22 und Lemma 5.17 impliziert

Theorem 6.23. Sei ) ein Gebiet in R™ mit einer dufSeren Kugelbedingung in jedem Randpunkt
von 02 und L einer Operator gegeben wie in Bedingung 6.1. Seien a;;, b; und c beschrinkte C' -
Funktionen in Q fir ein o € (0,1), ¢ < 0 in Q. Dann fir f € L>(Q) N C*(Q) und ¢ € C(09Q)
existiert eine (eindeutige) Losung u € C(Q) N C%%(Q)) von dem Dirichletproblem
—Lu = f in €,
u = @, auf O
6.4. Innere Reguliritit.

Lemma 6.24. Sei Q) ein Gebiet in R™ und L einer Operator gegeben wie in Bedingung 0.1.
Seien a;j, b; und ¢ C*-Funktionen in Q mit beschrinkter C*-Norm. Sei u € C%(Q) eine Lésung
—Lu=fin Q. Ist f € C*(Q), so gilt u € C**(Q). Weiter, fiir alle Q' CC Q gilt
[u|c2.0 )y < C{lulp= () + |floa@) }
wobei C > 0 nur von n,a, X\, A, die C“-Normen von a;;,b; und ¢, ' und dist()', 0) abhingig
15t.
Beweis. Fiir jede Kugel B C Q zeigen wir u € C?(B). Betrachte das Dirichletrandproblem
7L0’U == 7(21.7]» aij&-jv + Zi bzvz) == f + cu in Q,
v o= u, auf 0€).
Nach der Voraussetzung u € C?(B), gilt f+cu € C%(B). Nach Theorem 6.15 existiert eine Losung
v € C(B)NC%%(B). Beim der Eindeutigkeit gilt v = v in B, als u € C*“(B). Die Abschitzung

folgt aus Theorem 6.8.
O

Definition 6.25 (Differenzquotient). Seien 2 C R” und u :  — R. Fiir den Einheitsvektor ¢;
lings die z;-Richtung definieren wir den Diffenzquotient von u in der Richtung e; durch

ajhu(x) = %(u(m + hey) — u)),
fiir alle |h| < dist(z, 992).
Lemma 6.26. Es scien k eine positive Ganzzahl, u stetige Funktion in Q und Q' CC Q.
(1) Falls u € C**(Q), dann Of'u € C*~1(Q) und
|3lhu|ckfl,a(9/) < Clulgr.e(q)

fiir alle |h| < dist(92,09), wobei C > 0 nur von n, k und « abhdingig ist.
(2) Es gelte Ofu € CF=12(Q) mit

|0 ulgr-r.00ry < M
fiir alle |h| < dist(€Y,09) und l =1,2--- ,n. Dann u € C*(Q) mit
[uloray < CM,
wobei C' > 0 nur von n,k und « abhdngig ist.

Theorem 6.27. Sei Q) ein Gebiet in R™ und L einer Operator gegeben wie in Bedingung 6.1.
Seien a;;, by und c Ck->_Funktionen in Q mit beschrinkter C*-Normen, fir ein k € 7. (k > 0) und

€ (0,1). Seiu € C*() eine Losung —Lu = f in Q. Ist f € C*(Q), so gilt u € CkT22(Q).
Weiter, fiir alle Q' CC Q gilt

[ulcrieaay < C{lulL=(Q) + | flea @)}
wobei C' > 0 nur von n, k,a, \, A, die C*-Normen von a;;,b; und ¢, Q' und dist(', 9Q) abhingig
ist. Falls a;j,b;, c und f glatt sind, ist v auch glatt.
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Beweis. k = 0. Es folgt aus dem obigen Satz. Wir betrachten & = 1. Wir nehmen bliebige 2y CC
Oy cCcQunde (I=1,---,n) und betrachten das Quotient von der Gleichung —Lu = f

—L(OMu) = —{Z aij0iOfu + Z bi 00 u + cdl'u}y = Fy in Q,
i i

fiir |h| < dist(Q0, 91), wobei
F = Z O a;0ij + Z ONb;0;u 4 OF cii,  mit a(z) = u(x + he;y).

.5 i
(Da gilt O (f - g)(x) = f(2)Olg(x) + O f(x)g(x) mit g(z) = g(x + he;). Ubung) Nach Lemma 6.26
(1) rehalten wir
|Floa(o) < C{lflota(a,) + Atlulcze@ )
wobei
Ar = lasjlore (@) + bilore ) +lelene@)-
Fiir jede Q' CC Qg gilt nach Thereom 6.8

|0/ t] 2.0 0y < C{|fleraay) + Alulc2a@n ),

fiir jede |h| < dist(2p, 08 ). Nach Lemma 6.26 (2) haben wir u € C*()'). Da ' bliebig ist, gilt
u € C3(Q).

Fiir allgemeinene k£ benutzt man die Induktion. Angenommen, sind die Koeflizienten von L und
f in CH%(Q) und u € C*¥*1(Q), nach der Induktionsannahme. Wir sollen u € C*+2:%((Q)) zeigen.
Nehme ein Multiindex v € Z" mit |y| = k — 1. Wir verwenden 07 auf der Gleichung Lu = f und
erhalten

L(0"u) = fy,

wobei f, = 07 f+ (lot). Hierbei ist (lot) eine Summe der Terme, die eine Produkte der Ableitungen
von der Koeffizienten von Ordnung < k — 1 und der Ableitungen von u von Ordnung < k. Daher
gilt f, € CH*(Q). Wie wir gerade fiir k& = 1 bewiesen haben, erhalten wir 97u € C**(Q2), bzw.,
u € C*+2.2(Q). Die Aussage fiir u € C>(Q) folgt auch. O

6.5. Globale Schauder-Theorie. Zuerst zeigen wir die Schauder-Abschiztung fiir dem Rand.
Seien B}, = {x € B |z, > 0} die halbe Kugel und Xp = BrN{x, = 0} eine Teile von dem Rand
der halben Kugel Bg. Seien k > 0 eine Ganzzahl und « € (0,1). Wir definieren

k
* _ & k+afx7k
|u|ck,o¢(Bgqu) = ZR A% U|Lm(3;u23) +R \Y U]Ca(Bgqu)-
i=0

Theorem 6.28. Seien () = BE und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;;,b; und ¢ C*-Funktionen
in B, UXg fir ein o € (0,1) mit

+ R? A,

|“ij|ga(3;qu) + R|bi|*0a(3;qu) |C|Za(3§qu) <
fiir eine Konstante A. Ist u € L= (B}) N C%%(B}, UXR) eine Lisung von

—Lu = f in Bf,
u = 0, auf X,

mit |f|0a<3gqu) < 00. Dann gilt

* 2 *
S (T ST S
wobei C' nur von n, a, X und A abhdngig ist.

Beweis. Der Beweis lauft wie den Beweis fiir Thereom 6.7. Lemma 6.3, Lemma 6.4, Lemma6.6 und
Theorem 6.7 gelten, wenn wir ersetzen Br durch B(x¢) N {z, = 0} fiir xy € {z, > 0}.
O
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Theorem 6.29. Seien Q0 beschrinkt mit eine C* Randteile ¥ C 0Q und L wie in Bedingung
6.1. Seien a;;,b; und ¢ C*-Funktionen in QU X fir ein o € (0,1) mit
|aij]cousy + bilceus) + |€lca@us)y < A,
fiir eine Konstante A. Ist u € L>(Q) N C**(QUYX) eine Losung von
—Lu = f in €,
u =, auf 3,
mit | flceus)y < 00 und |¢|c2aqus) < 00. Dann gilt fir Q' C 2 mit dist(€2, 0Q\X) > 0

[ulcze @y < {{ulpe@) + [floe@us) + |elcze@us) }
Jwobei C nur von n,a, A, A, Q" und dist(Q2, 0Q\X) abhingig ist.

Beweis. Fiir ein festes o € ¥ finden wir eine C?®-Abbildung 7" derart, so dass T'((X N B,(x)) in
{z,, = 0} enthielt. Dann verwenden wir Theorem 6.28. O

Als Folgerung erhalten wir

Theorem 6.30 (Gloable Schauder-Abschitzung). Seien Q beschrinkt mit einem C** Rand und
L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und ¢ C*-Funktionen in Q fiir ein o € (0,1) mit
|aijlca @) + [bilco @ + Icloa@ < A,
fiir eine Konstante A. Ist u € C*%(Q) eine Lisung von
—Lu = f in €,
u = ¢, auf 09,
mit | f|oag) < 00 und [p|pe.a ) < 0o. Dann gilt

|u|02,a(§) < {|U|L°°(Q) + |f|ca(§) + |‘P|(12,a(§)}’

wobei C' nur von n,a, A\, A und Q abhingig ist.
6.6. C**-Randwertproblem.

Lemma 6.31. Seien Q beschrinkt mit einem C** Rand und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b;
und ¢ C®-Funktionen in Q fir ein o € (0,1) mit ¢ <0 in Q. Falls das Dirichletrandwertproblem
—Au = f in €,
u = ¢, auf 0S),
fiir alle f € C*(Q) und ¢ € C**(Q) eine C>*(Q)-Lisung u € C**(Q) besitzt, dann besitzt das
Dirichletrandwertproblem
—Lu = f in €,
u = ¢, auf 09,
auch eine C%(Q)-Losung.

Beweis. Der Beweis basiert auf der Kontinuitdtsmethode, s. Theorem 6.13 und Theorem 6.14.
OBdA kénnen wir annemhen, dass ¢ = 0. Ansonst betrachten wir —Lv = f 4+ Ly in 2, v = 0 auf
o09.

Wir betrachten die Familie der Gleichungen

—Liu=f,
mit den Operatoren L; : X — Y
Ly :=tLu+ (1 —t)Au,
wobei
X ={uecC*(Q)|u=0auf 09}, Y =C*Q).
Die Bedingung
l[ullx < Cl|Lyully
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folgt aus Theorem 6.30 mit Lemma 5.19 fiir 2. Nach Theorem 6.13 gilt die Aussage.
O

Weil wir Lemma 5.19 nur fiir 2 = B gezeigt haben, erhalten wir Lemma 6.31 nur fiir Q = B.
Dies ist genug fiir den Folgenden Anwendungen.

Korollar 6.32. Sei Q) = B eine Kugel in R™ und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und c
C®-Funktionen in B fir ein « € (0,1) mit ¢ <0 in B. Dann fir alle f € C*(B) und ¢ € C*%(B)
existiert eine C*“(B)-Lésung u vom Dirichletrandwertproblem
—Lu = f in B,
u = ¢, auf 0B.
Beweis. Die Losbarkeit vom Dirichletrandwertproblem fiir die Poissongleichung —Awu = f haben
wir schon in Theorem 4.20 bewiesen. O

Das Korollar gilt auch fiir eine Randteile.

Korollar 6.33. Seien Q) = B eine Kugel in R", ¥ C OB eine C*® Randteile und L wie in
Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und ¢ C*-Funktionen in B fiir ein o € (0,1) mit ¢ < 0 in B. Dann
fiir alle f € C*(B) und ¢ € C(0B) N C**(BUY) existiert eine C(0B) N C%*(B U X)-Lisung u
vom Dirichletrandwertproblem
—Lu = f n B,
u = ¢, auf OB.

Nun kénnen wir die Existenz einer C2%(Q) fiir allen C*“-Gebiete zeigen.

Theorem 6.34. Sei Q beschrinkt und C** und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und ¢ C*-
Funktionen in Q fiir ein o € (0,1) mit ¢ < 0 in Q. Dann fir alle f € CYQ) und ¢ € C**(Q)
existiert eine C*(Q)-Ldsung u vom Dirichletrandwertproblem
—Lu = f in €,
u = ¢, auf OS).

Beweis. Nach Theorem 6.23 existiert eine Losung u € C(Q)NC%2(£2). Was sollen wir noch zeigen
ist u € C%(Q).
O



