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folgt aus Theorem 6.30 mit Lemma 5.19 fiir 2. Nach Theorem 6.13 gilt die Aussage.
O

Weil wir Lemma 5.19 nur fiir Q = B gezeigt haben, erhalten wir Lemma 6.31 nur fiir Q = B.
Dies ist genug fiir den Folgenden Anwendungen.

Korollar 6.32. Sei Q = B eine Kugel in R™ und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und c
C®-Funktionen in B fiir ein o € (0,1) mit ¢ <0 in B. Dann fir alle f € C*(B) und ¢ € C**(B)
existiert eine C*“(B)-Lésung u vom Dirichletrandwertproblem
—Lu = f in B,
u = ¢, auf OB.
Beweis. Die Losbarkeit vom Dirichletrandwertproblem fiir die Poissongleichung —Awu = f haben
wir schon in Theorem 4.20 bewiesen. 0

Das Korollar gilt auch fiir eine Randteile.

Korollar 6.33. Seien Q2 = B eine Kugel in R™, ¥ C 83; ein (relativ offenes) Randteil und L wie
in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und ¢ C*-Funktionen in B fir ein o € (0,1) mit ¢ <0 in B. Dann
fiir alle f € C*(B) und ¢ € C(0B) N C**(BUY) existiert eine C(0B) N C%*(B U X)-Lisung u
vom Dirichletrandwertproblem
—Lu = f in B,

u = ¢, auf OB.
Beweis. Wir zeigen das Korollar durch eine Approximation. Sei zyp € ¥. Wir setzen ¢ stetig auf
Biie mit ¢ € C(B') N C**(B,(x0)) fort, wobei r < ¢ klein ist. Wihlen ¢ : k eine Folge von
C3-Funktionen derart, so dass ¢, — ¢ gleichméiBig in B und

SUP [Pklc2io B, o)) S Cléleze B, o)

Fiir jedes k > 1, sei u € C*%(B) die Losung von

—Lu = f in B,
U = @, auf 0B.

Die Existenz ist vom Lemma 6.32 gesichert. Nach dem Maximumprinzip erhalten wir

sup |ug, — wy| < sup ok — @)
B oB

Daher konvergiert {ux} gegen eine u € C(B) mit u = ¢ auf B. Nach der Kompaktheitsatz,
Korollar 6.9, existiert eine Teilfolge von uy}, die in allen kompakten Teilmengen von B gegen u
konvergiert. Also —Lu = f in B. Nach Theorem 6.29 erhalten wir

[uk|c2.a(B, )5 (z0)nB) < C{luk|Loe(B) + |klc20(B, (20)nB) + [flca(m)}

Nach Arzela-Ascoli kbnnen wir zeigen, dass u die dhnliche Abschitzung mit dem Ersetzen von ¢y
durch ¢ besitzt. Insbesondere gilt u € C**(B, j5(x0) N B)).
O

Nun kénnen wir die Existenz einer C%¢(2)-Losung fiir allen C?®-Gebiete zeigen.

Theorem 6.34. Sei Q beschrinkt und C** und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und ¢ C*-
Funktionen in Q fiir ein o € (0,1) mit ¢ < 0 in Q. Dann fiir alle f € C*(Q) und ¢ € C**(Q)
ezistiert eine C%%(Q)-Losung u vom Dirichletrandwertproblem
—Lu = f in €,
u = ¢, auf OS).
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Beweis. Nach Theorem 6.23 existiert eine Losung u € C(2) N C%%(Q). Was sollen wir noch zeigen
ist u € C%%(Q). Fiir x9p € 0Q wihlen wir eine C*“-Abbildung derart, so dass B,(x) N Q wird
nach einem Teil von B, bzw B, (x¢) N 9 nach einem Teil von OB abgebildet. Die Aussage folgt
aus Korollar 6.33

O

6.7. Globale hohere Regulédritit. Seien B} = {x € Bg|x, > 0} die halbe Kugel und Xy =
Bgr N {z, = 0} eine Teile von dem Rand der halben Kugel B}. Seien k > 0 eine Ganzzahl und
€ (0,1). Wir definieren

k

* _ i |v7t k+a 7k
|“|Ckv“(BEUZR) - ZR Vil o sy T BV U oehusg):-
i=0

Theorem 6.35. Seien ) = B;g und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j,b; und ¢ C**-Funktionen
in B UXg fiir ein a € (0,1) fiir eine Konstante A. Ist u € C(E;) N C?(B},) eine Lésung von
—Lu = f mn B;{,
U = <P’ auf ER’
mit |f|ck’a(B§uER) < oo und |90|C"+2’“(BEUER) < o0 . Dann gilt u € C*+*(B} USg). Weiter gilt

|u|*c‘k+2,a(B§/2UzR/2) < {|U|L°0(B;g) + |50|C’V+2v<’t(BZgUER) + |f|*c‘k,a(B;UER)}a
wobei C' nur von n,a, A und die C**-Normen von aij,bi, ¢ abhingig ist.
Beweis. Induktion. k = 1. Wir in den Beweis von Theorem 6.27 kénnen wir d,u € C*%(BLUSg) fiir
l=1,--- ,n—1 zeigen. Also haben wir 0;; € CO‘(BEUER) firi,j=1,--- ,nundl=1,--- ,n—1.
Dann folgt Opnnu € Ca(BIJg UXR) aus der Gleichung. O
Theorem 6.36. Seien Q beschrinkt mit einem C*+2%-Randteil ¥ C 09 fiir eine Ganzzahl k > 0
und ein a € (0,1) und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;;,b; und ¢ C*<-Funktionen in QUXR. fir
eine Konstante A. Ist u € C(Q) N C2%(Q) eine Lisung von
—Lu = f mn BE,
u o= auf X,

mit | for.erusg) < 00 und |@lorizaqiuny) < 00 . Dann gilt u € Ck+e(QUY). Weiter, gilt fiir
alle ' CC Q mat dist(Q',00\X) > 0

[ulcrzany < {|ulpe (@) + |olorrza@usp) + 1 flore@usn b
wobei C' nur von n, o, X und die C*“-Normen von a;;,b;,c, Q' und dist()', 0Q\X) abhingig ist.
Theorem 6.37. Secien Q beschrinkt mit einem C*t2%_Rand fir eine Gan_zzahl k > 0 und ein
a € (0,1) und L wie in Bedingung 6.1. Seien a;j, b; und ¢ C**-Funktionen in Q. fiir eine Konstante
A. Ist u € C(Q) N C?(Q) eine Lésung von
—Lu = f mn B;g,
u = G,Uf ZR)
mit |f|Ck,a(§) < 00 und |50|Ck+2’a(§) < 00 . Dann gilt u € C*¥+(Q). Weiter, gilt fiir alle ' CC
mit dist(2',00\X) > 0

|“|ck+2,a(§) < {|“|L°°(Q) + |‘P|Ck+2,a(ﬁ) + |f|ck,a(ﬁ)}a
wobei C' nur von n, o, A und die C**-Normen von ai;,b;,c und Q0 abhingig ist.
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7. KRYLOV-SAFANOV-THEORIE
7.1. Das Maximumprinzip von Alexandrov und Bakelman.

Definition 7.1 (Obere Kontaktmenge). (1) Fiir jede u € C?(Q) definieren wir die obere Kon-
taktmenge durch

"= {y € Qu(z) <uly) + Vu(y) - (x —y) Vo e}
(2) fiir ein @ € (0,1) Fiir jede u € C(9) definieren wir die obere Kontaktmenge durch
It i={yeQ|Ip=py) €R":u(z) <uly)+p-(v—y), YreQ}
(3) Die hyperebene E, := {(z,u(y) + p- (z —y)) € R""  Vz € R"} heiit Stiitzebene (oder
Stiitzhyperebene) von der Graph von u in Punkt (z, u(x)).
(4) mu(y) ={peR"Ju(z) <u(y) +p-(z—y), Vre}
Bemerkung 7.2. We bemerken
(1) Seien u € C*(Q) und V?u = (9j;u) die Hessesche von u. Dann ist V?u in I'" nicht-positiv
semidefinit. (Ubung)

(2) ue C(Q) ist genau dann konkav, wann I't = Q.
(3) Wenn u € CH(2), dann p = Vu(x) und ist jede Stiitzebene Tangentialebene von der Graph.

(4) T ={y € Qfmu(y) # 0}.
Beispiel 7.3. Sei u € C(Bgr(x)) definiert durch.

o) =1 - =)

Der Graph von v ist ein Kegel mit Spitze der Hshe h im Nullpunkt und der Sphére OBg(xg) als
Basis. Die Menge der Steigerungen 7, von v ist By, /g und 7,(x0) = 7,(Br(70)). (Ubung)

Lemma 7.4. Seien Q € R™ beschrinkt und g € L, (R™) eine nicht-negative Funktion. Dann gilt
fiir jede u € C(Q) N C%(Q)
J,

g(p)dp < /F+ g(Vu)| det VZuldz,

wobei

M = (supu —supu™)/d
Q [219]

mit d = diam(Q).

Beweis. OBdA kénnen wir annemhen, dass u < 0 auf 9. Ansonst betrachten wir u — supyg u™.
Schritt 1. Es gilt

(7.1) / g(p)dp < / 9(Vu)| det V2u|dz,
Vu(T+Hna+) r+no+

wobei Q7 := {u > 0}.

Die Abbildung Vu bildet T*NQ* nach Vu(I'tNQT) C R™ ab und | det(V?u)| die Jacobi-Matrix
Falls Vu diffeomorphismus ist, ist (7.1) die Substitutionsformel. Wir betrachten . := Vu — £Id :
Q — R™ mit ¢ > 0. Dann ist die Jacobi-Matrix von x., Vx. = VZ2u—el. Da V2u in I't nicht-positiv
semidefinit ist, ist y. negativ definite. Dann erhalten wir

/ g(p)dp < / g(Vu)| det V*u — el |dz.
Ve (THNQ+) r+not

Es impliziert (7.1) wann wir € — 0 lassen.
Schritt 2. Wir nehmen an, dass M = supg > 0. Behauptung:

(72) B]\/[/d C V’LL(FJr N QJr)
D.h., fiir a € R™ mit |a| < M/d existiert ein z, € TT N QT mit a = Vu(z,).
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OBda nehmen wir an, dass « in 0 € Q das Maximum annimmt. Fiir ¢ € R" mit |a| < M/d
betrachten wir
ug(z) = u(z) —a-a.
Es ist leicht zu priifen, dass u,(0) = M > 0 gilt und fiir allen z € 9Q
Ug(x) < —a-x < M.
Daraus nimmt die funktion u, ihres Maximum in z, € Q mit u,(z,) > M. Es folgt
w(wy) = ug(ze)+ a2 >M4a- -z, >0
und
u(r) < ug(xe) +a-zu(ze) +a- (x — ), Vrel
Nach Definition gilt z, € I N QT mit a = Vu(z,).
Die Aussage folgt aus (7.1) und (7.2). O
Als einer spezielle Fall gilt

Korollar 7.5. Seien Q € R™ beschrinkt. Dann gilt fiir jede u € C(Q) N C%(Q)

3=

supu < suput 4+

d / 9 )
det VZul|dx |
Q o0 \"/wn/n( r+ | |
wobei d = diam(€2).

Beweis. g = 1.
O

Korollar 7.6. Seien € R™ beschrinkt, g € L}, .(R™) eine nicht-negative Funktion und a;; stetig
in Q mit a;; = aj; und (a;;(x)) positiv definit. Dann gilt fiir jede u € C(Q) N C%(Q)

[ awiv= [ g<vw<m) dz,
BJV_I T+

nD*
wobei D* = {/det(as;) und M = (supg u — supgq u™)/d mit d = diam(Q).

Beweis. Da die Matrix A = (a;;) positive definit ist, haben wir

det(A) - det(—V2u) < (M> in T
n

0
Lemma 7.7. Seien Q beschrinkt und konvez und u € C(Q) N C?(Q) eine konkave Funktion mit
uw =0 auf 0. Dann gilt fiir xo € Q2
(u(z0))" < C’(diam(ﬂ))"’ldist(zo,aﬂ)/ | det V2ul|?dz,
Q

wobei C' > 0 nur von n abhdngig ist und d = diam(€2).

Beweis. Aus der Konkavitét von w gilt « > 0 in Q. OBdA annehmen wir an, dass v > 0 in Q.
Fixiere 2o € 2. Beim Nehmenen g =1 in (7.1) erhalten wir

(7.3) [Vu(2)] < / | det(VZu)|da.
Q
Sei v eine konkave Funktion, welcher Graph ein Kegel mit Spitze (zg, u(xo)) und dem Gebiet 2 als
Basis ist, mit v = 0 auf 0€). Eigentlich kann man v so definieren, dass
v(tzo + (1 —1)%) = tu(zo).
u(zp) ist dei Hohe des Kegels. Nach der konkavitidt von v und u = v = 0 auf 992 erhaten wir v < u

in . Setze
S :=1,(z0) = {p € R"|v(x) <v(z0) +p- (x — x0) in Q}.
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Wie in den Beweis von (7.2) kénnen wir
(7.4) S C Vu(Q).
zeigen. (Ubung) Setze D = diam(Q) und d = dist(zg, dQ). Wir behaupten
n—1
v(xo) v(xo)
7.5 — - ——= < C|S
(75) (Up) - <asl

wobei C' > 0 eine nur von n anhéingige Konstante ist. Die Aussage folgt aus (7.3), (7.4) und (7.5).
Nun zeigen wir (7.5). Erstens haben wir

(7.6) Bygoy C .
Denn fiir p € Bv(zo)/D gilt
v(x) <v(xo) +p-(x —x0), Vael
(Fir £ € 0Q und x = txg + (1 — )2 gilt
v(x) = tv(z)

und

v(zo) +p- (z—20) = w(wo)+ (1 —t)p- (& — o)
v(o)

D

IN

v(zo) + (1 —1) D

tv(xo) = v(x).)

Zweitens, haben wir
(7.7) Ipo € S mit |pg| = v(xo)/d.

Um dies zu zeigen, nehmen wir & € 02 mit £ — xp = d. Sei H eine Stiitzebene von 2 in Punkt
z in R™. Die Existenz folgt aus der konvexitédt von 2. Die Hyperebene H C R**! die von H
und (zg, v(xp)) aufgespannt ist, ist eine Stiitzebene von V mit der Steigerung po. Es ist klar, dass
[po| = v(wo)/d.

Da S konvex ist, enthielt S die konvexe Hiille von B, (,,)/p und po. Es ist nun leicht to zeigen,

dass
C<v(x0))n1 RIED) <18l

D d
U

Nun kénnen wir das Maximumprinzip von Alexandrov zeigen, indem das Supremum von Lésun-
gen von L"-Normen des inhomogenen Terms abgeschétzen lassen.

Theorem 7.8 (Maximumprinzip von Alexandrov). Seien @ € R™ beschrinkt und a;; stetig in §2
mit a;; = aj; und (a;;(x)) positiv definit. Geniige u € C(2) N C%(Q)

- Zaijaiju S f mn Q
]

fiir ein f € C(Q2). Dann gilt

3

f+
sup < suput + Cd H—*
Do llpn @)

Q o0

wobei T die obere Kontaktmenge von u ist, D* = {/det(a;;), d = diam(Q?) und C > 0 eine nur
von n abhdngige Konstante ist.

Beweis. g =1 in Korollar 7.6. O
Bemerkung 7.9. (1) Die Integralbereich I'" in Theorem 7.8 kann durch
I''n{zeQ|u(z)>supu’}
a0

ersetzt werden.
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(2) Man braucht keine gleichmifiige Elliptizitdt. Dies ist wichtig fiir den Anwendungen auf
nichtlinearer Gleichungen.
(3) Der Satz gilt eigentlich fiir messbare und beschéinkte a;;, f € L™(2) und v € W2™(Q).

Nun haben wir ein mehr allgemeines Maximumprinzip

Theorem 7.10. Seien Q € R" beschrinkt und a;;, b;, ¢ und f stetig in Q@ mit a;; = aj; und
(ai;j(z)) positiv definit, b;/D*, f/D* € L™() und ¢ < 0 in Q. Geniige u € C(Q) N C?()
7{2 aij&-ju + bz(?]u + cu} S f in ).
4]
Dann gilt

f+
sup < suput + CdH—
Q 0 D+

L (TF)
wobei I'" die obere Kontaktmenge von u ist, D* = {/det(a;;) und C > 0 eine nur von n, diam(§2)
und |[b/D* mit b = |(by,---,byn)| abhingige Konstante ist. Eigentlich ist C gleich

2n72 n
{exp{ n( +1>}1}.
wnlt L™ (I+)

Beweis. Wir verwenden Korollar 7.6 mit einer geeigenten Funktion g. Wir bemerken, dass
(= aioiu)" < [b[*|Vu|"  inQ,

(2]

b
D*

falls f = 0 und ¢ = 0. Dies suggeriert, dass wir g(p) = |p|~™ wéhlen sollen. Aber solche Funktion
ist nicht lokal integrabel um 0. Wir wiihlen g(p) = (|p|™ + ™) ™! und lassen p — 0.

Wie in Lemma 7.4 kénnen wir annemhen, dass u < 0 auf 92 und setzen Qt = {u > 0}. Nach
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

—a;j0i;u < biOu+cu+ f

< |b|-|Dul+ f* inQF
n (f—i—)n B n ny+ n—2 . +
< (b +7 “(IDul™ +p") - (1+1)77,  inQ7,

bzw
(" o
(*aijaij’UJ)n < |b|n + 7 : (|Du|n + /Ln)Qn s m QJr.

Nun wéahlen wir )

plr

2n—2 bn+ —-n f+ n
/ g(p)dpg—n/ |b| u*n( )"
By, n"  Jr+na+ (D*)

M n—1 T n “rn
n,  M"+ n M
o= [ e = 2 pog LI gy My
0

4+ n )
)}
Ln(D+nQ+)

. Falls f =0, wéhlen wir x> 0 und lassen p — 0.

9(p)
Korollar 7.6 liefert

Wir berechnen

J

Daher erhalten wir
~ 2n—2 b
M™ <" —
< {en{ 25 (|

Falls f # 0, wihlen wir p = Hé_t

M
D*

+p "
Ln(T+nQ+)

Ln(T+NQ+)



