Kapitel 2

Konvergenz

1 Grenzwerte von Folgen

Definition 1.1 Fine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung
N—=R, n—a,.

Die Zahl a,, heifit das n-te Glied der Folge, die Folge insgesamt wird mit (ay)neny bzw.
kurz mit (a,) bezeichnet. Oft wird die Folge durch das Bildungsgesetz angegeben, durch
Aufzihlen der ersten Folgenglieder oder durch die rekursive Definition definiert. Zum Bei-
spiel ist die Folge der Quadratzahlen gegeben durch a,, = n?, bzw. alternativ aufzihlend
an =1,4,9,16,-- .

Beispiel 1.1 (Folge der Fibonaccizahlen) Ist a; = 0 und as = 1, und fir n > 3 ist
an durch die Rekursionsvorschrift a, := an_1 + an_2 gegeben.

Definition 1.2 (Konvergenz von Folgen) Die Folge (ap)nen konvergiert mit n — oo
gegen a € R, falls gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass fiir alle n > N gilt: |a, — a| < e.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge und wir schreiben kurz

lim a, =a oder a, — a firn— oo.
n—oo

(gelesen: a,, strebt gegen a fir n gegen unendlich) Fine Folge (an)nen heifit konvergent,
wenn es ein a € R gibt, das Grenzwert der Folge ist; andernfalls heifit die Folge divergent.

Mit den Quantoren V (fiir alle), 3 (existiert) und = (daraus folgt) lasst sich die Definition
der Konvergenz auch wie folgt fassen:

Ve>03INeR: (n>N = ]an—a\<€).

Beispiel 1.2 (Harmonische Folge) Die Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a = 0. Denn
zu gegebenem & > 0 wihlen wir N = 1/, und es folgt fiir alle n > N

lan, —al =11/n—0=1/n <1/N =¢.
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Je kleiner die geforderte Abweichung € > 0 vom Grenzwert und damit die Genauigkeit der
Approximation sein soll, desto grofler muss im allgemeinen die Zahl N in der Definition des
Grenzwerts gewiihlt werden, das heifit wie in obigem Beispiel hingt N von € ab, N = N(¢).
Eine Ausnahme bildet hier nur die konstante Folge.

Beispiel 1.3 (Konstante Folge) Ist a,, = a fiir alle n € N, so folgt lim, . a, = a.
Denn fiir € > 0 gilt |a, —a| =0 < ¢ fiir alle n > 0, also kénnen wir immer N = 0 wéhlen.
O

Ubrigens ist es egal, ob in der Definition des Grenzwerts statt N € R die Bedingung
N € N verlangt wird, denn wir kénnen statt N € R ja immer die néchstgréfiere natiirliche
Zahl nehmen. Uberhaupt kann N immer vergréfert werden, und in der Regel besteht kein
Interesse daran, dass kleinstmogliche n. € N mit |a,, — a| < € fiir n > n. zu finden. Dies
ist natiirlich anders, wenn ein Grenzwert numerisch berechnet werden soll, aber fiir den
Nachweis der Konvergenz reicht es vollig, irgendeine Schranke zu finden, von der ab die
Ungleichung gilt.

Beispiel 1.4 (Geometrische Folge) Sei ¢ € R mit |¢| < 1. Dann gilt lim,,_.. ¢" = 0.
Um das zu zeigen, kénnen wir ¢ # 0 voraussetzen und haben dann 1/|g| > 1, also gilt
1/|g| = 1 + z fiir ein z > 0. Es folgt mit der Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2,

1 1 1

"—0|=|q" = < < —<
l =l (1+2)" ~ 14+nz ~ nx ©

fiir alle n > 1/(ex). Wir kénnen also N = 1/(ex) wéhlen. O

Beispiel 1.5 Die Folge a,, = (—1)", also a,, = —1,1,—1,... ist nicht konvergent. Denn
angenommen es ware lim,, .., a, = a fiir ein a € R. Zu € = 1 gibt es dann ein N € R mit
lan, —a| < 1 fiir n > N, also gilt fiir n > N

2=lap — apnt1| =lan —a+a—api1| <lap —al +|a—ap1] <1+1=2,
ein Widerspruch. O

Der Begriff des Grenzwerts wird anschaulicher, indem wir folgende Teilmengen von R
einfijhren.

Definition 1.3 (s-Umgebung) Die e-Umgebung von a € R ist die Menge
Ucsa)={zeR:|jz—a|<e}={reR:a—e<z<a+e}

FEine Folge (ap)nen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn die Folgenglieder ab einer
gewissen Nummer in der e-Umgebung von a liegen, egal wie klein € > 0 gewdhlt ist.

Satz 1.1 (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Fulls die Folge (an)nen konvergent ist, so
ist ithr Grenzwert eindeutig bestimmit.

BeEwEIs: Wir beginnen mit einer Voriiberlegung, und zwar behaupten wir

0<e< %|a—a’| = U.(a)NU(d) = 0. (1.1)

17



Denn ist x € Uz(a) NU.(a'), so folgt mit der Dreiecksungleichung
la—d|=la—a+x—d|<|v—a|+|r—d| <2

Seien nun a,a’ € R Grenzwerte der Folge (a,,)nen. Zu jedem € > 0 gibt es dann N, N’ € R
mit a, € Us(a) fiir n > N, sowie a,, € Us(d)) fir n > N'. Wire a # a/, so wihlen wir
e = 3|a— a/| > 0 und erhalten fiir n > max(N, N’)

an € Uz(a) N U(d") =0,

ein Widerspruch. O

Unser néchstes Ziel ist es, einige Rechenregeln fiir Grenzwerte zu erarbeiten. Wir beginnen
mit der
Definition 1.4 (Beschrinktheit von Folgen) Eine Folge (an)nen heifit

a) nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es ein K € R gibt mit a,, < K
(bzw. an, > K ) fiir alle n € N.

b) beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrdnkt ist.
Beispiel 1.6 Die Folge a,, = n ist nach unten beschrénkt, denn es ist zum Beispiel a,, > 0
fiir alle n. Sie ist aber nicht nach oben beschrinkt: angenommen, es gibt ein K € R mit

an, < K fiir allen € N. Dann ist K > a; = 1 > 0, also auch 1/K > 0, und nach Archimedes
gibt es ein n € N mit 1/n < 1/K, also a, = n > K, ein Widerspruch.

Satz 1.2 (konvergent = beschrinkt) Jede konvergente Folge ist beschinkt.

BEWEIS: Sei limy, o a,, = a. Wéhle zu e = 1 ein N € R mit |a, —a| < 1 fiir n > N. Wir
konnen N € N annehmen, andernfalls ersetzen wir N durch die néchstgrofiere natiirliche
Zahl. Es gilt dann

n>N = |ay| =|ap—a+al <|a, —al+la] <1+ ]al

n<N = |ay| <max(|ai],...,|an]|).

Wir haben also |a,| < K fiir alle n, wobei K = max(|a1],...,|an|,1+ |a]). O

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelte a,, — a,b, — b mit n — oo.

a)  Fir alle \,u € R ist (Aay, + pbp)nen konvergent mit Grenzwert
lim,, o0 (Aay, + pby) = Aa + pb.

b)  Die Folge (an - bp)nen ist konvergent mit Grenzwert limy, o (ay, - by) = a - b.

c) Fallsb# 0, so gibt es ein Ny € R mit b, # 0 fiir n > No und die Folge (an/bn)n>nN,
ist konvergent mit Grenzwert limy, o an/b, = a/b.

BEWwEIS: Wir beginnen mit dem Beweis von b). Nach Satz 1.2 gibt es ein K > 0 mit
lan| < K fiir alle n € N, und auerdem mit |b| < K. Dann gilt fiir alle n € N

lanb, —abl = |apb, — anb + a,b — abl
< K(lan —a| + |bn — b]).
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Zu e > 0 gibt es nun ein N € R mit |a, —a| < ¢/(2K) sowie |b, —a| < ¢/(2K) fiir n > N.
Also folgt fiir n > N

5 5
|anby, — ab| < K(ﬁ+ﬁ) =e.

Fiir a) reicht es wegen b), den Fall A = x = 1 zu betrachten. Zu & > 0 gibt es ein N € R
mit |a, —a| < e/2 und |b, — b| < &/2 fiir n > N. Es folgt fiir n > N

[(@n +bn) = (@ +B)] = |(an — @) + (bn = b)| < lan —al + |bw —b] < S+ 5 =&.

Fiir ¢) kénnen wir uns auf den Fall a,, = b = 1 beschrénken, denn sonst schreiben wir

a a 1 b
G _ O Ly = O

by b U, b
und wenden b) an. Es gibt nun ein Ny € R mit |b, — 1| < 1 fiir n > Np, also
1
(bl = 1= (1 =bn)| 21— [1 = bn| = 5 >0.

Damit ist die erste Aussage gezeigt. Zu € > 0 wéhle weiter N > Ny mit |1 — b, | < /2 fur
n > N, und somit

O

Bemerkung: Fiir jede Menge X ist die Menge der Funktionen f : X — R ein R-
Vektorraum, mit der Addition (f + ¢)(z) = f(x) + g(x) und der Skalarmultiplikation
(Af)(xz) = Af(x). Dies gilt auch fir X = N, das heifit die Menge der reellen Zahlenfolgen
(an)nen ist ein R-Vektorrraum, wobei die Addition von a = (ay)peny und b = (by,)nen sowie
die Skalarmultiplikation mit A € R wie folgt gegeben sind:

(a+b)p=an+b, und (Aa), =Aa, firalleneN.
Uberlegen Sie, dass die nachstehenden Mengen Untervektorrdume bilden, die der Reihe
nach ineinander enthalten sind:
Nullfolgen Die Menge aller (ay,)nen mit limy, oo an = 0;
Konvergente Folgen Die Menge aller (a,)nen, so dass lim,,_, a,, existiert;
Beschrinkte Folgen Die Menge aller (an)nen, fiir die ein K > 0 existiert mit |a,| < K
fiir alle n € N.

Hier zwei Anwendungen der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Beispiel 1.7 (Grenzwerte rationaler Funktionen) Seien p,q : R — R Polynome
vom Grad m,n € Ny, das heif3t fiir alle z € R gilt

p(x) = ama™ + m_12™ V' 4+ ...+ a9 und q(x) = bpx™ + bn_1z™ 4 ...+ b,

wobei a;,b; € R mit ap,, b, # 0. Wir bestimmen im Fall m < n das Verhalten von p(k)/q(k)
fiir k — oo, und zwar liefert mehrfache Anwendung der Konvergenzregeln in Satz 1.3

p(k) e Gm + A1k T+ 4 agk™™ {am/bn falls m = n,
= k’ —_—

q(k) by, +bp_1k~ 1+ ...+ bk~ 0 falls m < n.
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Beispiel 1.8 (geometrische Reihe) Fiir —1 < ¢ < 1 betrachten wir die Folge
n
an:1+q+...+q”:qu.
k=0

Dann ergibt sich aus Beispiel 2.2, Beispiel 1.4 und Satz 1.3

n
1— gt 1
lim a, = lim qu = lim 4 =

n—00 n—00 n—00 — 1—qg°
=0 q q

Wir schreiben hierfiir auch Y 3o, ¢* = 1/(1 — q).

Definition 1.5 Folgen, deren Folgenglieder Summen sind, heiflen Reihen.

Die Reihen spielen eine grofie Rolle in der Analysis und werden in Kiirze ausfiihrlicher
untersucht.

Satz 1.4 (Grenzwerte und Ungleichungen) Seien (an)nen und (byp)nen konvergent,
mit Grenzwerten lim,_ .. a, = a und lim,_,~ b, = b. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ist a, <b, fir alle n, so folgt a <b.
b) Gilt ¢ < ay, < d fiir alle n mit ¢,d € R, so folgt ¢ < a < d.
c) Ist a, < ¢, < b, und gilt a = b, so konvergiert auch die Folge (¢n)nen gegen a = b.

BEwEIs: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € R mit a, > a — ¢ und
by, < b+e fiir alle n > N. Die Voraussetzung in a) liefert dann a —e < b+ ¢ beziehungsweis
(a —b)/2 < e fur jedes € > 0, also a < b. Aussage b) folgt unmittelbar aus a), indem wir
¢, d als konstante Folgen auffassen. Unter den Voraussetzungen in c) folgt fiir n > N die
Ungleichungskette

a—e<a,<c,<b,<b4+e=a+e,

also lim,, . ¢, = a nach Definition des Grenzwerts. O

Achtung: aus a, < b, folgt nicht a < b, sondern nur a < b. Die Striktheit von Unglei-
chungen geht beim Ubergang zu Grenzwerten im allgemeinen verloren. Zum Beispiel gilt
1/n > 0 fiir alle n € N, aber lim,_,o 1/n = 0.

Beispiel 1.9 (n-te Wurzel) Hier betrachten wir fiir ¢ > 0 und n € N die Gleichung
x™ = a. Es gibt hochstens eine Losung x > 0, denn fiir x,y > 0 mit x > y folgt 2" > y”,
oder

z,y>0und 2" <y" = z<uy.

Die Existenz der Losung wird im néchsten Kapitel aus dem Vollstéindigkeitsaxiom herge-
leitet. Damit gibt es genau eine Losung z > 0, die mit a'/™ oder {/a bezeichnet wird, und
es gilt

a,b>0uda<b = /" <p/m (1.2)
Wir behaupten nun

lim o™ = 1.
n—oo
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Fiir @ > 1 ist a'/™ > 1 nach (1.2). Wir setzen &, = a'/™ —1 > 0 und schliefen aus der
Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2,

a=1+&)">1+4n = 0<& <(a—1)/n.
Also folgt lim,, .00 & = 0 bzw. lim,, s at/™ =1 mit Satz 1.4 c). Fiir a < 1 gilt

1
(a—l)l/n’

und die Behauptung folgt aus dem vorigen Fall mit Satz 1.3 c¢). O

<a1/”'(a_1)1/")n:a-a_1:1 = /"=

Definition 1.6 (Uneigentliche Konvergenz) Die Folge (ap)nen konvergiert uneigent-
lich (oder divergiert bestimmt) gegen 400, falls gilt:

Zu jedem K > 0 gibt es ein N € R, so dass ap, > K fiir allen > N.

Wir schreiben lim, o a,, = +00 oder a,, — +0o0 mit n — co. Uneigentliche Konvergenz
gegen —oo ist analog definiert.

Beispiel 1.10 Fiir ¢ > 1 gilt lim,, o, ¢ = 4+00. Denn zu gegebenem K > 0 gibt es nach
Beispiel 1.4 ein N € R mit (1/¢)" < 1/K fir n > N, also ¢" > K fiir n > N. Insgesamt
haben wir fiir das Verhalten der Folge ¢" mit n — oo folgende Tabelle:

qg>1 = lim,_c ¢" = +00,

qg=1 = lim,_0 q¢" =1,
—-1<g<1l = limy_wq" =0,

g<-1 = (¢") nicht konvergent.

Der Fall —1 < ¢ < 1 wurde in Beispiel 1.4 behandelt, und der Fall ¢ < —1 folgt mit etwas
Uberlegung aus Beispiel 1.5 (Ubungsaufgabe).

Fiir eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n ist lim,,_, o a, = +00 dquivalent zu lim,,_,o 1/a, =0
(Ubungsaufgabe). Zum Schluss dieses Kapitels fithren wir noch folgende Bezeichnungen
fiir Teilmengen von R ein:

(a,b) ={x € R:a <z <b} offenes Intervall

[a,b] ={zr e R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall

[a,b) ={xr € R:a<x<b} rechtsseitig offen, linksseitig abgeschlossen
(a,b] ={zr €R:a<x<b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlossen
|I| = b — a fiir ein Intervall I Intervalllinge

Hierbei sind +o0o und —oo als offene Intervallgrenzen zugelassen, zum Beispiel ist
(—o0,1] ={x € R: —o0 < x < 1}. Den e-Umgebungen bei der Definition der Konvergenz
entsprechen bei uneigentlicher Konvergenz gegen +oo die Intervalle (K, 400): ab einem
gewissen Index miissen alle Folgenglieder in (K, +00) liegen, egal wie grof§ K gewéihlt ist.

Satz 1.5 (Konvergenz von Kehrwerten) Fiir eine Folge (ap)nen gilt:
(1) Aus a, — 40 (bzw. an, — —o0) folgt 1/a, — 0.
(2) Aus an — 0 und a, >0 (bzw. a, < 0) folgt 1/a, — 400 (bzw. 1/ay, — —00).

BEWEIS: Der Beweis wird in den Anwesenheitsiibungen besprochen. O
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2 Vollstiandigkeit der reellen Zahlen

Die bisher eingefiithrten Axiome (K) sowie (A1) bis (A3) gelten selbstversténdlich auch
fiir die rationalen Zahlen. Dennoch sind die rationalen Zahlen fiir die Analysis ungeeignet.
Wir beginnen mit folgender Beobachtung der Pythagoréer.

Satz 2.1 (Irrationalitit von \/2) Die Gleichung x> = 2 ist in Q nicht losbar.

BewEIS: (durch Widerspruch) Angenommen, die Gleichung 22 = 2 hat eine rationale
Losung, also x = p/q mit p,q € N. Durch fortgesetztes Kiirzen kénnen wir annehmen,
dass hochstens eine der Zahlen p und q gerade ist. Nun gilt

PP =2 = pPgerade = pgerade = p=2p; mitp; €N
Daraus folgt weiter
24> = 4p% = ¢®gerade = ¢ gerade .

Also sind doch p, q beide gerade, ein Widerspuch. O

In R ist die Gleichung 2? = 2 und allgemeiner die Gleichung ™ = a fiir beliebige n € N,
a > 0 16sbar. Dies konnte man als Grund fiir die Erweiterung Q C R anfiihren, &hnlich wie
die Erweiterungen N C Z beziehungsweise Z C Q durch die Losbarkeit von Gleichungen
motiviert waren. Dies geht aber am Kern der Sache vorbei: einerseits bleibt die Gleichung
22 = —1 unlosbar, andererseits bilden die reellen Nullstellen von beliebigen Polynomen
mit rationalen Koeffizienten nur eine relativ kleine Teilmenge von R, wie wir noch zeigen

werden.

Das Ziel der Analysis ist es, neue Objekte — Zahlen, Funktionen, Operationen —
durch Grenzprozesse zu konstruieren. Unsere Definition des Grenzwerts setzt voraus,
dass wir den Grenzwert der Folge bereits kennen. Das Vollstéindigkeitsaxiom muss die
Existenz von Grenzwerten in Situationen garantieren, in denen der Grenzwert a priori
nicht bekannt ist. Wir betrachten hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 2.1 (Zinseszinsrechnung) Wird ein Euro fiir ein Jahr mit einem Zinssatz x
angelegt, so betrdgt die Ausszahlung Fi(z) = 1 4 z. Die Idee des Zinseszinses ist es,
den Zeitraum in kiirzere Abschnitte zu unterteilen und den Zins anteilig pro Abschnitt
anzurechenen mit dem Effekt, dass der schon angerechnete Teil des Zinses seinerseits
Zinsen produziert. Zum Beispiel ergibt das bei monatlicher Verzinsung nach einem Monat
1+ 4%, nach zwei Monaten (14 :5)(1+ %) = (14 +5)?, und nach zwélf Monaten Eqz(z) =
(14 15‘—2)12. Allgemein ergibt sich nach einem Jahr bei Unterteilung in n Zeiteinheiten

E,(x)= (1—1—%)” firx e R, n e N. (2.1)

Es stellt sich ganz natiirlich die Frage nach einer kontinuierlichen Verzinsung, also nach
dem Grenzwert lim,, oo Fp(z).

Beispiel 2.2 (Dezimalbruchdarstellung) Fiir a € R gibt es kp € Z und k; €
{0,1,...,9} fiir j € N, so dass folgende Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt:

n—oo

n
a= lim a, mit a,= ij 1077 = ko, kiky . . . k.
j=0
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Um das zu zeigen, definieren wir induktiv a, = an—1 + kn - 107" mit a, < a < a, + 107"
Fiir n = 0 setzen wir kg = max{k € Z : k < a} und haben wie gewiinscht

a0:k0§a<k}0+1:a0—|—10_0.

Sind ko, k1, . .., kn—1 bereits gefunden fiir ein n € N, so definieren wir k, = max{k € Z :
an—1 + k- 107" < a}. Nach Induktionsannahme gilt a,—1 < a < ap—1 + 10 - 107" und
folglich k,, € {0,1,...,9}. Weiter liefert die Wahl von &,

ap =ap-1+kp - 100" <a<ap1+ (ky,+1)-107" =a, + 107"
Die Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt wegen
la —a,| < 107" — 0 mit n — oc.

Umgekehrt stellt sich aber nun die Frage, ob jede Dezimalbruchfolge a,, = ko, k1ks ... kn
gegen eine gewisse, reelle Zahl konvergiert.

In beiden Beispielen brauchen wir wie gesagt eine Charakterisierung konvergenter Folgen,
die ohne die Kenntnis des Grenzwerts auskommt. Die Idee von Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) besteht darin, die Glieder der Folge nicht mit dem unbekannten Grenzwert,
sondern untereinander zu vergleichen.

Definition 2.1 (Cauchyfolge) Eine Folge (an)nen heifit Cauchyfolge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass |a, — am| < € fir alle n,m > N.

Beim Nachweis dieser Eigenschaft reicht es aus, die Zahlen n,m > 0 mit n < m zu
betrachten, denn die Definition ist symmetrisch in 7 und m und fiir n = m ist nichts zu
tun.

(V) Vollsténdigkeitsaxiom: Jede Cauchyfolge ist konvergent.

Damit sind die Axiome (KAV) der reellen Zahlen komplett. Je nach Autor werden auch
andere Aussagen als Vollstindigkeitsaxiom zugrunde gelegt, die aber natiirlich dquivalent
sind und sich bei uns als Folgerungen ergeben werden.

Satz 2.2 FEine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

BEeEwEIs: Eine Cauchyfolge ist konvergent nach dem Vollstandigkeitsaxiom. Sei umgekehrt
lim;, o0 @y, = a. Zu € > 0 gibt es dann ein N € N mit |a,, — a| < /2 fir n > N, und fiir
n,m > N folgt

e €
\an—am\:]an—a—i-a—amlg|an—a]+|am—a\<§+§:5.

O

Als erste Anwendung der Vollstédndigkeit betrachten wir die Dezimaldarstellung und zeigen

Satz 2.3 (Konvergenz von Dezimalbriichen) Seien ko € Z und kj € {0,1,...,9} fir
7 € N. Dann konvergiert der Dezimalbruch a, = Z?:o kj - 1077 gegen eine reelle Zahl.
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BEWEIS: Fiir n < m schéitzen wir wie folgt ab, wobei wir die Formel fiir die geometrische
Reihe, Beispiel 1.8, und Beispiel 1.4 verwenden:

m oo
|am — an| = Y k1077 <107V 79,1077 < 107" <& fiir n > N.
j=n+1 j=0
0

Als zweite Anwendung definieren wir die Eulersche Zahl e, und betrachten dazu die Folge
n
1
ap = Z g
k=0

Fir n € N und m > n berechnen wir

1 1 1 1
— = — (1
m = n (n+1)!< e T it +(n+2)-...-(n+m—n)>
1
— (1427 42724 pomnly,
OS] (1+27 42724+ + )

Mit der Formel fiir die geometrische Reihe, siehe Beispiel 1.8, folgt die Abschétzung
71 < < — i 2.2
(n—i—l)!*am_an*(n—i—l)! ir m > n. (2.2)

Dal/(n+1)!<1/(n+1) — 0 mit n — oo, gibt es zu e > 0 ein N € R mit

2
‘am—an‘gm<€ furn,m>N

Aus dem Vollstindigkeitsaxiom folgt die Existenz des Grenzwerts lim,, ... a,, so dass
folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 2.2 (Eulersche Zahl)
1
e = Z g
k=0

Satz 2.4 (Irrationalitéit der Eulerschen Zahl) e = > 72 1/k! ist nicht rational.

BeEwEIs: Aus Abschéitzung (2.2) folgt mit m — oo

2 .
mﬁe—angm furallenEN.

Nach Multiplikation mit n! ergibt sich hieraus fiir n > 2

n

1 n! 2
le —
1§n.e E < < 1.

0< -
|
kok. (n+1)

n

Wire e rational, so wére der mittlere Term eine ganze Zahl fiir n hinreichend grof}, ein
Widerspruch. O

Das nun folgende Konvergenzkriterium ist iiberaus niitzlich. Es ist ein hinreichendes Kri-
terium fiir Konvergenz, ist aber nicht notwendig fiir die Konvergenz einer Folge (a,)nen-
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Definition 2.3 (Monotone Folge) FEine Folge (an)nen heifit monoton wachsend, wenn
Gn41 > Gy fiir alle n € N.

Manche Autoren bezeichnen diese Eigenschaft auch als nichtfallend, und reservieren den
Begriff wachsend fiir eine Folge mit a,+1 > a,. Das bezeichnen wir als streng monoton
wachsend.

Satz 2.5 (Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschrinktheit) Jede mo-
noton wachsende, nach oben beschrinkte Folge ist eine Cauchyfolge und damit konvergent.

BEWEIS: Sei (an)neny monoton wachsend und a, < K < oo fiir alle n € N. Fiir e > 0
betrachte

M = {j € Ny : es gibt ein n € N mit a,, > a1 + je}.
Offenbar ist 0 € M, und fiir j € M gilt j < (K — a1)/e. Sei k € M maximal. Dann gibt
es ein N € Nmit ay > a1 + ke, und fiir alle n > N folgt

a1+ ke <any <a,<a+ (k+ 1e.

Damit gilt |a, — am| < € fiir n,m > N, das heifit (a,,) ist eine Cauchyfolge. O

Beispiel 2.3 (Die Zahl e und Zinsrechnung) Zu diesem Zeitpunkt ist nicht einsich-
tig, warum zur Definition der Eulerschen Zahl die Formel e = >"77  1/k! gewéhlt wurde.
Darum zeigen wir nun die alternative und vielleicht aus der Schule bekannte Darstellung

e= lim <L+i>n. (2.3)

n—oo

Mit anderen Worten: wenn ein Euro fiir ein Jahr mit Zinssatz x = 1 bzw. 100 Prozent konti-
nuierlich verzinst wird, ist das Endkapital e ~ 2, 71828 ... Euro, statt 2 Euro bei jahrlicher
Verzinsung, vergleiche Beispiel 2.1. Zum Beweis von (2.3) bemerken wir zunéchst, dass die

Folge b, = (1 + %)1/ " monoton wachsend und nach oben beschrinkt ist; dies wurde in
Aufgabe 4, Serie 3, gezeigt. Nach Satz 2.5 existiert der Grenzwert b = lim,_, o, b,. Mit
dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir

L /n\ 1 lan-1  n-k+1 1
Z(k)nk P k‘n n ;::k:

k=0

Mit n — oo folgt b < e nach Satz 1.4. Die umgekehrte Abschéiitzung ist etwas subtiler: fiir
beliebiges m € N und n > m gilt, da die Summanden grofler gleich Null sind,

1
=D
k=0
Indem wir hier n — oo gehen lassen, folgt mit Satz 1.4

1
ZZH’

k=0

n—1 n—k+1

33

n n

und m — oo liefert b > e und damit b = e wie gewiinscht. Tatséchlich liefert das Argument
lim,, .~ b, = e, ohne dass die Konvergenz der Folge b,, vorausgesetzt wird.
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Als néchste Anwendung des Vollstindigkeitsaxioms diskutieren wir nun das Intervall-
schachtelungsprinzip.

Definition 2.4 (Intervallschachtelung) FEine Intervallschachtelung ist eine Folge von
abgeschlossenen Intervallen I, = [ay, by C R mit I,41 C I, fir allen und |I,| = by—a, —
0 mit n — oo.

Satz 2.6 (Intervallschachtelungsprinzip) Zu jeder Intervallschachtelung (I,)nen gibt
es genau ein x € R mit x € ﬂneN I,. Es gilt © = limy, .o Gy, = limy—00 by .

BEwEIs: Nach Voraussetzung haben wir

aléagg...gané... §bn§§b2§b1

Aus Satz 2.5 folgt die Existenz der Grenzwerte a = lim,,_,o, ay, bzw. b = lim,,_,, b,. Dann
gilt nach den Satz 1.3 und Satz 1.4

0<b—a= lim b, — lim a, = lim (b, — a,) = 0.
n—oo n—oo n—oo

Setze x ;= a = b. Dann ist a, < a=x =b < by, also x € I, fiir alle n. Sei y € R mit
y € I, fiir alle n, das heifit a, <y < b,. Durch Grenziibergang ergibt sich nach Satz 1.4
a<y<b, alsoy==x. O

Satz 2.7 (Existenz der n-ten Wurzel) Zu jedem a > 0 und n € N gibt es genau ein
x> 0 mit 2" = a. Bezeichnung: © = {/a = allm.

BEWEIS: Die Eindeutigkeit wurde schon in Beispiel 1.9 aus den Anordnungsaxiomen gefol-

gert. Wir konstruieren die Losung mit dem Verfahren der fortgesetzten Intervallhalbierung:

Bestimme I}, = [ag, bg] fiir £ = 1,2, ..., so dass mit my = % gilt:

I = [a1,b1] mit a} < a < bY;
[ lag, mi) falls m}! > a
T [, b falls my < a.

Es folgt Iy 1 C I, fiir alle k und || = 2'7%|;| — 0 mit k& — oo. Sei € R wie in
Satz 2.6 gegeben. Per Induktion ergibt sich aus der Definition von I, die Ungleichung
ap < a < b fiir alle £ € N, und hieraus mit den Sdtzen 1.3 und 1.4

2" = lim ap <a < lim by = 2",
n—o0 n—oo

O

Fiir rationale Exponenten r = p/q mit p € Z und ¢ € N wird die Potenz erklart durch
a” = (aP)'/4. Dies ist wohldefiniert, denn aus p1/q; = p2/q» folgt

((apl)l/q1>ql% _ (((ap1)1/q1)q1)q2 _ (apl)tm — P12 — P20 — ((ap2)1/q2)q1q2,

also (aP)!/0 = (gP2)1/%, Weiter zeigt man leicht die Potenzgesetze (fiir ganzzahlige Ex-
ponenten sind diese Regeln klar und wurden schon benutzt)

(i) a®a” = a"** (i) (a")° =a"* (iii) a"b" = (ab)".
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Zum Beispiel gilt mit r = k/m und s = p/q
(a"a®)™ = (ak/m)mq (ap/‘I)mq _ (((ak)l/m)m>q . (((ap)l/Q)q)m = (ak)q (aP)™ = akatrm,

Dies bedeutet

a"a® = (akq—i—pm) 1/mg _ a(kq+pm)/mq _ ak/m-l—p/q _ ar—i—s_
Die anderen beiden Potenzgesetze werden &dhnlich verifiziert.

Beispiel 2.4 (Verfahren von Heron) Hier wollen wir kurz das Verfahren von Heron
besprechen, das die Quadratwurzel von a¢ > 0 numerisch effizienter berechnet als das
Intervallhalbierungsverfahren. Zur Motivation der Iterationsformel: die gesuchte Zahl \/a
ist die Nullstelle z, der Parabel y = 22 —a. Nehmen wir an, es ist schon eine n-te Niherung
xy, fiir \/a berechnet, wobei xy der Startwert sei. Dann betrachten wir die Tangente an die
Parabel im Punkt (z,,z2 — a), und wihlen als nichste Ndherung deren Nullstelle @, 1.
Wie lautet der zugehorige Algorithmus? Beschreiben wir die gesuchte Tangente mit der
Gleichung y = p- x + g, wobei p die Steigung und ¢ der y-Achsenabschnitt ist. Dann muss
die quadratische Funktion (z? — a) — (pz + ¢) genau in z,, ihre einzige Nullstelle haben

(heuristische Begriindung am Bild), also

(@®—a) = (pr+q) = (@ —2,)> = p=2w,umdqg=—(ata})
Die Iterationsvorschrift, gegeben durch die Nullstelle der Tangente in (z,,, 22 — a), lautet
demzufolge
1
Tnt1 = f(xg) = i(l‘n + i), mit Startwert zo > 0. (2.4)
Tn

Die Frage ist nun, ob dieses Verfahren konvergiert und, wenn ja, wie gut. Zunéchst gilt

fir alle z > 0
fo) =% (S +20) 2 va

mit Gleichheit genau fiir x = \/a. Also gilt z,, > /a fiir n > 1, und es folgt weiter

1
Tpal — Ty = §(a/:):n— Zp ) <0 fiirn > 1.
<Va 2Va

Ab n =1 ist die Folge somit monoton fallend und durch y/a nach unten beschrénkt, also
konvergiert sie wegen Satz 2.5 gegen eine Zahl & > 0. Um zu sehen, dass ¢ die gesuchte

Wurzel ist, lassen wir in (2.4) n — oo gehen und erhalten ¢2 = a wie gewiinscht. Wie
schnell verkleinert sich nun der Néherungsfehler ¢,, = |z, — /a| > 07 Fiir n > 1 ist

1 €2 g2

1 a
€n+1=$n+1—\/a=i(xn—l-;)—\/&:—(azi—%/&xn—i—a):?"§2\/5.
n n

2z, 2
Sei zum Beispiel a > i und die Ndherung x, schon auf £ > 1 Dezimalstellen hinter dem
Komma genau, also €, < 107%, so ist der Fehler der nichsten Niherung nur mehr

1
i1l < ——(107%)2 < 1072k,
—~—
<1
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Die Anzahl der giiltigen Stellen hat sich also in einem Schritt verdoppelt. Man spricht
hier von quadratischer Konvergenz. Beim Intervallhalbierungsverfahren wird die Zahl der
giiltigen Stellen jeweils hochstens um Eins verbessert, was als lineare Konvergenz bezeich-
net wird.

Definition 2.5 (Teilfolge) Sei (an)nen eine Folge und (ng)ren eine Folge natiirlicher
Zahlen mit ny < ny < ng... Dann heifst die Folge (an, )ken Teilfolge von (ap)nen.

Durch Induktion ergibt sich sofort ny > k: esist ny > 1 und ngy1 > np +1 > kK + 1.
Die Teilfolge entsteht aus der urspriinglichen Folge durch Auswahl der Nummern ng. Da
Folgen Abbildungen von N nach R sind, ist eine Teilfolge formal als Verkettung von zwei
Abbildungen definiert: der Ausgangsfolge ¢ : N — R, n —— a, und der Folge N — N,
k +—— ny, die die Indizes auswihlt. Am Beispiel a,, = (—1)"/n3 und n;, = 2k — 1 sieht das
wie folgt aus:

N s N = R
ko —  np=2k—1 — an, = —1/(2k —1)3

Definition 2.6 (Hiufungspunkt von Folgen) a € R heiffit Hiufungspunkt der Folge
(an)nen, wenn eine Teilfolge (ap, )ken gibt, die mit k — oo gegen a konvergiert.

Beispielsweise hat die Folge a,, = (—1)" +1/n? den Haufungspunkt +1, denn mit ny = 2k
gilt a,, = agr =1+ 1/(2k)? — 1 mit k — co. Auch —1 ist ein Hiufungspunkt der Folge,
denn fiir ny, = 2k — 1 ist a,, = age_1 = —1+1/(2k — 1) — —1 mit k — oo.

Lemma 2.1 Die Zahl a € R ist genau dann Hdiufungspunkt der Folge (an)nen, wenn fir
jedes € > 0 die Menge {n € N : a,, € Us(a)} unendlich viele Elemente hat.

BEWEIS: Wenn a € R Haufungspunkt von (a,)nen ist, so gilt nach Definition a,, — a mit
k — oo fiir eine Teilfolge ny. Zu jedem € > 0 gibt es dann ein K € R mit a,, € U.(a) fur
alle k > K. Die Abbildung k — mny ist injektiv wegen n; < ng < ..., also ist die Menge
{n : k > K} nicht endlich nach dem Schubfachprinzip. Dies beweist die eine Richtung der

Aquivalenz. Umgekehrt wihlen wir induktiv nj, mit n; < ng < ..., so dass an, € Uyyp, (a).
Die Induktion bricht nicht ab, da a, € U, (a) fiir unendlich viele n gilt. Es folgt dann
|an, —al < 1/k — 0 mit k — oo. O

Satz 2.8 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konver-
gente Teilfolge, also mindestens einen Hdaufungspunkt.

BeEwEIs: Konstruktion durch fortgesetzte Intervallhalbierung: wéhle eine obere Schranke
by und eine untere Schranke a; fiir (2, )nen, also x,, € [ay, b] fiir alle n € N. Wir nehmen
nun induktiv an, dass I = [ag, bg] schon gefunden ist mit der Eigenschaft

(%) xp € I fiir unendlich viele n.

Setze my, = %(ak + bi) und definiere

[mp, b, falls x,, € [myg,by] fiir unendlich viele n,
Li1 = lars1, bpa] = l[ak, mg]  sonst.
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Es ist offensichtlich, dass (%) auch fiir das Intervall I;; gilt. Nach dem Intervallschachte-
lungsprinzip aus Satz 2.6 gibt es ein x € R mit « € I}, fiir alle K € N. Zu ¢ > 0 gibt es nun
ein K € R mit |I| < e fir k > K, also I}, C U.(z) fiir k > K. Damit gilt auch z,, € Uc(x)
fiir unendlich viele n. Aus Lemma 2.1 schlieflen wir, dass x ein Haufungspunkt der Folge
(Zn)nen ist. O

Definition 2.7 (Limes superior/inferior) Fiir eine reelle Folge (zp)nen und x* € RU
{£o0} gilt limsup,,_, ., x, = x*, falls folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(i)  es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — x* fir k — oo,

(ii)  fir alle x > x* ist die Menge {n € N:z, > x} endlich.
Entsprechend bedeutet liminf,, . x, = x, mit x, € RU {fo0}:

(i)  es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — . fir k — oo,

(ii)  fir alle © < x, ist die Menge {n € N: x, < x} endlich.

Der Limes superior ist nicht notwendig obere Schranke der Folge, zum Beispiel gilt

limsup, . 1/n = 0. Er kann auch —oo sein, zum Beispiel fiir z,, = —n. Wihrend
wir den Grenzwert lim, .., z, nur dann bilden kénnen, wenn die Folge konvergiert,
ist der grofite Haufungspunkt z* = limsup,,_,. x, und der kleinste Haufungspunkt

Ty = liminf,, .o x, = x, immer definiert, wenn wir jeweils die Moglichkeit z* = +oo
bzw. x, = Fo00 zulassen. Dies soll nun bewiesen werden, wobei wir uns 0.B.d.A. auf den
Limes superior beschrinken.

Lemma 2.2 Sei limsup,, ., o, = 2* < 00. Dann gilt

*

x>z" = xist kein Hiufungspunkt von (x,).

BEWEIS: Setze ¢ = 3(z—2*) > 0. Fiiry € U.(z) folgt y—a* = a2 —a*—(z—y) > 2c—¢c =,

mit anderen Worten U (z) C {y € R:y > 2* + ¢}. Nach Definition 2.7(ii) ist x,, € U(z)
nur fiir endlich viele n € N, das heifit x ist kein Hiufungspunkt nach Lemma 2.1. O

Satz 2.9 (Existenz des Limes superior) Fir jede Folge (x,)ner gibt es genau ein
x* € RU{£o0} mit limsup,, . zn = x*.

BEWEIS:

Fall 1: (z,,) ist nicht nach oben beschréinkt.

Dann ist {n : x, > b} unendlich fiir alle b € R. Bestimme induktiv n; < ng < ... mit
Zn, > k. Es folgt limsup,,_,,, x, = +00.

Fall 2: Es gibt ein b; € R mit x,, < by fiir alle n € N.

Fall 2.1: {n: x, > a} ist endlich fiir alle a € R.
Dann gilt x, — —oo und es folgt limsup,,_, ., xn = —o0.
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Fall 2.2: Es gibt ein a1 € R, so dass {n : x,, € [a1,b1]} unendlich ist.
In diesem Fall wenden wir das Intervallhalbierungsverfahren aus dem Beweis von Satz 2.8
an und behaupten

{n: x, > by} ist endlich fiir alle k.

Fir £ = 1 ist das richtig, da b; obere Schranke. Sei die Behauptung schon fiir £ € N
gezeigt.

br+1 =br = Die Behauptung gilt nach Induktionsannahme.

bgr1 =mi = Die Menge {n:xz, > bry1} = {n:x, € (mg,bg]} U{n:x, > by}
ist endlich nach Fallunterscheidung sowie Induktionsannahme.

Sei nun z* := limy_,o bg. Fiir x > 2™ ist (2, +00) C (bg, +00) fiir k hinreichend grof}, also
ist {n : x,, > x} endlich und es folgt lim sup,, ., = «*. Damit ist die Existenz bewiesen.

Angenommen es gibt 27 < z3 mit den Eigenschaften (i) und (ii). Wahle =z € (7, z%).
Wegen (ii) fiir 7 ist dann {n : z,, > 2} endlich. Dann kann aber (i) fiir 23 nicht gelten,
ein Widerspruch. O

Die Begriffe Haufungspunkt, Limes superior und Limes inferior sind gew6hnungsbediirftig,
und wir werden bei Gelegenheit mehr Beispiele betrachten. Die logische Abfolge der
zentralen theoretischen Aussagen in diesem Abschnitt war folgende:

Vollstindigkeitsaxiom:
Cauchyfolgen sind konvergent
Y
Konvergenzkriterium der
Monotonie und Beschrianktheit

4

Intervallschachtelungsprinzip

¢

Bolzano-Weierstrafl: Auswahlsatz

4

Cauchyfolgen sind konvergent

Die Implikationen sind so zu verstehen, dass jeweils nur die jeweils vorangehende
Eigenschaft von R im Beweis des darauf folgenden Resultats benutzt wurde. Die letzte
Implikation werden wir dabei gleich noch zeigen. Es folgt, dass jede der vier Eigenschaf-
ten als Axiom fiir R benutzt werden koénnte - die anderen Eigenschaften wiirden als
Satze folgen. Im néichsten Abschnitt werden wir eine weitere, dquivalente Eigenschaft
kennenlernen, nédmlich den Satz vom Supremum (Satz 3.1). In dieser Vorlesung wird die
Konvergenz der Cauchyfolgen als grundlegendes Axiom gewéhlt.

BEWEIS: Auswahlsatz von Bolzano-Weierstraf§ = Cauchyfolgen sind konvergent
Wir zeigen zunéichst, dass eine Cauchyfolge (ay,)nen beschréinkt ist. Sei ng € N mit |a,, —
am| <1 fiir n,m > ng. Dann folgt

n=no = lap| < ‘an B an0| +‘an0|'
—_——

<1
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