Also gilt |a,| < max(|ai],|az], ..., |ang—1], |an,|+1) = K. Sei nun N € R mit |ap, —am| < §

fiir n,m > N. Wir wenden den Auswahlsatz von Bolzano-Weierstrafi an: es gibt eine

Teilfolge (an, )keny mit an, — a mit k& — oco. Wihle ky € N mit ]anko —a] < § und

2
ng, > N. Fir n > N folgt

|an — al < |an — any |+ |an,, —a| <e.
—_———

< <

N
o

Somit konvergiert die ganze Folge gegen a. O

Definition 2.8 Die Menge M C R heifst

nach oben beschrinkt < JK € R mit x < K fir alle x € M,
nach unten beschrinkt < JK € R mit x > K fir alle x € M.

Die Zahl K heifit dann obere bzw. untere Schranke. Weiter heifst M
beschrinkt < 3K >0 mit |x| < K fir alle x € M.

Eine Menge ist genau dann beschrankt, wenn sie nach oben und unten beschréankt ist.
Denn aus |z| < K folgt —K < z < K, und aus K; < z < Ky folgt umgekehrt |z| <
max(| K |, | K.

Beispiel 2.4 Die Menge [0,1) ist nach oben beschrinkt, eine obere Schranke ist zum
Beispiel K = 2011. Es gibt in [0,1) kein grofites Element, denn es gilt der Schluss

1
zel01l) = x<%e 0,1).

Unter den oberen Schranken von [0, 1) gibt es aber eine kleinste, ndmlich die Zahl 1.

Definition 2.9 (Supremum/Infimum) Die Zahl a € RU{+o00} heifit Supremum (bzw.
Infimum) der Menge M C R, wenn folgendes gilt:

(1) z <a fir alle x € M (bzw. x > a fir allex € M),
(2) Fiir alle d’ < a (bzw. a’ > a) gibt es ein x € M mit x > a' (bzw. © < d’).

Notation: a = sup M (bzw. a = inf M ). Ist M nach oben (bzw. unten) beschrinkt, so be-

zeichnen wir sup M auch als kleinste obere Schranke (bzw. inf M als grifste untere Schran-
ke).

Satz 2.10 Jede Menge M C R hat genau ein Supremum S € R U {z+o0}.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Angenommen es gibt 512 € RU {£o0},
die beide die Definition 2.9 erfiillen. Wir kénnen S7 < S annehmen. Nach Eigenschaft
(2) bzgl. Sy gibt es ein x € M mit x > S7, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) beziiglich S;.

Man sieht leicht sup() = —oo, und supM = +oo falls M nicht nach oben be-
schriankt ist. Im verbleibenden Fall wihlen wir ein Element a; von M und eine obere
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Schranke b; von M, und konstruieren wie folgt eine Intervallschachtelung I,, = [ay,, by,] fiir
n > 1, wobei my, = (a, + by)/2:

(M, by, falls [my,, by) N M ()

[an, my], sonst.

In-l—l - [an—i—lybn—i—l] - {

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip, Satz 2.6, gibt es genau ein S € R mit S € I, fiir
alle n, und genauer gilt a, — S sowie b, — S. Fiir x € M sieht man durch Induktion
x < by, fiir alle n, also x < lim,, .o b, = S. Andererseits gilt, ebenfalls induktiv, M NI, # 0
fiir alle n, das heifit es gibt x,, € M mit a,, < z, < b,. Ist S’ < S, so gilt also x,, > S’ fiir
hinreichend grofie n. Damit ist sup M = S gezeigt. O

Folgerung 2.1 Sei M C R nichtleer. Dann gibt es eine Folge x,, € M (bzw. x}, € M)
mit &y, — sup M (bzw. x], — inf M ).

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage fiir das Supremum. Ist M nach oben beschrankt, so wurde
eine solche Folge im Beweis des vorangehenden Satzes konstruiert. Ist M nicht nach oben
beschrankt, so gibt es zu n € N ein z,, € M mit z,, > n, also x,, — +0o0 =sup M. O

3 Machtigkeit der Mengen und komplexe Zahlen

Jetzt wollen wir uns einer neuen Frage zuwenden: wie kann man die unendlichen Mengen
N C Z ¢ Q C R der Grofle nach vergleichen? Gibt es wirklich mehr rationale Zahlen
als natiirliche? Mehr reelle als rationale? Die Antwort lautet witzigerweise, dass es gleich
viele natiirliche, ganze und rationale Zahlen gibt, aber mehr reelle Zahlen. Alle genannten
Mengen enthalten unendlich viele Elemente. Die Prizisierung der Begriffe gleichviele und
mehr geht auf Georg Cantor (1872) zuriick.

Definition 3.1 FEine Menge A heifit gleichmdchtig zur Menge B (Notation: A ~ B),
wenn es eine bijektive Abbildung (Bijektion) ¢ : A — B gibt.

Lemma 3.1 Die Relation A ~ B (A ist gleichmichtig zu B) ist eine Aquivalenzrelation,
das heifst fir alle Mengen A, B,C gilt:

(i) A~A

(i) A~B =B~A

(ii) A~Bund B~C = A~C.

BEWEIS:
(i)  Wéhle als Bijektion die Identitét idg : A — A, a — a.
(i) Sei ¢ : A — B Bijektion. Withle dann ¢! : B — A.
(iii) Seien ¢ : A — B und 9 : B — C bijektiv. Wihle dann ¢ o p : A — C.

Definition 3.2 Fine Menge A heif§t
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- endlich, wenn sie gleichmdchtig zu einer Menge {1,2,...,k} mit k € N ist;
- abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichmdchtig zu N ist;

- abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzihlbar unendlich ist;

- tdberabzdhlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht endlich, denn andernfalls gibt es ein n € N
und eine Bijektion f: N — {1,...,n} im Widerspruch zum Schubfachprinzip (Satz 2.3).

Lemma 3.2 Fulls eine surjektive Abbildung ¢ : N — A ezistiert, so ist A abzdihlbar.

BEWEIS: Sei a, = ¢(n). Die naheliegende Idee ist, bei der Abzéihlung induktiv diejenigen
an auszulassen, die bereits vorher auftraten, und die restlichen entsprechend neu zu num-
merieren. Dazu setzen wir n; = 1 und konstruieren induktiv eine Teilfolge a,, durch die
Vorschrift

Npy1 = min{n > ng @ ay, # ap; fir j=1,... k}.

Falls die Rekursion nach einem ny, abbricht, ist die Abbildung f : {1,...,k} — A, k +— ap,
bijektiv und damit ist A endlich. Andernfalls ist die Abbildung f : N — A, k — a,, bijektiv
und A ist abzdhlbar undendlich. O

Satz 3.1 Die Mengen Z und Q sind abzdhlbar.

BeEwEIs: Fiir Z wéhle die surjektive (sogar bijektive!) Abbildung

(n—1)/2 n ungerade

N—Z, p(n) =
2 N= 2 o) {—n/Q n gerade.

Das Argument zeigt, dass wir uns beim Beweis der Abzdhlbarkeit von Q auf die Menge
Q' = {p/q : p,q € N} beschrinken kénnen. Die Idee ist dann, diagonal nach folgendem
Schema abzuzéhlen:

p= 1 2 3 4 5 6

q:
1 1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1
< S S S S
2 1/2 2/2 3/2 4/2 -
’l LS
3 1/3 2/3 3/3
Y
4 1/4 2/4
/ .
5 1/5

Die k-te Diagonale enthilt £ Elemente, also enthalten die Diagonalen mit kleinerer Num-
mer insgesamt 1+ ...+ (k— 1) = (k — 1)k/2 Eintrége. Wir behaupten, dass jedes n € N
in genau einem k-Abschnitt {(k — 1)k/2+ ¢ :4i=1,...,k} liegt. Zur Existenz sei k € N
maximal mit (k — 1)k/2 < n. Dann gilt

(k—Dk/2<n<k(k+1)/2=(k—1)k/2+k
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Fiirl > kist (I-1)l/241 > k(k+1)/2 = (k—1)k/2+k, das heifit die beiden Abschnitte sind
disjunkt, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. Somit ist folgende Abbildung wohldefiniert:
(k—1k

k—i+1
72._{_ firn=-—"—+1i (keN, 1<i<k).

¢:N—Q, ¢(n) = - 5

Die Abbildung ist surjektiv, und zwar gilt ¢(n) = p/q fir i = ¢ und k = p+ ¢ — 1. Die
Abzdhlbarkeit von Q folgt nun mit Lemma 3.2. O
Durch Anordnung in einem quadratischen Schema und analoge Abziahlung 148t sich ganz

analog zeigen, daf} eine abzihlbare Vereinigung von jeweils abzihlbaren Mengen abermals
abzahlbar ist.

Satz 3.2 (R ist nicht abzdhlbar) Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : N — R.

BEWEIS: Sei ¢ : N — R eine beliebige Abbildung und ¢(n) = x,,. Wir konstruieren eine
Intervallschachtelung (I, )neny mit =, ¢ I, fiir jedes n. Ist I, schon bestimmt, so zerlege
I,, in drei abgeschlossene Teilintervalle gleicher Lénge und wéhle fiir I, ein Teilintervall,
das x4 nicht enthélt (im Zweifelsfall das rechte). Um I zu definieren, wenden wir dieses
Argument an auf Iy = [0,1]. Nach Satz 2.6 gibt es ein x € (), .y In € R, also z # x,, fiir
alle n € N. O

In Zukunft brauchen wir den Begriff der Konvergenz auch fiir Punkte im R". Fiir n = 1
haben wir als Modell die Zahlengerade benutzt, entsprechend betrachten wir fiir n = 2
die Ebene mit kartesischen Koordinaten z = (z,y) und fiir n = 3 den dreidimensionalen
Raum mit Koordinaten p = (x,y, z); dabei finde ich den zweidimensionalen Fall besonders
anschaulich. Der R" ist eine mathematische Verallgemeinerung:

RY={x=(x1,...,25) 2, ER} =R x ... xR.
n mal

Genauer Definitionen finden Sie in der Vorlesung LA1.

Fiir uns hat der Fall n = 2 der Euklidischen Ebene eine besondere Bedeutung, denn
aus dem Vektorraum (R?,+) wird mit einer geeigneten Multiplikation der Korper
C = (R?,+, ) der komplexen Zahlen. Die Verkniipfungen sind dabei wie folgt definiert:

Die Addition ist die Vektorraumaddition von R2. Die Standardbasis wird mit (1,0) = 1
und (0,1) = i bezeichnet, das heifit jedes z = (x,y) € R? besitzt die Basisdarstellung
z = x + iy. Damit lautet die Addition von xy + iy, k = 1,2,

(1 +iy1) + (22 +iy2) = (1,91) + (22, 92) = (21 + 22,41 + y2) = (21 + 22) +i(y1 + y2).
Mit diesen Vereinbarungen gilt z = x + i0 = (z,0) fiir x € R, das heift R wird mit

der z-Achse in R? identifiziert. Fiir z = = + iy heiit * =: Rez € R der Realteil und
y =Imz € R der Imaginérteil von z.

Die Multiplikation ergibt sich durch die Forderung i*> = —1 und Ausmultiplizieren
nach den Korpergesetzen:

(z1 4 y1)(z2 +iy2) = x129 + i2y1y2 + i(21y2 + Toy1) = 2129 — Y12 + i(T1Y2 + T2y1 ).

34



Fir A € Rist Az +iy) = (A +i0)(x +iy) = Az + iy = (Az, \y) = A(z,y), das heifit
Multiplikation mit A € R C C ist einfach Skalarmultiplikation im R-Vektorraum RZ.
Dagegen liefert die Multiplikation mit ¢ fiir (z,y) = + iy € C

Der Vektor (—y,z) entsteht anschaulich aus (z,y) durch Drehung um 90° im mathema-
tisch positiven Sinn, das heifit gegen den Uhrzeigersinn.

Die Korpergesetze in C folgen leicht aus den Definitionen, nur die Bestétigung des
Assoziativgesetzes der Multiplikation erfordert etwas Rechenarbeit. Um das inverse
Element der Multiplikation anzugeben, ist ein weiterer Begriff niitzlich: fiir z = x +iy € C
heifit Z = x — iy € C die zu z konjugiert komplexe Zahl. Anschaulich ergibt sich Z aus z
durch Spiegelung an der z-Achse, insbesondere gilt Z = z.
Lemma 3.3 Fir die komplexe Konjugation gelten folgende Regeln:

(1) 21+ 20 =71+ 722, 2122 = 71 22,

(2)z=2z & z€R,

(3 Firz=x+1iy ist Rez = 4(2+2z) und Imz = 2:(2 — 2).

BEWwWEISs: Die Beweise erfolgen alle durch Nachrechnen, zum Beispiel gilt

Z1 72 = (x1 —iy1) (22 —iy2) = 122 — Y1y2 — (x1y2 + Y122) = Z122.
O

Die komplexen Zahlen entstehen aus R? durch Hinzunahme der Multiplikation als
zusétzliche Struktur. Man nennt die Euklidische Norm

|| = V22 +9y2  fiir z =2+ iy

auch den Betrag der komplexen Zahl z.

Lemma 3.4 Fir den Betrag einer komplexen Zahl gelten folgende Regeln:
(1) |2)? = 27
(2) |z122] = |21z
(3) [Rez| < [z[, [Im (2)[ < [2].
BeEweIs: Fiir Aussage (1) berechnen wir mit z = = + iy
7Z = (z+iy)(z —iy) = 2> + % = |2
Die Formel (2) folgt aus (1), Lemma 3.3(1) und den Kérpergesetzen:
2120 = (2122)(71%2) = 21 71 2272 = |21 [? | 22|

Die Ungleichungen (3) sind offensichtlich. O

Damit koénnen wir nun das inverse Element der Multiplikation leicht hinschreiben, und
zwar folgt aus Lemma 3.4(1) fir z =z 4+ iy # 0



4 Reihen

Viele Funktionen in der Analysis kénnen als unendliche Reihen definiert beziehungsweise
dargestellt werden. Darum ist es wichtig, die Konvergenzfrage fiir Reihen zu untersuchen.
Als erste Anwendung der Konvergenzaussagen definieren wir die Exponentialfunktion. Um
spéter den Zusammenhang zu den trigonometrischen Funktionen zu sehen, arbeiten wir
direkt in C statt nur in R, zumal sich die Argumente nur wenig unterscheiden.

Definition 4.1 Eine Folge (Sy)nen, heifst Reihe mit Gliedern a,, € C, falls gilt:

n

S, = Zak fiir alle n € Ny.
k=0

Die Reihe heifit konvergent mit Wert S € C, wenn die Folge (Sp)nen, gegen S konvergiert:

o0 n

Zak = lim Zan = lim §, = 6.
n—oo n—oo

k=0 k=0

Die Zahl S,, wird auch als n-te Partialsumme der Reihe bezeichnet. Oft wird die Reihe
in der Form ag + a1 + as + ... durch ihre ersten Glieder angegeben. Leider ist es auch
tiblich, die Reihe selbst - unabhéingig von der Frage der Konvergenz - ebenfalls mit dem
Symbol Y72 aj zu bezeichnen.

1 1 1 =1
Beispiel 4.1 Die Reihe 1.2 + 5.3 + 3.4 4+ ... wird auch mit Z m bezeichnet.

k=1
Gemeint ist jeweils die Folge (S, )nen mit den Gliedern
1 1 1 1 2 1 1 1 3
S1TTeTy TiateaTy STiataatiaTo
Fiir die betrachtete Reihe gilt, fiir alle n € N,
n n n+1
1 1 1 1 1
() RO MDA
k=1 k=1 k=2

Also ist die Reihe konvergent mit Wert

Die Regeln fiir die Addition von konvergenten Reihen sowie die Multiplikation von konver-
genten Reihen mit reellen oder komplexen Zahlen ergeben sich direkt aus den entsprechen-
den Regeln fiir konvergente Folgen, siehe Satz 1.3 a) in Kapitel 1. So ist fiir konvergente
Reihen Y 72 gap und Y 72 o by und A, € R auch die Reihe Y 7 ((Aay + pby) konvergent

und es gilt
> a4 pbe) = ADar+ 1> by
k=0 k=0 k=0
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Durch Abénderung, Hinzufiigen oder Weglassen von endlich vielen Gliedern in einer Reihe
Y re ax wird die Konvergenz oder Divergenz nicht beeinflusst, sondern nur der Wert der
Reihe. Zum Beispiel haben wir fiir n € Ny und m > n

m m n—1
Dak =) ar = a
k=n k=0 k=0

und mit m — oo folgt, falls die Reihe )7 ai konvergiert,

[ee] 00 n—1
Zak:Zak—Zak. (4.1)
k=n k=0 k=0

Wie bei Folgen kann der Anfangsindex einer Reihe statt £ = 0 auch eine andere Zahl
sein, zum Beispiel £ = 1 wie in Beispiel 4.1 Allgemein ist eine Reihe nichts anderes als
eine Folge (Sy,)nen,, die gegeben ist durch die Differenzen a,, = S,+1 — S, und das erste
Folgenglied Sy = ag. Es stellen sich nun zwei Fragen:

e Wie kann ich den Gliedern a,, der Reihe ansehen, ob die Reihe konvergiert bzw.
divergiert?

e Im Fall der Konvergenz: welchen Wert hat die Reihe?

Bei der zweiten Frage ist zum Beispiel gemeint, ob eine bereits definierte Zahl wie v/2,
e, m, ... als Grenzwert einer Reihe dargestellt werden kann. Im Folgenden steht aber die
erste Frage im Zentrum des Interesses. Dabei ist das néchste Beispiel fundamental.

Beispiel 4.2 (Geometrische Reihe) Die geometrische Reihe Y 32 2% mit z € C kon-
vergiert genau fiir |z| < 1. Der Konvergenzbeweis ist derselbe wie in Beispiel 1.8, und zwar
folgt aus Beispiel 2.2

Zn:k_l_szrl 1 )

2" = — mit n — o0.
1—=2 1—=z

k=0

Dagegen gilt fiir [2| > 1 mit S, = > 7_, 2"
|Spt1— Snl = ‘zn—'—l’ = ‘z’m_l > 1,
so dass (Sp)nen keine Cauchyfolge sein kann.

Beispiel 4.3 (Unendliche Dezimalbriiche) Ist (k;);jen, eine Folge von Ziffern k; €
{0,1,...,9}, so ist die Reihe Z?io k; 107 konvergent, vgl. Satz 2.3.

Beispiel 4.4 (Harmonische Reihe) Die harmonische Reihe )77 | 1/k ist bestimmt di-
vergent gegen +o0o. Dies zeigen wir, indem wir in den Partialsummen wie folgt Klammern

setzen:
! + 1+1 + 1—|-1—|-1+1 + 1—|-1—|- +1 +
1/ \2 3 4 5 6 7 8§ 9 7 15) 7
N N——

/

>1/2 >1/2 >1/2 >1/2

Die Summe der 1/k mit 2 < k < 2™*! ist nach unten abgeschitzt durch 2™ . 2—(m+1) =
1/2.
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Nach diesen ersten Beispielen kommen nun zur allgemeinen Konvergenzfrage fiir Reihen,
und beginnen mit einem notwendigen Kriterium.

Satz 4.1 (Nullfolgentest) Ist die Reihe Y ;- ,a) konvergent, so folgt limy_.o ap = 0.

BEWEISs: Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen S,, = Y, a; konvergent
mit Grenzwert S € C, also folgt a, =S, — S,-1 = S —5=0. O

Als néchstes formulieren wir unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen neu in der Situation
von Reihen. Die Cauchyfolgeneigenschaft sieht wie folgt aus.

Satz 4.2 (Konvergenzkriterium von Cauchy) Eine Reihe Y -, aj konvergiert dann
und nur dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N € R gibt, so dass gilt:

m
> ar
k=n

BEWEIS: Satz 2.2. O

< e  fir alle n,m € Ngmitm >n > N.

Satz 4.3 (Reihen mit Gliedern a;, > 0) Eine reelle Reihe Y ;- ar, mit ar, > 0 fiir alle
k konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen S, = Y, a, nach oben
beschrinkt ist.

BEwEIS: Da a; > 0, ist die Folge (S,,) der Partialsummen monoton wachsend. Die Be-
hauptung folgt aus Kapitel 1, Satz 2.5 und Satz 1.2. O

Beispiel 4.5 Fiir s > 1ist die Reihe )~ k~* konvergent. Wie summieren wie in Beispiel
4.4 iiber 2™ < k < 2™*! und erhalten pro Abschnitt

Z L8 < om , (2m)fs — (2lfs)m‘

2m<f<2m+1
Es folgt fiir n < 2M*! mit der geometrischen Reihe, Beispiel 1.8,

n M

M
Sred | S ey ens

k=1 m=0 \2m<fk<2m+l m=0

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.3. Wir haben damit eine wohldefinierte Funktion
[e.e]

(i (l,00) =R, C(s) =Y k7,

k=

1

die sogenannte Riemannsche Zetafunktion. Sie spielt bei der Untersuchung von Primzahlen
eine fundamentale Rolle.

Die Reihe Y32, (—=1)F"1/k =1 —1/2 + 1/3 — +... ist ein Beispiel fiir eine sogenannte
alternierende Reihe. Wéhrend die entsprechende Reihe mit nur positiven Vorzeichen nicht
konvergiert — es ist die harmonische Reihe aus Beispiel 4.4 — ist die Reihe mit dem Vorzei-
chenwechsel konvergent. Dies ergibt sich aus dem néchsten Satz, bei dessen Beweis wieder
Monotonieargumente eine wesentliche Rolle spielen.
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Satz 4.4 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Seiay, k € Ny, eine reelle,
monoton fallende Nullfolge (also insbesondere ay, > 0). Dann ist die Reihe > oo o(—1)kay
konvergent. Auflerdem gilt fiir alle n € Ny die Abschdtzung

[e.e]

0< (=1)"> (-DFay, < ap.

k=n

BEWEIS: Wir betrachten die Partialsummen S,, = ZZZO(—l)kak. Fiir alle n € Ny gelten
die Ungleichungen

M2 In+1
Sonia —Son = (=1)"agui0+ (1" a1 = asnyo — asni1 <0,
In+3 Im+2
Sonts — Sons1 = (=1 ag, 15+ (=1)*" T agui2 = agnio — aznys > 0,
Im+1
Sont1— Son = (=1)*"lag, 11 = —agus1 <0.

Also ist die Folge (S92, )nen, monoton fallend, die Folge (S2;,41)nen, monoton wachsend.
Wegen Ss, > So,11 ist die Folge S, nach unten beschrénkt durch Sy, die Folge So,41
nach oben beschrankt durch Sy. Nach Satz 2.5 sind die Folgen Sy, sowie Sa,,41 konvergent.
Aber Sy, 11 — Sa, — 0, das heifit beide Folgen, und damit die gesamte Folge, konvergieren
gegen denselben Grenzwert S € R. Nun ist S € [S1, Sp] mit Sy = ag und S1 = a3 —ag > 0,
also gilt die Abschédtzung im Fall n = 0. Anwendung auf die Folge by = a,,4 liefert nun
die Abschétzung fiir beliebige n € Nj. O
Bei der alternierenden Reihe 1 —1/241/3 — + ... st68t man auf Merkwiirdigkeiten, wenn
man die Summationsreihenfolge #ndert. Wihrend die Ausgangsreihe konvergent ist, ist
die durch Umordnung entstehende Reihe

11_{_14_1 1+1+1+1+1 1+
2 3 5 4 7T 9 11 13 6
bestimmt divergent gegen +oo, denn die Summe der positiven Zahlen in der m-ten Klam-
mer ist mindestens 21 . 2-(m+1) — 1/4. Dies ist ein interessantes Phiinomen, jedoch

sind wir in erster Linie an Reihen interessiert, deren Konvergenz stabiler ist. Dabei ist der
folgende Begriff zentral.

Definition 4.2 Die Rethe Y ;> ar, mit a € C heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Y ore lak| konvergiert, das heift Y07 |ak| < co.

Satz 4.5 (absolut konvergent = konvergent) Wenn die Reihe Y -, aj absolut kon-
vergiert, so ist sie konvergent und es gilt

o0 o0
AED ]
k=0 k=0

BEWEIS: Die Dreiecksungleichung besagt
m
D
k=n
Aus dem Cauchykriterium fiir Y 72 |ax| folgt deshalb das Cauchykriterium fiir >°°  ay,

das heifit die Reihe konvergiert nach Satz 4.2. Die Abschitzung folgt, indem wir in der
Dreiecksungleichung n = 0 setzen und m — oo gehen lassen. O

m
gZ\ak\ fiir m >n > 0.
k=n
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Der folgende Satz fasst die wesentlichen Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen
zusammen.

Satz 4.6 (Tests fiir absolute Konvergenz) Sei >~ ay eine Reihe mit ar € C. Ist
eine der drei folgenden Bedingungen erfillt, so ist > -, ar absolut konvergent:

(a) Majorantenkriterium (M-Test): Es gilt |ag| < ¢ € [0,00) mit Y oo g cp < 0.
(b) Quotientenkriterium: Es gibt ein 6 € [0,1) und ein n € N mit

‘ak+1‘

o] <0 fir alle k >n (wobei a, # 0 fir k > n).
k

(c) Wurzelkriterium: Es gibt ein 6 € [0,1) und einn € N mit {/|ax| < 0 fir alle k > n.

Umgekehrt ist die Reihe divergent, wenn fiir ein n € N gilt:

a1
|ak|

>1  oder {/|ag| >1 fir alle k > n.

Fiir die Reihe Y 72 k~° mit s > 1 haben wir

|41 = < i > <1 fiir alle k¥ und lim M =1.
]ak] k+1 k—o00 ]ak]

Fiir s = 1 gilt Divergenz nach Beispiel 4.4; also reicht es in (b) nicht, nur die Abschéitzung
|akt1|/]ak] < 1 vorauszusetzen. Andererseits konvergiert die Reihe fiir s > 1 nach Beispiel
4.5, also kann aus limg_, |akt1|/|ax] = 1 auch nicht auf Divergenz geschlossen werden.
Eine ganz analoge Diskussion gilt fiir das Wurzelkriterium. Die Bedingungen (b) bezie-
hungsweise (c) sind dquivalent zu den folgenden Voraussetzungen:

lim sup @11 <1 Dbzw. limsup y/|ag| < 1.
k—o0 ‘ak‘ k—o0

BEWEIS DES SATZES: (a) folgt aus Satz 4.3, denn fiir alle n € N hat man die obere

Schranke
n n o0
ED D BT
k=0 k=0 k=0

Voraussetzung (b) liefert per Induktion
lag| < 0% "ay|  fiir k> n.

Da die geometrische Reihe wegen 0 < 6 < 1 nach Beispiel 1.8 konvergiert, folgt die
Behauptung aus (a) und wir erhalten auflerdem die Abschétzung

Zla < o] "‘ (4.2)
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Unter der Voraussetzung (c) gilt
lap| < 6% fiir k > n.

Wieder folgt die Behauptung durch durch M-Test mit der geometrischen Reihe. Die
Abschétzung lautet hier

[e.e] Hn
< — 4.3
S fael < -2 (4.9
k=n
Die Divergenzaussagen folgen unmittelbar aus dem Nullfolgentest, Satz 4.1. O

Als Anwendung kommt nun endlich die

Satz 4.7 (Definition der Exponentialfunktion) Die Reihe Y o, z"/k! ist fir alle
z € C absolut konvergent; damit ist die Exponentialfunktion

x  _k
exp: C — C, exp(z) = Z %
n=0 "

wohldefiniert. Fiir jedes n € N und |z| < (n+1)/2 gilt die Abschdtzung

n—1
z 2|z|™
exp(z) — Z Il < oy
k=0 ’

BEWEIS: Fiir z = 0 ist nichts zu zeigen. Seien z € C\{0} und n € N mit |z| < (n +1)/2.
Dann gilt fiir & > n mit a, = 2 /k!

aal _ el _1
]ak] kE+1— 2

Aus dem Quotientenkriterium, Satz 4.6(b), folgt die absolute Konvergenz. Auflerdem lie-
fert die Ungleichung (4.2), hier mit § = 1/2 und a,, = 2" /n!,

i P |2" /Y] 2[z|"

K| = 1-1/2 nl’
k=n

das heifit )
n-1 g ©  k |k n

2 z z 2|z|
(=) = = o m S 2w S T

k=0 k=n k=n

Wegen R C C ist durch Satz 4.7 auch die reelle Exponentialfunktion

ok
x
exp : R — R, exp(x) = Z o
k=0
erklart. Nach Definition 2.2 gilt exp(1) = e ~ 2,7.... Auflerdem sieht man wie in Beispiel
2.3

exp(z) = lim (1 + z>n fiir alle x € R.
n

n—oo
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Eine charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion ist die Funktionalgleichung
exp(z + w) = exp(z)exp(w). Um diese zu beweisen, brauchen wir einen Satz zur
Multilplikation von Reihen.

Bei der Multiplikation von zwei Reihen > 7 ar und > .7 by treten die doppelt
indizierten Produkte agb; mit k,l € Ny auf. Es ist zunéchst nicht klar, in welcher Reihen-
folge diese summiert werden sollen. Schreiben wir die Produkte in einem Schema auf, so
dass apb; in der k-ten Zeile und [-ten Spalte steht, so ist folgendes Summationsverfahren
naheliegend: erst werden die n + 1 Produkte apb; in jeder Diagonale k + | = n addiert,
dann wird die Konvergenz der resultierenden Reihe studiert. Im folgenden sind stets
k,l € Ny und wir schreiben zum Beispiel kurz ), 4=y fiir die Summe iiber alle Paare
k,l € Ng mit k+1=n.

Satz 4.8 (Cauchyprodukt) Die Reihen Y - ar undy oo by seien absolut konvergent.
Dann ist auch die Reihe

oo n
ch mit ¢, = Z apb; = Z arbn—_i
k=0 k+l=n k=0
absolut konvergent, und es gilt
o0 o0 [e.e] o0
o3 (3 ) = (L) (Tn)
n=0 n=0 \k+l=n k=0 k=0

BEwEIS: Wir setzen fiir N € Ny

N 00 N o
An ::Z’ak’_)Z‘ak‘::A und By ::Z]bk\HZ]bk\:: B,
k=0 k=0 k=0 k=0

wobei nach Voraussetzung A, B < co. Es folgt

N
el < > arl il < D lag| Ibr| = AvBy < AB < oo
n=0 k+I<N kJI<N

Nach Satz 4.3 ist > 7 ¢, absolut konvergent und insbesondere konvergent (Satz 4.5).

Um den Grenzwert zu identifizieren, reicht es also die geraden Partialsummen Zi]io Cp ZU
betrachten. Wir berechnen

2N 2N 2N
(Sa) (Ln) -2

k=0 =0 n=0
Die rechte Seite ist gleich Asy Boy — An By, konvergiert also gegen Null fiir N — oo.

Fiir die letzte Abschitzung ist es hilfreich, die Indexbereiche zu skizzieren. Jedenfalls ist
damit die gewiinschte Formel fiir das Cauchyprodukt bewiesen. O

= ) ab— > ab| < > |ak| b,

kl<2N k+I<2N k,1<2N,max(k,l)>N

Wir wenden nun den Produktsatz auf die Exponentialfunktion an.
Satz 4.9 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Fiir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).
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BEwEIs: Da die Reihen absolut konvergieren, erhalten wir mit Satz 4.8 und der Binomi-
schen Formel, Satz 2.6,

n— (2 +w)”
exp(z) exp(w sz' "k anz< > ZFw k:Z(T):eXp(z—i—w).

n=0 k=0 n=0

O

Wir wollen daraus direkt einige Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten. Dazu
brauchen wir noch eine einfache Tatsache.

Lemma 4.1 Fir a;, € C sei die Reihe > ;- ax konvergent. Dann ist auch die Reihe
Y reo Gk konvergent und mit S =Y 7>, ay gilt

oo
S = Zak.
k=0
BEWEIS: Mit S, = > 1_ ax gilt S, = D52 @ und (wie fiir jede Folge)

IS —Sul =[S = 8u| =15 -85, =0 mitn— oo.

Folgerung 4.1 Die Exponentialfunktion hat folgende Figenschaften:
(1) exp(z)exp(—z) =1 fir alle z € C, insbesondere exp(z) # 0.
(2) exp(x) > 0 fir alle x € R.

(3) lexp(iy)| =1 fir alle y € R.
(4) exp(pz) = (exp(z))? fiir alle z € C, p € Z.

BEWEIS: Behauptung (1) folgt sofort aus Satz 4.9, denn

exp(z) exp(—2z) = exp (2 + (—2)) = exp(0) = 1.

Fiir x > 0 ist trivialerweise exp(z) € (1,00), und fiir z < 0 folgt exp(z) = 1/exp(—z) €
(0,1) aus Gleichung (1). Aus Lemma 4.1 folgt

() = (ig) -3 (5) =25 =ewte)

k=0 k=0

Gleichung (3) ergibt sich nun mit Lemma 3.4:

|exp(iy)|* = exp(iy)exp(iy) = exp(iy) exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = 1.

Fiir p € Ny folgt Behauptung (4) mit der Funktionalgleichung durch Induktion, und eben-
falls mit der Funktionalgleichung gilt fiir p € N

1 = exp(pz) exp(—pz) = (exp(2))? exp(—pz)), also exp(—pz) = (exp(2)?) " = exp(z) .
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Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

In der Sprache der Algebra besagt die Funktionalgleichung, in Verbindung mit Folgerung
4.1(1), dass die Exponentialfunktion ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe
(C,+) in die Gruppe (C\{0},-) ist. Die reelle Exponentialabbildung ist analog ein
Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (RT,-), wobei RT die positiven reellen Zahlen
bezeichnet.

Bislang haben wir aufler neuerdings der Exponentialfunktion nur Polynome bezie-
hungsweise stiickweise Polynome als Funktionen zur Verfiigung. Es ist naheliegend,
weitere neue Funktionen ebenfalls als Grenzwerte von Folgen bzw. Reihen von Polynomen
zu suchen. Dies fiihrt auf den Begriff der Potenzreihe.

Definition 4.3 (Potenzreihen) Eine komplexe Potenzreihe ist eine Rethe der Form
o0
z) = Zakzk mit a; € C.

Allgemeiner betrachtet man auch Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zg € C, das heifit
Reihen der Form P(z) = Y32 ax(z — 20)*. Der Einfachheit halber beschriinken wir uns
jedoch hier auf den Fall zy = 0.

Definition 4.3 ldsst offen, ob beziehungsweise fiir welche z € C die Reihe tatséichlich
konvergiert. Natiirlich ist P(0) = ap, es kann aber sein, dass die Reihe fiir alle z # 0
divergiert, dann ist sie natiirlich nicht von Interesse. Ein Beispiel ist Y oo n"z", wie
der Nullfolgentest sofort ergibt. Bei interessanten Reihen (was immer das ist) erwarten
wir aber Konvergenz zumindest fiir manche z € C. Auf dem Konvergenzgebiet erhalten
wir dann eine Funktion, und genau daran sind wir interessiert. Zum Beispiel konvergiert
die Exponentialreihe sogar fiir alle z € C, und definiert die Exponentialfunktion.
Erstaunlicherweise kann iiber das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe eine allgemeine
Aussage getroffen werden. Dazu benotigen wir das folgende technische Lemma, dessen
Abschétzung (4.5) noch mehrfach benutzt wird.

Lemma 4.2 Sei P(z) = > 72, ayz® eine Potenzreihe mit a;, € C, die fir ein zy # 0
konvergiert. Dann gibt es ein M € [0,00) mit

lax| |20|F < M fiir alle k € N. (4.4)

Aus (4.4) folgt weiter, dass P(z) fir |z| < |zo0| absolut konvergiert und dass fir n € Ny
qgilt:

> M 2| \" !
|P(2) = Pa(2)| < Y axl[2* < <|Z |> . (4.5)
k=n+1 1- W 0

Hier ist Py(z) = S p_,arz® die n-te Partialsumme.

BewEs: Fiir |2| < |2o] gilt |apz"] = [ax|20]*(|2]/]20])* < M(|2|/|20])*. Wegen |2|/|20| <
1 folgt die absolute Konvergenz aus dem Majorantenkriterium durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe. Genauer gilt

PE) P < S larllof < M Z (rLZJ\) <M (%f

_ Lzl
k=n+1 L=
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Satz 4.10 (vom Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe P(2) = Y wo a2 gibt es
genau ein R € [0,00], den Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:

. absolut konvergent  fiir |z| < R,
P(z) ist ,
divergent fir |z| > R.

BEwEIs: Die Eindeutigkeit von R ist klar. Zur Existenz definieren wir
R = sup{|z| : P(z) konvergiert} € [0, cc].

Ist |z2|] < R, so gibt es nach Definition ein zyp € C mit |z| < |z9] < R, so dass P(z)
konvergiert. Also konvergiert P(z) absolut wegen Lemma 4.2. Andererseits ist die Reihe
divergent fiir |z| > R nach Definition von R. O

Beispiel 4.6 Als weiteres Beispiel einer Potenzreihe betrachten wir fiir beliebiges o € C
die Binomialreihe

Ba(z):i<z>zk:1+az+w,22+...

k=0
Fiir a € Ng bricht die Reihe nach £ = « ab, und die Binomische Formel aus Satz 2.6 liefert
B, (z) = (14 2)®. Im folgenden sei nun o ¢ Ny. Fiir z # 0 ist dann a5 = (§)2" # 0 fiir
alle k € Ny, und es gilt

ak41
ag

B lae — k|
k41

|Z| — |Z| mit k — oo.

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir |2| < 1 und divergiert fiir |z| > 1,
das heifit der Konvergenzradius ist R = 1.

Fiir eine gegebene reelle Funktion f : (=R, R) — R stellt sich die Frage, ob die Funktion
durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann: gibt es a; € R mit f(z) = Y 7, azk
fir z € (=R, R), oder zumindest auf einem kleineren Intervall x € (—r,7)?7 Wenn ja,
sind die aj eindeutig bestimmt? Natiirlich kann diese Frage auch iiber C gestellt werden,
anstelle der Intervalle treten dann Kreisscheiben Br(0) = {z € C : |z] < R}. Das folgende
Ergebnis zeigt, dass bei weitem nicht jede Funktion als Potenzreihe darstellbar ist. Zu der
Folgerung vergleiche auch die entsprechende Aussage fiir Polynome, Satz 77.

Satz 4.11 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen) Sei P(z) = Y 32, ax2"® eine Potenzrei-
he, die fiir ein zg # 0 konvergiert. Ist 0 € C Haufungspunkt der Menge {z € C: P(z) = 0},
so folgt ap, = 0 fiir alle k € Ny.

BEWEIS: Wir nehmen induktiv an, dass schon ag = a; = ... = a,—1 = 0 gezeigt ist,
wobei der Fall n = 0 den Induktionsanfang liefert. Fiir |z| < |zp|/2 folgt aus (4.5) die
Abschatzung

|P(2) — anz"| = |P(2) — Pu(2)] < Clz|"*! wobei C = 2M 2|~ "D,
Nach Voraussetzung gilt P(z;) = 0 fiir eine Folge z; # 0 mit z; — 0, und Einsetzen von

z = z; ergibt |a,||z|" < Oz, also |a,| < C|z;| — 0 mit i — oo, das heifit a, =0. O
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Folgerung 4.2 (Koeffizientenvergleich) Seien P(z) = Y io,apz® und Q(z) =
Yoo biz® Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Ist der Nullpunkt Hiufungspunkt
der Menge {z € C: P(z) = Q(2)}, so folgt ax, = by, fiir alle k € Ny.

BEwEIs: Die Potenzreihe F(z) = > 72, cxz® mit ¢, = ar — by hat positiven Konver-
genzradius, und der Nullpunkt ist Haufungspunkt der Menge {z € C : F(z) = 0}. Die
Behauptung folgt damit aus Satz 4.11. O

Zum Schluss dieses Kapitels kommen wir zu der Frage der Umordnung von Reihen zuriick
und zeigen, dass absolut konvergente Reihen beliebig umgeordnet werden koénnen.

Satz 4.12 (Umordnungssatz) Sei 7 : N — N bijektiv. Falls Y ;7 | aj absolut konvergent
ist, so konvergiert auch die Rethe Z;’il ar(j) absolut und hat denselben Grenzwert.

BEWEIS: Setze S =Y ;- ai. Nach Voraussetzung gilt

o0 o0 n
Z |ak|:Z|ak|—Z|ak|—>0 mit n — oo,
k=n+1 k=1 k=1

also gibt es zu € > 0 ein n € N mit )77 . |ag| < €/2. Fiir m hinreichend grof8 gilt
= H1,...,n} c {1,...,m} bezichungsweise {1,...,n} C 7({1,...,m}), und es folgt

(S—iam‘é‘s— i ar| + i |a7<j>|§(5—zn:ak‘+§:|“k|-
p

i=1,7()<n i=1,7()>n k=1 k=n+l

<e/2 <e/2
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