Kapitel 4

Differentialrechnung fiir
Funktionen einer Variablen

1 Die Ableitung: Definition und Regeln

Im diesem Abschnitt betrachten wir stets reellwertige oder vektorwertige Funktionen einer
Variablen, die auf einem offenen Intervall / C R definiert sind.

Definition 1.1 (Ableitung) Die Funktion f : I — R™ hat in xo € I die Ableitung
a € R™ (Notation: f'(xg) = a), falls gilt:
lim M — a. (1.1)
T—T0 T — X0
Wir nennen f differenzierbar in xo, falls es ein a € R™ mit (1.1) gibt, falls also der in

(1.1) betrachtete Grenzwert existiert.

Eine alternative Formulierung ergibt sich durch die Substitution x = xg + h:

/ B . flwo+h) = f(xo)
fi(wo) =a <« lim Y =a

Leibniz interessierte sich fiir die Definition der Ableitung im Zusammenhang mit dem
Problem, die Tangente an eine ebene Kurve in einem gegebenen Punkt zu definieren.
Nehmen wir dazu an, dass die Kurve als Graph einer Funktion f : I — R gegeben ist, und
dass die Tangente im Punkt (zg, f(z¢)) gesucht ist. Der Differenzenquotient

f(z) = f(@o)

Tr — X
ist geometrisch die Steigung der Sekante durch die Punkte (zg, f(zo)) und (z, f(z)). Die
Existenz der Ableitung bedeutet, dass die Sekantensteigungen fiir x — x¢ gegen den Wert

f'(xo) konvergieren. Die Tangente wird nun definiert als die Gerade, die durch den Punkt
(x0, f(x0)) geht und die Steigung f’(x¢) hat. Daraus ergibt sich ihre Gleichung

(wo’x €l, $7£CEO)

y = f(xo) + f'(x0)(x — o) fiir alle x € R.

Im Fall von vektorwertigen Funktionen, also n > 2, ist der Grenzwert in (1.1) wie iiblich
beziiglich der Euklidischen Norm aufzufassen. Der in Kapitel 2 bewiesene Satz 5.3 iiber die
Aquivalenz von Normkonvergenz und Konvergenz der Koordinaten besagt hier Folgendes:
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Lemma 1.1 Die Funktion f : I — R" ist genau dann in xy € I differenzierbar, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; : I — R, i =1,...,n, in xqg differenzierbar sind. Die Ableitung
kann dann koordinatenweise berechnet werden, das heifit es gilt:

f,(m'o) = ((fl)/(x())a ) (fn)/(xo)) e R"™

Newton entwickelte den Differentialkalkiil (Englisch: Calculus) unter anderem um die Kep-
lerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung zu begriinden, genauer konnte er diese Gesetze
alle aus dem Gravitationsgesetz ableiten. Dazu wird die Bewegung eines Planeten durch
eine Abbildung

frIl—=Rf(t) = (2(t),y(t), 2(1)),
beschrieben, also durch dessen Koordinaten zur Zeit ¢ € I beziiglich eines Euklidischen
Koordinatensystems. Erstes Ziel ist dann die Definition der Momentangeschwindigkeit als

Vektor in R3. Die vektorielle Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem Zeitintervall [to, t] ist
der Quotient von Weg und Zeit, also gleich

f(t) = f(to) cR3.
t—to

Die Momentangeschwindigkeit v(ty) zum Zeitpunkt ¢ = t( ist deshalb als vektorielle Ab-
leitung zu definieren, wobei Newton einen Punkt statt eines Strichs benutzt hat:

v(to) = f'(to) = («'(t0), ¥ (to), ' (to)) € R®.

Definition 1.2 (Ableitungsfunktion) Die Funktion f : I — R™ heifst differenzierbar
auf I (oder einfach differenzierbar), falls f in jedem Punkt xo € I differenzierbar ist. Die
hierdurch gegebene Funktion

I =R,z f'(z) = lim f(@) — f(@o)
T—x0 T — T

eR"
heif$t Ableitungsfunktion oder schlicht Ableitung von f.

Beispiel 1.1 Fiir eine konstante Funktion, also f(z) = ¢ € R" fiir alle x € I, gilt fiir

T # x:
f@) = fwo) _ c—c

=0 = f'(z0) =0bzw. f =0.
r — X r — X

Beispiel 1.2 Fiir f: R — R, f(z) = z, gilt

f(x) — f(z0) _*r~ %o =1 fir alle x # =g,
T — X €T — T

also folgt f'(xg) = 1.
Beispiel 1.3 Die Funktion f: R — R, f(z) = |z|, ist nicht differenzierbar in z¢ = 0:

limwzlimzzl und limwzlim_—m:—l.
x\0 z—0 \0 T x 0 z—0 z,/0 I

Die rechts- und linksseitige Ableitung existieren in xg = 0, sie sind aber verschieden.
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Fiir die Ableitung der Exponentialfunktion gehen wir dhnlich wie bei der Stetigkeit vor,
indem wir erst den Fall x = 0 mit einer expliziten Abschitzung behandeln und dann die
Funktionalgleichung einsetzen.

Satz 1.1 Die Funktion exp : R — R st differenzierbar mit Ableitung exp’ = exp.

BeEweEIs: Fiir x = 0 folgt die Aussage aus Satz 4.7 in Kapitel 2, und zwar mit n = 2:

T 0
e —e 0

x—0 — ¢

e —1

X

T
— (1
_1‘:—|€ ‘(’”)' <|z| =0 mitz— 0.
T

Fiir x # 0 schlieflen wir weiter mit der Funktionalgleichung

T h
— € et —1
—Bx

h h

T mit h — 0.

— e

O

Satz 1.2 Die Abbildung c : R — C, c(t) = e, ist differenzierbar mit Ableitung ¢ = ic.
Insbesondere sind auch cos und sin differenzierbar und es gilt

cos’ = —sin  und sin’ = cos.
BEWEIS: Fiir die Ableitung in ¢t = 0 verwenden wir wieder Satz 4.7 in Kapitel 2, mit n = 2,

c(t) —e(0) | B
0 10(0)‘ =

it_1 it_l it
¢ _i‘:—’e ‘(t‘ﬂ)‘ <|t| =0 mitt— 0.

Fiir beliebige ¢ ergibt sich mit der Funktionalgleichung

b h) — ot i(t+h) _ it gih 1 ,
C(+f)L ct) _e - ¢ :ezteh —iel =ic(t) fiir h— 0.

Lemma 1.1 besagt nun, dass cos und sin als Koordinatenfunktionen von ¢ ebenfalls diffe-
renzierbar sind mit Ableitung ¢/(¢) = cos’(t) + i sin’(¢). Wegen ic(t) = —sint + i cost folgt
cos’ = — sin und sin’ = cos wie behauptet. O
Der Satz besagt anschaulich, dass der Punkt c(t) = e den Einheitskreis mit konstanter
Absolutgeschwindigkeit |¢/(t)] = 1 durchlduft. Der Umlaufsinn ist dabei positiv, das heifit
der Vektor ic’ weist ins Innere des Kreises.

Das folgende Lemma gibt eine geringfiigige Umformulierung des Begriffs der Dif-
ferenzierbarkeit. Danach ist f genau dann in z( differenzierbar, wenn f mit einer
affinlinearen Funktion {iibereinstimmt bis auf einen Fehler, der schneller als linear
verschwindet.

Lemma 1.2 Genau dann hat f : I — R™ in xg € I die Ableitung a € R™, wenn fir die
Differenzfunktion r(h) = f(xzo + h) — (f(x0) + ah) gilt:

. r(h)
1 =0. 1.2
hli% h 0 (1.2)

71



BEWEIS: Fiir h # 0 gilt

flo+h) = flxo) _ fleot+h)—(f(xo) +ah) r(h)
h h h
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Satz 1.3 Ist f: I — R" differenzierbar in xo € I, so ist f auch stetig in xg.

BeEwEIS: Nach Lemma 1.4 in Kapitel 3 reicht es zu zeigen, dass limy_,o f(zo+h) = f(z0).
Aber fiir h # 0 gilt nach Lemma 1.2

f(zo+h) = f(zo) —i—ah—i—hL}iL) — f(zp) mit h — 0.

O

Satz 1.4 (Differentiationsregeln) Seien f,g : I — R differenzierbar in xo € I. Dann
sind auch die Funktionen of + Bg (o, € R), fg und f/g (im Fall g(xo) # 0) in xg
differenzierbar mit folgenden Ableitungen:
(1) Linearitit:
(af + Bg)(z0) = af’(x0) + By’ (x0)
(2) Produktregel:
(f9)'(z0) = f'(x0)g(z0) + f(x0)g (x0)

(3) Quotientenregel:

(L) (ay) = L 0daon) = Sz

9 9(z0)?

BEWwEIS: Wir miissen jeweils fiir x # o die Differenzenquotienten bilden und zeigen, dass
diese mit x — zy gegen das gewiinschte konvergieren. Fiir (1) haben wir

(af(z) + Bg(2)) — (af(zo) + By(x0)) _  flz)— flxo) L5 g(z) — g(zo)
T — X T — X T — X
= af'(z0) + By (z0).

Natiirlich gilt die Aussage mit demselben Argument auch fiir vektorwertige Funktionen.
Die Produktregel folgt durch ,Mischen der Terme*:

f(x)g(xic:];(owo)g(xo) _ f(wi = igwo) o(z) + f(x0) 9(92 = igﬂco)
= f'(z0)g(w0) + f(x0)g' (z0),

wobei die Stetigkeit von g in 2y benutzt wurde (Satz 1.3). Wir zeigen die Quotientenregel
zunéchst fiir die Funktion 1/g, also f = 1. Es gibt ein 6 > 0 mit g(x) # 0 fiir |z — 2| <
nach Kapitel 3, Lemma 1.3. Fiir diese x € I gilt

1 <1 1 > 1 gl@) —g(xo)
r—z0 \g(r) g(z0) g9(x)g(z0) = —=z0
— ! (o) mit z —
———¢'(x9) mit z— xg.
glwg)? 7 ’
1
Fiir beliebiges f schreiben wir f/g = f - — und verwenden die Produktregel. O
)
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Beispiel 1.4 Fiir f,(x) = 2™ folgt aus Beispiel 1.2, also f{ = 1, und der Produktregel

Fa(@) = (fifa1)'(@) = fi(@) fao1(@) + frl@) (@) = 2"+ 2 £y (),

und damit per Induktion f/(z) = nz""!. Allgemeiner ergibt sich mit Satz 1.4(1) fiir
Polynome p(x) = Y }_, axz”* die Formel

n n—1
p(z) = Z kapxt1 = Z(j + 1Daj127.
k=1 j=0

Beispiel 1.5 Fiir f(z) =27 ", n € N, gilt f/(z) = —n2~""! nach der Quotientenregel:

Satz 1.5 (Kettenregel) Seien f : I - R, g: J — R mit f(I) C J. Ist f inxy € 1
differenzierbar und g in yo = f(xo) € J differenzierbar, so ist auch go f : I — R in xg
differenzierbar und hat die Ableitung

(g0 f) (z0) = g'(f(z0)) f' (o).
BEWEIS: Wir betrachten wieder fiir x # xg den Differenzenquotienten:

9(f (@) — 9(f(x0)) f(x) — f(z0)

g(f(x)) _ g(f(xO)) _ f(m‘) _ f(ﬂﬁo) T — 20 falls f(x) 7é f(xO)
T 0 falls f(z) = f(z0).
Wir definieren die Funktion
9(y) —9(f(z0)) ..
a:J—=R, ay) = y — f(xo) fiir y 7 f(wo)
g'(f(xo)) fiir y = f(20).

Es ist a stetig in f(xg) nach Kapitel 3, Lemma 1.4. Mit x — ¢ folgt, da f(x) — f(zo),

o) =0l (@) _ o S0) = T )

Tr — X Tr — X

— a(f(x0)) f'(x0) = ¢'(f(x0)) f'(x0)-

O

Satz 1.6 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Sei f : I — R streng monoton
und stetig auf dem offenen Intervall I, und differenzierbar in xo mit f'(xg) # 0. Dann ist
I* = f(I) ein offenes Intervall, und die Umkehrfunktion g : I* — I ist differenzierbar in
yo = f(xo) mit Ableitung

1

9 (o) = F o))
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BeEwEIS: Nach Satz 2.2 in Kapitel 3 mit Zusatz (2.1) ist I* ein offenes Intervall und
g : I* — R streng monoton und stetig, insbesondere g(y) — g(yo) = xo mit y — yo. Fir

y # yo folgt

Seien I, I* offene Intervalle, f : I — I* bijektiv und in x¢ differenzierbar. Ist die Umkehr-
funktion g : I* — I in yo = f(xg) auch differenzierbar, so folgt schon aus der Kettenregel

g(f@) =z = ¢ (f(xo))f (x0) = 1.

Insbesondere muss f'(xg) # 0 sein, und es gilt die Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion. Die Funktion f : R — R, f(x) = 23, ist streng monoton wachsend und stetig;
ihre Umkehrfunktion lautet

yt/3 firy >0

:R — R, =
g 9(y) {_|y|1/3 fiir 3 < 0.

Die Umkehrfunktion ist nicht differenzierbar in y = 0, denn es gilt

9(y) — g(0)

‘—2/3
y—0

=y — +00 mit y — 0.

Die Voraussetzung des Satzes ist hier verletzt, es ist f/(0) = 0.

Die beiden vorangegangengen Regeln sind in der von Leibniz eingefiihrten Notation
besonders suggestiv. Leibniz schreibt Funktionen in der Form y = y(z) und bezeichnet
die Ableitung mit dem Symbol g—g, das auch als Differentialquotient bezeichnet wird.
Formal ergeben sich die Kettenregel und die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion
dann aus der Bruchrechnung:

dz dz dy
y=y(x), z=2(y) = dr  dy dz’

dx dy\ 1
y=y@)o=sl) = o=(5) -

Bei der Anwendung dieser saloppen Notation ist jedoch darauf zu achten, wo die jeweiligen
Funktionen definiert sind.

Satz 1.7 Die Funktion log : (0,00) — R ist differennzierbar mit Ableitung

1
log'(y) = ~.
() ;

BEWEIS: Dies folgt aus Satz 1.1 und Satz 1.6, genauer ist

og'(y) — 1 1
W= oxp/(logy) — expllogy)
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Als eine Anwendung von Satz 1.7 haben wir einen zweiten Beweis von
1 n
e = lim (1 + —> .
n—o0 n

1 log(1+ 4
lim nlog (1 + —> = lim M =log'(1) =1
n—00 n n—00 -

Es folgt aus

und die Stetigkeit von exp. Denn

1\" 1 1
lim <1 + —> = lim exp(nlog (1 + —>) = exp( lim nlog <1 + —)) =e.
n—o00 n n—o00 n n—00 n

Beispiel 1.6 Die Funktion f : (0,00) — R, f(z) = z® mit o € R ist Verkettung der
Funktionen exp : R — R und h: R — R, h(z) = alog(z). Mit der Kettenregel berechnen
wir

f'(@) = exp/(h(z)) M (z) = exp(alog(x)) = = az*~".

Beispiel 1.7 Die Funktion f: R — R, f(x) = a” mit a > 0, ist Verkettung von exp und
h(z) = log(a)x, deshalb folgt
7'(x) = exp! (h(z))H () = exp(log(a)z) log(a) = log(a)a®.

Beispiel 1.8 Die Differenzierbarkeit der Arcusfunktionen auf dem offenen Intervall
(—1,1) folgt aus den Sitzen 1.2 und 1.6. Beachtet man cos? +sin? = 1 sowie arccosx €
(0,7) bzw. arcsinz € (—m/2,7/2), so erhilt man

1 1 1
/ _ — — _
arceos (z) = cos’ (arccos ) sin(arccos ) V1—22
arcsin’(z) = ! = ! =
~ sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22

2 Mittelwertsatz und Anwendungen

Es ist eine zentrales Problem der Analysis, aus Eigenschaften der Ableitung auf Eigen-
schaften der Funktion selbst zu schliefen. Der Mittelwertsatz ist dafiir ein einfaches und
effektives Hilfsmittel. Fiir seinen Beweis miissen wir allerdings erst iiber Extremwerte —
Maxima und Minima — von stetigen Funktionen sprechen. Da sich keine Unterschiede
ergeben, betrachten wir dabei gleich reellwertige Funktionen auf einer Teilmenge des R™.

Wir benétigen einen Satz, der die Existenz von Extremalstellen fiir eine stetige
Funktion f : D — R allgemein garantiert. Ohne Voraussetzungen an D kann das nicht
gehen, wie etwa das folgende Beispiel zeigt:

FiD=(0,00) >R, f(z) = 1;.

Hier wird weder das Supremum sup,.p f(«) = 1 noch das Infimum inf,cp f(z) = 0 durch
die Funktion angenommen.
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Satz 2.1 (Existenz von Extremalstellen) Sei D C R™ nichtleer, abgeschlossen und
beschrinkt, und sei f : D — R stetig. Dann ist f beschrdinkt und nimmt sein Infimum und
Supremum an, das heif$t es gibt xg,x1 € D mit
f(xo) = inf f(x) und f(x1) = sup f(z).
zeD zeD

BEWEIS: Setze a = inf,ep f(x) € [—00,00). Wir zeigen die Existenz eines g € D mit
f(zg) = a, daraus folgt insbesondere o« > —o0, das heiit f ist nach unten beschrinkt.
Fiir das Supremum kann analog argumentiert werden.

Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge =y € D mit f(xx) — «. Da D
beschriankt, ist die Folge xj beschrinkt. Nach Bolzano-Weierstraf, siche Satz 2.8 bzw.
Folgerung 5.2 in Kapitel 2, gibt es eine Teilfolge zy; und ein zo € R" mit z, — zo fiir
j — 00. Aus D abgeschlossen, siehe Definition 5.7 in Kapitel 2, folgt xg € D. Aber dann
gilt wegen der Stetigkeit von f

—o0 < f(zo) = lim f(ox,) = .

Im Beweis spielte die folgende Eigenschaft von D eine Rolle:

Definition 2.1 (Folgenkompaktheit) Eine Menge D C R™ heif§t folgenkompakt, wenn
es zu jeder Folge xy, € D eine Teilfolge xy; gibt, die konvergiert und deren Grenzwert in
D liegt:

1im Tk; = T0 eD.

J]—0Q

Wir halten aus dem Beweis von Satz 2.1 folgende Beobachtung fest:

Satz 2.2 Fir D C R" sind dquivalent:
(1) D ist folgenkompakt.
(2) D ist abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis: Die Implikation (2) = (1) wurde im Beweis von Satz 2.1 gezeigt. Jetzt setzen
wir (1) voraus. Um die Abgeschlossenheit von D zu zeigen, sei x; € D eine beliebige
Folge mit z;, — o € R™. Da D folgenkompakt, gibt es eine Teilfolge xy;, die gegen ein
z(, € D konvergiert. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt zo = z(, € D, also ist D
abgeschlossen. Wire D nicht beschrénkt, so gibt es zu k € N ein x € D mit |xg| > k. Da
D kompakt, existiert eine konvergente Teilfolge z;, und diese ist nach Satz 1.2 in Kapitel
2 beschrankt, ein Widerspruch. O

Wir kommen jetzt wieder zuriick zur eindimensionalen Situation.

Definition 2.2 (Lokale Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R hat in z¢ € (a,b) ein
lokales Minimum, falls es ein § > 0 gibt, so dass gilt:

f(zo) < f(z) fiir alle x € Us(xo) = (xo — 6,0 + 0).

Ist sogar f(xo) < f(x) fir x € Us(xo), x # xo, so heifit das lokale Minimum isoliert. Ein
(isoliertes) lokales Mazimum ist entsprechend definiert.
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Satz 2.3 (notwendige Bedingung fiir Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R habe in
xo € (a,b) ein lokales Extremum. Ist f in xq differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

BEWEIS: Sei xg lokales Minimum von f. Dann gibt es ein § > 0 mit f(z) > f(zo) fiir
x € Us(xo), also gilt

f(z) — f(=zo) >0 fir z € (zo,x0 +9),
T — Zo <0 firz € (zo — 0, p).

Mit z N\, zg folgt f/(xg) > 0, mit = 7 xq folgt f/(zo) < 0. O
Die Funktion f(z) = 2? erfiillt f’(0) = 0, aber in z = 0 liegt kein lokales Extremum vor.
Die Bedingung f’(zo) = 0 ist notwendig fiir eine lokale Extremalstelle einer differenzier-
baren Funktion, aber sie ist nicht hinreichend.

Satz 2.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig und
differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es ein § € (a,b) mit

7) = fla)

I = =5

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung zuerst im Fall f(a) = f(b) = 0 (Satz von Rolle). Wir
brauchen dann ein £ € (a,b) mit f/(£) = 0. Nach Satz 2.1 gibt es &, & € [a, b] mit mit

f(&) = inf f(z) und f(&)= sup f(z).

vela velad]

Ist & € (a,b), so folgt f'(£1) = 0 nach Satz 2.3 und wir kénnen £ = & wihlen. Analog,
wenn & € (a,b). Im verbleibenden Fall &1,&, € {a,b} folgt inf f = supf = 0 bzw.
f(z) = 0 fiir alle x € [a,b], und damit auch f'(z) = 0 fiir alle z. Seien nun f(a), f(b)
beliebig. Definiere h : [a,b] — R durch Abziehen der Sekante:

o) = @) - (7 + L0100 )

Es gilt h(a) = h(b) = 0. Also existiert ein & € (a,b) mit

1)~ f(a)

0= () = 1§ - T2

O

Folgerung 2.1 (Monotoniekriterium) Sei f differenzierbar auf (a,b), stetig auf [a,b).
Dann gelten folgende Aussagen:

f'(z) >0 fiir alle x € (a,b) = f ist wachsend auf [a,b]
f'(z) <0 fiir alle x € (a,b) = f ist fallend auf [a,b]
f'(z) =0 fiir alle x € (a,b) = f ist konstant.

Bei strikter Ungleichung folgt strenge Monotonie auf [a,b].
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BEWEIS: Sei a < 1 < 29 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x1,x2), so dass
gilt:

>0 <0 wenn f/(¢

(
(
fla2) = flz1) = f1(€) (xa —21) { <0 wenn f/(
(
(

O

Folgerung 2.2 (Schrankensatz) Ist f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b),
so gilt fiira < x1 < xo < b:

flaz) = flan) o

f'(x) > m fiir alle z € (a,b) =

T9 — T
f'(z) < M fiir alle x € (a,b) = MgM
Tro9 — 1

BeEwEIs: Wir zeigen die erste Aussage. Mit g(z) =mz gilt (f —g)' =f —¢ >m—m=
0. Nach Folgerung 2.1 ist f — g wachsend, ds heifit f(z2) — mxe > f(x1) — mx;. Die
Behauptung folgt. O
Der Mittelwertsatz gilt nicht fiir vektorwertige Funktionen f : [a,b] — R"™, n > 2. Tech-
nisch liegt das daran, dass die Stelle £ aus dem Satz fiir die einzelnen Koordinatenfunk-
tionen im allgemeinen verschieden ist. Ein konkretes Gegenbeispiel ist ¢ : [0,27] — C,
c(t) = et

c(2m) — ¢(0)

S 2r—0
Dennoch kénnen wir auch im vektorwertigen Fall eine Version des Schrankensatzes bewei-
sen.

=0, aber |d(t)]=1 fiir alle t € [0,27].

Folgerung 2.3 (f’ beschrinkt = f Lipschitz) Sei f : [a,b] — R" stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Falls |f'(x)| < L fiir alle x € (a,b), so folgt

|f(z1) — f(x2)| < Llxy — xo|  fiir alle x1,x2 € [a,b].

BEWwWEIS: Um die Aussage auf den reellwertigen Fall zu reduzieren, betrachten wir fiir einen
beliebigen Vektor v € R™ mit |v| = 1 die Funktion

o, b] = R, o(z) = (v, f(z)) = Z vi fi(®).

Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe Satz 5.2 in Kapitel 2, folgt
¢'(z) = (v, f'(z)) < o] | f ()] < L.
Fiir x1, 9 € [a,b] mit 21 > x5 erhalten wir aus Folgerung 2.2

(v, f(21) = f(22)) = p(x1) — p(w2) < L(z1 — 22) = Ll|z1 — 22].
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Wir kénnen f(x1) # f(x2) annehmen, denn sonst ist nichts zu zeigen. Nun wéhlen wir

v=(f(z1) - f(ﬂ:g))/{f(ﬂ:l) - f(:vg){, insbesondere |v| = 1, und erhalten
[f (@) = fw2)| = (f(21) = f(22),0) < Llzy —wal.

Wir kommen jetzt zu hoheren Ableitungen.
Definition 2.3 Die k-te Ableitung von f : (a,b) — R in xq ist induktiv definiert durch
F® (o) = (F5) (o).

Damit f(k)(xo) definiert ist, miissen also die Ableitungen bis Ordnung k — 1 in einer
Umgebung von xo definiert sein, und f*~1) muss in xq differenzierbar sein.

Natiirlich schreiben wir f und f” statt f(!) bzw. f). Mit der zweiten Ableitung gewinnen
wir genauere Informationen iiber lokale Extrema.

Satz 2.5 Sei f : (a,b) = R differenzierbar. In zo € (a,b) gelte f'(zo) =0, und f"(zo) sei
definiert. Dann gilt:

(1) Ist f"(xg) >0, so hat f in xy ein isoliertes, lokales Minimum.

(2) Hat f in xq¢ ein lokales Minimum, so folgt f"(xz¢) > 0.
Analoge Aussagen gelten mit umgekehrten Ungleichungen fiir Maxima.

BeEwEIs: Da f’(z¢) = 0 nach Voraussetzung, gilt

)t L@ TG0 fw)

T—T0 Tr — X0 T—=To0 T — X

Unter der Voraussetzung (1) gibt es ein § > 0 mit f/(x) < 0 auf (zo —d,z0) und f'(z) >0
auf (xg,x9 + 0). Nach Folgerung 2.1 ist f dann streng monoton fallend auf (zg — J, )
und und streng monoton wachsend auf (xg,xg + 0), hat also in x ein isoliertes, lokales
Minimum. Wire f”(zp) < 0 in (2), so hétte f in z( ein isoliertes lokales Maximum im
Widerspruch zur Voraussetzung. O

Die Funktion f(z) = x* zeigt, dass in einem isolierten Minimum f”(z¢) = 0 gelten kann.
H#ufig ist man nicht wirklich an den lokalen Minima, sondern am globalen Minimum
interessiert. Dafiir ist der Begriff der Konvexitéit relevant.

Definition 2.4 Sei I C R ein Intervall. f: I — R heifst konvex, falls gilt:

F((1=t)zo + toy) < (1 —2t)f(zo) + tf(x1) Vao,z1 €1, t€[0,1]. (2.1)
Gilt dies mit > statt mit <, so heifit f konkav.
Die Sekante durch (zg, f(zo)) und (z1, f(z1)) hat die Geradengleichung

f(z1) = f(wo)

—L20) (5 ) = g(a).
T1 )

y = f(zo) +
An der Stelle z(t) = (1 — t)zo + tz1 gilt
9(2) = fao)+ L TED o o) — (1 1)1 @) + (o).

I1 — o
Die Konvexitéit bedeutet also, dass der Graph von f stets unterhalb der Sekanten liegt,
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Satz 2.6 (Konvexititskriterien) Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f' ist monoton wachsend auf (a,b).
(2) f ist konvex.
(3) f(@1) = f(=zo) + f(wo)(x1 — o)  fiir alle zo, 21 € (a,b).
Ist f zweimal differenzierbar auf (a,b), so ist aufSerdem dquivalent:
(4) f"=0.

BEWEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1). Sei also (1) erfiillt. Wire f nicht konvex, so
gibt es zg,x1 € I mit der Eigenschaft, dass die stetige Funktion

9:(0,1] = R, g(t) = f((1 —t)xo +tx1) — ((1 — 1) f(wo) +tf(21))

fiir gewisse t € [0, 1] strikt positiv ist. Da ¢g(0) = ¢g(1) = 0, nimmt g ein strikt positives
Maximum in ¢y € (a,b) an, siehe Satz 2.1, und es gilt ¢’(t9) = 0 wegen Satz 2.3. Aber ¢(t)
ist monoton wachsend, denn es gilt

g'(t) = f'(wo + t(x1 — x0)) — (f(x1) — f(x0)).
Also ist ¢/(t) > 0 fiir ¢ > tg, und mit Folgerung 2.1 folgt g(1) > g(to) > 0, Widerspruch.

Sei jetzt f konvex, das heifit fiir ¢ € (0,1) und zg,z1 € (a,b) mit xg # x1 gilt
f(zo + t(z1 — 20)) — f(z0)
(z1 — 20)

t(.%'l - 1‘0)

Mit ¢ N\, 0 folgt (z1 — xg)f'(x0) < f(x1) — f(x0), dies ist die behauptete Ungleichung (3).
SchlieBlich setzen wir (3) voraus. Indem wir dort zy und z; vertauschen und addieren,
folgt

< f(z1) — f(=o).

(f'(x1) = f'(z0)) (@1 — 20) >0,
womit (1) gezeigt ist. Ist f zweimal differenzierbar, so impliziert f” > 0 Bedingung (1)
nach Folgerung 2.1, und umgekehrt folgt f” > 0 aus (1) einfach durch Betrachtung des
Differenzenquotienten. O
Beispiel 2.1 (Youngsche Ungleichung) Fiir z,y > 0 gilt die Ungleichung
P q 1 1
xy < iy falls p,q € (1,00) mit — + — = 1.
p q p q
Dazu betrachten wir fiir festes y > 0 die Funktion
F10,00) 5 R, fx) =y - 2.
Es gilt f'(z) =y — 2P~ ' und f"(z) = —(p — 1)zP~2 < 0, das heifit f ist konkav nach Satz
2.6. Aber f'(xg) = 0 fiir zg =y~ also folgt mit Satz 2.6(3) wegen p/(p — 1) = ¢
P yP/(p=1)

vy = = f(a) < flao) + (o) = 20) = /0y - L = %
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Definition 2.5 Sei I C R ein offenes Intervall und k € Ny. Wir bezeichnen mit C*(I)
den R-Vektorraum der k mal stetig differenzierbaren Funktionen f: I — R, das heifst

CFI)={f:T—=R:f9: I =R sind definiert und stetig firi=0,1,...,k}.

Weiter definieren wir C*°(I) als den R-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen, also ist
C=(I) = [ C*(ID).
k>0

Der Umgang mit C°°-Funktionen ist besonders angenehm, weil die Klasse im Gegensatz
zu den Réumen C¥(I) unter der Bildung von Ableitungen abgeschlossen ist. Es ist klar,
dass Polynome unendlich oft differenzierbar sind, ebenso die Exponentialfunktion sowie
Cosinus und Sinus. Diese Funktionen sind alle durch konvergente Potenzreihen dargestellt.
Wir wollen nun eine Funktion f € C°°(R) konstruieren, die fiir > 0 strikt positiv und
fiir x < 0 gleich Null ist. Eine solche Funktion kann in keiner Umgebung von x = 0
durch eine Potenzreihe dargestellt werden, denn ihre Nullstellenmenge hat in z = 0 einen
H&aufungspunkt; nach dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen, siehe Satz 4.11 in Kapitel 2,
miisste f dann die Nullfunktion sein. Wir brauchen zur Konstruktion folgende Aussagen
zum Verhalten von e” fiir x — £o0.

Satz 2.7 (Wachstum von exp und log) FEs gelten folgende Aussagen:

lim 27 %" =00 wund lim z°¢™* =0 fir jedes s > 0, (2.2)
T—00 T—00
lim y ®logy =0 wund lim y’logy=0 fiir jedes s > 0. (2.3)
Y—00 y\0

BEWEIS: Wir wahlen n € N mit n > s und erhalten fiir x > 0

ook n—s
—S T —S x x :
T e =x E _— > — 00 mit x — oo.
k! n!
k=0

Die zweite Aussage in (2.2) ergibt sich durch Ubergang zum Kehrwert. Mit der Substitution
x = —slogy folgt weiter fir y \, 0

0= lim ez = lim y*(—slogy).

r—>00 y\0

Setzen wir y = 1/z mit z — oo, so folgt auch der linke Grenzwert in (2.3). O

Folgerung 2.4 Die Funktion

B e V/* firez >0
f(x)_{O firxz <0

ist unendlich oft differenzierbar.

BeEwEIs: Wir zeigen durch Induktion, dass es Polynome p,, gibt mit

1\ —1/z n
gy < Jonlp) e fire >0
0 fir z <0.
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Fiir n = 0 ist das richtig mit po(s) = 1. Ist die Aussage fiir ein n € Ny gezeigt, so folgt:

fo (@) = {

(D) - Zi(d) e a0,

T

0 fiir x < 0.

Fiir # # 0 gilt der Induktionsschluss also mit p,11(s) = s (pn(s) — pl(s)). Zu zeigen
bleibt £+ (0) = 0. Fiir den linksseitigen Differenzenquotienten ist das klar, fiir z > 0
berechnen wir mit (2.2)

—> e™T 50 mit N\, 0.

O

Am Schlufl beweisen wir noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, die vor allem
bei der Ermittlung von Grenzwerten gute Dienste leistet.

Satz 2.8 (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien f,g : [a,b] —
R stetig, f und g differenzierbar auf (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit

g (f©®) = fa)) = f()(g(b) - g(a)).

BEWEIS: Setze

fiir x € [a, b] und wende den Satz von Rolle an. O

Als Anwendung haben wir die folgende, oft niitzliche Regel.

Satz 2.9 (Regel von de I’Hospital)
Seien f,g: (a,b] — R differenziebar. Es gelte

lim f(z) = lim g(z) =0,

r—a T—a

g(z) #0, g¢'(x)#0 firz € (a,b],
lim f'(z)
z—a g'(x)

im M =
5 (@)

BEWEIS: Wir setzen noch f(a) = g(a) = 0; dann sind f und g stetige Funktionen auf
[a,b]. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein 6 > 0 mit

I'y)
q ()

Dann st

—c|<e firye (a,a+9)

Sei jetzt x € (a,a + J). Nach Satz 2.8 existiert ein £ € (a,z) mit
‘M _ ‘@'
gl@) | 9@
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Es folgt

roRtroRtEE
Domit ist
im m =
r—a g(m)
gezeigt. O

Niitzlich ist oft auch die folgende Version der Regel von de I’Hospital, bei der Zihler und
Nenner des fraglichen Quotienten nicht gegen 0 konvergieren, sondern bestimmt divergie-
ren.

Satz 2.10 Seien f,g: (a,b] — R differenziebar. Es gelte

lim f(z) = lim g(z) = oo,

r—a T—a

g(@) £0, ¢(@)#0 fira e (a,b],
F'(@)

Mg

Dann ist
flz)
im ¥~ =
z—a g(x)
Den Beweis finden Sie in dem Skript von Herrn R. Schneider.

Beispiel 2.2 lim,_,q Si;x = lim, 0 “F% = 1. (Lemma 2.4 in Kapitel 3.)

Beispiel 2.3 lim,_,oz*logz =0 fir s > 0. ((2.3) in Satz 2.7)

log 1
—z°logx = og_‘x =: _f(x)’
z= g(x)
)=, @)= —se!
x? )
/ 1 /
fla) 1. @
g(x) s 20 ¢’ ()
Damit folgt aus der Regel von de I’Hospital
/
lim f(z) =
z—0 g’(x)
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