Kapitel 5

Integralrechnung

1 Das Riemannsche Integral

Das Integral einer nichtnegativen Funktion f : I = [a,b] — R ist anschaulich der
Flicheninhalt des Gebiets {(z,y) : * € I,0 < y < f(x)}. Allerdings haben wir den
Flicheninhalt von Teilmengen des R? noch gar nicht definiert, aufler vielleicht von ein-
fachen Gebieten wie Rechtecken, so dass die gegebene Beschreibung nicht zur Definition
taugen kann. Dennoch lassen wir uns im Folgenden von dieser geometrischen Vorstellung
leiten.

Definition 1.1 (Zerlegung) FEine Zerlegung Z des Intervalls I = [a,b] ist eine geordnete
Menge von Punkten a = o < z1 < ... < xy = b. Wir setzen Iy = [v_1,2k] Sowie
Ax, = x — xp— fiirk=1,...,N, und definieren die Feinheit von Z durch

A(Z) = Axy. 1.1
(2) = max Az (1.1)
Definition 1.2 (Riemannsche Summe) Sei f : I = [a,b] — R. Die Riemannsche

Summe von [ zur Zerlequng Z und den Stiitzstellen &, € I, ist

N
Sze(f) = Z (&) Az € R.
k=1

Die Riemannsche Summe sollte einen Naherungswert fiir das noch zu definierende Inte-
gral darstellen. Eine konkrete Wahl der Zerlegung und der Stiitzstellen, zum Beispiel die
dquidistante Zerlegung mit Intervallmittelpunkten als Stiitzstellen, fiihrt auf ein nume-
risches Verfahren zur Approximation des Integrals. Im allgemeinen ist aber nicht gefor-
dert, dass die Zerlegung dquidistant ist, auch konnen die Stiitzstellen beliebig in den I}
gewihlt werden. Um zu einer sinnvollen Definition zu gelangen, sollte bei Verfeinerung der
Zerlegung der Approximationsfehler kleiner werden. Dies fiihrt auf folgenden Begriff der
Integrierbarkeit.

Definition 1.3 (Riemann-Integral) Eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R
heifst (Riemann-)integrierbar mit Integral S € R, falls es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt,
so dass fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl & der Stiitzstellen gilt:

A(Z) <d = ’SZ,g(f)—S‘ <e.
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Wir nennen dann S das (bestimmte) Integral von f auf [a,b] und schreiben

S:/abfeR.

Beispiel 1.1 Die konstante Funktion f : I = [a,b] — R, f(z) = ¢, ist integrierbar mit

/abf:c(b—a).

Denn fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl der & € I gilt

N N

Sze(f) = ZcAmk =c Z(mk —xp_1) =c(b—a).

k=1 k=1

Beispiel 1.2 Die Dirichletfunktion

1 firz € Q,

xq : [0,1] = R, xq(z) = {0 fir ¢ ¢ Q

ist nicht (Riemann-) integrierbar. In jedem I mit Az > 0 gibt es rationale und irrationale
Punkte. Fiir rationale Stiitzstellen ist Sz ¢(xq) = 1, fiir irrationale dagegen Sz ¢(xq) = 0.

Definition 1.4 (Supremumsnorm) Fir f: I — R setzen wir

[f1lr = sup{[f(z)| : & € I}.

Die Menge der beschrinkten Funktionen auf I, also ||f||1 < oo, bezeichnen wir mit B(I).

Die Supremumsnorm hat folgende Eigenschaften, analog zur Euklidischen Norm:

Positivitdt: || f]|r > 0 mit Gleichheit genau wenn f = 0,
Halblinearitit: — ||\f||r = |A||f]|r fiir A € R.
Dreiecksungleichung: || f + gllr < [fll1 + llglls-

Satz 1.1 (Linearitit des Integrals) Die Menge R(I) der Riemann-integrierbaren
Funktionen f : I — R ist ein Untervektorraum von B(I) und das Integral R(I) — R,
f— f; f, ist ein lineares Funktional. Es gilt also fir \,u € R

/ab(/\erug):A/aberu/abg-

BEWEIS: Es gilt Sz ¢(Af+pg) = ASz¢(f)+1Sz(g), also folgt fiir A(Z) hinreichend klein

sze 4 )~ (V[ 1on [ 0) | <[t [ o]+ ml]szetor— [o] <

O

Um zu zeigen, dass stetige Funktionen integrierbar sind, gehen wir in drei Schritten vor:
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a) Stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen) sind integrierbar.

b) L&Bt sich eine Funktion gut durch integrierbare Funktionen approximieren, so ist sie
integrierbar.

c¢) Stetige Funktionen lassen sich gut durch Treppenfunktionen approximieren, und sind
damit integrierbar.

Natiirlich ist unter anderem noch zu kliren, was die gute Approximation eigentlich sein
soll. Wir beginnen unser Programm, indem wir zunéchst zwei Eigenschaften des Integrals
zeigen.

Lemma 1.1 Seien f, f : I — R mit f(z) = f(x) fir alle x € I\{p1,...,p,}. Mit f € R(I)
ist dann auch f € R(I) und es gilt f;f = fff

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage im Fall eines Ausnahmepunkts p € I; der allgemeine Fall
folgt daraus per Induktion. Es gilt fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen &

N

Sz6(f) = Sze(f) =D _(f(&) — F(&) Azx = D (F(p) = f(p) Ay

k=1 {k:&x=a}

Es ist & = p hochstens fiir zwei k£ mit Axy > 0. Damit schitzen wir ab

szeth)~ (1] < [s2eth) - sme0)] + szetn~ [
< 2[f0) - 10| M)+ [sze(h) - | g
und die rechte Seite geht gegen Null mit A(Z) — 0. O

Wie Beispiel 1.2 zeigt, ist Lemma 1.1 nicht richtig fiir eine abzihlbare Ausnahmemenge.

Lemma 1.2 Seil = I1U...UI, eine Zerlegung von I = [a,b] in Intervalle I}, = [ak—1, a).
Ist f: 1 — R auf jedem der Teilintervalle I, integrierbar, so folgt f € R(I) und

b nora
[r=xl.

BEWEIS: Es reicht den Fall n = 2 zu betrachten. Sei I = I' U I” mit I' = [a,p]
und I” = [p,b], und sei f : I — R integrierbar auf I’ und I”, insbesondere |f||; =
max(||f|lr, | fll7#) < oo. Ist Z eine Zerlegung von I mit Punkten a = z¢9 < ... <zny =10
sowie Stiitzstellen &1,...,&N, so gilt x,—1 < p < z, fir ein r € {1,...,N}, und wir
definieren Zerlegungen Z',Z"” von I', I"” mit Stiitzstellen ¢, " wie folgt:
Z,:{azxoﬁ---§$r—1 EP} 5,:{515"'557“71’29}7
zZ" = {p< T < ... SN :b} 5/,: {pagerl,"'agN}'

Offenbar gilt A(Z'), A(Z") < A(Z). Die Bilanz der Riemannschen Summen lautet
1S26(f) = (Sz1e(f) + Szren (D) = [(f(&) = f(p) Azy| < 2] fII; A(Z).
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Es folgt mit der Dreiecksungleichung

szctnr— ([ 7+ [ 9| <211,8@ + [sz0) - [ 1]+ [sertr) - [ 1}
Die rechte Seite geht mit A(Z) — 0 gegen Null. O

Folgerung 1.1 Sei f : I — R eine Treppenfunktion, d. h. es gibt eine Unterteilung a =
apg < a1 < ...<ap=bundc; R (i =1,...,n) mit f(x) = ¢ fir alle z € (aj_1,a;).
Dann ist f integrierbar und es gilt

b n
/ f = Z(al — ai_l)ci.
@ i=1

Bewers: Nach Lemma 1.1 ist f : [a;—1,a;] — R integrierbar fiir alle i = 1,...,n. Aus
Lemma 1.2 folgt die Behauptung. O

Damit ist der erste Schritt unseres Programms erledigt. Der zweite Schritt besteht darin,
fiir einen geeigneten Begriff von Konvergenz f;, — f folgende Aussage zu zeigen:

b b
fr — f mit fr integrierbar = f integrierbar und / f= lim fr-
a k—o0 J,

Welcher Konvergenzbegriff ist dabei zu wihlen? Zweifellos ist es naheliegend, es mit der
punktweisen Konvergenz zu probieren:

fr — [ punktweise & fi(v) = f(z) firallex €l

Aber wie die folgenden Beispiele zeigen, ist die punktweise Konvergenz zu schwach.

Beispiel 1.3 Sei q1, ¢, ... eine Abzidhlung der rationalen Zahlen in [0, 1]. Definiere

1 firze{q,....q
Xn:[0,1] > R, xnu):{ tan-otn}
0 sonst .

Die Folge x, konvergiert punktweise gegen die Funktion xq, die nach Beispiel 1.2 nicht
integrierbar ist.

Beispiel 1.4 Betrachte die Treppenfunktionen

k fir0<z<i

fr 2 [0,1] = R, fi(x) = {
0 sonst.
Dann gilt limy_,o fx(x) = 0 fir alle z € [0, 1], denn

fol) = 0 fiir alle k, fallsz =0
xr) =
F fiir k> 1, falls 7 > 0.

Also konvergiert fi punktweise gegen f = 0. Aber es ist

1 1 1
0:/f7élim/fk:hm—-k::1.
0 0

k—o0 k—oo k
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Satz 1.2 Fir f € R(I) gilt die Ungleichung

[ 1] <toallst

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt mit der Dreiecksungleichung

N N
1Sz2.6(N1 <Y 1FE) Az < | fll; Y Awy = [b—al | f]- (1.2)
k=1 k=1
Die Abschétzung fiir das Integral folgt. O

Fiir f, fr € R(I) haben wir nun

‘/abfk—/abf‘:‘/:(fk—f)‘S]b—a\”fk—f“],

so dass aus ||fr — fllf — 0 auch die Konvergenz der Integrale folgt. Dies motiviert den
folgenden Konvergenzbegriff.

Definition 1.5 (GleichmiBlige Konvergenz) Die Folge von Funktionen f : I — R
konvergiert gleichmdfSig f : I — R, falls gilt:

|fe — fll; =0 mitk— oo.

In Quantorensprache sieht punktweise bzw. gleichméflige Konvergenz wie folgt aus:

Ve>0 VxzeD aN  Vk>N: |fi(z)— f(x)] <e (punktweise),
Ve >0 AN VYzeD Vk>N: |fi(z)— f(z)] <e (gleichmiBig).

Der Unterschied ist, dass bei punktweiser Konvergenz die Schranke N von x € I abhéngen
darf, also N = N (e, x), wihrend bei gleichméBiger Konvergenz die Schranke N fiir alle x
gleich gewahlt werden kann. Im Beispiel 1.4 gilt etwa, falls ¢ <1 und z > 0,

i)~ f@l <e = k2o

so dass N(e,z) > 1/x sein muss, also nicht unabhéngig von z gewihlt werden kann. Klar
ist, dass gleichméflige Konvergenz punktweise Konvergenz impliziert. Deshalb kann man
in zwei Schritten vorgehen, um eine Funktionenfolge fi. auf gleichméifiige Konvergenz zu
priifen:

(1) Konvergiert die Folge punktweise? Wenn nicht, so erst recht nicht gleichmifig.
Wenn ja, so ist die punktweise Grenzfunktion die einzig mogliche Kandidatin fiir
den gleichméfigen Grenzwert.

(2) Nun bestimme || f, — f||; bzw. schétze diese Norm ab. Gilt || fx — f||; — 0 mit &k — oo,
so ist fi gleichméBig konvergent gegen f. Wenn nicht, so ist fi zwar punktweise, aber
nicht gleichméfig konvergent.

Im Beispiel 1.4 gilt fr — f mit f = 0 punktweise auf [0, 1], aber nicht gleichméifig, denn

sup |fx(z) — f(z)| =k — 00 mit k — oo.
z€]0,1]
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Satz 1.3 (Integral und gleichmiflige Konvergenz) Konvergiert die Folge f, € R(I)
gleichmipig gegen f : I — R, also || fx, — fll; = 0, so ist f € R(I) und es gilt

/f—hm e

BEWEIs: Die Funktion f ist beschrinkt wegen |f|lr < [If — fellr + [fellr < oo. Mit
S = ff fr gilt fir k,1 hinreichend grof nach Satz 1.2

1Sk = Sil < [b—alllfe = fillf <16 —al (Ifx = fll; + Ilf = fill) <e

Wir setzen S = limg_, o, Si und zeigen, dass f integrierbar ist mit fff = §. Fiir jede
Zerlegung Z mit Stiitzstellen &; und jedes k € N haben wir mit (1.2)

1Sze(f) =S| 1S2,6(f) = Sze(fi)l +1Sz.e(fr) — Skl + [Sk — S|

<
< (b—a)llf = fellr +1Sze(fx) — Skl + Sk — S|.

Zu gegbenem ¢ > 0 wihlen wir erst k € N mit (b—a) ||f — fxllr < &/3 und |S, — S| < &/3.
Fir A(Z) < 6 ist dann auch [Sz¢(fi) — Sk| < €/3, da fj, integrierbar ist. Damit ist der
Satz bewiesen. O

Damit ist auch der zweite Schritt unseres Programms abgeschlossen. Es bleibt jetzt nach-
zuweisen, dass stetige Funktionen f : I = [a,b] — R gleichméBig durch Treppenfunktionen
approximiert werden koénnen.

Satz 1.4 Sei D C R" folgenkompakt und f : D — R stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig,
das heifit zu € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

z,2' €D, Jx—2|<d = |f(z)- f@)]<e (1.3)
Beweis. Andernfalls gibt es fiir ein € > 0 Punkte z,,, 2], € D, so dass gilt:
|0 — a3,| = 0, aber |f(zn) — f(ay)] > &.

Da D kompakt, konvergiert die Folge x,, nach Ubergang zu einer Teilfolge gegen ein g € D.
Offenbar gilt dann auch lim,,_, . 2], = 2. Da f stetig, ergibt sich der Widerspruch

e < lim [f(zn) = f(2)] = [f(z0) = f(20)| =0,

n—o0

O

Beispiel 1.5 Ist f : D — R stetig, aber D nicht kompakt, so muss f nicht gleichméiﬁig
stetig sein. Betrachte zum Beispiel f : (0, %] - R, f(x) = sm— Mit z, = (nm)7,

2! = (nm+7/2)7 1 gilt z,, 2!, — 0, aber |f(z,) — f(2,)] =1 fiir alle .

Satz 1.5 Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f: 1 — R
Riemann-integrierbar.

90



BEWEIS: Wir konstruieren zu € > 0 eine Treppenfunktion ¢ : I — R mit [¢ — f||; < e.
Die Behauptung ergibt sich dann aus Folgerung 1.1 und Satz 1.3. Nach Satz 1.4 gibt es
ein § > 0, so dass gilt:

v, el, |r—2|<é = |f(x)-f@)<e.

Wihle eine beliebige Zerlegung Z mit Feinheit A(Z) < § und den Unterteilungspunkten
a=1x9<...<zy =0, und setze

o(z) = {f(l“k) f{lr r € (xp_1, o) mit k€ {1,...,N},
f(zg) fiir x = xp.

Ist x € (zg—_1,2k], so gilt |z — x| < § und somit |p(z) — f(z)| = |f(xr) — f(z)] < £ nach

Wahl von §. Da ¢(xg) = f(x0), folgt insgesamt ||¢ — f|lr < e. O
Es ist niitzlich, die Integrierbarkeit auch fiir stiickweise stetige Funktionen f : [a,b] — R
zu haben, das heifit es gibt eine Zerlegung a = ag < ... < ay = b, so dass f auf jedem

Teilintervall [ax_1,ax] nach eventueller Abé#nderung in den Endpunkten aj_; und ay
stetig ist. Diese Verallgemeinerung folgt natiirlich sofort aus Satz 1.5 und Lemma 1.2.

Wihrend die bisherige Darstellung des Riemannintegrals ohne Anderungen im vek-
torwertigen Fall zutrifft, spielt bei den folgenden Aussagen die Anordnung von R eine
Rolle.

Satz 1.6 (Monotonie des Integrals) Sind f,g € R(I), so gilt:

f<g = /abfé/abg-

Insbesondere gilt fabf < fab If], falls f, |f] € R(I).
BEWwWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt

N

N
Sze(f) =D F(&)Az, <Y g(&k)Ark = Szelg)-

k=1 k=1
[l

Folgerung 1.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f, ¢ : [a,b] — R stetig
und ¢ > 0. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

/abfwzf(ﬁ)/abso-

Im Spezialfall p = 1 folgt fabf = f(&)(b—a).

BEWwEIS: Wir konnen annehmen, dass f;go = 1. Setze m = infyer f(z) und M =
sup,¢cz f(x). Dann gilt me < fo < My, also

b b b
m:/mgpg/fgpg/MgpzM.
a a a
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Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a,b] mit f(§) = f; fo. O

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch eine alternative Definition des Riemann-
Integrals erkliren. Sei f : [a,b] — R beschrinkt und Z eine Zerlegung von [a,b] in Teil-
intervalle I der Lange Axy. Dann sind Ober- und Untersumme von f bzgl. Z definiert
durch

N N
Sz(f) = Z sup f) Az und  Sy(f Z mff Axy.
=1 1k k=1
Nach Definition gilt S,(f) < Sz(f). Nehmen wir zu Z den Unterteilungspunkt & €

251, 2] hinzu, so folgt mit I, = [z5_q,&] und I/ = [£, 2]
Spuey(f) —84(f) = (iﬁff) (€ —ap) + (i}i’f P) (@ =€) = (inf f) (2 — 1)
= (iﬁff - i}}ff) (€ —xp-1) + (i;sz - iﬂff) (zr — ).
Mit infy, f, infyy f, —infy, f < || f|; sowie 0 < ag — 241 < A(Z) erhalten wir

0 < Szue(f) — S2(f) < 2||fllr A(Z),

und analog fiir die Obersummen

0> Szue(f) = Sz(f) = =2l £l A(2).
Fiir beliebige Zerlegungen Z, Z’ ergibt sich per Induktion

Sz (f) < Szuz(f) < Szuz(f) < Sz (f). (1.4)
Bezeichnet N die Zahl der Teilintervalle von Z’; so folgt ebenfalls induktiv

Sz0z(F) = 2N |Ifll1 A(Z) < S57(f) < Sz(f) < Szuz () +2N| fll1 A(Z). (1.5)

Wir definieren nun das Ober- bzw. Unterintegral von f durch

(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlegung von |a,b]},

S
S(f) = sup{S,(f): Z ist Zerlegung von |[a,b]}.
Aus (1.4) folgt S(f) < S(f).

Satz 1.7 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann (Riemann-) integrier-
bar, wenn thr Ober- und Unterintegral ibereinstimmen, und es gilt dann

b
| 1=t =50,
BEWEIS: Ist f Riemannintegrierbar, so folgt fiir A(Z) < ¢
b
[ 1—e <miSedn) = 5200) < 8) <50 < 5al) s Sz < [+

Umgekehrt sei Z’ eine Zerlegung mit S,/ (f) > S(f) — /2, und N sei die Zahl der Teilin-
tervalle von Z'. Fiir jede Zerlegung Z gilt S, ,/(f) > S,/(f), also folgt mit (1.5)

Sze(f) 2 87(f) = Szuz(f) = 2N||fllr A(Z) > 5(f) — /2 = 2N|| f[l1 A(Z).
Fir A(Z) < § folgt Sz¢(f) > S(f) — . Die Abschitzung nach oben ist analog. O
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2 Ableitung und Integral

Wir kommen nun zu dem zentralen, von Newton und Leibniz studierten Zusammenhang
zwischen Differentiation und Integration.

Definition 2.1 Sei f : (a,b) — R. Eine differenzierbare Funktion F : (a,b) — R heifit
Stammfunktion von f, wenn gilt:

F'=f & F(x)=f(x) firalez¢€ (a,b).
Satz 2.1 Ist F' eine Stammfunktion von f auf (a,b), so ist jede Stammfunktion von f auf
(a,b) von der Form F + ¢, fir eine Konstante ¢ € R.
BEWEIS: Sei G auch Stammfunktion von f auf (a,b). Es folgt
(G-F=G -F=f-f=0.

Nach Folgerung 2.1 in Kapitel 4 gibt es eine Konstante ¢ € R mit G—F = ¢, also G = F+c.
|

Die Gleichung F’ = f ist ein elementares Beispiel fiir eine Differentialgleichung. Folge-
rung 2.1 sagt aus, dass eine Losung der Gleichung bis auf eine additive Konstante ¢ € R
eindeutig bestimmt ist. Es schlieit sich hier unmittelbar die Frage nach der Existenz an:

Fiir welche f ist die Differentialgleichung F’ = f auf dem Intervall (a,b) lésbar?

Um die Frage zu beantworten, miissen wir die Definition des Integrals noch etwas erweitern,
indem wir fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R setzen:

/baf::—/abf und /aafzo.

Es folgt dann fiir beliebige a, b, ¢ € R, sofern f auf allen Intervallen Riemann-integrierbar

ist,
S /abf+/bcf:/acf- (2.1)

Fiir a < b < ¢ gilt dies nach Lemma 1.2, und allgemein folgt (2.1) dann durch Vertauschung
von a, b und c. Weiter verwenden wir im Folgenden die Notation

/:fz/:f(w)d:v-

Dies ist unter anderem dann niitzlich, wenn die Funktion f aufler von x noch von weite-
ren Variablen v, z, ... abhéngt, es wird ndmlich spezifiziert, beziiglich welcher Variablen
integriert werden soll. Auflerdem erionnert die Notation an die Riemannschen Summen,
mit denen das Integral definiert wurde.

Satz 2.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : I = [a,b] —
R stetig. Dann ist fiir jedes xo € I die Funktion

Fil >R F)= [ o)
Zo
eine Stammfunktion von f, das heifit es gilt F'(x) = f(x) fiir alle x € I.
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Bemerkung. In den Endpunkten des Intervalls ist dies im Sinne der einseitigen Ableitun-

gen F' (a) = f(a) baw. F’ (b) = f(b) zu verstehen.

BEWEIS: Die Funktion F' ist wohldefiniert nach Satz 1.5. Wir berechnen

F(zx+h)—F 1| feth @
D @) = | [ s [ e nse)
1 x+h
= | - s e
< Il sup [F(©) ~ J(@)] (Satz 1.2)
Al e—ai<iny
Da f im Punkt x stetig ist, geht die rechte Seite mit h — 0 gegen Null. O

Folgerung 2.1 Sei f € CY(I) mit I = [a,b], und F : [a,b] — R sei eine Stammfunktion
von f auf I, das heifit F'(x) = f(x) fiir alle x € [a,b]*. Dann gilt fiir jedes xo € I

F(a) = Flao) + [ 7). (22)
o
BEWEIS: Nach Satz 2.1 und Satz 2.2 gibt es ein ¢ € R mit
F(z) = c+/ f(&)d¢ fir alle x € (a,b).
o

Weiter ist jede Stammfunktion F' von f auf [a,b] stetig in a und b nach Kapitel 4, Satz
1.3. Durch Grenziibergang x \, a bzw. x b folgt die Gleichung fiir alle x € [a, b]. Setze
nun z = xg und erhalte F(zg) = c. O

Folgerung 2.2 (Berechnung von bestimmten Integralen mit einer Stammfunktion)
Die Funktion F : I = [a,b] — R sei Stammfunktion von f € C°(I) auf I. Dann gilt

b
L/ﬂmsz@—F@zﬂﬂm;Z

BEWwEIs: Folgt aus (2.2) mit g = a, z = b. a
Uber den Hauptsatz bzw. Folgerung 2.2 lassen sich Differentiationsregeln aus Kapitel 4.1
in Integrationsregeln iibersetzen. Dies wird im Folgenden durchgefiihrt.
Satz 2.3 (Partielle Integration) Seien f,g € C*(I) mit I = [a,b]. Dann gilt

b

b =b
/meummmm— f'g

a

BEWwWEIS: Es gilt nach der Produktregel

(f9) =fg+fg auf I=]a,b]

Folgerung 2.2 liefert die Behauptung. O

Tn den Intervallgrenzen bedeutet das Fiy(a) = f(a) baw. F’(b) = f(b).
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Satz 2.4 (Substitutions- oder Transformationsregel) Sei I = [a,b], [* = [a, ] und
¢ € CY(I) mit p(I) C I*. Dann gilt fir f € CO(I*)

/w(b)ﬂ d =/bf( ()¢ (x) da
ola) y)ay ; 2 2 .

BewEIS: Wihle nach Satz 2.2 eine Stammfunktion F' € C'(I*) von f. Dann gilt

(b) 3
/t) fly)dy = [F(y)}ilig?) (Folgerung 2.2)
pla
= [Ple@)]i,

b

= /(Fogo)’(x)dx (Folgerung 2.2)
b

= /F’(Lp(x))ap'(x) dr  (Kettenregel)

b
— / f(p(@)) ¢ (z) da

O

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel ist folgendes Kochrezept niitzlich: bei einem
gegebenen Integral f; f(y) dy mochten wir y = y(x) substituieren. Dazu berechnen wir

y=y(x) = dy=y(z)dw.

Fiir die Intervallgrenzen bestimmen wir durch Auflésen nach x die Umkehrfunktion

Damit gilt
5 b
| twar= [ @)@ .

Im folgenden zeigen wir an einigen Beispielen, wie die Integrationsregeln angewandt wer-
den. Zunéchst erhalten wir direkte Integrationsformeln immer dann, wenn die Stamm-
funktion bekannt ist. Hier sind einige Beispiele.

Beispiel 2.1

b potl z=b
/a:cadx = [044'1],;:@ (v € R\{—1}, a,b > 0),

" do

o x=>b
o= [logx]xza (a,b>0),

a

/b dr [arcsi }x:b (-1 <a,b< 1)
—— = |arcsinx , (= a, .
a V1— 12 r=a

Ein Beispiel fiir die Anwendung der partiellen Integration ist
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Beispiel 2.2

x xT u—z x 1
/ logudu:/ 1-logudu = [ulogu]u_l —/ u—du=zxlogx — (z —1).
1 1 - 1 u

Eine schéne Anwendung von Satz 2.3 ist das
Beispiel 2.3 (Wallis-Produkt) Wir berechnen hier A,, = f07r/2 sin” x dx. Offenbar gilt

Ay =7/2 undAlz[—cosx]x:g/Q 1.

Fiir n > 1 leiten wir durch partielle Integration eine Rekursionsformel her:
w/2
Apy1 = / sinz sin" z dz
0

/2
. 2 e
= [—cosx Sln"m]x_w/ +n/ cos? z sin" ! z dx
—_————lz=

w/2 w/2
= n/ sin" o dr — n/ sin" !z de,
0 0

2

wobei wir cos? z = 1 — sin? z benutzt haben. Es folgt

n
An+1 = "t 1An—1 (n Z 1)
Durch Induktion erhalten wir
m—1 2n—3 1 “ok—1\ 7w
Ay, = : = Ay = -
2n on  2n— 2 9 0 <kHl 2% )2’
on  2n—2 2 2k
A = : A= 1
2ntl m+1 2n—1 3 (E%H)

Es folgt weiter

Agn s - 4]{32 —
= 5 . H
k=1

Aon1
Nun gilt A, = fOW/Q sin"t x de < f07r/2 sin” z dx = A,, und es folgt

A A, 1
1< Bl Ly
Ant1 7~ Anpr n

Daraus ergibt sich die Produktdarstellung von Wallis

[e.9]

H 4k2 2.2 4-4
42 —-1 1-3 3.5

Als néchstes behandeln wir Beispiele zur Substitutionsregel.
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Beispiel 2.4 (Lineare Parameterwechsel) Mit der Substitution y = (x—x¢)/m haben
wir dy = 1/mdz und z = xg + my, also als neue Grenzen a = xy + ma und b = xy + mp.

Es folgt
B 1 zo+mfB .. o
| = (22 de.

m To+ma m

Beispiel 2.5 (Integration von Ableitungen)

bf/(CC) — ’ / — (o T r=b
/a o) ™ B /a“"gf) (x) dz = [log f(x)]7—, (fj 0),

’ V1t a2 1P 2\ 31/ 1 2,3
/au 1+ u?du = g/a ((1+u)2) du:[g(l—{—u)z]
b
[ PU@) @ = [P

a

u=a

Beispiel 2.6 (Flicheninhalt unter Hyperbel) Zu berechnen ist das Integral

A(x):/ Vu? —1ldu fiir x> 1.
1

Wir substituieren u = cosh ¢ und erhalten du = sinhtdt, t = Arcosh u, also

Arcosh z
A(z) = / sinh? ¢ dt
0

1 Arcosh =
= = / (¥ + e —2)dt
0

4
1 t = Arcosh z
= |=(* - e_Zt)} — —Arcosh z
E ;
1 b Lt ot — et t = Arcosh x
- - [ ] — Arcosh z
2 2 2 |,
1
= 3 (CE\/ 2 — 1 — Arcosh :U)

Fiir rationale Funktionen, also Quotienten von Polynomen, hat man ein spezielles Integra-
tionsverfahren, die Partialbruchzerlegung, die wir hier nur an einem Beispiel vorfiihren:

Beispiel 2.7 (Partialbruchzerlegung) Um das Integral fi{% 1%”; s zu berechnen, ma-
chen wir den Ansatz
r 1 1A N B  (A-B)x+(A+DB)
1—-22 (1+2)(1—-2) 1-2 14z 1—a? '

Der Koeffizientenvergleich ergibt A = B = 1/2, also folgt

R 12 71/ 1/2 1 1+2]%2 1
/ — / <_ 4 _> de = = [log ] = §(log 3—log 1/3) = log3.
1

_1/21—1‘2 _1/2 1—.%' 1+1’ 2 1—.7] z=—1

97



Bei der Definition des Riemannschen Integrals ist das Definitionsintervall I = [a, b] nach
Voraussetzung kompakt. Wir wollen ganz kurz erlautern, wie auch unendliche Integrati-
onsintervalle —oo < a < b < oo und in den Intervallgrenzen unbeschrénkte Funktionen im
Rahmen des Riemann-Integrals behandelt werden kénnen.

Definition 2.2 (uneigentliches Riemann-Integral) Sei I = [a,b) mit a < b < 0.
Die Funktion f : I — R sei Riemann-integrierbar auf [a,b'] fir alle ¥’ < b. Falls
limg, q [ f(€) d€ eistiert, so heift das Integral fabf(f) d¢ konvergent (oder existent) und

wir setzen )
/f( df—hm/ fg

Die Konvergenzaussagen fiir das uneigentliche Integral sind analog zu den Konvergenzkri-
terien fiir Reihen. Das folgende Lemma entspricht dabei dem Cauchykriterium.

Lemma 2.1 In der Situation von Definition 2.2 ist f; f genau dann konvergent, wenn es
zu jedem € > 0 ein b < b gibt mit

o
‘/ f‘ <e fiir alle x1,20 > V.
1

BEWEIS: Setze F(z f f fir z € [a,b). Existiert das uneigentliche Integral, das heifit
F(x) —>Sm1tx/‘b so gibt es ein & < b mit |F(z) — S| < &/2 fiir x > b’ und es folgt
|F(z1) — F(x2)| < |F(z1) = S|+ |F(x2) — S| <e fiir 310 > b

Umgekehrt wihlen wir eine Folge 23, * b. Nach Voraussetzung ist dann F'(zy,) auchyfolge7
das heiBt S = limg_,o F'(z) existiert. Aber dann folgt sogar lim, ~, F'(x) = O

Hier sind einige Beispiele von uneigentlichen Riemann-Integralen.

Beispiel 2.8

waJrl z=R 1
o li =— fii -1
/ dxr = IR, oo [0“"1]351 a+1 wras =5
! divergent fir a > —1.
1 divergent fir a < —1,
/ dxr = potl 1771 1
li = fir o > —1.
0 img\ o [OH‘JxE P ir o
/1 dx . Toodg . ) /9
—— = lim ———— = lim arcsinx = 7w/2.
0 V1—ux2 e M Jg J1—€2 x /M

In den vorangegangenen Beispielen sind die Integranden positiv. Das uneigentliche Integral
fab f heifit absolut konvergent, wenn fab | f| konvergiert. Aus Lemma 2.1 folgt sofort, dass
ein absolut konvergentes Integral konvergiert. Wie bei Reihen impliziert die Konvergenz
aber nicht umgekehr‘c die absolute Konvergenz. Ein simples Beispiel ist das uneigentliche
Integral fl x) dx, wobei



Fiir die Existenz des uneigentlichen Integrals auf einem beidseitig offenen Intervall (a,b)
wihlt man einen Zwischenpunkt ¢ € (a,b) und verlangt die Existenz der Integrale auf
(a,c] und [c,b). Das Integral iiber (a, b) ergibt sich dann als Summe. Es ist leicht zu sehen,
dass diese Definition nicht von der Wahl des Zwischenpunkts ¢ abhéngt. Ein Beispiel ist

*©  dz
52 =T.
— 00

3 Vertauschungssitze fiir konvergente Folgen von Funktio-
nen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen f,, : I — R von Funktionen, die punktweise
gegen eine Grenzfunktion f : I — R konvergieren, das heift

f(z) = 1i_>m fu(z) fir alle z € I.

Wir interessieren uns dafiir, unter welchen Voraussetzungen sich die Stetigkeit bzw. Diffe-
renzierbarkeit der Funktionen f,, auf die Grenzfunktion f tibertréagt. Ein wichtiger Fall ist
die Frage, ob eine reelle Potenzreihe P(z) = Y 3%, agz” innerhalb des Konvergenzintervalls
(=R, R) eine differenzierbare Funktion darstellt. Hier ist klar, dass die approximierenden
Polynome P, (z) = > p_, arz” differenzierbar sind mit Ableitung

n n—1
Pl (z) = Z kapa*~t = Z(k: + Dagyz".
k=1 k=0
Wir werden zeigen, dass P(x) auf (=R, R) differenzierbar ist und dass gilt
P'(z) = Z kayazh—t = Z(k + Dagyz".
k=1 k=0

Dies bedeutet, dass die Potenzreihe gliedweise differenziert werden kann, das heif3t
die Ableitung kann mit dem Grenzwert n — oo der Reihe vertauscht werden. Bei der
Exponentialfunktion konnten wir die Frage der Stetigkeit und Differenzierbarkeit in
x € R mithilfe der Funktionalgleichung auf den Fall x = 0 reduzieren, wo wir dann die
Abschitzung aus Satz 4.7 zur Verfiigung hatten. Fiir eine allgemeine Potenzreihe haben
wir kein Aquivalent der Funktionalgleichung und brauchen deshalb allgemeinere Resultate.

Die punktweise Konvergenz ist im allgemeinen nicht einmal ausreichend fiir die
Stetigkeit der Grenzfunktion — hier zwei typische Beispiele.

Beispiel 3.1 Die Folge f, : [0,1] — R, f,(x) = 2", konvergiert mit n — oo punktweise

gegen die Funktion
0 firo<z <1,
xTr) =
J(@) {1 fir z = 1.

Die Folge f,, : R = R, f,(x) = arctan(nz), konvergiert punktweise gegen

/2 fiir x > 0
flx) =< —7/2 fiirx<0
0 fir z = 0.
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Satz 3.1 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit) Seien f, : D — RP, n € N,
stetige Funktionen auf D C R™, die gleichmdfig gegen f : D — RP konvergieren, das
heifst
I fn = fllp = Suglfn(w) — f(x)[ =0 mit n — oo.
xre

Dann ist f ebenfalls stetig auf D.

BEWEIS: Sei 2g € D gegeben. Fiir beliebige x € D, n € N gilt die Abschitzung

|f (@) = f(0)] [f (@) = fu(@)| + [ fu(2) = fa(zo)| + [fn(z0) — f(20)]

2(|f = fallp + [ fa(®) — fo(zo)l-

Zu e > 0 wéhlen wir erst n € Nmit || f— f||p < &/3, dann ¢ > 0 mit |f,,(z) — frn(x0)| < £/3
fiir [x — xo| < 0. Es folgt | f(z) — f(z0)] < 2¢/3 4+ ¢/3 = ¢ fiir |x — x| < J. O

<
<

Folgerung 3.1 Sei P(z) =) 2, apz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
n-ten Partialsummen Pn(z) = > p_, apz®. Dann konvergiert P, gleichmdfig gegen P auf
jeder Kreisscheibe By(0) = {z € C: |z| < o} mit o < R, und P ist stetig auf Bgr(0).

BewEIls: Wihle r € (g, R). Nach der Definition des Konvergenzradius in Satz 4.10 konver-
giert P(z) fiir z = r, also ist apr" eine Nullfolge und es gibt ein M € [0, 00) mit |ag|r* < M.
In dieser Situation liefert Lemma 4.2 die Abschéitzung

M 0 n+1 X
1_£(—> — 0 mitn— oo.
T

1P = Pull,(0) = sup |P(z) — P(2)] < "

|z|<e

Dies beweist die gleichméfige Konvergenz auf B,(0). Nach Satz 3.1 ist P somit stetig auf
B,(0) fiir alle o < R, also auf ganz Br(0). O

Jetzt kommen wir zur Frage der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion.

Satz 3.2 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung) Sei f, € CY(I) eine
Folge von Funktionen auf I = (a,b), die punktweise gegen f : I — R konvergiert. Falls die
Folge f! gleichmapig gegen g : I — R konvergiert, so ist f € CY(I) und f' = g.

BEwEIs: Fiir g € I gilt nach Satz 2.2, dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung,

fn(x) = fu(zo) + /x fr(&)de  firalle z € 1.

Da f] gleichmiBig gegen g konvergiert, folgt nach Satz 1.3 mit n — oo

T

f(x) = f(=zo) +/ g(&)d¢  fiir alle z € 1.
o

Die Funktion g ist stetig nach Satz 3.1, also folgt aus dem Hauptsatz f € C'(I) und

=9 O

Fiir Funktionen f : I — RP oder f : I — C gilt der Satz entsprechend. Dies ergibt

sich sofort durch Anwendung auf die einzelnen Koordinatenfunktionen, vgl. Lemma 1.1 in

Kapitel 4. Um den Satz auf Potenzreihen anzuwenden, brauchen wir folgende Hilfsaussage.
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Lemma 3.1 Sei P(z) = > 72, arz® eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius
R € ]0,00]. Dann hat die formal differenzierte Reihe

Q(2) = kapz* 1 = "(k + Dagy12*
=1 k=0

denselben Konvergenzradius R.

BewEIs: Es gilt |apz¥| < |kapz"~1| - |2| fiir k& > 1, also hat Q(z) hochstens den Konver-
genzradius R. Zu r € (0, R) gibt es ein M € [0, 00) mit |a|r® < M, da P(r) konvergiert.
Es folgt fiir alle z € B,.(0)

Z|k—1 - k:M|Z|k_1

- |
\kakzk 1’ = k:]ak\rk ’I“k S T’k

Die rechte Reihe konvergiert aber nach dem Quotientenkriterium, denn

(k + 1) M|z (kM]z\k_1>_1 _(k+1) E

2| :
U] F o —>7<1 mit k — oo.
Also ist Q(z) fiir z € Br(0) absolut konvergent. O

Satz 3.3 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Die  Potenzreihe  P(z) =
ZZOZO apz® mit ar, € C habe den Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion

P:(-R,R) —C, P(x) = Zakxk
k=0

differenzierbar, und ihre Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation:

P'(z) = Z kapa*~t = Z(k + Dagyi2®  fir alle z € (R, R). (3.1)
k=1 k=0

BeEWEIS: Die Funktionen P, (z) = >.7_, axz" konvergieren auf (— R, R) punktweise gegen
P(z), und nach Lemma 3.1 und Folgerung 3.1 konvergieren die P lokal gleichméBig, das
heifit gleichméBig auf jedem Teilintervall (—p,0) C (=R, R) mit 0 < ¢ < R, gegen die
stetige Funktion Q : (=R, R) — R, Q(z) = > 72, kayx*~1. Die Behauptung folgt nun aus
Satz 3.2. O
Jetzt stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um einige interessante Potenzreihenentwick-
lungen herzuleiten.

Beispiel 3.2 Fiir z € (—1,1) C R gilt die Reihendarstellung

o
_ (_1)k71 b $2 x3
log(1+:c)—ZTx —x—7+?—+....

k=1
Denn die Reihe P(z) =Y 1o, %xk konvergiert fiir € (—1,1) nach dem Quotienten-
kriterium, also folgt aus Satz 3.3 und der Formel fiir die geometrische Reihe

- 1
P'(z) = kz_o(—l)kxk =112 fir x € (—1,1).

Wegen P(0) = 0 =log 1 ergibt sich P(z) = log(1 + x).
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Beispiel 3.3 Ahnlich zeigen wir fiir z € (—=1,1) C R die Reihenentwicklung

o0
(—1)k 2k+1 z? 2P
arctanng —= =r——+—=——4+....
k:02k+1 3 5

_1)k
Denn P(z) =32, (2 21 2?1 konvergiert fiir z € (—1, 1) nach dem Quotientenkriterium,

und Satz 3.3 liefert

[e o]

Pl(w) _ Z(_l)kx% —

k=0
Wegen P(0) = 0 = arctan 0 ergibt sich P(z) = arctan z.

1

T

Beispiel 3.4 Die Binomialreihe mit Parameter o € R ist definiert durch
oo
B,(z) = kzo <Z> P

Die Reihe hat Konvergenzradius R = 1, siehe Beispiel 4.6 in Kapitel 2. Fiir x € (—1,1)
berechnen wir mit Satz 3.3

zﬁ@g:§§w+1wéi£yﬁ:ézw+1@;f<2%ﬁ:a3d@—mBM@,

k=0

(0%

das heifit B (z) =
1+

xBa(x). Es folgt mit f(x) = (1 +z)~ @

(fBa) (@) = J'(2)Ba(x) + f@) By(2) = f@)Ba(a)( ~ 757+ 755) =0

Wegen B, (0) =1 = f(0) ergibt sich die folgende Darstellung (Newton 1665)

(14 2)* = Bu(x) = i <Z>xk fir alle x € (—1,1).

k=0
In der Physik wird oft die Ndherung (1 4+ x)® = 1 4+ o benutzt, fir |z| << 1.

Satz 3.4 (Abelscher Grenzwertsatz) Ist die Potenzreihe P(x) =Y o° janaz" fir z =
1 konvergent, so gilt

lim P(x) = P(1).

Beweis: Nach Voraussetzung hat P Konvergenzradius R > 1. Wir berechnen mit P, (x) =
S paprt fir0 <z <1

Po(1) = Po(z) = Y ax(l—2b)
k=0

n k—1
= (1 —x)Zakaj
k=0  j=0
n—1 n
= (1—x)2xj Z ay
i=0  k=j+1
n—1
= (-0 Y H (R - P)
7=0



Zu e > 0 gibt es ein N € N mit |P,(1) — P;(1)| < &/2 fiir j,n > N, also gilt

n—1 0o
(1-2) Y PIBL)-PBU)<l-2)5 Y o<t
Jj=N+1 2 j=N+1 2
Es folgt
N
|Pa(1) = Po(x)| < (1=2) Y |Pa(1) = Pi(1)] + 5,
7=0

fiir  hinreichend nahe bei Eins. O
Beispiel 3.5 Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe x — %xz + %x?’ + ... auch
fiir x = 1, also folgt aus Satz 3.4 (Mercator 1668)

1 1
log 2 = lim log(1 =1l—=4+-—4....
og $1/‘mlog( + ) 2+3 +

Ebenso konvergiert die Reihe des arctan auch fiir x = 1, und es ergibt sich die Darstellung
(Gregory 1671, Leibniz 1674)

%:arctanl:iifrnlarctanle—g—i—g——i—....
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