Zu e > 0 gibt es ein N € N mit |P,(1) — P;(1)| < &/2 fiir j,n > N, also gilt

n—1 00
A € . €
(1—=x) ‘Z 2 |Py(1) = ()] < (1-2) 5 ‘Z v <.
j=N+1 j=N+1
Es folgt
N
|Pa(1) = Pol@)] < (1—2) > [Pal1) = P(1)| + 5,
j=0
und schlieBflich mit n — oo
N €
|P(1) = P(z)] < (1—2) Y _|P(1) — P;(1)| + 5 <¢
=0
fiir z hinreichend nahe bei Eins. O

Beispiel 3.5 Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe x — %xQ + %x‘g + ... auch
fiir x = 1, also folgt aus Satz 3.4 (Mercator 1668)

1 1
log2:ii/‘mllog(1+x):1—§+§—+....

Ebenso konvergiert die Reihe des arctan auch fiir x = 1, und es ergibt sich die Darstellung
(Gregory 1671, Leibniz 1674)

I n 11m ar 1 ce e

4 Die Taylorentwicklung

Als Anwendung fithren wir die Taylorentwicklung ein. Die Idee der Taylorentwicklung ist
es, eine gegebene Funktion f mit einem Polynom zu vergleichen, das an einer festen Stelle
g mit f ,von hoherer Ordnung* iibereinstimmt, das heifit einschlieflich einer Reihe von
Ableitungen.

Lemma 4.1 Sei I = (a,b) C R, 29 € I und n € Ng. Zu f € C™(I) gibt es genau ein
Polynom P : R — R vom Grad héchstens n mit P%) (zg) = f®)(xq) fiir k = 0,1,...,n,
und zwar

"G (g .
P(z) :Zf (, 0)(90—;60)]. (4.1)

=0 7
Das Polynom P heifst Taylorpolynom n-ten Grades von f mit Entwicklungspunkt xo und
wird mit Py f bezeichnet.

BeEwEIS: Es gilt (%)k (x — 20)? |p=zy= k!0;x. Daraus ergibt sich allgemein fiir k <n

P(z) =Y aj(z—z0) = P®(z0) = kKl . (4.2)
j=0
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Fir P wie in (4.1) gilt a = %, also folgt P%)(z9) = f®*)(z9) und P leistet das
Verlangte.

Fiir die Eindeutigkeit reicht es aus zu zeigen, dass ein Polynom P vom Grad hoéchstens n
mit P*)(z) = 0 fiir k = 0,1,...,n das Nullpolynom ist. Nun gilt

ot = (zo+ o — 330)]C = i (f) 15 & — )"

=0
Also gilt P(z) = >0 gaj(z — 7o)’ mit geeigneten a; € R, und aus (4.2) folgt a; =
%P(j)(xo) = 0. Somit ist P das Nullpolynom. a

Folgerung 4.1 Ist f ein Polynom vom Grad hichstens n, so gilt Py f = f, das heifst das
n-te Taylorpolynom von f ist f selbst.

Definition 4.1 Fir f € C™(I) und xo € I heifit die Funktion
Rgof : (a’7 b) _> R? Rgof(x) = f(x) - P:;Lof(x)
Restglied der Taylorentwicklung n-ter Ordnung mit Entwicklungspunkt xq.

Knackpunkt bei der Taylorentwicklung ist die Abschéitzung des Restglieds; diese besagt,
wie gut die Funktion f durch das Taylorpolynom P f approximiert wird. Entscheidend
fiir die Abschétzung sind die in den folgenden beiden Sétzen gelieferten Darstellungen.

Satz 4.1 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € C"Y(I) fiir ein n € Ng und
xg € I. Dann hat das Restglied R}, f(x) = f(z) — Py, f(z) die Darstellung

Ry f(z) = % / @ — )" 1 () dy. (4.3)

o

BEWEIS: Durch Induktion iiber n € Ng. Der Fall n = 0 folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung;:

R, (@) = 1) = flao) = [ ") dy

Der Induktionsschritt n — 1 = n > 1 beruht auf partieller Integration:

R f(@) = R'f(a)— 1 " (“’”0)( —20)"  (Definition R”,)
(Induktion) = ,/ )" (y) dy —%(w—l‘o)”
(part. Int.) = e 1)' [ —y)" FM(y )} y; +% g:(m—y)" FU(y) dy
f(")(ﬁﬂo) (2 — 20)"
= - m(ﬂc—y "D () dy.
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Satz 4.2 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Unter den Voraussetzungen wvon
Satz 4.1 existiert ein & € [xg, x| (bzw. £ € [x,x¢] fiir x < xg), so dass gilt:

. f(n+1) 5
Ry f(x) = (nTl()')

BEWEIS: Sei > ¢ (sonst analog). Dann ist (z —y)" > 0 auf [z, z]. Nach dem MWS der
Integralrechnung (Folgerung 1.2) existiert ein £ € [zg, x| mit

“(r—y)"
n!

(z — 20)" . (4.4)

(.%' _ xo)nJrl

dy = " (€) NCESVE

R, (@) = 1) |

o

Beispiel 4.1 Betrachte fir x € (—1,1) die Funktion

fl@) = Q-a)72  f0) = 1
flz) = 51-2)72 f(0) = 1/2
(=) FL—a)?2 f(0) = 3/4.

Das Taylorpolynom erster Ordnung bei xg = 0 lautet

L (o 1
Y PEAC R
k=0 ’

mit der Lagrange-Restglieddarstellung

Rif(z) = @ﬁ = g(l —6)72%2  mit € €0, z).

Definition 4.2 Fir f € C*°(I) und xo € I heifit die Reihe
2 F®) (2
Pafe) = Yo~ a0)t
=0

Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg.

Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe, mit Entwicklungspunkt zg € R. Insbesondere hat sie
einen Konvergenzradius R € [0, +o0]:

|t —x9| < R = absolute Konvergenz
|z —xz9| > R = Divergenz

Selbst wenn die Taylorreihe einen positiven Konvergenzradius hat, muss sie nicht notwen-
dig gegen die gegebene Funktion konvergieren.

Beispiel 4.2 Betrachte f: R — R mit

fla) = {ez firx >0

0 firx <0

Dann gilt f € C®(R) und f*)(0) = 0 fir alle k € Ny, siehe Folgerung 2.6 in Kapitel
3. Damit sind alle Koeffizienten der Taylorreihe Null und diese konvergiert gegen die
Nullfunktion, nicht gegen f.
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Definition 4.3 Fine Funktion f : (a,b) — R heifit analytisch, wenn es zu jedem xy €
(a,b) eine Umgebung Us(xg) C (a,b) gibt, auf der die Funktion f als Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt xo darstellbar ist.

Satz 4.3 Seien ap € R fir k € Ng. Fir f : I = (a,b) — R und zo € I sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f besitzt auf I die Potenzreihendarstellung

flx) = Zak(az —x0)*  fiir alle z € I.
k=0

(2) feC>), a, = f(k;(!xo) und fir alle x € I gilt R} f(x) — 0 mit n — oo.

BeEwEIS: (1) = (2) : Nach Voraussetzung gilt fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe
R > max(|zo — al, |zo — b]).

Nach Satz 3.3 ist f € C°°(I) und die Ableitungen kénnen durch gliedweise Differentiation
berechnet werden. Also folgt

o
F® (o) =) aj k! 6 = klay.
j=0
Folglich ist die Potenzreihe die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg, und es folgt

n

Ry f(z) = f(z) — Z ar #¥ — 0 nach Voraussetzung.
k=0

(2) = (1) : Nach Voraussetzung gilt fiir n € Ny

flz) = 3 ap(z —x0)" + R} f(2)
kzzok 0 /(@)

—0 mit n—oo
00
S @) = Y aklz— )
k=0
[l

Beispiel 4.3 Mit Hilfe der Restgliedabschdtzung konnen wir erneut die Potenzreihenda-
stellung der Funktionen exp, cos und sin beweisen. Wir betrachten zum Beispiel f(x) =
cosx. Es gilt dann

() () _ (=1)F cosz n =2k
fre) {(—1)’“ sine n=2%k—1

Insbesondere

—1F n=2k
f(">(o):{é Y n:jk_l'
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Die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt Null lautet also

00k
Pyf(x) = Z ((2]3' z2k,

k=0

Fiir das Restglied folgt mit Lagrange

(—1)k+1 sin § 2kt

2hF1)! —0 mitk — oo.

Ry f(x) =
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