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Aufgabe 4
Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen des R?!

a) A:_{(‘;) GR2:|2x!§y}
b) B::{(”y“") eR2:!x+4|<|y!}
o o= { (1) e ilal =3

Aufgabe 5
Fiir n € Ny und ¢ € Ny wird der Binomialkoeffizient (') (,n iiber ) definiert als

) )
i !
(7) =TT w0 so ot danas () = 52

=1 I
Zeigen Sie:
n+1 n
1
a) Z("JT ) —2.3" (”) fiir alle n € No.
=0 N ) =0

n—1 .
J\ _ n . .
b) Z(£> = (€+1> fiir alle ¢ € N und fiir alle n € N.

j=t
Bemerkung: Eventuell benotigt man vollstdndige Induktion (siehe Aufgabe 6).
Wenn ja, welches ist der Induktionsparameter?

bitte wenden



Aufgabe 6
Ein Beweis durch Vollstéandige Induktion gleicht der Durchfithrung eines Domino-Days.

Um einen Domino-Day durchfithren zu kénnen, bedarf es drei grundlegender Handlungen.

1. Alle Steine miissen aufgebaut werden.

2. Es muss kontrolliert werden, ob ein Stein immer dann féllt, wenn sein Vorgénger fallt, das
heifit, wenn sein Vorgénger ihn umwirft.

3. Der erste Stein muss umgeworfen werden.

Ein Induktionsbeweis verlduft genauso.

Zunéchst miissen alle ,,Steine® aufgebaut werden - es muss eine Behauptung aufgestellt werden,
die fiir alle oder einen Teil der natiirlichen (oder auch ganzen) Zahlen (A C N) gilt.
Daraufhin testet man, ob ein ,,Stein® fallt, wenn sein Vorgénger féllt. Man nimmt also in der
Induktionsvoraussetzung an, dass die Behauptung fiir eine feste Zahl (meistens n oder ng)
gilt. Unter dieser Annahme zeigt man nun im Induktionsschluss, dass die Behauptung fiir den
Nachfolger (n + 1 bzw. ng + 1) gilt.

Zuletzt muss man den ersten ,,Stein“ umwerfen, indem man die Behauptung im Induktionsan-
fang fiir das Minimum (das heifit fiir die kleinste Zahl in) der Menge A zeigt.

Da der Induktionsanfang gerne vergessen wird, setzt man ihn meist vor Induktionsvorausset-
zung und Induktionsschluss.

Zeigen Sie nun die folgenden Formeln mit Hilfe des Beweisprinzips der Vollstédndigen Induktion!
Wihlen Sie jeweils das genannte N € Ny selbst!

n . 1
a) Z (=) k2 = (=) %—H fiur allen € {m € Nop: m > N}.

2n (_1)£+1 2n 1
Y ; = > —firallen € {meNy:m>N}.
/=1 j:n+1j
i a 1=
c) I_I(I—i-x2 ) :ﬁfﬁrallexeﬂ%\{l} und fiir alle k € {m € Ny : m > N}.
n=1

Bemerkung: Vorsicht! Nicht immer wird die Induktion nach n gefiihrt.

Per Induktion kann auch definiert werden. Hierzu ein kleines Beispiel:
Seien a, € R fiir alle ¢ € N und Se1 n € N.

Dann ist Z aj definiert durch Z ap ' =ay+as+ ...+ a1+ ap.
k=1 k=1

¢
Man kann ) a fir alle ¢ € N auch induktiv definieren:
k=1

»Induktionsanfang“: Sei > aj := a;.
k=1

no
»Induktionsvoraussetzung“: Sei ng € N und sei ) ay bereits definiert.
k=1
no+1

»Induktionsschluss“: Sei Z ay = Qpg41 + Z aj.

0
Die Induktion kann auch bei 0 beginnen. Wie wére dann ) ax zu definieren?
k=1
Genauso kann man auch das Produktzeichen ] oder die Fakultét ! induktiv definieren.



