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Seien I ⊆ R ein offenes Intervall, N ∈ N0, f : I → R eine (mindestens) N + 1-mal auf I stetig
differenzierbare Funktion und a ∈ I.
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass für alle x ∈ I die Formel

f (x) =
N∑

n=0

f (n) (a)

n!
· (x− a)n +

1

N !
·

x∫
a

f (N+1) (t) · (x− t)Ndt

gilt (das ist die Formel zum N -ten Taylorpolynom).
Mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (Kurzskript zur Vorlesung, Satz 4.1.5) kann
man das

”
Restglied“ in einer anderen Weise darstellen.

Es gibt nämlich für alle x ∈ I \ {a} ein ξ ∈ I mit min {a, x} < ξ < max {a, x} (das heißt, ξ
liegt zwischen a und x) und

x∫
a

f (N+1) (t) · (x− t)Ndt = f (N+1) (ξ) ·
x∫

a

(x− t)Ndt = f (N+1) (ξ) ·
[

−1

N + 1
· (x− t)N+1

]x

t=a

=
f (N+1) (ξ)

N + 1
·

− (x− x)N+1︸ ︷︷ ︸
= 0

+ (x− a)N+1

 .

Also gibt es für alle x ∈ I \ {a} ein ξ ∈ I mit min {a, x} < ξ < max {a, x} und

f (x) =
N∑

n=0

f (n) (a)

n!
· (x− a)n +

f (N+1) (ξ)

(N + 1)!
· (x− a)N+1 .

Diese Darstellung des Restgliedes wird Lagrange’sche Form des Restgliedes genannt.

bitte wenden



Aufgabe 34
Berechnen Sie einen Näherungswert für sin

(
1
4

)
mit einem maximalen Fehler von einem Milli-

ardstel!

Finden Sie also ein a ∈ R mit
∣∣sin (

1
4

)
− a

∣∣ ≤ 10−9!

Verwenden Sie hierzu die Taylor-Entwicklung des sin!
Bemerkung: Beim wievielten Glied der Entwicklung dürfen Sie abbrechen? Warum?

Aufgabe 35

a) Entwickeln Sie sinh und cosh in eine Potenzreihe um 0!

b) Für welche x ∈ R konvergiert die Potenzreihe
∞∑

k=0

k2 · (x− 1)k?

Für welche x ∈ R divergiert die Reihe?

c) Für welche x ∈ R konvergiert die Potenzreihe
∞∑

j=0

jj ·
(
x +

√
2
)j

?

Für welche x ∈ R divergiert die Reihe?

Aufgabe 36

a) Stellen Sie die Taylorpolynome T5 ( · , 0), T6 ( · , 0) und T7 ( · , 0) zum Tangens auf!

Welcher Vorteil ergibt sich in der Abschätzung von |tan (x)− T5 (x, 0)| für x ∈
(
−π

2
; π

2

)
?

Bemerkung: Eventuell hilft es, zunächst für alle n ∈ N die Ableitung der n-ten Potenz
des Tangens’ in der Tangens-Darstellung zu ermitteln.

b) Entwickeln Sie arctan in eine Taylorreihe um 0!

Wie groß ist der Konvergenzradius dieser Reihe?

Bemerkung: Kennen Sie die Reihendarstellung der Ableitung des arctan?


