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Aufgabe 37 (Teiler von Mersenne–Zahlen)
Beweisen Sie die folgenden beiden Behauptungen!

a) Sind p ∈ P \ {2} und d ∈ N ein Teiler von Mp, so gibt es ein k ∈ N0 mit d = 2kp + 1.

(Tipp: Betrachten Sie zunächst die Primteiler von Mp !) (2,5 Punkte)

b) Sind p ∈ P\{2} und q ∈ P ein Teiler von Mp, so gibt es ein r ∈ {−1, 1} mit q ≡ r mod 8.

(1,5 Punkte)

Aufgabe 38 (σα und prime Werte von σ)

Seien a :

{ P → N0

p 7→ ap

}

derart, dass # {p ∈ P ; ap 6= 0} < ∞ ist und α ∈ R \ {0}

a) Zeigen Sie σα

(

∏

p∈P pap

)

=
∏

p∈P pα·(ap+1) − 1

pα − 1
und schließen Sie, dass σα multiplikativ ist!

(2 Punkte)

b) Zeigen Sie für alle m ∈ N, dass mit σ (m) ∈ P auch τ (m) ∈ P gelten muss! (2 Punkte)

Aufgabe 39 (Die Primfaktorzerlegung ungerader vollkommener Zahlen)
Sei n ∈ N eine ungerade vollkommene Zahl.
Zeigen Sie, dass es ein p ∈ P mit p ≡ 1 mod 4, ein ℓ ∈ N0 und ein m ∈ N mit p 6 | m und
n = p4ℓ+1 · m2 gibt! Insbesondere ist n ≡ 1 mod 4.
(Tipp: Unterscheiden Sie die Primteiler von n nach ihren Resten modulo 4 !)

Aufgabe 40 (Faltungsidentitäten)

Seien τ̃ :

{ N → C
n 7→ τ̃ (n) := τ

(

n2
)

}

, τ̂ :

{ N → C
n 7→ τ̂ (n) := n · τ (n)

}

,

ω̃ :

{ N → C
n 7→ ω̃ (n) := 2ω(n)

}

und id :

{ N → C
n 7→ id (n) := n

}

.

a) Zeigen Sie τ̃ = ω̃ ∗ 1 ! (1,5 Punkte)

b) Zeigen Sie τ 3 ∗ 1 = (τ ∗ 1)2 ! (1 Punkt)

(Bemerkung: Sie dürfen die Summenformeln für die Potenzen der natürlichen Zahlen
unterhalb einer festen Schranke ohne Beweis verwenden.)

c) Zeigen Sie σ ∗ id = τ̂ ∗ 1 ! (1,5 Punkte)


