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Seite 2 Funktionentheoretische Begriffe und Ergebnisse

Funktionentheoretische Begriffe und Ergebnisse
In Kapitel 7 werden einige Ergebnisse aus der Funktionentheorie verwendet.
Die Beweise konnen zum Beispiel in ,, Funktionentheorie 1%, E. FREITAG und R. BUSAM,
Springer—Verlag (Berlin, Heidelberg, New York — 1993) nachvollzogen werden.

Definition 0.1 (Gebiete, Holomorphie und holomorphe Fortsetzungen)

a) G C C heifst Gebiet, falls G nichtleer, offen und zusammenhéngend ist.

. : . ' G — C . . .
b) Sind G C C ein Gebiet, f : { : e f(2) } und zg € G, so heifit f in z diffe-
renzierbar, falls lim M existiert.

f heikt auf G holomorph (analytisch, regulir), falls f fiir alle z € G in 2 diffe-
renzierbar ist.

c) Sind G C C und ‘H C C Gebiete mit G C 'H, sowie f : G — C holomorph auf G und
g : H — C, so heit ¢ holomorphe (analytische) Fortsetzung von f auf H,
falls g holomorph auf H ist und f = g auf G gilt.

Lemma 0.2 (TAYLORentwickung holomorpher Funktionen)

VORAUSSETZUNGEN:

Seien G C € ein Gebiet und f : G — C holomorph auf G.

BEHAUPTUNG: f ist um jedes z € G im grofitmaoglichen Kreis um z, der ganz in G liegt

TAYLOR-entwickelbar.
Insbesondere ist f auf G beliebig oft differenzierbar.

SATZ 0.3 (Satz von WEIERSTRASS)
VORAUSSETZUNGEN:

Seien G C € ein Gebiet und f,, : G — C fiir alle n € N holomorph auf G.
Z fn konvergiere kompakt auf G gegen ein f : G — C.

n=1

BEHAUPTUNG: Dann ist f holomorph auf G und Z [ konvergiert kompakt gegen f'.

n=1

Lemma 0.4 (Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung)

VORAUSSETZUNGEN:

Seien G C C und ‘H C C Gebiete mit G C H. Seien f : G — C holomorph auf G und
h : H — C eine holomorphe Fortsetzung von f auf 'H.
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BEHAUPTUNG: Jede holomorphe Fortsetzung von f auf H stimmt mit g tberein.
Damit ist die holomorphe Fortsetzung von f auf H durch f eindeutig be-
stimmd.

Folgerung 0.5 (Nullstellen)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien G C € ein Gebiet und f : G — C mit f # 0 holomorph auf G.

BEHAUPTUNG: Dann liegen die Nullstellen von f diskret in G und haben eine ganzzahlige
Ordnung.

0.6: Wegintegrale
VORAUSSETZUNGEN:

Seien G C C ein Gebiet, a € R, b € R mit a < b, T := [a;b], 7 : I =9
t — ()
stiickweise stetig differenzierbar und f : g - C holomorph auf G
Wi g : : e f(2) D )

Fiir alle (n,v)" € N2 mit v < n sei t,, € T derart, dass
a=tnp, b=t,n und tny < tnpt1

fiir alle n € Ny und alle v € Ny mit v < n gelten.
Fiir alle (n, I/)T ENZmit 1 <v<mnsei,, € [th,1;tnyl-
N —- C

Sei S (f,7, 1) n — S,(f,v,Z Zf (&n)) - (v (tnp) — 7 npp-1))

BEHAUPTUNG: (v,Z) definiert einen stuckwezse glatten Weg in G.
Die Folge (S, (f,7,T)),en konvergiert, falls lim (m%fc (tn, — tm,_l)) =0

15t. o
VORAUSSETZUNG: Es gelte lim (m%g (tn, — t,W_l)) =0.
Definition / f(z)dz = lim S, (f,7,7) heikt Wegintegral von f tiber (v,Z).
(rI)
BEHAUPTUNG:

/ F()dz = f (v ()~ £ (7(a))

(v,Z)

(i) /f )dz| < |(v, )] - max|f (7 (£))]

teT
(v,Z)
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Seite 4 Kapitel 7:

SATZ 0.7 (Spezialfall des CAUCHY schen Integralsatzes)
VORAUSSETZUNGEN:
G — C

Seien G C C ein Gebiet und f :
z = f(2)
Seien H C G konvex und zy € H \ OH.

Sei W ein stiickweise glatter Weg in G, der OH einmal in mathematisch positivem Sinn
durchléuft.

BEHAUPTUNG: Es sind

} holomorph auf G.

Kapitel 7: Analytischer Beweis des Primzahlsatzes

Am Beispiel des Primzahlsatzes

m(2) = #{pePlp<a}=—-(1+0(1)

beziehungsweise

L]
=Y A(n)= > In(p)=z-(1+o(1))

(p,k)TePxN
pr<az

soll das Grundprinzip der analytischen Zahlentheorie
a) clementar—zahlentheoretisches Problem (hier: asymptotische Formel fiir v)

b) Studium einer erzeugenden Funktion,

A
(hier der DIRICHLET-Reihe Z Al) mit s € C und Re(s) > 1)
/rLS

n=1

c) Riickschlufs von analytischen Eigenschaften der erzeugenden Funktion auf Eigenschaf-
ten von v

demonstriert werden. Der Schritt ¢) wird hier mit einem erst vor kurzem gefundenen, be-
sonders elegantem Hilfsmittel, dem NEWMAN’schen TAUBER-Satz vollzogen.

Eine Reihe der Gestalt Z — mit a,, € C fiir alle n € N und s € C wird als DIRICHLET—

Reihe bezeichnet. Die chhtlgste von allen, auf die sich viele andere zuriickfiihren lassen,
ist die RIEMANN’sche Zeta—Funktion (fiir reelle s schon von EULER benutzt, fiir komplexe s
1859 durch RIEMANN eingefiihrt).
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Bemerkung 7.1 (Holomorphie der RIEMANN’schen (—Funktion)

— 1
Die Reihe Z — stellt eine fiir s € C mit Re (s) > 1 holomorphe Funktion dar.
nS

n=1

BEWEIS:

— 1
In jeder Halbebene {s € C|Re(s) > 1+ ¢} mit e € R ist die Reihe E — wegen
ns
n=1

=1 =1

gleichméfig konvergent.

Nach dem Satz von WEIERSTRASS 0.3 auf Seite 2 stellt sie eine in {s € C|Re(s) > 1}
holomorphe Funktion dar. ]

Definition 7.2 (RIEMANN’sche (~Funktion)

a) H:={s € C|Re(s) > 1} ist die rechte Halbebene in C.

b) Fiir a : { No= C } und s € C heifst Z % DIricHLET-Reihe zu a an der
e il
Stelle s.
H —- C
c) ¢: s ()= i% heifst RIEMANN’sche (—Funktion.
n=1

SATz 7.3 (Fortsetzbarkeit von ¢ nach {s € C|Re(s) > 0})
H — C
BEHAUPTUNG: Die Funktion f : 1 lasst sich in die Halb-
s = fo=co- =
ebene {s € C|Re (s) > 0} holomorph fortsetzen.

oder

¢ ist mit einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 an der Stelle 1 nach
{s € C|Re(s) > 0} meromorph fortsetzbar.
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BEWEIS:
Fir alle N € N\ {1} und alle s € C mit Re(s) > 0 sicht man mit partieller Summation

N
ii—ﬁ— ] L
ns N dt
n=1 1
N N LJ
t— |t
. 1—s —s
=N —|—s~/t dt—s-/ o dt
1

1

N

1 1 t— |t
= SN+ —5- dt.
1—s T s—1 ° / s+l
1

Im Grenziibergang N — oo fallt der erste Summand rechts weg und das letzte Integral
konvergiert fiir Re (s) > 0 kompakt gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion 1.
Damit folgt fiir alle s € H

C(s) = 11+(1—s~[(5)).

S —

Durch den Klammerterm ist somit die holomorphe Fortsetzung von f in die Halbebene
{s € C|Re(s) > 0} gefunden. O

Ab jetzt wird mit ¢ die meromorphe Fortsetzung der (~Funktion nach {s € C|Re(s) > 0}
bezeichnet.

SATZ 7.4 (Produktsatz fiir DIRICHLET-Reihen)
VORAUSSETZUNGEN:

Seien f : { N (D<n) } und g : { N C } zahlentheoretische Funktionen.

n — f n o~ g(n)
Sei h : { N—=C } das Faltprodukt von f und g
“Ln e k) =(fxg) () P |
Die Reihen Z M und Z g(n) seien fiir alle s € D mit D C C absolut konvergent.
n=1 e n=1 n?
- = h(n) .
BEHAUPTUNG: Dann ist fir alle s € D auch Z absolut konvergent und es gilt
nS
n=1
() [~ f(n) — g(n)
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BEWEIS:
Fiir jedes s € D kann nach dem Produktsatz fiir unendliche Reihen wegen der absoluten
Konvergenz wie folgt umgeformt werden:

(Z féﬁ)) | < gf?) :sz@#;z;n)

n=1 m=1 n=1
=1 > h(n
> LY =" o
k=1 (m,n)T eN? n=1
m-n=~k

Beispiele 7.5 (Das Inverse und die logarithmische Ableitung von ()

(i) Fiir alle s € H gilt

—u(n) 1
2o T

n=1
Insbesondere hat ¢ in H keine Nullstelle.

(ii) Fiir alle s € H gilt

. An (s
Saw__co

Beide Reihen stellen in H holomorphe Funktionen dar.
BEWEIS:

(i) Inverses der (—Funktion

f(n)

Wegen |p (n)| < 1 fiir allen € N liefert Z eine in H absolut konvergente DIRICHLET -
n=1

Reihe und holomorphe Funktion.
Mit Satz 7.4 auf der vorherigen Seite erhélt man fiir alle s € H

> n (1 % k > k
o E S Sty

Hétte ¢ in H eine Nullstelle, dann konnte die Identitat nur gelten, wenn E M dort einen
nS
n=1

Pol hétte, was aber wegen der Holomorphie ausgeschlossen ist.
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(ii) Logarithmische Ableitung von ¢
In H kann ¢ gliedweise differenziert werden.

Wegen Ln= = e~ — _1n (n) - n™ ist fiir alle s € H
. In (n)
/ — —
¢'(s) = Z -

Mit Satz 7.4, A = p*In und (i) erhélt man fiir alle s € H

(= (Z %) - (Z 1“;?) -y 48 =

Die Bedeutung der (—Funktion fiir die Verteilung der Primzahlen wird auch deutlich durch
ihr sogenanntes EULER-Produkt

1 "
C(s):H = fir alle s € H.
peP

A
Die Gestalt der Reihe Z (n) zeigt, dass fiir das analytische Verhalten der (—Funktion,
/rLS

n=1
insbesondere die analytische Fortsetzbarkeit nach links, das Nicht—Verschwinden der

(—Funktion von entscheidender Bedeutung ist.

Schon die Aussage ¢ (1 +it) # 0 fiir alle t € R \ {0} erfordert Einiges an neuen Ideen. Bis
heute ist kein einfacher Beweis hierfiir bekannt.

Die folgende Methode geht auf DE LA VALLEE-POUSSIN (1896) zuriick.

SATZ 7.6 (Satz von HADAMARD und DE LA VALLEE-POUSSIN)
BEHAUPTUNG: Fir allet € R\ {0} st

C(1+it) #0.

BEWEIS:

(i) Die zugrundeliegende cos—Identitit
Fiir alle a € R gilt

34+4-cos (a) + cos (2a) = 2 (1 + cos () > 0.
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(ii) Verbindung zur Logarithmischen Ableitung von ¢
Fiir alle 0 € R mit ¢ > 1 und alle t € R\ {0} sieht man mit (i) und Beispiel 7.5 (ii) auf
Seite 7
/ / 3 / 2
e (31004 4. Sz o)
¢ (o) Clo+it)  ((o+2it)
A(n)

= —Re ( . (3 +dAn7t 4 n_Qit)>
n=1 ne

> A o (<t ) Feos (2 m) <.

NE

(iii) Folgerungen aus dem Verschwinden von ¢ (1 + it)
Angenommen, es gebe ein ¢ € R\ {0} und ein m € N, so dass ¢ bei 1 + it mit m-ter
Ordnung verschwindet. Sei ¢ € N die Ordnung, mit der ¢ bei 1 + 2it verschwindet.

R — C

Dann gibt es ein § € R* und ein auf (—d; ) differenzierbares h : = mit
x — hy ()

hi(0)#0 und  ((o+it)=(c—1)™ - hy (0 —1)

fir alle 0 € R mit o > 1.

Damit folgt die Existenz eines h; : { } und eines C; € R™ mit

r — hy(2)
(' (o +it) m

= h -1

¢ (o +1it) cr—lJr tlo=1)

fir alle 0 € R mit o > 1 und |hy (z)| < C fiir alle 2 € [0;1].

R = © } und eines Cy € R™ mit

r — hy(x)

Analog sieht man die Existenz eines hs : {

C(o+20t) L
o+t o—1 M-l

fir alle 0 € R mit o > 1 und |hy (z)| < Cy fiir alle 2 € [0; 1].

Wegen des Pols bei 1 gibt es ein Ay : { ]lz : f () } und ein Cp € R mit
0

Cg(t)) B a_—ll Tho(o—1)

fir alle 0 € R mit o > 1 und |hg (z)| < Cy fiir alle 2 € [0; 1].

(iv) Beweis der Behauptung

Sei C':= C} + Cy + Cy. (ii) und (iii) liefern fiir alle 0 € R mit 1 <o <2

-3+4 4 -3+4 l
%MMU—UMQ(U—1)+h0(a—1)) >oramEt o

o—1

02Re<

Im Grenziibergang ¢ — 17 wird die rechte Seite wegen m > 1 und ¢ > 0 beliebig grof und
insbesondere positiv, was einen Widerspruch bedeutet. O
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Folgerung 7.7 (Fortsetzbarkeit von %/)

H — C
- e / 1 ' :
BEHAUPTUNG: Die Funktion f : s o f(s)i= i((s)) B 1 ist holomorph fort
s)  s—
setzbar in ein Gebiet, das die abgeschlossene Halbebene {s € C|Re(s) > 1}

umfasst.

BEWEIS:

Der Pol von ¢ bei 1 bewirkt einen Pol erster Ordnung mit Residuum —1 von % bei 1.
Also ist f holomorph in eine Umgebung von 1 fortsetzbar.

Die Holomorphie in allen iibrigen Punkten der 1-Geraden folgt aus dem Satz von HADA-
MARD und DE LA VALLEE-POUSSIN 7.6 auf Seite 8. U

Die Aussage von Folgerung 7.7 wird sich als ausreichend fiir die Anwendung des NEW-
MAN’schen TAUBER-Satzes herausstellen.

Es ist oft einfacher, von der Koeffizientenfolge einer Potenz— oder DIRICHLET—Reihe auf die
Eigenschaften der Reihe zu schliefen, als umgekehrt. Ein kleines Beispiel:

Satz von ABEL

VORAUSSETZUNGEN: .

Sei a : { N = C } eine komplexe Zahlenfolge, fiir die Zan gegen ein a € C\ {0}
no " n=1

konvergiert.

Die Potenzreihe Z a, - 2" konvergiere fiir alle z € C mit |z| < 1.
n=1
(-;1) — C
BEHAUPTUNG: Dann ist die Funktion A : to A(t) = Za" o stetig in
n=1

den Punkt t :=1 fortsetzbar und hat dort den Wert a.

(ohne BEWEIS)

Die Umkehrung (aus der Stetigkeit der Funktion auf die Konvergenz der Reihe zu schliefen)
ist nur unter Zusatzbedingungen moglich.

Satze, in denen aus dem Stetigkeits— oder Holomorphieverhalten, inshesondere am Rand des
Konvergenzbereichs einer Reihe, auf das Grenzwertverhalten der Koeffizienten geschlossen
wird, heifen ,, TAUBER-Séatze* (benannt nach Alfred TAUBER, 1866-1942, umgekommen im
KZ Theresienstadt).
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Der 1980 von Donald J. NEWMAN gefundene TAUBER-Satz kommt mit wenig einschnei-
denden Bedingungen aus und ist fiir LAPLACE-Transformierte formuliert.

SATz 7.8 (NEWMAN’scher TAUBER-Satz)
RTuU{0} — C
z — [f(z)

auf dem Intervall [0; a] RIEMANN-integrierbar.
BEHAUPTUNG: Dann stellt die LAPLACE—Transformierte von f

VORAUSSETZUNG: Sei f : } beschréankt und fiir alle a € RTU{0}

{w e C|Re(w) >0} — C

z — F(2) ::/f(t)~e_2tdt

eine holomorphe Funktion dar.
Ist F' analytisch fortsetzbar in ein Gebiet, das die imagindre Achse umfasst,

so existiert /f (t)dt und hat den Wert I (0) .
0

BEWEIS:

(i) Umformulierung
Fiir alle A € R* ist

C - C
A

By z — [ (2) ::/f(t)-e_tht
0

offenbar eine auf ganz C holomorphe Funktion. Es reicht zu zeigen, dass

ist, bzw., dass es fiir alle 6 € R ein A\g () € R mit
[FX(0) = F(0)] <4
fiir alle A € R™ mit A > X\ (0) gibt.

(ii) Anwenden der CAUCHY ’schen Integralformel
Fiir alle R € R* (spéter wird in Abhéngigkeit von ¢ ein geniigend grofies R gewahlt werden)
gibt es nach der Voraussetzung ein np € R, so das F' holomorph ist auf

{z € C|Re(2) > —nr und |Im (z)| < R}.
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Fiir alle R € R* sei Wg der folgende geschlossene, in mathematisch positivem Sinn durch-
laufene Weg;:

e Der Halbkreis vom Radius R um 0 in der Halbebene {s € C|Re (s) > 0} (W}).
e Der Rechteckweg von iR iiber (iR — 1) und (iR — ng) nach —iR (Wy).

Dann bewirkt die CAUCHY ’schen Integralformel 0.7 auf Seite 3 fiir alle R € R und alle

AERT
1

F(0) = F(0) = 5 / (F(2) — Fy (2)) - - G n %) dz. (7.1)
Wr

Die Verwendung dieses Integranden ist als der eigentliche Beweistrick anzusehen. Er erlaubt
es, das Integral auf Wr mit R € R* gut abzuschitzen. Die Standard-Anwendung der
CAucHY’schen Formel mit dem Integranden M wiirde zu Schwierigkeiten fiihren.

(iii) Beitrag des Integrals iiber W},
Nach Voraussetzung gibt es ein C' € R" mit

lf@)<c fiir alle t € RT U {0}.

Fiir alle R € R, alle A € R" und alle z € C mit x :=Re(z) >0,y :=Im (2) und |2| = R
sind

l+i_a:—iy r+iy 2w

P RQ_:E2+y2 R2  R2?

und
|F (z) — Fx(2)| = /f(t)-e”dt SC-/extdtzg-e)‘m.
A A

Damit ldsst sich der Integrand in (7.1) fiir alle R € R*, alle A € R* und alle z € C mit
Re(z) > 0 und |z| = R im Betrag abschétzen durch

1 z C . . QRG(Z) 20
)\Z —)\Rez )\Hez
(F(z)_F)\(z))e <;+_2)‘< (z)e ().e ().72 _2

Dies ergibt fiir alle R € R

s [ FE-BE (L) e < G (7.2

Wi

(iv) Beitrag des Integrals zu F) iiber Wg

Da der Integrand in (7.1), wenn man F (z) weglésst, fir alle A € R* in C \ {0} holomorph
ist, kann man unter Beriicksichtigung der CAUCHY schen Integralformel 0.7 bei der Be-
trachtung des Beitrags des Integrals zu F)y iiber Wy, fiir alle R € Rt den Weg W zu dem
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Halbkreis vom Radius R in der Halbebene {s € C|Re (s) < 0} deformieren, ohne den Wert
des Integrals zu verdndern.
Wie in (7.2) erhdlt man fiir alle A € R und alle z € C mit Re (z) <0

A
C . e—)\-Re(z)
IFy (2)] < C~/e”dt PRai
[Re (2)]

und damit ergibt sich fiir alle R € R™ und alle A € R*

o [ enEe (Fe )< (7.9

(v) Beitrag des Integrals zu F iiber Wg
Fiir alle R € R* sei

Kr:={c+ciRe C|lo € [-ng;0] und s e {-1;1}}U{—nr+it € C|t € [-R; R]}.

Kr stimmt fir alle R € R* mit der Punktmenge von Wp, iiberein.

Fiir alle R € R* ist K kompakt und der Integrand in (7.1) ist, wenn man alle Terme, in
denen ein , A\ auftaucht, weglasst, auf g stetig und damit beschréankt.

Also gibt es fiir alle R € R* ein Bg € R* mit

o ()|

fiir alle z € Kg.

Fiir alle R € R* sei Wy, der Weg von iR nach (—ng +iR), Wy, der Weg von (—nr +iR)
nach (—ngr —iR) und Wy 4 der Weg von (—nr — iR) nach —iR.

Fiir alle R € Rt und alle A € R" gilt daher fiir das F-Integral iiber die Vertikale Wrg s

1 Az 1 z RBp - e A
—,~/F(z)-e -<;—|—ﬁ>dz < —. (7.4)

™
W2

Fiir alle R € R*, alle A € R™ und alle j € {1;3} ist das Integral iiber die Horizontale Wy, ;
beschrankt durch

0
1 1 z BR BR
— . F(z)-e¥ [ -4+ = |dz| < =" AT Ay < /. 7.5
2mi / (2) e <2+R2) 1= /e x<27r>\ (75)
R

Wr ;i -
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(vi) Wahl von R und A
Die Zusammenfassung von (7.2), (7.3), (7.4) und (7.5) liefert wegen (7.1) fur beliebiges
R € R* und beliebiges A € Rt

2C R-e7mm* 1
F0)—F By (S )
[F7(0) = Fx(0)] < L PR ( - +7T)\>

Sei 6 € RT.
Es werde als erstes R (0) € R mit
4C

J
gewdhlt. Fiir jetzt festgehaltenes R () (und damit fixe ngs) und Bres)) gilt

.o~ NMR(5) A
lim (R(d) ° + i) = 0.
A—00 ™ A
Deshalb gibt es ein Ag (9), so dass
R(6)-emm A ] )
BR(a)'( ©) +—)§§

T TA

R(0) >

fir alle A € R mit A > A\ (0) ist.
Damit ist nach (i) der Beweis gefiihrt. O

Es ist nun nicht mehr weit bis zum Ziel des Kapitels:

SATZ 7.9 (Primzahlsatz)
BEHAUPTUNG: Es sind

lim v (@) =1 und lim
T—00 X T—00
Die 1y—Aussage wird bewiesen und zum Schluss wird die 7—Aussage gefolgert.

BEWEIS:

(i) Integraldarstellung der Logarithmischen Ableitung von ¢
Fiir alle s € H und alle N € N folgt mit partieller Summation

du.

N N

ZA(”):¢(N)+S_ ¥ (u)
ns Ns st

n=1 1

Fiir alle s € H und alle N € N folgt durch die Substitution ¢ = In (u)

In(N)

S A(n) Y (N) ve)
Z:l T N +s- / et_(s+1)-edt.

0
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Im Grenziibergang N — oo geht fiir alle s € H wegen ¢ (N) = O (N) (siehe den Satz von
YEBLIIEBT — Satz 6.3 im Manuskript zur Vorlesung Elementaren Zahlentheorie aus dem

N A
Sommersemester 2009) und Re (s) > 1 der Term % gegen Null, Z @ wird nach
n<N n
/
Beispiel 7.5 (ii) auf Seite 7 zu —i ((8)) und das Integral konvergiert.
s

Damit folgt fiir alle s € H
C' 1 / ve) e a
s

und mit z = s — 1, folgt hieraus fiir alle z € C mit Re (z) > 0

1 C’z+1 /1/1

— ce P dt.
z+1 z+1

(ii) Integraldarstellung von ¢
In dhnlicher Weise sieht man fiir alle z € C mit Re (z) > 0

-C(z+1):/%-e”dt.

0

o0

z+1

(iii) Anwendung des NEWMAN’schen TAUBER—Satzes 7.8
Nach Satz 7.3 auf Seite 5 und Folgerung 7.7 auf Seite 10 ist
{se C|Re(s) >0} — C
F 1 ¢ (z+1) )
z F(z):= O — z+1
- Fl= < EFS
holomorph auf ein Gebiet fortsetzbar, das {s € C|Re(s) > 0} umfasst.
RTU{0} — R
P (e') — |ef| » beschrankt

et

Wegen 1) (') = O (&) fiir alle t € RTU{0} ist

t —

(und offenbar auf jedem Intervall RIEMANN-integrierbar).
Es kann der NEWMAN’sche TAUBER-Satz 7.8 auf Seite 11 angewandt werden:

% 0| at
/ Wdt konvergiert.

Tt ot
Ersetzt man | e’ | durch e —(e' — |e']) und berticksichtigt die Konvergenz von / e8] tLe J dt,
e
0
so folgt, dass
i t
/ <1/1 ) _ 1) dt  konvergiert. (7.6)
0

sprich: CHEBYSHEV
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(iv) Beweis der 1)—Aussage
P
Aus (7.6) folgt thm —— =1
—00 e
Es werde zum Beispiel
t
lim sup &f)

t—oo €

> 1 angenomimen.

Dies bedeutet, dass es eine gegen oo divergierende Folge ¢ : { Hjl — R

— t,

} und ein § € R
mit

Y (eh) >e - (1+6) fiir alle n € N
gibt. Fiir alle ¢ € R* folgt daraus fiir jedes n € N

tn+c tn+c
P (eh) el - (14 0) 1496
[ (5 r)aes [ (T )a=e (5 1)

n n

Wihlt man ¢s € RT mit ¢s < In (1 + L), so folgt fiir alle n € N

2+6
e ]
€ Cs
—1)dt > —.
/ < et ) - 2
tn
tn+tcs .
Wegen der Konvergenz des Integrals in (7.6) miisste lim (Kf) — 1) dt = 0 gelten.
n—oo e
tn
t
Ahnlich argumentiert man bei der Annahme lim inf G < 1.

t—oo et

Damit ist der Primzahlsatz in der ¢)—Version gezeigt.

(v) Ubergang von ¢ zu =«
Seien D :={w € R|w > 1} und z € R mit > 1. Wegen
Lv] ] LA 0 (2)
0 D>, mE=) W@ ) 1<) @) per<veh@=o@
p=2 p=2

(p,k)TePxN k=2

J—

k>2 und pF<z peP peP
D — R
o ly]
gilt fiir ¥ : y — Oy = Zln (»)
p=2
peP
d(z)=1@) - Y hp=z+o()
(p,k)TE]PX]N

k>2 und pF<z
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nach dem oben Bewiesenen.

Yy—oo

R — R
Es gibt also eine Funktion 7 : mit lim =0 und
g n { y = () } n(y)

V() =x+n(z)- (7.7)

kann daraus durch partielle Summation bestimmt werden.

= In (p)
pelP
Seien
N —- R D — R
; L]
£ In(n), firneP %} F:
= t F(t):=
noe fe=g - P =
und
D — R
1
. —— fallst > 2 ist
IV ¢t = g@):={In(t)
irgendwie stetig differenzierbar bis t = 1 fortgesetzt

Fiir alle t € D ist

0 falls 1 <t < 2 ist

Fi)y=o() =14 alls 1 < | ist,

t+t-n(t) fallst> 2 ist.

Mit partieller Summation erhélt man
9 () ] 1
= + [ 9(t)  ————dt. 7.8
2

Im Integral kann fiir alle t € R grob durch |9 (¢)] < Ct mit einem C' € Rt abgeschitzt
werden. Man erhélt fiir das Integral die Betragsschranke

T z v [
Q/%dt SC'2/1H21<t) & <C 2/11121(2) dt+\//gmdt :O<ln2x<x)>.

Mit (7.7) und (7.8) ergibt das

T X

m(x) = +M@¢M@+O<m£@):m2)“(mzo

In (x)
wie behauptet. O
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Kapitel 8: Algebraische und transzendente Zahlen

Definition 8.1 (Algebraische Zahlen)

a) Fiir einen kommutativen, Nullteiler—freien Ring R mit Einselement und n € N be-

zeichne R [z1,...,x,] den Ring der Polynome iiber R in n Unbestimmten
T1y-voy Ty
R — R
b) Ein Polynom f : v o= f(2) = zn:a 2 mit n € N mit a, € R fiir alle
= 0"
=0

¢ € Ny mit £ < n und a, # 0 heifst norrr;iert, wenn der Leitkoeffizient a,, = 1 ist.

c) « € C heilst algebraisch(e Zahl), wenn es ein Polynom f € @ [z] \ {0} gibt, das an
der Stelle o verschwindet.

Ist R ein Korper, dann kann jedes f € R [z] mit nicht—verschwindendem Leitkoeffizienten
normiert werden.

Folgerung 8.2 (Existenz und Eindeutigkeit des Minimalpolynoms)
VORAUSSETZUNG: Sei a € C algebraisch.

BEHAUPTUNG: Dann existiert ein eindeutig bestimmtes, tiber @ irreduzibles und normaiertes
Polynom p € Q [z] \ {0}, das an der Stelle o verschwindet.

BEWEIS:

(i) Existenz

Es gibt ein Polynom f € Q[z]\ {0}, das a als Nullstelle hat. Ist f irreduzibel iiber @Q, so
ist das gesuchte Polynom bereits gefunden.

Ist f nicht irreduzibel iiber Q), so zerfallt es wegen der Nullteilerfreiheit von @ in zwei
Polynome, von denen eines wiederum an der Stelle a verschwindet.

So arbeitet man sich weiter vor, bis man iiber @ irreduzibles Polynom gefunden hat, das «
als Nullstelle hat. Da @ ein Korper ist, kann dieses normiert werden.

(ii) Eindeutigkeit

Sei p € Qz] \ {0} ein normiertes Polynom minimalen Grades, das an der Stelle a ver-
schwindet. p ist damit iiber @) irreduzibel.

Sei ¢ € Q[z] \ {0} ein normiertes und tiber @ irrduzibles Polynom, das an der Stelle «
verschwindet.

Da @ Korper ist, kann in @) [x] Polynomdivision durchgefiihrt werden und es gibt Polynome
a € Q[z] und r € Q [x] mit

g=ap—+r und deg (r) < deg (p) .
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Wegen ¢ = ap-+r und des Veschwindens von p und ¢ an der Stelle « ist « also auch Nullstelle
von r. Wére r nicht das Nullpolynom, hiatte man einen Widerspruch zur Minimalitat des
Grades von p.

Also gilt ¢ = ap und wegen Irreduzibilitdt und Normiertheit von p und ¢ bleibt nur p = ¢q. O

Definition 8.3 (Minimalpolynom und ganz-algebraische Zahlen)

a) Fir ein algebraisches o € C heift das iiber @ irreduzible und normierte Polynom,
das an der Stelle a verschwindet, Minimalpolynom von o.

b) a € C heift algebraisch vom Grad n, wenn das Minimalpolynom von « Grad
n € N hat.

c) Die algebraische Zahl a € C heifst ganz—algebraisch, wenn das Minimalpolynom in
7 |x] liegt.

Beispiele fiir ganz-algebraische Zahlen:
e Die a € 7Z sind genau die ganz—algebraischen Zahlen vom Grad 1.

2 ist ganz—algebraisch vom Grad 2.

Folgerung 8.4
BEHAUPTUNG: Ist a € C algebraisch, so existiert ein d € N, so dass da ganz—algebraisch

15t.
BEWEIS:
Seien o € C algebraisch, n € N und a, € Q fiir alle £ € Ny mit ¢ < n derart, dass
C —- C
D v e plr)i=a" o+ Z a - das Minimalpolynom von « ist.

Man wiahle als d € N das kgV der Nenner der Zahlen a;, mit £ € N und ¢ < n.
Dann ist

d"-p(a) = (do)" + day_y - (do)" " + ...+ d" tay - (do) + d"ay.
C - C

Die Koeffizienten von ¢ : T e qlz) =2+ ngae , liegen in Z. Mit p ist

auch ¢ irreduzibel, denn wegen ¢ (dx) = d" - p () fur alle x € C ergébe eine Zerlegung von
q auch eine von p. 0
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Definition 8.5 (Konjugierte von algebraischen Zahlen)

C — C

} eines algebraischen o € C fiir
z — p(x)

a) Zerfallt das Minimalpolynom p : {
alle z € C wie folgt

p(zr) = (x—a(l)) (:E—oz("))
mit n = deg(p), oY := a und o'¥ € C fiir alle £ € N mit 2 < ¢ < n, so heifen
a® ..., a die Konjugierten von a.

b) A :={«a € C|« algebraisch} ist die Menge der algebraischen Zahlen.
c) Alle 5 € C\ A heifsen transzendent(e Zahl).

Folgerung 8.6
BEHAUPTUNG: Die Konjugierten eines o € A sind paarweise verschieden und verschieden
2U o

BEWEIS:

Wie in Z kann in Q [z] ein ggT definiert und mit dem EUKLIDischen Algorithmus berechnet
werden: Zu f € Q[z] und g € Q [z] gibt es ein h € Q[z], das f und g teilt und das von
jedem t € Q[z], das f und g teilt, geteilt wird.

In normierter Form ist ggT (f, ¢g) eindeutig bestimmt.

Angenommen, o € C sei mehrfache Nullstelle eines Minimalpolynoms p einer algebraischen
Zahl & € A. Dann ist a Nullstelle von p’ € Q [z]. Klar ist deg (p') = deg (p) — 1 < deg (p).
Wie in 7 sieht man, dass fiir den ggT (f, g) zweier Polynome f € Q [z] und ¢g € Q [z] eine
Darstellung

geT (f,9) =qf +rg  mit g€ Q[z] und r € Q [z]

existiert. Hieraus folgt, dass « Nullstelle von ggT (p/,p) ist. Da ggT (p,p) ein Polynom
ungleich dem Nullpolynom von kleinerem Grad als p ist, bedeutet dies einen Widerspruch.
O

Bemerkung 8.7

Die Menge aller algebraischen Zahlen A versehen mit der gewohnlichen Addition und Mul-
tiplikation ist ein Korper.

Esist Q C A C C, aber es gilt Q # A # C.

BEWEIS:

Die Korpereigenschaft wird sich mit Hilfe des Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome 8.13
auf Seite 27 ergeben, die zweite Aussage folgt unmittelbar aus v/2 € A\ Q und der Existenz
transzendenter Zahlen 8.8 auf der néchsten Seite. O
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Die einfachste Methode, die Existenz transzendenter Zahlen zu zeigen, geht auf Georg CAN-
TOR (1845-1918) zuriick. Sie liefert keine konkrete transzendente Zahl.

SATZ 8.8 (Satz von CANTOR)
BEHAUPTUNG: Die Menge A der algebraischen Zahlen ist abzdihlbar.
Es gibt transzendente Zahlen.

BEWEIS:

Da jedes o € A Nullstelle eines f € Z [x]\ {0} ist, reicht es, solche Polynome zu betrachten.
C —- C

Fiir f: N f(x)::Zag-xe mit n € N, a, € Z fiir alle £ € Ny mit £ < n und

=0

a, € Z\ {0} sei
N =+ Y Jad

Zu jedem M € N gibt es nur endlich viele g € Z [z] \ {0} mit N (g) = M.

Also gibt es fiir alle M € N nur endlich viele a € C, fiir die ein g € Z [z] \ {0} mit g (o) =0
und N (g) = M existiert. Auf die Weise kann A abgezahlt werden.

Wegen der Uberabzihlbarkeit von C ist €\ A nicht leer. O

Der chronologisch erste Beweis fiir die Existenz transzendenter Zahlen stammt von LIOU-
VILLE (1844) und beruht auf der Beobachtung, dass algebraische Zahlen sich nicht extrem
gut durch rationale Zahlen approxomieren lassen.

SATZ 8.9 (Satz von LIOUVILLE)
BEHAUPTUNG:
(i) Ista € A algebraisch vom Gradn € N\{1}, so existiert ein C, € RT,
so dass fir alle b € 7 und alle k € N mit (b, k) =1 gilt

k kn

(i) Emistieren fir o € C\ Q zu jedem e € RT und jedem n € N\ {1} ein
bey € 7 und ein k., € N mit (bep, k) = 1 und

ben
ke

€

n )
ke,n

a— -2t <

dann st o transzendent.
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BEWEIS:
) C — C
Seien o € A und f : o f(2) x]\ {0} ein iiber @ irreduzibles Polynom mit
deg(f)>2 und  f(a)=0.
Fir alle b € Z und alle £ € N mit ’Oz — ’ > 1 ist insbesondere }Oz — —} >
Es reicht also, ein b € Z und ein kK € N mlt 0< ’oz — —’ <1zu betrachten

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein ¢ € (0;1) mit dem fiir
E=a+t- (——a) gilt:

—f @) =) =fG)=(a=3) - (8.1)
Wegen |o — & < |a — 2| < 1ist
/(O] < Do = max |f(2)]. (8.2)
la—z|<1

Da deg (f) > 2 und f irreduzibel iiber @ sind, hat f nur irrationale Nullstellen.
Wegen f € Z [z] ist deshalb f(2)-kmeZ\{0}.
Damit folgt | f (2)| > % und mit (8.1) und (8.2) ergibt sich

i ozl o= (7)] 2

~Zl.p,>

.
Mit C,, := min {1; Dia} folgt Behauptung (i).

Behauptung (ii) folgt direkt aus Behauptung (i). O

Bemerkungen

(i) Rasch konvergente Reihen
Reelle o € R, die durch sehr rasch konvergente Reihen dargestellt werden, erweisen sich
nach dem Satz von LIOUVILLE 8.9 auf der vorherigen Seite als transzendent.

Zum Beispiel ist
i :
— 2n!

transzendent. Definiert man nadmlich fiir alle N € N zunéchst ky :
teilerfremde by € 7 mit

= 2V und dann zu 2

N

1 by
so gilt fiir alle N € N
oo 1 1 21—N!
|OJ—OJN| = Z ﬁ < 72(N+1)! -2 = —k‘N .
n=N+1 N

Wegen lim 21=M = 0, ist die Bedingung in (ii) von Satz 8.9 erfiillt.
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Da fiir e und 7 rasch konvergente Reihen bekannt sind und insbesondere fiir 7 immer
noch neue gefunden werden, konnte man hoffen, dass die Transzendenz von e und 7 nach
LIOUVILLE gezeigt werden kann. Dies ist nicht der Fall (fiir 7: Kurt MAHLER, 1952).

(ii) Machtigkeit der LIOUVILLE-Zahlen

Zahlen, die nach Satz 8.9 (ii) transzendent sind, werden LIOUVILLE-Zahlen genannt.
Man iiberlegt sich leicht, dass sie eine iiberabzidhlbare Teilmenge von R vom (LEBESGUE-)
Mafs Null bilden. Nach dem Satz von CANTOR 8.8 auf Seite 21 erfasst man auf diese Weise
nur einen geringen Teil aller reellen, transzendenten Zahlen.

(iii) Verschirfungen von Satz 8.9
Der Approximationssatz von LIOUVILLE wurde mehrfach verscharft. Einen Schlusspunkt
der Entwicklung bildete der Satz von ROTH (1955).

Satz von ROTH
VORAUSSETZUNGEN:
Seien n € N\ {1;2} und o € A algebraisch vom Grad n.

BEHAUPTUNG: Dann existieren zu jedem 6 € RY und jedem C € RT nur endlich viele
(b, k)" € Z x N mit (b,k) =1 und

Zu der Frage nach einer effektiven Abschiitzung fiir die Anzahl der (b, k)" € 7 x N und der
Grofe der Nenner gibt es bislang nur Teilergebnisse.

Einen der Hohepunkte der Zahlentheorie im 19. Jahrhundert stellt Charles HERMITEs
(1822-1901) Beweis der Transzendenz von e aus dem Jahr 1873 dar.

Zunachst wird ein Hilfssatz bendtigt, der auch bei 7 niitzlich sein wird.

Lemma 8.10
VORAUSSETZUNGEN:
Seien n € N, a, € 7 fiir alle { € Ng mit { < n,

C — C C — C
I z = f(z Zagz und F z — F(z Zf(”

BEHAUPTUNG: Dann gilt fir alle z € C

|[F(0) - ¢* — F ()] < Zlael
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BEWEIS:
Nach Definition ist fir alle z € C
{—v - - E‘ {—v - - E‘ v
D I S D SUD DI R SIS BF 00
v=0 {=v /=0 v=0 =0 v=0

Damit folgt insbesondere

Daraus ergibt sich fiir alle z € C

|F(O)~eZ—F(z)\:Zag-zﬁ-z”— ag'Z;'ZU|
=0 v=0 ' =0 v=0 '
n o E‘ ,
= Za,g' Z J z
/=0 V—ZJrl
SN
v= z+1 €>'

_Z|a| Z|
7j=1
ez|-Z|a4|-|z|g. O
=0

SATZ 8.11 (Satz von HERMITE)
BEHAUPTUNG: Die Zahl e = 2,71828 ... ist transzendent.

Die Grundidee des Beweises (und diese tritt in der Transzendenztheorie immer wieder auf)
ist, unter Annahme der Algebraizitdt einen Ausdruck zu definieren, der analytisch nach
oben und zahlentheoretisch nach unten abgeschétzt werden kann. Einen solchen Ausdruck
zu finden, erfordert ein hohes Mafs an Intuition.

BEWEIS:

(i) ,,Minimalpolynom von &
Angenommen, e sei algebraisch und habe das Minimalpolynom

CcC — C
by
b,

cqd

Ms

r — g(x):=

Il
o

J

mit m € N, b; € 7 fiir alle j € Ny mit 7 < m und b,, € N.
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(ii) Das Polynom f, mit p € IP
Fiir alle p € P (spéter wird ein hinreichend groftes gewéhlt) setze man

C —- C
Jp o fp(I)I:l’p_l-H(j—x)p € 7Z[x].

Seien n, := (m+1)-p—1und a,, 1 := (m!)’ fir alle p € P
Dann gibt es fiir alle p € P und alle £ € Ny mit p < ¢ < n, ein a,, € Z, so dass fiir alle
p € Pund alle x € C

fo (@) =app1- 2" 4.t ay,, ™ (8.3)

gilt. Da fiir alle p € P die Zahlen 1,...,m jeweils p-fache Nullstellen von f, sind, kann f,
fiir alle 5 € N mit j < m auch als

fo(@) =apjp- (=73 +...Fapjn, (—7j)" (8.4)
mit a, ;, € 7 fiir alle £ € N mit p < /¢ < n, und x € C geschrieben werden.
(iii) Die grundlegende Identitét

CcC — C
Fiir alle p € IP seien F), : z - F(z)= Zp f(Z) (z)
. p
=0

4G C —- C
T e e Gy(2) = Fy(0) e — Fy ()
Nach Annahme (i) ist fiir alle p € P

¥

i
NE
S
-
<

I
NE
s
@Q
=

(8.5)
=0 =0

(iv) Zahlentheoretische Abschitzung von ¥, nach unten
Fiir alle p € P gibt es nach Definition von F,, (8.3) und (8.4) ein a, € Z mit
Z bj - Fy (7)
=0

=0y ) SO+ by fO0)

=0 j=1 =0
= by - ((m!)p (p=D!4ap, -p 4 ... +apn, - np!) + Z bj - (ap,j,p Pl A ap i, np!)
j=1

=bo-(m!)’ - (p—1)!+a,-p.
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Fiir alle p € P mit p > max {m; |bo|} ist by - (m!)” nicht durch p teilbar und damit ist die
rechte Seite eine durch (p — 1)!, aber nicht durch p teilbare Zahl, insbesondere also nicht 0.
Fiir alle p € P mit p > max {m; |by|} folgt mit (8.5)

m

ij'Fp<j)

J=0

%] = > (p— 1L (8.6)

(v) Analytische Abschitzung von ¥, nach oben
Fiir alle p € P werde Lemma 8.10 auf Seite 23 auf f, angewandt:

m m Np
D b Gy(N| <D Ibil el Y Japel - 5"
=0 j=0 (=p—1

Die innere Summe lisst sich nach (8.3) fiir alle p € P und alle j € Ny mit j < m abschétzen
durch

np m
S Japel -5 <273 ) < (2m?)

l=p—1 v=1
Mit C := Z |b;] - ¢/ und D, := 2m? folgt mit (8.5) fiir alle p € P
=0
ISl = Db Gy (4)] < Cy - D (8.7)
=0

(vi) Der Widerspruch
Fiir alle p € P mit p > max {m;|bo|} liefern (8.6) und (8.7)

(h- 11 <[5, <C,- D

Fiir hinreichend grofses p € P sind diese beiden Ungleichungen nicht miteinander vertréaglich,
da ein Ny € N existiert, so dass fiir alle N € N mit N > N,

ol

N
(N —1)! > <§) > C,- DY

gilt. Die Annahme in (i) war also falsch und e ist transzendent. O

Im Beweis zu m wird mehrfach mit dem aus der Algebra bekannten Satz iiber symmetrische
Polynome argumentiert. Der Vollstandigkeit halber soll dieser hier kurz dargestellt werden.
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Definition 8.12 (Symmetrische Polynome)

. R" — R
a) Ein Polynom f : { (2 o) o (o
Variablen {iber einem Ring R heilt symmetrisch, wenn fiir jede n—Permutation

_ {meNm<n} — N T -
o { ‘= o) € S, und alle (xq,...,2,)" € R" gilt:

} € Rlxy,..., 2z, mit n € N
5 Tn)

f(xa(l)w'-uxa(n)) :f<x17---7xn)-

b) Die speziellen symmetrischen Polynome in n € N Variablen iiber einem Ring R

R — R
T
oy : (T1,...,20) = o1 (T1,...,2,) = E g,
l1EN?
1<t1<n
R — R
T .
09 . (xla'“al‘n) = 09 ($1,...,$n) = E Ty, * Ty,

(€1,62)T eN?
1<l <l2<n

On - T .
(1, ) = O (T1, e Ty) = Ty,

(fiir alle £ € N mit ¢ < n ist oy die Summe aller Produkte aus ¢ verschiedenen
Unbestimmten) heifien die elementarsymmetrischen Funktionen iiber R in n
Variablen.

Beispiele
Sei R ein Ring.

! R — R
*J: T 3 3 3 3 3 3
(z1,29,23)" = f(21,72,23) = 2775 + X723 + 1125 + T173 + THT3 + ToTy
ist symmetrisch.

R? R
e g: { . 9 9 } ist nicht symmetrisch, da g (z1, z5)
(x1,22)" +— g(xy,29) := 2702 + 21125

fiir (21, 25)" € R? nicht notwendig mit g (x, 21) = x122 + 2222, iibereinstimmt.

SATz 8.13 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien R ein Ring und n € N.

BEHAUPTUNG: Jedes symmetrische Polynom tiber R in n Unbekannten ldsst sich als Po-
lynom mit Koeffizienten in R in den elementarsymmetrischen Funktionen
tber R wn n Variablen schreiben.

Manuskript zur Vorlesung Ergénzungen zur Elementaren Zahlentheorie
Wintersemester 2009 / 2010 — D. WOLKE



Seite 28 Kapitel 8:

BEWEIS:

(i) Anordnung der Exponententupel

Sei f € R[xy,...,x,] symmetrisch.

f ist Summe von Termen der Form a - 27" - ... - 2% mit a« € R und ay, € Ny fiir alle £ € N
mit ¢ < n.

Die Exponenten—n—Tupel (aq, ..., «a,) werden wie folgt (lexikografisch) angeordnet.

(a1, ... ap) = (B, ..., 0y) fur (aq,...,an) # (B1,- -, Bn), wenn
e a1+ ...+, >pF1+...+ 3, ist oder wenn

e o +...+a, = i+ ...+ 0, ist und es ein £/ € N mit 1 < ¢ < n, sowie
ar = Bi,...,0qu1 = Be—y und ap > §y gibt.

(ii) Induktives Abspalten der Terme mit dem gréfiten Exponententupel

Im symmetrischen f seien die Terme lexikographisch (geméf ) angeordnet. Fiir den ersten
Term a - " - ... - x¢" gilt a1 > ... > a,, denn in f tritt auch jeder andere Term auf, der
durch Umordnen der o, mit ¢ € N und ¢ < n entsteht. Man bilde

R Q1 —Q2 a2 —Q3 Qn—1—Qn Qn
fi=f—a-of - 05 R Sopm.

f1 ist symmetrisch. Der erste Term des o—Ausdrucks ist

a- x{lllicm . (xle)OQ_a?) . . (371 e l‘n)a" =aq- xtlll o xzn
fi besteht also nur aus Termen, deren Exponententupel (as, ..., a,) beziiglich > nachfol-

gen. Es gibt nur endlich viele n—Tupel (31, ...,,) nach (aq,...,ay).
Es reichen also endlich viele der obigen Schritte, so dass die Differenz schliefslich das Null-
polynom ist. 0

Beispiel

Seien R ein Ring mit 2 € R und f : { ( 3

xl,xQ)T = f(zy,m9) =28 29 + 11 - T

R? — R }
Dann gilt fiir alle (2, xQ)T e R?

f(zr,2) =107 (21, 22) - 09 (21, 2) = 25 - 29 + 21 - 25 — (21 + 22)* - (2122)
= — 227 - 1}
:—2'0'5(371,.1’2).
Also gilt
f =o0loy — 203,

Die praktische Durchfiihrung ist im Allgemeinen recht miihsam.
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C —- C
z — f(z)
o= (al,...,an)TGC” mit f (o;) = 0 fiir alle j € N mit j < n, dann folgt fiir alle z € C

Sind zum Beispiel f : { } € Z[x] normiert mit n := deg (f) € N und

f@)=2"-o(a) 2" T +op(a) 2" 2F ...+ (=1)" 0, (a).

Das heifst, die Werte der elementarsymmetrischen Funktionen an den Nullstellen von f
liegen in Z (ebenso mit @ statt 7Z).

Nach diesem Prinzip wird der Beweis gefiihrt, dass mit « € A und § € A auch o+ € A
und « - G € A sind.

Der Beweis werde fiir a + 3 ausgefiihrt.

Seien o € A algebraisch vom Grad m € N und 3 € A algebraisch vom Grad n € N.

Seien o) := o und a® € A, ..., o™ € A die Konjugierten zu .

Seien M) := g und @ € A, ..., ™ € A die Konjugierten zu (.

Man bilde a := (oz(l), e a(m))T, b:= (ﬁ(l), e ,ﬁ(m))T und

CxC"x(C" — C
b (xyv) = h([L‘y, :HH:E_?/]+Z€)

j=1r=1

h kann als Polynom aus Z [z, y1, ..., Ym] [21,- -, 24] (in den Variablen z; ..., z, mit Koeffi-
zienten aus Z [x,y1, . .., y,]) aufgefasst werden. h ist als solches symmetrisch in zq,. .., z,.
Da die elementarsymmetrischen Funktionen von zi,...,z,, an der Stelle b Werte aus @Q
liefern, ist also

h('v'vb)eQ[l‘7y17'--aym]

und symmetrisch in yy,...,y,. Die gleiche Schlussweise mit den elementarsymmetrischen
Funktionen in yy, ..., y, zeigt, dass h (-, a, b) Koeffizienten in @ hat.
D 4 M) = o + B ist als Nullstelle von A (-, a, b) somit algebraisch.

Genauso verfahrt man mit « - 3.

Dass mit v € A\ {0} auch % algebraisch ist, sieht man unmittelbar.

Es dauerte nahezu zehn Jahre nach HERMITEs Beweis der Transzendenz von e, bis Carl
Louis Ferdinand VON LINDEMANN (1852-1939) 1882 in Freiburg die Argumentation auf 7
iibertragen konnte. Der Beweis der Transzendenz von 7 ist insofern bedeutsam, als damit
die Frage nach der Quadratur des Kreises negativ beantwortet wird. Denn kénnte man in
endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal aus dem Radius eines Kreises die Seitenldnge
eines flaichengleichen Quadrats konstruieren, miisste 7 algebraisch sein.

SATZ 8.14 (Satz von LINDEMANN)
BEHAUPTUNG: Die Zahl 7 1st transzendent.
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BEWEIS:

(i) Folgerungen aus ,,m € A%

Es werde 7 € A angenommen. Dann ist nach Bemerkung 8.7 auf Seite 20 auch ir € A.
Nach Folgerung 8.4 auf Seite 19 existiert ein d € N, so dass dir ganz-algebraisch ist.
Seien nun m € N und b; € Z fiir alle j € Ny mit j < m, so dass

C — C
TR S +Zb Lt EZE\{0)

ein Polynom mit Nullstelle dir ist.
Seien oM :=ir und a¥) € C fiir alle j € N mit 2 < j < m derart, dass fiir alle z € C

(z — daV (8.8)
7j=1
gilt. Wegen 0 =1+ e™ = ¥ + e gilt
R=T] ( 0‘(”> 0. (8.9)
7j=1

(ii) Definition der 3,
Das Produkt R werde ausmultipliziert und als

R=(2™—k)+eP + .. 4

geschrieben. Dabei sind

k::#{zm:éjoz(j) c C\ {0}

J=1

9; € {0;1} fiir alle j € N mit j < m}

die Anzahl der nicht-verschwindenden Summen aus (8.10) und die 5, mit v € Nund v < k

sind gerade die nicht—verschwindenden (nicht notwendig verschiedenen) unter den Zahlen
sraM 4+ Spat™ mit §; € {0;1} fur alle 7 € N mit j < m. (8.10)

(iii) Definition von f, mit p € P
Fiir alle p € P (spéter wird ein hinreichend grofses gewéhlt) werde

C — C

) k
U  — f(z): ]z —ds,)
v=1

gesetzt.
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Definiert man n, := (k+ 1) -p — 1 fiir alle p € P, so gibt es fiir alle p € P und alle / € N
mit p —1 < /¢ <mn, ein a,,; € 7Z mit

fo (@) = app1- 2"+ 4 ap,, 2™ (8.11)

Zum Beweis fiir die Ganzzahligkeit der Koeffizienten bedenke man, dass die a,, mit £ € N
und p — 1 < ¢ < n, fiir alle p € P symmetrisch in dfy, ..., d0 (genauer: in Unbestimmten,
die man an die Stellen der df, mit v € N und v < k setzt) sind.

Die elementarsymmetrischen Funktionen in df,...,d03; sind gleich den elementarsymme-
trischen Funktionen in den d-Fachen der 2™ Summen aus (8.10), denn setzt man zum
Beispiel in oy, (21, ..., x,) gerade 1 = ... = x, = 0, so bleiben die elementarsymmetrischen
Funktionen in z,41,...2,.

Die elementarsymmetrischen Funktionen in den Summen aus (8.10) sind symmetrisch in
daW ... da™. Die elementarsymmetrischen Funktionen hiervon sind wegen (8.8) aus Z.
Mehrfache Anwendung des Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome 8.13 auf Seite 27
ergibt f € Z[z].

(iv) Definition der v, ¢
Fiir alle p € P, alle v € N mit v < k und alle £ € N mit p < ¢ < n, gibt es ein ,,, € C,
so dass fir alle x € C und alle v € N mit v < k

fp <x> = fYP,Mp ' ('r - ﬁl’)p _'_ tre + prJ/vnP ('r - ﬁl’)np (812)
geschrieben werden kann. Fiir alle p € P und alle £ € N mit p < ¢ < n,, ist

k
Cpt =Y Yt €7, (8.13)
v=1
denn die Summe lasst sich darstellen als
k
1 .
A0, da P (B) = e st
v=1

Nach Definition von f, ist dies fiir alle p € P ein in df,, ..., dS3; symmetrisches Polynom
mit Koeffizienten in 7Z.

(v) Die grundlegende Identitét

C — C
Fiir alle p € IP seien F), : v F, ()= Zp f(Z) (z)
: 2
=0

und G : =0
Ve o Gyle)i= By (0) ¢ — Fy ()
Ahnlich wie im Beweis zu Satz 8.11 und mit (8.9) ergibt sich fiir alle p € P

0=F,(0)- R=F,(0)- <2m—k+zeﬂu>

=@2"—k)- F (@"‘ZFP(ﬁV)"i‘ZGp(ﬁV) (8.14)
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(vi) Zahlentheoretische Abschitzung
Nach (8.11) ist fur alle p € P

F’ 0 = —-1!- _ . e L cln -
»(0)=(p ) <ap,p 1+ p-app+ +(p—1)! a)

v=1 v=1

k k
Fiir alle p € P mit p > max {d; H \ﬁ,,\} ist |a,, 1| = dP~t- H |df3,|” nicht durch p teilbar.

k
Fiir alle p € P mit p > max {Qm — k; d; H |ﬁy|} ist also

v=1
(2™ — k) - F,(0) durch (p—1)!, aber nicht durch p teilbar.
Aus (8.12) und (8.13) folgt fiir alle p € P die Existenz eines a, € Z mit

k k Np
yal
ZFP(@/):ZZJC;SZ)(@/ ZZE' ’yp,,g_ZE' Cpe =p!- Z “Cp = pl-ay.
v=1 v=1 (=0 v=1 ¢=p zpp'
k
Die Zusammenfassung zeigt, dass (2™ —k) - F, (0) + ZFP (B,) fiir alle p € P mit
v=1

p > max {Qm k; d; H |B,| p eine ganze, durch (p — 1)!, aber nicht durch p teilbare (und

damit nicht— Verschwmdende) Zahl ist, also

@~ k) B, (0)+ 3 Fp(8,)| > (p— 1) (8.15)
gilt. :

(vii) Analytische Abschitzung

Bei der umgekehrten Abschétzung mit Lemma 8.10 auf Seite 23 kann man wieder relativ
grofziigig vorgehen.

Es gibt nur von g und d abhéngige C; 4 € R* und D, 4 € R", so dass fiir alle p € P

k k Np
ZG ) Sze\ﬁu\. Z |ap o - 16, °
v=1 = l=p—1
k p
Z (@B, (H dlﬁu|+d|ﬁe|)>
(=1
< Cgﬁd~ngd

ist!
Das stérkere Wachstum von (N — 1)! gegeniiber Cy 4 - DY, fiir N € N fiihrt unter Verwen-
dung von (8.14) bei hinreichend grofem p € P auf einen Widerspruch zu (8.15).

Also war die Annahme, 7 sei algebraisch, falsch. O
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