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Aufgabe 46 (Meromorphe Fortsetzung der RIEMANN’schen (—Funktion)

o _1 n
a) Zeigen Sie, dass die Reihe Z =17 fiir alle s € C mit Re (s) > 0 konvergiert!
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b) Zeigen Sie fiir alle s € C mit Re(s) > 1
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Losung:

a) Sei s € C mit Re(s) > 0. Sei 0 := Re(s).
Dann gilt fiir alle x € R™
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. . n 1, falls [t] ungerade ist;
Fiivalle € R¥ ist ; (=17 = {0, falls |t| gerade ist.
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Damit folgt Ii > (-1)" | =0und
amit folgt lim { — (—1) un
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Insbesondere konvergiert / vl E 1 (—1)"dt und damit auch Zl ( ns) '
1 n= n=
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b) Sei z € C mit Re (z) > 1. Dann gilt 52 Z_ 1 o 1

Fiir alle N € N gilt
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Die Grenzwertbetrachtung ,N — oo zeigt in Verbindung mit der Konvergenz der Reihen
die Behauptung.

Aufgabe 47 (Identitétssatz fiir DIRICHLETreihen)
: N — C N — C
Seien H := {s € C|Re(s) > 1}, a : ,und b : " derart, dass

n — ap ’_)bn

Z o und Z fiir alle s € H absolut konvergent und holomorph in s sind und eine Folge

n=1

{ — 2z (=00

N — ]H by . .
Z: { } mit lim Re (z;) = oo und Z o Z:l - fir alle £ € N existiert.
Zeigen Sie, dass a,, = b, fiir alle n € N gilt!

Losung:

N —- C

Seien c : a, — b, ¢ und o : {N - R }

noecy = ¢ — o,:=Re(z)
n

Fiir alle s € C mit Re(s) > —1 und alle N € N gilt
an
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Durch die Grenzwertbetrachtung ,,N — oo folgt die absolute Konvergenz von Z fiir alle

n= 1

s € C mit s > —1 aus der absoluten Konvergenz von Z — und Z fiir alle s € H.
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Insbesondere ist Z |c,| konvergent und es gibt ein C' € Rt U {0} mit |¢,| < C fiir alle n € N.
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Annahme Es glbt elnnE]let cn#O Sei NO :=min {n € N|¢, # 0}.
Z O Za § —b = 0 fiir alle ¢ € N folgt fiir alle £ € N
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Wegen Zlim Re (z¢) = oo gibt es ein k € N mit o, = Re (z,) > 3 fiir alle £ € N mit ¢ > k.
Fiir alle ¢ € N mit ¢ > k folgt aus der Theorie der RIEMANN’schen Obersummen
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Fiir alle ¢ € N mit ¢ > k folgt wegen o, > 1 und Ny > 1
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im Widerspruch zu lim o, = lim Re (2;) = oo.
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Aufgabe 48 (Zweite MOBIUS’sche Umkehrformel)
Seien D= {z € R|z > 1}, ACCmit DC Amnd F: 4 = — C .
D — C

Sei G =
“ T = G(x):;F<%>

a) Zeigen Sie fiir alle x € D

l=)
x
F(a)=Y um)-G (5) !
n=1
b) Zeigen Sie fir alle z € D
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Losung:

a) Fir alle x € D gilt nach Satz 5.10 (4) des Skripts zur Elementaren Zahlentheorie
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n teilt k

=F(x).
b) Fiir alle # € D gilt nach Aufgabenteil a) (setze F := 1)
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