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Aufgabe 52 (Konvergenz von Dirichlet–Reihen)

Sei a :

{ N → C
n 7→ an

}

derart, dass es für A :











R+ → C
x 7→ A (x) :=

⌊x⌋
∑

n=1

an











ein δ ∈ R und

ein C ∈ R+ mit |A (x)| ≤ C · xδ für alle x ∈ R+ gibt.

Zeigen Sie, dass
∞

∑

n=1

an

ns
für alle s ∈ C mit Re (s) > δ konvergiert und dass

∞
∑

n=1

an

ns
= s ·

∞
∫

1

A (t)

ts+1
dt

für alle s ∈ C mit Re (s) > δ gilt!

Lösung:
Sei s ∈ C mit Re (s) > δ. Für alle x ∈ R+ folgt mit partieller Summation

⌊x⌋
∑

n=1

an

ns
=

⌊x⌋
∑

n=1

an

xs
−

x
∫

1

⌊t⌋
∑

n=1

an ·

(

d

ds
t−s

)

dt =
A (x)

xs
+ s ·

x
∫

1

A (t)

ts+1
dt. (✧)

Sei η := Re (s) − δ. Wegen Re (s) > δ ist η ∈ R+ und es gilt

lim
x→∞

∣

∣

∣

∣

A (x)

xs

∣

∣

∣

∣

= lim
x→∞

A (x)

xRe(s)
≤ lim

x→∞

C · xδ

xδ+η
= C · lim

x→∞

1

xη
= 0.

Außerdem konvergiert

∞
∫

1

A (t)

ts+1
dt wegen

lim
x→∞

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

1

A (t)

ts+1
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ lim
x→∞

x
∫

1

∣

∣

∣

∣

A (t)

ts+1

∣

∣

∣

∣

dt = lim
x→∞

x
∫

1

|A (t)|

tRe(s)+1
dt ≤ lim

x→∞

x
∫

1

C · tδ

t1+η+δ
dt

= C · lim
x→∞

x
∫

1

t−1−η dt = −
C

η
· lim

x→∞

[

t−η
]t=x

t=1
= −

C

η
· lim

x→∞

(

1

xη
− 1

)

=
C

η
.

Nach (✧) konvergiert
∞

∑

n=1

an

ns
also gegen s ·

∞
∫

1

A (t)

ts+1
dt.
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Aufgabe 53 (Mehr ζ–Identitäten)

Für alle k ∈ R sei σk :







N → C
n 7→ σk (n) :=

∑

d|n

dk







.

a) Geben Sie für alle k ∈ R ein δk ∈ R und eine für {s ∈ C|Re (s) > δk} gültige ζ–Formel

für
∞

∑

n=1

σk (n)

ns
an!

b) Geben Sie ein δ ∈ R und eine für {s ∈ C|Re (s) > δ} gültige ζ–Formel für
∞

∑

n=1

ϕ (n)

ns
an!

Lösung:

a) Sei Pk :

{ N → C
n 7→ Pk (n) := nk

}

für alle k ∈ R.

Für alle k ∈ R ist σk = Pk ∗ 1 und für alle s ∈ C mit Re (s) > 1 + k gilt

∞
∑

n=1

Pk (n)

ns
=

∞
∑

n=1

nk

ns
=

∞
∑

n=1

1

ns−k
= ζ (s − k) . (✦)

Ferner ist
∞

∑

n=1

1 (n)

ns
=

∞
∑

n=1

1

ns
= ζ (s) für alle s ∈ C mit Re (s) > 1.

Für alle k ∈ R sei also
δk := max {1; k + 1}.

Dann gilt nach Satz 7.4 für alle k ∈ R und alle s ∈ C mit Re (s) > δk

∞
∑

n=1

σk (n)

ns
= ζ (s) · ζ (s − k) .

b) µ, ϕ und id := P1 sind multiplikativ. Für alle p ∈ P und alle ℓ ∈ N gilt

(µ ∗ id)
(

pℓ
)

=
∑

d|pℓ

µ (d) · id

(

pℓ

d

)

=

ℓ
∑

j=0

µ
(

pj
)

· id
(

pℓ−j
)

= 1 · pℓ + (−1) · pℓ−1 +

ℓ
∑

j=2

0 = (p − 1) · pℓ−1 = ϕ
(

pℓ
)

.

Also ist ϕ = µ ∗ id = µ ∗ P1. Sei
δ := 2.

Nach (✦), Satz 7.4 und Beispiel 7.5 (i) folgt für alle s ∈ C mit Re (s) > δ

∞
∑

n=1

ϕ (n)

ns
=

ζ (s − 1)

ζ (s)
.
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Aufgabe 54 (Divergenz von
∑

n−s auf {s ∈ C|Re (s) = 1})

Zeigen Sie, dass
∞

∑

n=1

1

n1+it
für alle t ∈ R divergiert!

Lösung:
∞

∑

n=1

1

n1+i·0
=

∞
∑

n=1

1

n
ist die harmonische Reihe und divergiert. Sei nun also t ∈ R \ {0}.

Für alle x ∈ R+ gilt

⌊x⌋
∑

n=1

1

n1+it
=

⌊x⌋
∑

n=1

1

x1+it
−

x
∫

1

⌊u⌋
∑

n=1

1 ·

(

d

du
u−1−it

)

du =
⌊x⌋

x1+it
+ (1 + it) ·

x
∫

1

⌊t⌋

t2+it
dt

=
1

xit
−

x − ⌊x⌋

x1+it
+ (1 + it) ·

x
∫

1

u−1−it du − (1 + it) ·

x
∫

1

u − ⌊u⌋

u2+it
du

=
1

xit
−

x − ⌊x⌋

x1+it
−

1 + it

it
·
[

u−it
]u=x

u=1
− (1 + it) ·

x
∫

1

u − ⌊u⌋

t2+it
du

=
1

xit
·

(

1 −
1 + it

it

)

−
x − ⌊x⌋

x1+it
+

1 + it

it
− (1 + it) ·

x
∫

1

u − ⌊u⌋

u2+it
du

=
i

txit
+ 1 −

i

t
−

x − ⌊x⌋

x1+it
− (1 + it) ·

x
∫

1

u − ⌊u⌋

u2+it
du. (✩)

Nun ist

lim
x→∞

∣

∣

∣

∣

x − ⌊x⌋

x1+it

∣

∣

∣

∣

= lim
x→∞

|x − ⌊x⌋|

|x1+it|
≤ lim

x→∞

1

x
= 0.

Ferner gilt

lim
x→∞

x
∫

1

∣

∣

∣

∣

u − ⌊u⌋

u2+it

∣

∣

∣

∣

du = lim
x→∞

x
∫

1

|u − ⌊u⌋|

|u2+it|
du ≤ lim

x→∞

x
∫

1

1

u2
du

= lim
x→∞

[

−
1

u

]t=x

u=1

= lim
x→∞

(

1 −
1

x

)

= 1.

Also gilt lim
x→∞

x − ⌊x⌋

x1+it
= 0 und

∞
∫

1

u − ⌊u⌋

u2+it
du konvergiert.

Aus der Konvergenz von
∞

∑

n=1

1

n1+it
und (✩) würde damit die Existenz von lim

x→∞

1

xit
folgen.

Wegen
1

xit
= e− ln(x)·it = cos (− ln (x) · t) + i · sin (− ln (x) · t)

existiert lim
x→∞

1

xit
aber nicht.
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