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Erganzungen zur

Aufgabe 58 (Satz von LANDAU)

Sei a : { Hjl : ;R } mit a, > 0 fir alle n € N derart, dass es ein gg € R gibt, so dass

[e.e]

Z a_z fiir alle s € € mit Re (s) > op konvergiert und fiir alle s € C mit Re (s) < o divergiert.

n
n=1

Sei D C € maximal derart, dass f : { p = C

s f(s) } holomorph auf D mit ; % fiir alle

s € D mit Re (s) > oy ist.

Zeigen Sie, dass o ¢ D ist!

Tipp: Entwickeln Sie f unter der Annahme oy € D in eine Potenzreihe um o + 1 und zeigen
Sie unter Beachtung deren Konvergenzradius’, dass die DIRICHLET-Reihe dann auch an

einigen Stellen in der Halbebene {s € C|Re(s) < oo} konvergiert!

Losung:
Annahme: oy € D
D ist als Gebiet offen. Deshalb gibt es ein dy € R, so dass {s € C||s — go| < dp} C D ist.

Da E % iy alle s € C mit Re (s) > oo konvergiert, folgt
nS
n=1

D D {se C|Re(s) > gy oder |s— o] <dp}.

Aufserdem ist f in einer Umgebung von oy + 1 holomorph und kann dort in eine Potenzreihe
entwickelt werden.
Es gibt also ein (maximal gewéhltes) r € RT U {oo}, so dass fiir alle s € C mit |og+ 1 —s| <

< £ (5,
f(S):Z%'(S—UO—I)Z
£=0 '

gilt.
Zur Bestimmung des Konvergenzradius’ r lasst sich sagen, dass die Punkte, die am néchsten
zu 0o + 1 und nicht sicher in D liegen, die Punkte oy + idy und oy — idy sind.
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Also ist f auf {s eClls—oy—1| <1+ 58} sicher holomorph und mit

§:=—1+4/1+68 folgt JeRT und r>1+54.

Ferner gilt fiir alle £ € N

[e.e]

1) —In(n
(00 + nooﬂ Z W'
n=1 =1

Damit folgt fiir alle s € C mit |[s —op — 1| <1+0

oo

+ 1 -
Z UO S Z nag-{—l

= n=1

In dieser Doppelsumme sind alle Terme positiv (oder verschwindend), falls s € R mit
09— 0 < s < 0g+ 1 vorausgesetzt wird. Insbesondere ist die Doppelsumme absolut konvergent
und es darf beliebig umgeordnet werden.

Damit folgt fiir alle s € (g9 — 0; 00 + 1]

— a = (In(n)- (oo +1— 5))é — O In(n)-(co+1—s) — dn
fs) = Z nootl Z / - Z oo+l © ’ T L

n=1 =0 n=1 n=1

Also konvergiert Z T fiir alle s € (09 — 0; 00 + 1] und insbesondere zum Beispiel fiir
nS

n=1

ZZ:O'O—%<O'0.

oo
a
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass E —: wegen Re (2) < o divergiert.
n

n=1

Aufgabe 59 (Potenzreihen)

a) Zeigen Sie fiir alle z € C mit |z| < 1

(C+1) 2 =
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b) Zeigen Sie fiir alle z € C mit |z| < 1

412 = 11 !
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Losung:

a) Fir alle z € C und alle N € N gilt

N
(1—2)2) (0+1)7 2
£=0
N N N N
=D (417 =3 ()P T 3 Y (1) Y (0 1)
(=0 £=0 £=0 £=0

=1+(4=3)-2+(9-12+3)- 22+ ) ((L+1)°=3+3-((—1)" = (t—2)) -~

F((-3- (N+1)?+3N> = (N =1+ (3- (N+1)> = N?) -2 — (N +1)*-2%) . 2N,
Fiir alle z € C sind
(z+1)° =322 +3- (. —1)* - (z —2)
=2?+20+1-32"+32° —6r+3 -2 +42—-4=0
und
3 (x+ 1) 432> — (z — 1)°
=322 —6r—34+322 —2®+20—1=—2?—dzx—4=—(z+2).
Fiir alle z € C und alle N € N folgt

N
1—2)- S (0+1)?2 2
/=0

=1+z—(N+2)? 2"+ (2N? + 6N +3) - 2N T2 — (N + 1) N3,

Ist z € C mit |z| < 1, so gehen die letzten drei Summanden fiir N — oo gegen 0 und
damit folgt die Behauptung.

S 1
b) Fiir alle z € C mit |2z <1 ist sz absolut konvergent gegen 1=
= 1— 1—=2
Insbeondere darf gliedweise differenziert werden, so dass fiir alle z € C mit |z| < 1 folgt
I 1-(I-2)—2z-(-1) d =z
(l—z)2 (1—,2)2 dz1l—=z
dz dz
=1 =1 =1 ézo

Aufgabe 60 (Verallgemeinerung einer Formel von RAMANUJAN nach INGHAM (1930))

1
Fiir alle a : No= C mit J, —spwERundallesE@mitRe(s)>1+5a
n = an neN In(n)

an

ist Z dn absolut konvergent. Fiir alle a : { 117\11
nS
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n=1
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N — C

n =

a) Zeigen Sie fir alle vollstdndig multiplikativen a : { } mit 0, € R und

N — C
n — b,
Re(s) > max {1;1+4 0451+ 0p; 1 + 0gp; 1 + 04 + 05}

i(a*ﬂ)(n)'(b*ﬂ)(n) _ C(8) - Da(s)-Dy(s)- D (s)

n

alle vollstandig multiplikativen b : } mit 6, € R sowie alle s € C mit

ns Dab (28)

n=1

Tipp: Betrachten Sie die Faktoren des EULER-Produkts der linken Seite und untersuchen
Sie Primzahlen p € P mit a, = 1 oder b, = 1 gesondert!

Bemerkung: Die linke Seite konvergiert fiir alle s € C mit Re(s) > 1+ d, + 9, absolut,
da die Zahlerfunktion durch das Quadrat der Teileranzahlfunktion 7 multi-
pliziert mit der Potenz id®**% abgeschitzt werden kann.

N —- C
b) Sel O n = Uk de fur alle £ € C.
Zeigen Sie fiir alle w € C und alle z € C die fiir alle s € C mit
Re(s) > max{1;1+ Re(w);1+ Re(z);1+ Re(w)+ Re(2)}

gliltige RAMANUJAN—-Formel

C(s) Cls—w)-C(s—2) ((s—w—2) ~ow(n) o.(n)
((2s—w —2) Z ns |

n=1
Losung:

a) Fir alle vollstandig multiplikativen a : { ]Ijl : S } mit J, € R und alle s € C mit
Re (s) > 1+ 4, gelten

0| =0, falls a, = 0 ist;
U L a a a4
ps|  pRe(®) ) < |1f6|a IL(ﬁL) =1, fallsa,# 0 ist, also D <1
p p e
fiir alle p € P und nach dem EULER’schen Produktsatz
’fL ap . > 1
eI T () TS s
peP (=0 peP (=0 peP (=0 p®
Seien a : { No—= C } und b : { No— ¢ } vollstandig multiplikativ mit ¢, € R
n o— a, n — b,

und 0, € R. Sei s € C mit Re(s) > max {1;1 4+ ;14 0p; 1+ Oap; 1 + 04 + p }-
Mit dem EULER’schen Produktsatz folgt

= 1 (b*1) (ax1) (p") - (bx1)
PR LCSIARIIN, | by : S 103) ST SE
n=1 pelP (=0 ( ) pelP (=0 d|p clp
o) l l ¢ 1
S 103 S SIISER | 3) SITE) pl/2e
peP (=0 j=0 k=1 pelP (=0 j=0 k=0



Fiir alle p € P mit a, # 1 und b, # 1 ist

oo £ 4 00 041 +1

Zz&é'zb;ﬁ'%zzl a, .1 bp i@

(=0 j=0 k=0 LA 1 —a, 1—b, p*
00 1 )4 00 a l 00 l o] ab 0
() o 2 () 02 (2) v (%)
=0 \P = \P =0 = \ P

b apb, b apb apb
| 1w et by ol ok
1—b, VAN AN
pS pS S pS
apb
1 — o

Fiir alle p € P mit a, = 1 = b, ist nach Aufgabe 59 a) wegen

1 1 1
sl Re(s) <-<l
p p b

SR o /6 \?2 1 % , (1) 1+1
Sy R () wener G)
-

1 apb.
1  2s 1 - PQSP

oo /L l 1 oo /L 1— bg+1 1
j k . D
I SUTE D ) BRE e s
{=0 j=0 k=0 {=0 j=0
1 > 1\ b > b\ "
= (+1)- (=) - =2 (1) (2
1_b:n Z(+ ) (ps) 1_bp Z(_l— ) (s)
/=0 =0
1 _ bP b2
7 ay LRt b (-F )
- 1-0b - 2 b\ 2
b u—@)ﬁ—#) Q—F
1- 2 1— 2z




b)

wegen

1

1

ps - pRe(s)

bp
ps

1
<-<1 und < 1.

p

Analog folgt dieselbe Formel fiir alle p € P mit a, # 1 und b, = 1.

Mit der Formel, die fiir die linke Seite aus dem EULER-Produkt gewonnen wurde, der
Definition von g. und der EULER-Produkt-Darstellung von ( ergibt sich

~ (ax 1) (b*ll)()_C(S)-Da(S)~Db(S)~Dab(8)
Z Dab(28) '

n=1

) N — C
Selpk. { no— Pk(n):nk

Fir alle k € C, alle m € N und alle n € N gilt

} fiir alle k£ € C.

P, (mn) = (mn)" = m" - n* = P, (m) - Py (n).

Py, ist also fiir alle k& € C vollstdndig multiplikativ mit

In (|Ps (p)]) In (p*™)
5 Re (k Re (k).
i 216111; In (p) peP  1n(p) ilelﬂg( (k) ¢(k)
Py (p)#0

Fiir alle w € C und alle z € C ist P, - P, = P, ., welil fiir alle n € N gilt:

P,(n)-P,(n)=n"-n*=n"" = P, (n)

Fiir alle £ € C und alle s € C mit Re (s) > 1+ Re (k) gilt auferdem

DINOE SE 1L Sl S )

n=1 n=1 n=1

%|3

Zuguterletzt ist fiir alle £ € C und alle n € N

(Pox 1) ( Zpk ( ) de 1—de—ak

Damit folgt die Behauptung direkt aus Aufgabenteil a).



