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Erganzungen zur

=]
Aufgabe 64 Z,u (n) =o(x)

n=1
Zeigen Sie
1 [z]
li — - =0 !
S {52 m )
o ]
Tipp: Zeigen Sie mit dem NEWMAN’schen TAUBER-Satz, dass / e’ i (n) dt konvergiert
0 n=1

und folgern Sie hieraus die Behauptung!

Losung:

+
R = R R¥U{0} — R

=] ) t
T M(x):zz,u(n) und t — f(t)::M(e)

Fiir alle z € R* gilt

Seien M :

et

=] Lz] Lz]

M (z)] =D um)| <Y nm)l<) 1=lz]<a

n=1
und deshalb ist f auf R* U {0} durch 1 beschrénkt.

C - R
1, fallste Aist % fiir alle A C C.
0, fallst ¢ Aist

Sei 14 : o L) =

Fiir alle a € R U {0} folgt

/af(t)dt:/aMe(tet)dtz]e_t'gﬂu;et](n)-u(n)dtzzu(n)./wdt

Le?) Y Le?) L]

=S outn [etar=Y i e, = A - LY

In(n)

und insbesondere ist f auf [0; a] RIEMANN-integrierbar.
Fiir alle s € C mit Re(s) > 1 und alle x € R* folgt mit partieller Summation

&2

7 Lt z
Zur(:) :%';“(”)‘/;M(n)- <%t‘s)dt:%+s- ]\t{ﬁ)dt.

1




Die Substitutionen u := In (¢) und z := s — 1 liefern fiir alle z € C mit Re(z) > 0 und alle

reRT
In(z)

l=] u
80) M) oy [ g,

nzt1 rltz el
n=1 0
M
Fiir alle z € C mit Re(z) > 0 ist lim # = 0 wegen
T—o00 1TF
M) M ()] x o1
0< lim |2 | = I i < i, S = I, e =0
o0 M w
Fiir alle z € C mit Re(z) > 0 konvergiert / (") e~ "* du absolut wegen
eu
0
s u s u i —uRe(z) U=
/ M(e ) e % du = / |M(e )‘ ‘e—uRe(z) du < /e—uRe(z) du — € _ 1 .
e et —Re(2)],, Re(z2)
0 0 0

Wegen Z () _ L fiir alle s € C mit Re (s) > 1 folgt also fiir alle z € C mit Re(z) > 0
o= o ((s)

1 i —tiz
G0 1D :/f(t)'e dt.

Wegen der Nullstellenfreiheit von ¢ auf der 1-Geraden und da Nullstellen holomorpher Funk-
tionen diskret liegen, ist die linke Seite analytisch fortsetzbar auf ein Gebiet, dass die imaginéare
Achse umfasst und mit dem NEWMAN’schen TAUBER—Satz 7.8 folgt, dass

/ (te ) dt konvergiert.
0

(S

Annahme: lim sup @ >0
Wegen ‘Mf) = |M:£x) <1 fiir alle x € RT gibt es ein « € (0; 1] mit lim sup @ = a.
+
Insbesondere gibt es eine Folge w : { N = R } mit
U —
: o)
th Up = 00 und M (e**) > 5} et

fiir alle £ € N.
Fiir alle z € R* und alle y € RT mit y < z gilt



Damit folgt fiir alle ¢ € R™ und alle £ € N

Up+c up+c

/ (tet) &t > / M (e*) — (e! — e + 1) d&t

et
Uy

Up+c
> (M (e™) —e™* 4™ —1) - / e ' dt
Up

= (M (eue) _ euete 4ot 1) . (e—ue . e_ul_c)

M (euz) —c c —c I—e*
= (1—e )+ (—e“+1)- (1—e°) — o
o . 1 e
z(§+(1—e)—E)-(1—e )
Fﬁrallece(();ln(l—l—%)) undalleﬁG]Nmitu@>ln(%) folgt
M !
© @ - ) (1e)>2 . (1 e
/ . dt2(§+(1—e) ew) (1—e )28 (1—e) >0.
ug

M (e")

et

Wegen Zlim uy = oo divergiert / dt nach dem CAuUcHY-Konvergenzkriterium.
— 00
0
Dies ist ein Widerspruch zum oben Bewiesenen.
Analog konsturiert man einen Widerspruch zur Annahme, dass lim inf @ < 0 sei.
Tr— 00

Insbesondere folgt die Behauptung wegen

M M
0 < liminf (z) < lim sup (z) <0.
=00 I z—o0 &
Aufgabe 65 (Grofenordnung der n—ten Primzahl)
N —- P
- Lo < . .
Sei p 0 pn}mltn #{qeP|lg<p,}firallen e N
Das heift, p, ist fiir alle n € N die n—te Primzahl.
Zeigen Sie
lim (—2 ) =1 |
n—oo \ n - In (n)
Losung:

Fiir alle 06 € R* gibt es wegen des Primzahlsatzes ein n (§) € N mit

pp < m(py) =n < pht?

fir alle n € N mit n > ny (0).

Logarithmieren liefert fiir alle 6 € R* und alle n € N mit ny (§)
(1—208)-In(p,) <In(n) < (1+46)-In(pn).

Fiir alle 6 € R* gibt es wiederum wegen des Primzahlsatzes ein ny (6) € N mit

Dn
In (p)

(1-0) Lo Sm) =n<(1+0):

fir alle n € N mit n > ny (0).



Fiir alle § € R* und alle n € N mit n > ng (0) := max {ny (§) ;n2 (§)} gilt also

Pn TR 1 () 1 2648
n-In(n) “n-In(n) 1446 In(n) = (1446) (1446)*

Fiir alle § € (0;1) und alle n € N mit n > ng (9) gilt auferdem

P 1 ) 1 26 - 9
< = : < + :
n-ln(n) ~n-In(n) 1-0 In(n) = (1-90)° (1—20)

2 52
20+ 0 <25 )

Fir alle § € [_\/3; \/3} ist a +5)2 o 5)2 wegen

20—0% 2046 . (2—-0)-(1420+0%)—(240)- (1 —20+67)
1-67 (1+67 (1-6)2-(1+0)°
D F AT+ 207 — 5 —26% — 6% — 24 45 — 26% — § + 26% — &
' (1—-06)%-(1+90)

65 — 20° 257 - (3 — 82)

(1-0)2- (140 (1-06)*-(1+6)>*"

Fiir alle 6 € (0;1) und alle n € N mit n > ng () folgt also

=90

2 Y
25+52§ P2 52
(1406)° " n-In(n) (1-9)

bzw.

IN

P _1' 28 + 6*
n-1n(n) (146)*

Fiir alle € € (0;1) seien nun 6, € (O; min {1; ﬁ — 1}) und Ny (&) := ng (0e)-
Fiir alle € € (0;1) und alle n € N mit n > N (¢) folgt

Pn ‘<26€+5§_ 1 1

_m =1-—— <1 — =c.
n-In(n) (1+4.)° (1+5.)° (1+ ' —1>2

Aufgabe 66 (Grofkenordnung von w)

S . . N — N()
aw: n +— wn):=#{peP|pteltn} [
a) Zeigen Sie

#{neN\ﬂ}

fir allees € R !

w<n)>(1—g)-L”)))}:oo

b) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € R ein ng (¢) € N\ {1;2} mit

In (n)

< (1 o\
wn) < (1+e) - o
fiir alle n € N mit n > ng (¢) existiert!

Tipp: Zahlen mit ,besonders grofem w—Wert sind die Produkte aller Primzahlen, die kleiner
als eine positive reelle Zahl sind.



Losung:

R — R
|z]
Sei ¥ : r - Y(z) = Z In(p) (- Fiir alle z € R* gilt nach dem Satz von UEBLIIIEBT
p=1
pelP
2] 2] N [ 1ats) ]
d(z)=Y In(p)= > Ipp - Y  hp=» An)-) h(p- 1
B Gl gateey
Lva] Vi 1
=Y (x)+0 |In(z)- Z 1l =¢(@)+0 (hl(:ﬂ)-ln(ﬁ)) :w(z)+0<x5>.
p=1
pelP
Insbesondere folgt mit dem Primzahlsatz
tim ) .
r—oo I
Rt — N
|z]
Sei n : T - g = Hp . Dann folgt w (n,) = 7 (z) fir alle x € R™.
p=1

pelP
Nach dem Primzahlsatz gibt es also fiir alle 6 € R* ein zy (0) € RT mit x; () > 1 und

T T

(g 9 swla) < s

(1+9)

fir alle x € RT mit > z (0).
Wegen lim @ =1 gibt es fiir alle § € R ein 25 (§) € RT mit 25 (§) > 2 und

lz) l=)
z-(1-9)<In(n,) =In Hp :ZIH(p):ﬁ(x)Sx-(l—HS).

pelP pelP

fir alle x € R mit x > x5 (9).
Fiir alle § € (0;1) und alle z € R™ mit « > x5 (9) folgt

In(z)+In(l1-¢) <In(In(n,)) <ln(z)+In(l+9).

Wegen lim n, = oo gibt es fiir alle § € (0;1) ein x5 (6) € R* mit x5 (J) > 3 und

T—00

In (In (ny)) —In (1 —46) < In(In(ny)) - (14 0)
und
In(In(n;)) - (1—=90) < In(ln(n,)) —In (1 +9)

fir alle x € R™ mit > x5 (0).

tsprich: ,, CHEBYSHEV“



a)

b)

Fiir alle § € (0;1) und alle z € R™ mit > max {1 (0) ;22 (9) ;23 (§)} folgt

x In (n,) 1-0

u)(”“Z1n(g:)'(1_5)2111(111(ngc))—1n(1—5)'1+5

In(n,) 1-6 _ () ([ 30+
mew»u+w‘mmm»< u+w)

Wahle fiir alle ¢ € R* ein d. € (0;1) mit

36 +62
(144-)?

<e und xo (&) := max {x1 (0) ;w2 (J:) ; x3 (0) }-

Dann gilt fiir alle ¢ € R™ und alle 2 € R™ mit x > x (¢)

o n In(n,) (. 36+ 52 In(n,) .
0> ey (1 G 52) * Gy 09
Fiir alle § € (0;1) und alle z € R™ mit > max {1 (0) ;22 (9) ;23 (§)} folgt
x In (n,) 1+9
wina) < oy (0 S TS T 7 9) 1=0
In(n,) ~ 1+6  In(ng) 30 — 42
“W(n(n) T=op mmw»<”ﬂ—w)

Wahle fiir alle ¢ € RY ein d. € (0;1) mit

30, —62
(1—6¢)?

<e und xo (&) := max {x1 (0) ;w2 (0:) ; x3 (0) }-

Dann gilt fiir alle ¢ € R™ und alle z € R™ mit x > x (¢)

CIn(ng) (4 30— 52 In (n,) ‘
@ na) < T ) (1 (1 —55)2) S oy e
Wegen X
lim In (&) = lim % = lim (In(z)) = 00
z—oo In (In (z))  2—o0 e T
und

>0

d In (z) T2 T ahm@ _ In(n(x)) -1
o (e ) R YT Y
fir alle x € RT mit o > e® gibt es ein ny € N\ {1;2} mit
In (y) < In (x)
(I (3)) ~ In(In ()
fiir alle y € Rt mit y > 3 und alle z € R* mit 2 > max {y;ng}.

: {IN — R*
Sei nun y :

m o= Yn
Fiir alle z € R* gilt

} derart, dass w (m) = 7 (y,,,) fiir alle m € N ist.

n, =min{m € Njw (m) =7 (z)}.
Damit folgt fiir alle ¢ € Rt und alle m € N mit m > max {no; nxo(a)}
w(m) =7 (Ym) < (Max {Ym; 20 (£)}) = @ (Nmax fym wo()})

I (Tmax (o o(e)}) In (m)
< ’ (l4e)< — Y
I (I (M fym 0 ()} ) ) (1+e) In (In (m))

(1+4¢).



