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Aufgabe 70 (Ein Irrationalitätskriterium)

a) Zeigen Sie für p ∈ Z, q ∈ N, s ∈ Z und t ∈ N mit p

q
6= s

t
die Ungleichung

∣

∣

∣

∣

p

q
− s

t

∣

∣

∣

∣

≥ 1

qt
!

b) Zeigen Sie die Irrationalität von α ∈ R, falls es eine Funktion f :

{ N → R+

x 7→ f (x)

}

,

eine Folge p :

{ N → Z
n 7→ pn

}

und eine Folge q :

{ N → N
n 7→ qn

}

mit (pn, qn) = 1 für

alle n ∈ N, lim
n→∞

qn = ∞, lim
n→∞

f(qn)
qn

= ∞ und

∣

∣

∣

∣

α − pn

qn

∣

∣

∣

∣

<
1

f (qn)
für alle n ∈ N gibt!

c) Können Sie mit diesem Kriterium zeigen, dass e irrational ist? Wenn ja, wie?

Lösung:

a) Seien p ∈ Z, q ∈ N, s ∈ Z und t ∈ N mit p

q
6= s

t
.

Dann gilt

0 <

∣

∣

∣

∣

p

q
− s

t

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

pt − qs

qt

∣

∣

∣

∣

=
|pt − qs|

qt
,

was pt − qs ∈ Z \ {0} liefert.

Damit folgt
∣

∣

∣

∣

p

q
− s

t

∣

∣

∣

∣

=
|pt − qs|

qt
≥ 1

qt
.

b) Seien α ∈ R, f :

{ N → R+

x 7→ f (x)

}

, p :

{ N → Z
n 7→ pn

}

und q :

{ N → N
n 7→ qn

}

mit

(pn, qn) = 1 für alle n ∈ N, lim
n→∞

qn = ∞, lim
n→∞

f(qn)
qn

= ∞ und

∣

∣

∣

∣

α − pn

qn

∣

∣

∣

∣

<
1

f (qn)
für alle n ∈ N.
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Annahme: α ∈ Q. Dann gibt es ein s ∈ Z und ein t ∈ N mit (s, t) = 1 und α = s
t
.

Wegen lim
n→∞

f(qn)
qn

= ∞ existiert ein n1 ∈ N mit f (qn) > tqn für alle n ∈ N mit n ≥ n1.

Sei m ∈ N mit pm

qm
= α. Dann gilt sqm = tpm wegen α = s

t
.

Also ist t ein Teiler von sqm und qm ist ein Teiler von tpm.

Wegen (s, t) = 1 teilt t also qm und wegen (pm, qm) = 1 teilt qm also t. Damit folgt qm = t.

Wegen lim
n→∞

qn = ∞ gibt es deshalb ein n2 ∈ N mit pn

qn
6= α für alle n ∈ N mit n ≥ n2.

Sei n0 := max {n1; n2}. Für alle n ∈ N mit n ≥ n0 sind s
t
6= pn

qn
und f (qn) > tqn.

Für alle n ∈ N mit n ≥ n0 folgt mit Aufgabenteil a) der Widerspruch

1

f (qn)
<

1

tqn

≤
∣

∣

∣

∣

s

t
− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

α − pn

qn

∣

∣

∣

∣

<
1

f (qn)
.

c) Nein.

Aufgabe 71 (Satz von Gelfond–Schneider)
Der Satz von Gelfond–Schneider besagt, dass für α ∈ A \ {0; 1} und β ∈ A \Q die Zahl
αβ := eβ·log(α) transzendent ist, wobei log (α) eine Zahl ist, die in die Exponentialfunktion
eingesetzt den Wert α liefert und mit A die Menge der algebraischen Zahlen bezeichnet wird.

a) Zeigen Sie, dass
√

14
√

35
, eπ und eπ·

√
163 =

⌊

eπ·
√

163
⌋

+1−0, 000 000 000 07 . . . transzendent

sind!

b) Zeigen Sie die Äquivalenz des Satzes von Gelfond–Schneider zur folgenden Aussage!

Von den Zahlen α ∈ C \ {0; 1}, β ∈ C \Q und αβ ist mindestens eine transzendent.

c) Seien α ∈ A \ {0} und β ∈ A \ {0; 1} derart, dass c · log (α) + d · log (β) 6= 0 für alle

(c, d)T ∈ Q2 \
{

(0, 0)T
}

ist.

Zeigen Sie für alle (γ, δ)T ∈ A2 \
{

(0, 0)T
}

γ · log (α) + δ · log (β) 6= 0 !

Lösung:

a) Nach Aufgabe 69 b) sind
√

14 = 2
√

2 · 7 /∈ Q und
√

35 = 2
√

5 · 7 /∈ Q.

Wegen
√

14
2 − 14 = 0 und

√
35

2 − 35 = 0 sind
√

14 ∈ A und
√

35 ∈ A. Trivialerweise
gilt 0 < 1 =

√
1 <

√
14, also 0 6=

√
14 6= 1.

Mit dem Satz von Gelfond–Schneider folgt die Transzendenz von
√

14
√

35
.

Es ist eπ = e(−i)·π·i =
(

e−i·π
)i

= (−1)i.

Wegen −1 < 0 < 1 und (−1) + 1 = 0 ist −1 ∈ A \ {0; 1}.
Da i2 + 1 = 0 ist, gilt i ∈ A. Wegen i /∈ R ist i /∈ Q.

Mit dem Satz von Gelfond–Schneider folgt die Transzendenz von eπ.
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Es ist eπ·
√

163 = e(−i)·π·i·
√

163 =
(

e−i·π
)i·

√
163

= (−1)i·
√

163.

Wegen −1 < 0 < 1 und (−1) + 1 = 0 ist −1 ∈ A \ {0; 1}.
Da
(

i ·
√

163
)2

+ 163 = 0 ist, gilt i ·
√

163 ∈ A.

Wegen i /∈ R und
√

163 ∈ R ist i ·
√

163 /∈ R und damit auch i ·
√

163 /∈ Q.

Mit dem Satz von Gelfond–Schneider folgt die Transzendenz von eπ·
√

163.

b) Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

⇒ Es gelte der Satz von Gelfond–Schneider.

Seien α ∈ C \ {0; 1} und β ∈ C \Q.

Ist α transzendent, so ist nichts zu zeigen. Sei also α als algebraisch angenommen.

Ist β transzendent, so ist nichts zu zeigen. Sei also β als algebraisch angenommen.

Da α ∈ A \ {0; 1} und β ∈ A \ Q sind, ist αβ nach dem Satz von Gelfond–
Schneider transzendent.

⇐ Es gelte die Aussage aus der Aufgabenstellung.

Seien α ∈ A \ {0; 1} und β ∈ A \Q.

Da α und β nicht transzendent sind, muss also αβ transzendent sein.

c) Annahme: Es gibt ein (γ, δ)T ∈ A \
{

(0, 0)T
}

mit γ · log (α) + δ · log (β) = 0.

Ist γ = 0, so ist δ 6= 0, es folgt δ · log (β) = 0 und wegen δ 6= 0 ergibt sich log (β) = 0.

Aus γ = 0 folgt also 0 · log (α) + 1 · log (β) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.

Es werde nun γ 6= 0 vorausgesetzt.

Dann folgt

log (α) = − δ

γ
· log (β) .

Dabei ist δ
γ

/∈ Q, da sonst 1 · log (α) + δ
γ
· log (β) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung

stünde.

Da A ein Körper ist, gilt − δ
γ
∈ A \Q.

Es ist
β− δ

γ =
(

elog(β)
)− δ

γ = e−
δ
γ
·log(β) = elog(α) = α.

Wegen β ∈ A \ {0; 1} ist also nach dem Satz von Gelfond–Schneider α transzendent
im Widerspruch zu α ∈ A \ {0}.
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Aufgabe 72 (Die Menge der Liouville–Zahlen)
Zeigen Sie, dass die Menge L := {α ∈ R|α ist eine Liouville–Zahl} eine überabzählbare
Menge mit Lebesgue–Maß 0 ist!
Tipp: Für die Überabzählbarkeit variieren Sie das Beispiel aus der Vorlesung, indem Sie im

Exponenten eine monoton wachsende Folge multiplizieren!
Für die Maß–Eigenschaft hilft es, zunächst L ∩ (−m; m) mit m ∈ N zu betrachten.

Lösung:

• Es gibt überabzählbar viele monoton steigende Folgen in N.

Annahme: Es gibt nur abzählbar viele monoton steigende Folgen mit natürlichen Folgen-
gliedern.

Für alle ℓ ∈ N sei fℓ :

{ N → N
n 7→ fℓ (n)

}

monoton steigend derart, dass fℓ 6= fj für alle

ℓ ∈ N und alle j ∈ N mit j 6= ℓ und

{g : N→ N| g ist monoton steigend} = {fℓ : N→ N| ℓ ∈ N}

sind. Definiere f (1) := f1 (1) + 1 und setze dann f (n) := max {f (n − 1) ; fn (n) + 1} für
alle n ∈ N.

Die Folge f :

{ N → N
n 7→ f (n)

}

ist monoton steigend und unterscheidet sich für alle

ℓ ∈ N wegen f (ℓ) ≥ fℓ (ℓ) + 1 von fℓ.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der fℓ mit ℓ ∈ N.

• Jede monoton steigende Folge in N liefert eine Liouville–Zahl.

Seien g :

{ N → N
n 7→ gn

}

monoton steigend und αg :=
∞
∑

j=1

1

2gj ·j!
.

Seien k :

{ N → N
n 7→ kn := 2gn·n!

}

und b :











N → N
n 7→ bn := kn ·

n
∑

j=1

1

2gj ·j!











.

Für alle n ∈ N ist

bn = kn ·
n
∑

j=1

1

2gj ·j!
= 2gn·n! ·

(

1

2gn·n!
+

n−1
∑

j=1

1

2gj·j!

)

= 1 + 2 ·
n−1
∑

j=1

2gn·n!−gj·j!

ungerade und damit teilerfremd zu kn, da die Exponenten der Summanden der letzten
Summe wegen der Monotonie von g und ! nicht–negative ganze Zahlen sind.

Für alle n ∈ N gilt

∣

∣

∣

∣

αg −
bn

kn

∣

∣

∣

∣

=
∞
∑

j=n+1

1

2gj ·j!
=

1

2gn+1·(n+1)!
·

∞
∑

j=n+1

1

2gj ·j!−gn+1·(n+1)!

≤ 1

2gn+1·(n+1)!
·

∞
∑

j=n+1

1

2gj ·(j!−(n+1)!)
≤ 1

2gn·n!·(n+1)
·

∞
∑

j=n+1

1

2j!−(n+1)!

≤ 1

2gn·n!·n+gn·n!
·

∞
∑

j=0

1

2j
=

2−gn·n!

(2gn·n!)n · 1

1 − 1
2

=
2−gn·n!+1

kn
n

.
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Wegen lim
n→∞

2−gn·n!+1 = 0 ist αg ∈ L.

Da es überabzählbar viele monoton steigende Folgen mit natürlichen Folgengliedern gibt
und die α–Werte zweier verschiedener Folgen unterschiedlich sind, gibt es überabzählbar
viele Liouville–Zahlen.

• Das Lebesgue–Maß von L
Für alle q ∈ N \ {1}, alle n ∈ N und alle m ∈ N sei Aq,n,m :=

qm
⋃

p=−qm

(

p

q
− 1

qn
;
p

q
+

1

qn

)

.

Dann gilt L ∩ (−m; m) ⊆
∞
⋃

q=2

Aq,n,m für alle m ∈ N und alle n ∈ N.

λ bezeichne das Lebesgue–Maß. Für alle q ∈ N \ {1}, alle n ∈ N und alle p ∈ Z ist

λ

((

p

q
− 1

qn
;
p

q
+

1

qn

))

=

(

p

q
+

1

qn

)

−
(

p

q
− 1

qn

)

=
2

qn
.

Für alle m ∈ N und alle n ∈ N \ {1; 2} folgt aus der Theorie der Riemann’schen
Untersummen

λ (L ∩ (−m; m)) ≤ λ

(

∞
⋃

q=2

Aq,n,m

)

≤
∞
∑

q=2

λ

(

qm
⋃

p=−qm

(

p

q
− 1

qn
;
p

q
+

1

qn

)

)

≤
∞
∑

q=2

qm
∑

p=−qm

λ

((

p

q
− 1

qn
;
p

q
+

1

qn

))

=
∞
∑

q=2

qm
∑

p=−qm

2

qn

=

∞
∑

q=2

2

qn
· (qm − (−qm) + 1) =

∞
∑

q=2

4qm + 2

qn

≤ (4m + 2) ·
∞
∑

q=2

1

qn−1
≤ (4m + 2) ·

∞
∫

1

q−n+1 dq

=(4m + 2) ·
[

q−n+2

−n + 2

]q=∞

q=1

=
4m + 2

n − 2
.

Also existiert für alle m ∈ N und alle ε ∈ R+ ein nm (ε) ∈ N \ {1; 2}, so dass

λ (L ∩ (−m; m)) ≤ 4m + 2

n − 2
< ε

für alle n ∈ N mit n ≥ nm (ε) ist.

Deshalb ist L ∩ (−m; m) für alle m ∈ N eine Nullmenge.

Damit ist auch L =

∞
⋃

m=1

(L ∩ (−m; m)) als abzählbare Vereinigung von Nullmengen wie-

der eine Nullmenge.
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