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Erganzungen zur

Aufgabe 70 (Ein Irrationalitatskriterium)

a) Zeigen Sie fiir p€ Z, g € N, s € Z und t € N mit § # 7 die Ungleichung
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b) Zeigen Sie die Irrationalitdt von o € R, falls es eine Funktion f : { N = R ) }’

r — f(z
eine Folge p : { ]Ijl : ]Iq\I

allen € N, lim ¢, = oo, lim

n—oo

} und eine Folge ¢ : {
flan)

1

} mit (py,q,) = 1 fir

n = Pn

= oo und

Pn
o — —

dn

< L fiir alle n € N gibt!
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c) Koénnen Sie mit diesem Kriterium zeigen, dass e irrational ist? Wenn ja, wie?

Losung:

a) SeieanZ,qelN,SGZunth]Nmit57&%.

Dann gilt
0<|P_ | _|pt—as| _ Ipt—qst
qg 1 qt qt
was pt — gs € 7\ {0} liefert.
Damit folgt
p_s|_Ipt—gs| _ 1
q 1 qt qt
. N — RT N — Z N — N .
b) Seien o € R, f : {fo(x)}’p {n’_)pn}undq. {ann}mlt
(Pn, qn) = 1 fiir alle n € N, lim ¢, = oo, lim % = oo und
Pn 1 "
a——| < fiir alle n € N.
an| [ (qn)




Annahme: o € Q3. Dann gibt es ein s € Z und ein ¢t € N mit (s,#) =1 und a = 3.

Wegen lim % = oo existiert ein ny € N mit f(g,) > tg, fiir alle n € N mit n > n;.

Sei m € N mit {;—Z = «a. Dann gilt sg,, = tp,, wegen a = 3.
Also ist t ein Teiler von sq,, und q,, ist ein Teiler von tp,,.
Wegen (s,t) = 1 teilt ¢ also g, und wegen (p,,, ¢,) = 1 teilt g, also ¢t. Damit folgt ¢, = t.

Wegen lim ¢, = oo gibt es deshalb ein ny, € N mit % # « fiir alle n € N mit n > no.
Sei ng := max {n;ny}. Fiir alle n € N mit n > ng sind 7 # f;—: und f(qn) > tq,.
Fiir alle n € N mit n > ngy folgt mit Aufgabenteil a) der Widerspruch
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c) Nein.

Aufgabe 71 (Satz von GELFOND—-SCHNEIDER)

Der Satz von GELFOND-SCHNEIDER besagt, dass fiir « € A\ {0;1} und f € A\ Q die Zahl
af = e#198(@) transzendent ist, wobei log (a) eine Zahl ist, die in die Exponentialfunktion
eingesetzt den Wert « liefert und mit A die Menge der algebraischen Zahlen bezeichnet wird.

a) Zeigen Sie, dass v/ 14\/5, e™ und e™ V163 = {e“' 163J +1—0,00000000007...transzendent
sind!

b) Zeigen Sie die Aquivalenz des Satzes von GELFOND-SCHNEIDER zur folgenden Aussage!
Von den Zahlen o € €\ {0;1}, 8 € C\ @ und o ist mindestens eine transzendent.

c) Seien « € A\ {0} und g € A\ {0;1} derart, dass ¢ - log () + d - log () # 0 fiir alle
(c,d)" € Q2\ {(o, O)T} ist.
Zeigen Sie fiir alle (7, 0)" € A2\ {(O, O)T}

7 -log(a) +d-log (B) #0 !

Losung:

a) Nach Aufgabe 69 b) sind V14 =v2-7¢ Q und V35 =V5-7¢ Q.

Wegen \/ﬂ2 — 14 =0 und \/ﬁ2 — 35 =0sind V14 € A und V35 € A. Trivialerweise
gilt 0 < 1=+1< 14, also 0 # V14 # 1.

Mit dem Satz von GELFOND—-SCHNEIDER folgt die Transzendenz von \/14\/?
Es ist e™ = e(7)7m1 = (e_i'”)i = (-1)".

Wegen —1 <0< lund (-1)+1=0ist —1 € A\ {0;1}.

Dai?+1=0ist, gilt i € A. Wegen i ¢ Risti¢ Q.

Mit dem Satz von GELFOND—-SCHNEIDER folgt die Transzendenz von e”.
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b)

Es ist e™V163 — o(—i)-miv163 _ (e—i'ﬂ)i'\/@ (_1)i-\/@'

Wegen —1 <0< 1lund (-1)+1=0ist -1 € A\ {0;1}.

Da (i-v163)" + 163 = 0 ist, gilt i- /T63 € A.

Wegen i ¢ R und /163 € R ist i- /163 ¢ R und damit auch i- /163 ¢ Q.
Mit dem Satz von GELFOND-SCHNEIDER folgt die Transzendenz von e™ V163,

Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

= Es gelte der Satz von GELFOND—-SCHNEIDER.
Seien a € C\ {0;1} und f € C\ Q.
Ist « transzendent, so ist nichts zu zeigen. Sei also « als algebraisch angenommen.

Ist ¢ transzendent, so ist nichts zu zeigen. Sei also [ als algebraisch angenommen.

Da o € A\{0;1} und 3 € A\ Q sind, ist o nach dem Satz von GELFOND—
SCHNEIDER transzendent.

< Es gelte die Aussage aus der Aufgabenstellung.
Seien « € A\ {0;1} und g € A\ Q.

Da o« und 3 nicht transzendent sind, muss also o transzendent sein.

Annahme: Es gibt ein (v,6)" € A\ {(0, O)T} mit 7 - log () + 9 - log () = 0.

Ist v =0, soist 0 # 0, es folgt § - log (5) = 0 und wegen & # 0 ergibt sich log () = 0.
Aus v = 0 folgt also 0 - log (o) + 1 - log () = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.
Es werde nun ~ # 0 vorausgesetzt.

Dann folgt
4]
log (ar) = > log ().

Dabei ist % ¢ , da sonst 1 - log (o) + g -log () = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung
stiinde.

Da A ein Korper ist, gilt —% e A\ Q.

Es ist )
375 = (elos@) ™ = o3 l0s(B) _ Jlog(a) _

Wegen € A\ {0; 1} ist also nach dem Satz von GELFOND—-SCHNEIDER « transzendent
im Widerspruch zu o € A\ {0}.



Aufgabe 72 (Die Menge der LIOUVILLE-Zahlen)
Zeigen Sie, dass die Menge L := {a € R|a« ist eine LIOUVILLE-Zahl} eine iiberabzéhlbare
Menge mit LEBESGUE-Maf 0 ist!
Tipp: Fiir die Uberabzihlbarkeit variieren Sie das Beispiel aus der Vorlesung, indem Sie im
Exponenten eine monoton wachsende Folge multiplizieren!
Fiir die Maf-Eigenschaft hilft es, zunéchst L. N (—m;m) mit m € N zu betrachten.

Losung:

e Es gibt iiberabzihlbar viele monoton steigende Folgen in IN.

Annahme: Es gibt nur abzéhlbar viele monoton steigende Folgen mit natiirlichen Folgen-
gliedern.

Fiir alle ¢ € N sei f : H;LI : ?(n)
¢

¢ € N und alle j € N mit j # ¢ und

monoton steigend derart, dass f, # f; fiir alle

{g : N — N]| g ist monoton steigend} = { f, : N — N| ¢ € N}

sind. Definiere f (1) := fi (1) + 1 und setze dann f (n) := max{f (n —1); f, (n) + 1} fiir
alle n € N.

. N — N
Die Folge f : R

¢ € N wegen f(£) > f,({)+ 1 von f,.
Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der f, mit £ € N.

ist monoton steigend und unterscheidet sich fiir alle

e Jede monoton steigende Folge in N liefert eine LIOUVILLE-Zahl.

. N — N ) =1
Seien ¢ : { I } monoton steigend und oy = Zl S
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Seien k : { I ogn-n! } und b : no by =k - Z o
j=1

Fir alle n € N ist

n—1 n—1
gn-n! _ gn-nl—g;-j!
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ungerade und damit teilerfremd zu k,, da die Exponenten der Summanden der letzten
Summe wegen der Monotonie von g und ! nicht-negative ganze Zahlen sind.

Fiir alle n € N gilt

[e.e] o

b, 1 1 1
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Wegen lim 279"+ = 0 ist o, € L.

n—oo

Da es iiberabzéhlbar viele monoton steigende Folgen mit natiirlichen Folgengliedern gibt

und die a—Werte zweier verschiedener Folgen unterschiedlich sind, gibt es iiberabzéhlbar
viele LIOUVILLE-Zahlen.

e Das LEBESGUE-MaR von L

qm
1 1
Fiir alle ¢ € N\ {1}, alle n € N und alle m € N sei A, , := U <Z—9 - —; Py —)
9" q q"

p=—qm

Dann gilt LN (—m;m) C U Agnm fir alle m € N und alle n € N.
q=2

A bezeichne das LEBESGUE-Maf. Fiir alle ¢ € N\ {1}, alle n € N und alle p € Z ist

1 1 1 1 2
(202 Co)-(o0) -2
q q° q q q q q q q

Fir alle m € N und alle n € N\ {1;2} folgt aus der Theorie der RIEMANN’schen
Untersummen

ot Qo) (0 -002)

p=—gm 4 7
[e'e) qm p 1 p 1 oo qm 2
Y M((E-FEg)) X x4
q=2 p=—qm q T 1q q q=2 p=—qm q
=2 = dgm + 2
= —n-(qm—(—qm)H):Zin
q:2q q=2 q
o) 1 o0 .
§(4m+2)~zqn_1 §(4m+2)~/q 1 dg
q=2 1
—n42 14=>° 4 2
—(4m+2). |2 _mte
—n+2] n—2

Also existiert fiir alle m € N und alle € € R* ein n,, (¢) € N\ {1;2}, so dass

<4m+2

AL N (=m;m))

<€
n— 2

fir alle n € N mit n > n,, (¢) ist.

Deshalb ist . N (—m;m) fiir alle m € N eine Nullmenge.

[e.e]

Damit ist auch L = U (L N (—m;m)) als abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen wie-
m=1

der eine Nullmenge.



