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Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien α und β zwei Ordinalzahlen. Beachte, dass falls es eine streng monoton
steigende Abbildung f : β → α gibt, dann ist β ≤ α.

1. Zeige, dass die Relation ∈ auf jeder Teilmenge A ⊂ α eine Wohlordnung de�niert.

2. Zeige, dass es für jede Teilmenge A ⊂ α eine Ordinalzahl β ≤ α gibt, welche zu A in Bijektion
ist.

Aufgabe 2. (6 Punkte) Eine Menge A heiÿe endlich, falls sie in Bijektion mit einer natürlichen
Zahl m aus ω ist. Bezeichne dies als A ∼ m.

1. Mit Induktion zeige, dass die Menge

Y = {n ∈ ω | ∀y ⊂ n ∃m ∈ ω mit y ∼ m}

gleich ω ist. Schlieÿe daraus, dass jede Teilmenge einer endlichen Menge wiederum endlich ist.

2. Zeige mit Induktion, dass jede linear geordnete nicht-leere endliche Menge ein kleinstes und
ein gröÿtes Element besitzt.

3. Schlieÿe daraus, dass ω keine endliche Menge ist.

Aufgabe 3. (6 Punkte)

1. Falls A ∼ ω, zeige mit Hilfe des Satzes von Cantor-Bernstein-Schröder, dass

ω ∼ A
∐

1 = A× {0} ∪ 1× {1}.

2. Schlieÿe daraus, dass ω+ keine Nachfolgerzahl ist.

Aufgabe 4. (4 Punkte) De�niere rekursiv die ordinale Exponentiation zur Basis ω:

• ω0 = 1,

• ωα+1 = ωα · ω,

• ωα =
⋃
β<α

ωβ , für α Limeszahl.

Zeige mit Hilfe der Rekursion, dass α ≤ ωα für jede Ordinalzahl α.
HINWEIS: Zeige zuerst, dass 1 ≤ ωα für jede Ordinalzahl α.


