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Aufgabe 1. (4 Punkte) Sei £ = {P} eine Sprache, wobei P ein einstelliges Relationszeichen ist.
Betrachte die Theorie T in der Sprache £, deren Modelle genau die £-Strukturen A derart sind,
dass sowohl PA als auch A\ P# unendlich sind.

1. Zeige, dass T axiomatisierbar und vollstindig mit Quantorenelimination ist.

2. Beschreibe das Primmodell von T, falls es existiert. Fiir jede Ordinalzahl x > Ny, wie sehen
die k-saturierte Modelle von T aus? Gibt es saturierte Modelle von T'7

Aufgabe 2. (4 Punkte) Seien A < B zwei Strukturen in einer Sprache £ und p ein 1-Typ iiber A,
welcher in A ausgelassen wird. Betrachte eine Typenerweiterung p C g, mit ¢ in SP(B) derart, dass
fiir jede £p-Formel o(x,b) in ¢ es ein Element a aus A gibt, sodass B |= ¢(a, b).

Zeige, dass g kein isolierter Typ ist.

Aufgabe 3. (12 Punkte) Sei R ein unitirer Nullteilerfreier Ring in Charakteristik 0, dessen Theorie
in der Ringsprache Quantorenelimination hat. Beweise, dass R ein kommutativer Ring ist. Folge
dabei folgenden Uberlegungen:

1. Wie sehen quantorenfreie Formeln ¢(x) in einer freien Variable aus?

2. Das Zentrum
Z(R)={reR|r-s=s-rV¥seR}

ist eine definierbare Teilmenge von R, welche Z enthilt (Warum?). Zeige: Falls R # Z(R),
dann gibt es ein nicht-triviales Polynom ¢(X) in Z[X] kleinsten Grades, das auf R\ Z(R)
verschwindet.

HINWEIS: Die Menge Z(R) ist unendlich und wird durch eine quantorenfreie Formel defi-
niert.

3. Zeige, dass das Element r aus R genau dann in Z(R) liegt, wenn r + 1 in Z(R) liegt.

4. Schliefse daraus, dass ¢(X + 1) — ¢(X) das Nullpolynom ist.

HINWEIS: Gib eine explizite Formel fiir das Polynom ¢(X + 1) — ¢(X) an. Was ist sein
Grad?

5. Zeige, dass das Polynom ¢ konstant ist.
HINWEIS: Das Polynom ¢(X) — ¢(0) hat unendlich viele Nullstellen.

6. Schliefse daraus, dass R ein kommutativer Ring ist.



