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Aufgabe 1. (6 Punkte)
Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes X ist dicht, falls Y ∩ U 6= ∅ für jede nicht-leere

o�ene Menge U von X.

1. Falls X unendlich und T1 ist, zeige, dass jede dichte Teilmenge unendlich ist.

HINWEIS: Aus einer geeigneten Folge (xn)n∈N von Elementen aus X bilde eine Folge von
verschiedenen Elementen aus Y .

2. Angenommen, dass X unendlich, kompakt und 0-dimensional derart ist, dass X eine abzähl-
bare Basis der Topologie besitzt, zeige, dass X die Baire Eigenschaft besitzt: für jede Familie
{Un}n∈N o�ener dichter Mengen gilt

⋂
n∈N

Un 6= ∅.

HINWEIS: Konstruiere eine absteigende Kette ∅ 6= Bn+1 ⊂ Bn ⊂ Un von Basiselementen
und nehme das Komplement.

Aufgabe 2. (14 Punkte)
Sei nun eine widerspruchsfreie Theorie T in der Sprache L und betrachte eine unendliche Menge

C neuer Konstantenzeichen. Sei SL∪C
0 (T ) der topologischer Raum aller Vervollständigungen von T ,

als L ∪ C-Theorie.

1. Gegeben eine L-Formel ϕ(x) in einer freien Variable, zeige, dass die Teilmenge

U(ϕ) = {T ′ ∈ SL∪C
0 (T ) | ∃c ∈ C, so dass (∃xϕ(x) =⇒ ϕ(c)) ∈ T ′}

o�en und dicht ist.

HINWEIS: Eine Aussage χ in T ′ enthält nur endliche viele Konstanten aus C. Setze eine
geeignete L ∪ C-Struktur auf ein Modell von T ′ und betrachte sein vollständiges Diagramm.

2. Gegeben c1, . . . , cn aus C, zeige, dass die Abbildung

αc̄ : SL∪C
0 (T ) → SL

n(T )
T ′ 7→ {ϕ(x1, . . . , xn)L -Formel |T ′ |= ϕ(c1, . . . , cn)}

wohl-de�niert und surjektiv ist.

3. Zeige, dass die obige Abbildung (mit den entsprechenden Topologien) stetig ist.

4. Zeige, dass das Urbild einer dichten Menge X ⊂ SL
n(T ) dicht in SL∪C

0 (T ) ist.

HINWEIS: Gegeben eine L ∪ C-Aussage χ = χ(c1, . . . , cn, d̄), wobei d̄ ein Tupel aus C mit
d̄∩{c1, . . . , cn} = ∅ ist, �nde einen n-Typ in X, welcher ∃ȳχ(x1, . . . , xn, ȳ) enthält. Setze eine
geeignete L ∪ C-Struktur auf ein bestimmtes Modell.


