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Ein stabiles Modell mit der finite cover property

aber ohne Vaughtsche Paare
' Martin Ziegler

1)

Es ist leicht zu sehen, daB jede stabile Theorie mit der fep ein
Vaughtsches Paar in T°? hat, Hrushovski hat gezeigt, daB jede
superétabile Theorie mit der fep ein "richtiges" Vaughtsches Paar
i hat., Ausgangspunkt des hier konstuierten Modells ist einAModell N

~ von Rothmaler, das-kein Vaughtsches Padr hat,; wihrend ned ein

5 Vaughtsches Paar hat.Elisabeth Bouscaren ist fiir die Frage zu dan-
 ken,

3 2) RothmaleBS'quellk‘

Fir eine Primzahl p sei Z(p) die Lokalisierung von & mnach (p)
ungd filir jede natﬁr{iche Zahl i sei N.1 eine Kopie won .Z(D).
Rothmalers Modell ist die abelsche Gruppe '

N = @& N, .
jey *
.Lemnma 1 o -
N ist stabil, hat ein Vaughtsches Paar in N°? , aber nicht
in N, -
Beweis:

N ist stabil (und hat nicht die fecp ') wie jede abelsché Gruppe.

N/pN ist in N®9 definierbar und vérgr6Bert sich nicht bei der
elementaren Erweiterung N < Ne @ . Also haben wir ein Vaught-

séhes Paar in Neq;

Andererseits gibt es in N kein Vaughtsches Paar.Denn jede unendlic
. definierbare Teilmenge X von N enth&éIt eine Nebenklasse einer Grupype
ngnN « Wenn N’ nun eine echte elementare Erweiterung von N ist, so
}ﬁwird auch PN’ echt grSBer , denn x> p°x definiert eine Bi-
Eajektion zwischen N und pnN. Also ist auch X’ echt grifler als

X.(Das gleiche Argument gilt auch fir jede zu N elemendkr dqui- -
: , a

valente Gruppe).
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Wir machen nun N und V = N/pN =zu einer zweisortigen Struktur

(N 5’V) ’

indem wir die Projektion von N auf V auszeichnen und V die
naturllche Struktur als Fp~Vektorraum aufprégen.Es ist klar, daB
(N;V) in Neq definierbar ist. (N; V) ist also stabil und hat kein

Vaughtsches Paar der eraten Sorte.

Lemma 2
Jede in (N3;V) o-definierbare Relation auf V ist schon in

V allein définierdar, ' t

Beweis: _
Weil v —kategorlsch 1st, gendigt es zu zeigen, daB sich jeder
endliche partlelle Automorphismus von V zu einem Automorphlsmus
von (N;V). fortsetzen 1l#Bt. Sei

"Vi':'N'i/‘pNi und v-=igaﬂvi .
Dann 188+% sich jeder endliche partielle Automorphismus von V

Zu einem Automorphismus von V fortsetzen, der fﬁr~genﬁgend grofles n

V0+Vl +‘ooo +‘Vn
ih sich abbildet und die Elemente von
Vogp1 + V a0 T oeeee

fixiert. Ein solcher Automorphismus 148t sich aber immer zu einem

Automorphismus von N 1liften, der
Nl + N1 + oo + Nn
- in sich abbildet und auf

N l + Nn+2 + 0101..

n+
identisch operiertg
- oLemmg 3 u :
(NI;Vl)-< (NZ; 2) sei eine elementare. Erweiterung von Modellen|
die zu (N3;V) elementar dquivalent sitd. Dann 1st N%JVZ

algebraisch abgeschlossen in N2u V2.
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 Beweis:

Sei &a algebraisch iiber ‘N%;{Fi (Fe‘V%). Weil V streng minimal
ist (in sich - also wegen Stabilitét und Lemma 2 auch in (N;V)),
hat tp(B/Nl) einen Morleyrang. Also hat auch tp(a/Nl) Mbrleyrango
In N' haben aber nur algebraische Typen Morleyrang (siehe Beweis
von Lemma 1), Also ist & in NT. a

2) Das MNodell
Wir zerlegem N in Mengen I, &er M#chtigkeit n (n> o). Setze
Pp=(J(e N +pN) .
n>o iéln '
Unser Modell ist

N'= (N,P) .

Satz 1

N ist stabil, hat die fep, aber kein Vaughtsches Paar,

? Bewels:s
% Wir haben zu zeigen, dafB

(v"5v)

stabil ist, die fcp hat, aber'kein Vaughtsches Paar in der ersten
Sorte. Sei
M .
e=U (e v und V= (V,Q) .
n>o iel - '
n

Es ist klar, daB (N;V*) und (N*;V)  interdefinierbar sind.
Es genligt also, die gewlinschten Eigenschaften fiir (N; V") zu veri-

fizieren.
Dg8 (N;V¥) die fep hat, folgt daraus daB V™ @&le fep hats

Lemma 4
i) V¥ nat die fep
ii) v* dist we-stabil .
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eweis: :
x

P _ ,
Sei Vv # o ein Element von V,. Dann ist V; in V' aus v defi-

nierbar: e

v, = {wev | wea & v+ wea]

Da also die Vi uniform definierbar sind und beliebig groBe unend-
liche Méchtigkeit haben, hat V die fcp.

b)
Die Uverlegung in a) zeigt, daB die Modelle von Th(V*) die Form

(W,R) haben ,

~wobei W ein Fp—Vektorraum ist und R die Vereinigung von unab-

hdngigen Unterridumen:

An (n> o) ) Bj (je J) ,
wobedi An die DimeHsion n hat und die Bj unendlichdimensional

sind .Ebenso leicht lassen s1ch elementare Erweiterungen bestimmen

A

und Tynen zchlen.

Satz 1 folgt nun aus den zwel Sétzen des nidchsten Abschitts.

3) Uber stabile zweisortige HModelle

Sei (A;B) eine stabile zweisortige Struktur. B sei unendlich.
Variable X... laufen lber die erste, ¥y.... lber die zweite Sorte

Lemma 4

Qede Formel @(x,y) ist in (A;B) dquivalent zu einer Formel

Y(£(x),y)

wobei f eine o-definierbare Funktion von A nach” B®? ist.

Bewels:
Weil (A;B) stebil ist, ist jede Formel Y(a,y) 2zu einer Formel
Ee:B dquivalent. Ein Kombaktheltsargument zeigt,

wihlen konnen. f(a) sei nun der kanoni

Q

}X(B}y) fiir ein
daB wir X unabhOnglg von a
Parameter von X(b,y) in B ed,
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" Lemma 5 (Trennung der Variablen) .
Zu jeder definierbaren Funktion f:AxA — B und jedem Typ p(x)
aus S(A;B) gibt es definierbare Funktionen

e _
hl:A-—’Bq y hy:a—B°% hB:Beq——-)B y:
sodaf
‘ f(al!ag) = h3(h1(8.1),h2(8.2))

3 fir alle a, aus A und alle Realisierungen a, von p in
: elementaren Erweiterungen von (A;B).'(h3 ist nur partiell, aber

o-definierbar., )

| Beweis:
‘Sei ay eine Realisierung von p in einer geniigend saturierten
 elementaren Erweiterung .:(&;B). sei A (x) die Menge aller Formeln -

f(x,a)%b (€ A, beB) .

fwahle (al§...,an)£5 énsAL, sodaB fiir .= f(al,Ei) ~die Formel
X(:‘d,.’é b)) = (£(x,80)2bT A veve A £(x,a%)200)

ghinimalen A -Rang&Grad (r,g) hat ; Dann ist fir alle a, aus A
f(al,az) = das be B mit Rang/Grad( X (x,8,B5) A f(x,az)i-'b) =(r

%Weil Rang und Grad definierbar sind, kanhen wir schreiben |
f(ays2,)=b gdw. q(az,a;b,ﬁ) .

f%hch Lémma 4 ist |

| w(xzravY9§)

Eéquivalent zu einer Formel

Y(hy(x,)s7s7) -

éWir ktnnen annehmen, daB ‘Y(yQ,y,ﬁ) funktional in y ist :

q’(yzyy,y) dquivalent zu h3(y2vy)’é ¥y

etze

hl(xl) = (f(xl,al),,.;,f(xl,an))'
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In der induzierten Struktur von B haben wir fiir jede in (A;B)

o-definierbare Relation auf B ein Relationszeichen. sei B¥ eine
Expansion der induzierten Struktur auf B . L sei die Sprache von
(43B) , 1* aie Sprache von B und =Loul™ . Y

Lemma 6

Jede ;L+~Formel' P(x,y) ist in (A;By) zu einer Formel
Y*(£(x),y)

s S * '
dquivalent,wobei Y eine I ~Formel wnd f eine in (A;B)
o-definierbare Funktion von A mnach B®% ist. |

Beweis: _
Induktion liber den Aufbau von ¢
a) ¥ ist eine L-Formel: Lemma 4
b)) ist eine»'L*aFormel\W*(y) :klar -
c) ¥ =49 :klar nach Induktion
(o] . . * .
a) ¢ =‘F A W : Sei Vi, gquivalent zu Y (fi(x),y)) . Setze

f(x)= (f (x) f (x)) und,
W (ybgy) = (Vl(l Komnonente(y Yy¥) A 9'2(2 Komnonente(y )V ).
e) Y(x,y) = Yo 14 (x,y,v ) ¢ klar nach Induktion. _
f% ¢ (x,y) = 4 xo(fo(x,xo,y)‘: Sei ?o(x,xo,y) dquivalent zu
¥ R ) .
(Vo(fo(x,xo),y). Nach Lemma 4 ist Eixogxx,xo)=yo dguivalent zu

einer Formel X;(f(x),yo). Also ist § dHquivalent zu
Ty (X (£(x),5) A K (3,,7)). | u

Satz 2

Sei (A;B) stabil und B* eine stabile Expansion der induzierten
Struktur von B. Dann ist (A,B ) stabil.

Bewéis: 4 , L .

Wir nehmen (ohne Eischrénkung der Allgemeinheit) an, daB I' ab-
z8hlbar 1st Ay B - habe’ die Iachtlgkelt A . Wir missen zeigen, daB
S(A;B¥) - hochstens die Michtigkeid ) hat. Es ist

(A;B") u S (AB )

2.50rte

~ } * :
S(A;B7) = S1.sorte

Wir zeigen nur, daB es wenig Typen der ersten Sorte gibt. Der Beweis ,5
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fiir die zweite Sorte ist dhnlich. aber 1elohter..

' sei (8;BY) eine elementare Epweiterung von (A;B”). Wir miissen

" zeigen, daB die Michtigkeit von -

tp*(a/Av B) (aeA)

- hochstens 1 ist. No /
. Weil es<nach Voraussetzung hochstens X viele BsTypen p(x) uber

I AyB gibt, konnen wir annehmen, daB alle betrachteten a Realisierum
gen éines T=Typs p(x) sind.Weiter geniigt es fiir jede L -Formel
¢ (x;%,7) die Zahl der @ -Typen

"Gp’q, (a/Au B) (ae A , a realizes p)

durch A abzuschétzen.

| Nun ist aber nach Lemma 6 Y(x3x,¥) aqulvalent zZu

‘F*(f(x X),y) und (fiir x,die p realisieren und X aus A) nach

‘ Lemma 5 Hquivalent zu q)(h3(h1(x) hz(x)),y)

Also ist. tpg (a/Av B) durch tp (hl(a)/B) bestlmmt Weil BT

| stabil ist, folgt die pehauptung. 0

Satz 3

(A;B) und BY seien wie in Satz 2. Wemn

a) (A;B) kein Vaughtsches Paar in der ersten Sorte hat, und wenn

b) fiur alle zu (A;B) elementar squivalenten (A;B)< (A3B)
ToB algebraisch abgeschlossen in AuvB ist,

(A;B*) kein Vaughtsches Paar in der ersten Komponente.

dann hat

Bewels:

sei Y(x) eine in
beim Ubergang zu
nicht vergriBert.Sei ¢ aqulvalent zu (P(f(x)) wie in Lemma 6.
€dy , fiir das (b)\ ~ unendlich wire, so wirde

(%,B *) definierte umeridliche T * _Formel, die sich
einer deelgneten echten elementaren Erweiterung

| Ggsbe es ein beq’(B

" die Formel f(x)=b ein Vaughtsches Paar der ersten Sorte von (E;B)
liefern.Wir konnen ruhig annehmen, daB (3;B ) geniligend saturiert
igt.Wir finden dann eime Schrankéim mit £ L(b)] € n ftr alle
b G‘P(Beq).Sel ae Y@)\NE. Dann.ist a algebraisch lber AuB .
B ' R

Das geht nicht.
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