ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE UND HOMOLOGISCHE ALGEBRA

Vorlesung (Freiburg Sommersemester 1992)

Martin Ziegler

| HOMOTOPIEGRUPPEN

1 DI FUNDAMENTALGRUPPE

Zwei Punkte a und b eines topologischen Raumes X lassen sich durch einen Pfad
verbinden, wenn wir a stetig nach b verschieben kénnen - wenn es also eine
stetige Abbildung ¢ des Einheitsintervalls I = [0,1] nach X gibt (einen Pfad)

mit o(0)=a und o(1)=b.

Lemma 1

Durch einen Pfad verbunden zu sein ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

a ist mit sich selbst durch den trivialen Pfad la von a nach a - die konstante
Abbildung mit Wert a - verbunden. Wenn ¢ a und b verbindet, dann verbindet der
inverse Pfad o (x) = ¢(1-x) b und a. Einen Pfad o, der a und b verbindet
und einen Pfad T, der von b nach ¢ fiihrt, kénnen wir zu einem Pfad ot verbin-

den, der von a nach ¢ fiihrt: Wir setzen

o (2x%) falls xe[0,1/2]
To(x) =
T(2x-1) falls xel1/2,1]

Damit ist auch die Transitivitdt gezeigt. o

(12.10.92) 1



Wenn in X Jje zwel Punkte durch einen Pfad verbunden sind, nennen wir X

bogenweise zusammenhdngend. Ein bogenweise zusammenhdngender Raum ist zusam-

menhdngend.

Die Verkniipfung von Pfaden ist nicht assoziativ. Man nennt zwei Pfade o
und T dquivalent, wenn sie sich nur durch die Parametrisierung unterscheiden;

wenn also o=tea flir einen Automorphismus « von I, der die Endpunkte fest-

1aBt. Man zeigt leicht:

Lemma 2
1) Es handelt sich um eine Aquivalenzrelation.

2) Die Relation der Aquivalenz ist mit der Verkniipfung von Pfaden ver-

traglich.

3) Die Verkniipfung ist assoziativ auf Aquivalenzklassen von Pfaden.

o

Wir nennen zwei Pfade ¢ und T von a nach b homotop (mit festgehaltenen
Endpunkten), wenn es eine stetige Familie (¢t)teI von Pfaden von a nach b
gibt, fir die ¢0= ¢ und ¢1= T. Eine nach Elementen von I indizierte Familie
von Pfaden heiBt dabei stetig, wenn fir eine stetige Funktion F:IxI— X

¢t(s)=F(s,t).

F heiBt eine Homotopie von ¢ nach . Wir schreiben

F:oc =T rel(0,1)
oder auch kurz

(o bR 033y T

Aquivalente Pfade sind auch homotop: Eine Homotopie zwischen ¢ und cox
ist F(s,t)=c((1-t)s+ta(s)).
Lemma 3

Homotopie von Pfaden ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis:
Wie der Beweis von Lemma 1. Fir die Transitivitdt braucht man zum Beispiel:
Seien F:XxI—Y und G:XxI—Y stetig. Dann ist auch GF, definiert durch

falls tel0,1/2]

G(x,2t)
GF(x,t) =
F(x,2t-1) falls tel1/2,1]
stetig.l:l
Lemma 4

Die Verkniupfung von Pfaden ist mit der Homotopierelation vertriglich.

Beweis:
Sei F eine Homotopie von 2 nach o, und G eine Homotopie von o nach T,

Dann ist

F(i,2x) falls xel0,1/2]
GF(i,x) =

G(i,2x-1) falls xel[1/2,1]

eine Homotopie von T.9s nach T, =]

Sei nun X ein topologischer Raum und a ein Punkt von X. Sei nl(X,a) die
Menge aller Homotopiedquivalenzklassen von Pfaden von a nach a, von Schleifen

bei a. Nach Lemma 1 macht die Verkniipfung von Pfaden nI(X,a) zu einer Halb-

gruppe.

Satz S

nl(X,a) ist eine Gruppe, die Fundamentalgruppe von X bei a.

Beweis:

1a (genauer gesagt die Homotopieklasse von 1a) ist neutrales Element:
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F(s,t)m(%s)

ist eine Homotopie von 0‘1a nach o.
Sei ¢ ein Pfad von a nach b. Dann ist
-1
o (x) = oc(1-x)
der inverse Pfad von b nach a. Der Pfad o ‘o ist eine Schleife bei a, die zu

1a homotop 1ist; eine Homotopie wvon 1a nach o ‘¢ ist (0. "0.) wobei

i i'ier’

&5 c(min(i,x)) . Das zeigt, daB nl(X,a) Inverse hat. O

Lemma 6
Ein Pfad p von a nach b liefert einen Isomorphismus Pyx Von nl(X,a) mit

nl(X,b). Py hdngt nur von der Homotopieklasse von p ab.

Beweis:

Man setzt p,(o*)=p-10‘p. Die Behauptung folgt dann aus Lemma 4.0

Wenn X pfadweise (oder auch bogenweise) zusammenhingend ist, d.h. wenn Jje
zwel Punkte durch einen Pfad verbunden sind, konnen wir also von der Fundamen-

talgruppe nl(X) von X sprechen.

Lemma 4
Eine stetige Abbildung f von X nach Y induziert einen Homomorphismus

fy von m (X,a) nach n (Y, f(a)).

Beweis:

Wenn o ein Pfad von a nach b ist, so ist foc ein Pfad von f(a) nach f(b). Die
Anwendung von f vertauscht mit der Verkniipfung von Pfaden. na(f)(0)=foo ist
also ein Homomorphismus falls wohldefiniert. Wenn aber F eine Homotopie von o

nach T ist, so ist foF eine Homotopie von foo nach for. O
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Tatsdchlich ist L ein Funktor von der Kategorie der punktierten topolo-
gischen Ridume in die Kategorie der Gruppen. Die Objekte dieser Kategorie sind
topologische Rdume mit ausgezeichneten Punkt, Morphismen stetige Abbildungen,
die die ausgezeichneten Punkte ineinander {iberfiihren. Um das einzusehen, ist
nur noch zu bemerken, daB (fog), =f_og,.

L ist kein Funktor auf der Kategorie der bogenweise zusammenhingenden

topologischen R&ume. Der Grund dafiir ist, daB die Fundamentalgruppen i.A.
nicht abelsch sind! Sei fir eine Gruppe G

ab(G) = G/G’
die Abelianisierung von G (der Quotient von G nach der Kommutatorgruppe). Dann
ist HI(X)=ab(n1(X)) ein Funktor von der Kategorie der bogenweise zusammenhin-
genden topologischen R&ume in die Kategorie der abelschen Gruppen. Prizise
wird H1 so definiert:

In jedem X wdhle ein ay und setze Hl(X)=n1(X,aX). Fiir stetige Abbildungen

f:X—Y wihle einen Pfad p von f(aX) nach a,. Setze Hl(f)=p*of,.

v

2 HOoMOTOPE ABBILDUNGEN

Zwel Abbildungen fi:X—eY heiBen homotop, wenn f_ und f1 erstes und letztes

0

Mitglied einer stetigen Familie (ft)teI von Abbildungen von X nach Y sind.
Eine stetige Familie ist gegeben durch eine Homotopie F:XxI—Y via
ft(x)=F(x,t). Wir schreiben

F:f0= fl'

Eine Verallgemeinerung dieses Begriff enthdlt die Homotopie von Pfaden als

Spezialfall: Sei A eine Teilmenge von X, auf der fO und fl libereinstimmen.

Dann heiBen f_ und f, homotop relativ zu A, wenn f

0 1 und f, durch eine Familie

0 1
von Abbildungen verbunden werden, die alle auf A ilbereinstimmen. Man schreibt
f0= f1 rel A.

(12.10.92) S



Lemma 1
1) Homotopie (rel A) ist eine Aquivalenzrelation.

2) Homotopie ist mit der Verkniipfung von Abbildungen vertriglich.

Beweis:

1) Wie der Beweis von Lemma 1.3

0~ glofl, wobei
H(x,t)=G(F(x,t),t). O

2) Wenn F:fo2 f1 und G:goz g Dann ist H:goof

Lemma 1 gestattet die Definition der Homotopiekategorie: Die Objekte sind
topologische R3aume, die Morphismen Homotopieklassen von stetigen Abbildungen.
Zwei Rdume X und Y sind in dieser Kategorie isomorph, wenn es stetige Abbil-

dungen f:X—Y und g:Y—X mit fogxid, und gof~id, gibt. X und Y heiBen dann

Y X

homotopiedquivalent. f heiBt Homotopieinverses von g.

Satz 2

Homotope Abbildungen induzieren die gleiche Abbildung auf den Fundamen-
talgruppen. Genauer:

F:f = g seien homotope stetige Abbildungen von X nach Y und a ein Element
von X. Dann werden f(a) und g(a) durch den Pfad p(s)=F(a,s) verbunden.

Das Diagramm

f*
n (X,a) > 1. (Y, £(a))
1 1
Px
Ex
HI(Y,g(a))

ist kommutativ.
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Beweis:

Sei o eine Schleife bei a. Wir miissen zeigen, daSB

(1) foo = p(go@)p_l.

Das ist gleichbedeutend mit

(2) p Hfor)plgos 1) = 1
f(a)”

Sei ft(x)=F(x,t). Dann verbindet der Pfad pt(s)=p(ts) f(a) mit ft(a). Nach dem

niachsten Hilfssatz ist (Tt)teI’ definiert durch

= g3 o ° -1
Tt(S) =Py (f o*)pt(ft c )

eine stetige Familie von Pfaden. T, ist aber die linke Seite von (2) und =T

i 0

: =1
ist lf(a)(foo)lf(a)(foo ), also homotop zu 1f

(a)”

Hilfssatz:

s : - . =1
(pt)teI und (o-t)tEI seien stetige Familien von Pfaden. Dann ist auch (pt )teI
eine stetige Familie. Wenn fiir alle t der Endpunkt von Py gleich dem Anfangs-
punkt von oy ist, dann ist auch (ptcrt)teI eine stetige Familie.

Beweis:

Die erste Behauptung ist klar. Die Funktion pt(s)ot(s) stimmt auf [0,1/2]xI
mit pt(ZS) und auf [1/2,1]1xI mit vt(25—1) Uberein, ist also stetig. Daraus

folgt die zweite Behauptung. O

Folgerung 3
Bogenweise zusammenhidngende homotopiedquivalente Rdume haben isomorphe

Fundamentalgruppen.

Beweis:

Es gibt stetige Abbildungen f:X—Y und G:Y—X mit fogzidY und gofzidx. Sei a
in X, b=f(b) und c=g(b). Aus Satz 2 folgt, daB in der Sequenz
a b c
f,* g; f*
nl(X,a) > nl(Y,b) s nl(X,c) — n(Yif(c))

das Produkt von zwei aufeinander folgenden Abbildungen ein Isomorphismus

(12.10.92) 7



ist. Daraus folgt, daB gs ein Isomorphismus ist. O

Ein Raum, der homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum ist, heiBt

zusammenziehbar.

Bemerkung
Man sieht leicht, daB X genau dann zusammenziehbar ist, wenn es einen Punkt a
in X gibt, sodaB idX homotop zur konstanten Abbildung auf a ist. a kann belie-

big gewdhlt werden. Ein zusammenziehbarer Raum ist bogenweise zusammenhingend.

Ein bogenweise zusammenhingender Raum heiBt einfach zusammenhdngend, wenn

seine Fundamentalgruppe trivial ist.

Folgerung 4

Ein zusammenziehbarer Raum ist einfach zusammenhingend.

Man sieht leicht, daB fir jedes n der n-dimensionale euklidische Raum R"
zusammenziehbar ist. Ebenso ist klar, daB die n-dimensionale Vollkugel B zZu-
sammenziehbar ist. Wir werden spdter sehen, daB die n-Sphire oH nicht zusam-

menziehbar ist. Es gilt aber:

Satz 5

Die n-Sphdren sind fiir n=2 einfach zusammenhingend.
(Im n&chsten Abschnitt werden wir sehen, daRB nl(Sl) = 7Z.)

Beweis:

Wir fixieren drei Punkte a,b,c in Sn. Man sieht leicht, daB

s™\{b} = s™\{c} = R
einfach zusammenhdngend sind. Sei o eine Schleife bei a. Wir unterteilen Jetzt

I so fein 0=s.< s.<...< s =1, daB fir alle i<N 0([si,s. 1) b oder c nicht

0 1 N i+1

enthdlt. Wir koénnen erreichen, daB die o(si) verschieden von b und ¢ sind.
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Wahle flir jedes i einen Pfad To der a mit 0(31) verbindet und b und c umgeht

(das geht nur, wenn n22). o, sei der Teil von ¢, der von 0(si) nach o(si+1)

geht. o ist nun homotop zu

1 =1
ootl 110112 "'TN—loN—l'
Die Schleifen

=1 =1
®9Ty T191% v TNC1ON-1

sind aber alle zu la homotop. O

Wir haben eigentlich einen Spezialfall des Satzes von van Kampen bewie-

sen: X sei Vereinigung der offenen Mengen O und U. OnU sei bogenweise zusam-

menhdngend und enthalte a. Dann ist

nl(OnU,a) — nl(O,a)

nl(U,a) — nl(X,a)

ein push-out In unserem Fall war 0=S"\{b} und U=s™\{c}.

3 UBERLAGERUNGEN
Sei X ein topologischer Raum. Eine Uberlagerung von X ist ein Raum E zusammen
mit einer Abbildung p:E—X mit der folgenden Eigenschaft:
Jedes x hat eine Umgebung U, deren Urbild p_l(U) in disjunkte offene Men-
gen Uj zerlegt werden kann, die vermdge p zu U hom&omorph sind.
Diese Eigenschaft von U - die Kleinheit - kann auch so formuliert werden: Die
Abbildung p—l(U)—eU ist trivial, das heiBt es gibt einen diskreten Raum F, und

einen Isomorphismus f:p-l(U)—e UxF, der das Diagramm
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kommutativ macht. (m ist die natiirliche Projektion.).

Lemma 1

Sei p:E—X eine Uberlagerung und ¢ ein Pfad in X, der bei a anfangt. Dann
kann man o zu einem Pfad ¢’in E liften (das heiBt peo’=c¢), der bei einem
beliebigen a’ anfdngt, das iiber a liegt. o’ ist durch ¢ und a’ eindeutig

best immt.

Beweis:
Wenn die Uberlagerung E=XxF—X trivial ist und a’=(a,f), muB ¢’ die Form (o,T)

haben, wobei T ein Pfad in F ist, der bei f anféngt. Fiir T kann man 1 nehmen,

f

und weil F diskret ist, ist das die einzige Mdglichkeit.
Nun zum allgemeinen Fall: Weil I kompakt ist, gibt es eine Unterteilung
0=so< 5, ..< sN=1 von I, sodaB fiir jedes i 0([si,si+1]) in einer kleinen Um-

gebung Ui enthalten ist. Sei o, der Teil von ¢, der von 0(51) zu cr(s.1+ )

1
fihrt. Wir liften nun % (eindeutig) zu einem Pfad o)., der bei a’ anfangt.
Dann liften wir o, Zu einem Pfad oi, der bei ob(sl) anfangt, etc. SchlieBlich

: vy ) ? D
setzen wir 0=« Oy_1-

Sei p(a’)=a und ¢ ein Pfad, der bei a anfingt. Wir definieren

]

a o

als den Endpunkt, des Liftung ¢’ von ¢, die bei a’ anfingt. Man iiberlegt
leicht, daB (a’c)T = a’ (o).

Wir wollen zeigen, daB die Homotopieklasse von ¢’ nur von der Homotopie-
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klasse von ¢ abhdngt. Das folgt aus dem nidchsten Satz, der fiir den einpunkti-

gen Raum Z Lemma 1 enthdlt.

Satz 2 (Homotopieliftungssatz)

Sei p:E—X eine Uberlagerung. Dann 1iBt sich Jjedes kommutative Diagramm

£ 5

2 E
LOJ Jp
£ X

Zx] —m——MM8

wobei LO(Z)=(Z,O), durch ein Lifting
f’ :ZxI—E

ergdnzen. f’ ist eindeutig bestimmt.

Beweis:
Wie f’ aussehen muB ist klar: fiir jedes z ist

L s
Sy £ o

die Liftung des Pfades

I = >{z}xI = >X..

Es bleibt zu zeigen, daB f’ stetig ist. Das ist klar, wenn die Uberlagerung
E=XxF—X trivial ist: wir schreiben g(z)=(f(z,0),h(z)) fir eine stetige Abbil-
dung h:Z—F und haben dann f’ (z,s)=(f(z,s),h(z)).

Um die Stetigkeit von f’ im allgemeinen Fall zu sehen, sei z ein beliebiges

Element von Z. Wir finden eine Umgebung W von 2z und eine Einteilung

0=so< 5,<. .. < sN=1 von I, sodaB fiir jedes i<N f(Wx[si,s.

1+1]) in einer kleinen

Umgebung Ui enthalten ist. Betrachte fiir alle i<N das kommutative

Diagramm p " (U)

Wx[si,si+1] > Ui
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Weil rechts eine triviale Uberlagerung steht, ist f’ auf WX[Si'Si+1] stetig,
wenn f’ auf Wx{si} stetig ist. Weil f’ auf Wx{0} stetig ist, folgt induktiv,

daB f’ auf allen WX[Si,Si+1] und daher auch auf WxI stetig ist., O

Folgerung 3
Sei E—X eine Uberlagerung. Dann sind die Liftungen homotoper Pfade mit

gleichem Anfangspunkt homotop.

Beweis:

Sei F:o0o = T und ¢’ eine Liftung von ¢. Sei F’:IxI—E eine Liftung von F mit
F’(s,0)=¢’ (s). F’ ist eine Homotopie zwischen ¢’ und einem Pfad T’, der iiber T
liegt. Man muB noch checken, daB fir alle t F’(0,t)=c¢’(0) und F’(1,t)=¢’ (1).
Das liegt aber daran, daB z.B. t+— F’(0,t) die Liftung des trivialen Pfades

1 mit Anfangspunkt ¢’ (0) ist. O

a(0)
Sei p(a’)=a und ¢ ein Pfad, der bei a anféngt. Es folgt, daB a’c nur von
der Homotopieklasse von ¢ abhingt. Das liefert eine Operation (von rechts) von
ul(X,a) auf der Faser p_l(a).
Eine Gruppe G operiert (von links) auf einer Menge X, vermdge einer Ab-
bildung GxX—X , (g,x)r—g(x) mit 1(x)=x und g(h(x))=(gh)(x). G operiert tran-
sitiv, wenn es zu jedem x und jedem y ein g mit g(x)=y gibt. Und operiert re-

guldr, wenn g zusdtzlich eindeutig bestimmt ist.

"1(5 ) 2 Z. Wenn wir S1 mit dem Einheitskreis in C identifizieren, ent-
spricht der Zahl z die Homotopieklasse der Schleife o (bei 1):
o_(s) = &2T17S
Beweis:
Es ist klar, daB Iy . Wir missen zeigen, daB jede Schleife bei 1 zu

Z+W
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genau einem o, homotop ist:

R ist vermége r+— eZnir eine Uberlagerung von Sl, die Faser von 1 ist Z. Sei
T ein Schleife bei 1, wir nennen Ot die Windungszahl w(t) von 7. w(t) hangt
nur von der Homotopieklasse von T ab. Weil 0;(s)=zs, ist w(cz)=z.

Behauptung:

Zwei Schleifen bei 1 sind genau dann homotop, wenn sie die gleiche Windungs-
zahl haben.

Beweis:

Wenn p und ¢ die gleiche Windungszahl haben, sind p’ und ¢’ Pfade mit gleichem
Anfangspunkt. Weil R einfach zusammenhingend ist, sind p’ und ¢’ homotop. Also
sind auch p und ¢ homotop. O

Mit E" bezeichnen wir die n-dimensionale Vollkugel mit Rand Sn_l. Es be-

steht also EO aus einem Punkt, E1=I und Ez ist die Einheitskreisscheibe. Sei Y
ein Unterraum von X. Y heiBt Retrakt von X, wenn es eine stetige Abbildung
f:X—Y gibt mit fIY=idX. Y ist Deformationsretrakt von X, wenn fzidX und star-
ker Deformationsretrakt, wenn fﬂidx (rel Y).

Folgerung S (Browerscher Fixpunktsatz fiir n=1,2)
Sei n=1,2.

n—1

1) S ist kein Retrakt von E™

2) Jede stetige Abbildung g:E—E" hat einen Fixpunkt

Beweis:

1) Wenn Y Retrakt von X ist, ist Y bogenweise zusammenhdngend, wenn X bogen-
weise zusammen hdngend ist, also ist SO={O,1} kein Retrakt von El. Sei f die
Retraktionsabbildung, i die Inklusionsabbildung von Y nach X und a ein Element

von Y. Weil foi=idY, gilt fir die Homomorphismen
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fyoi,=id. i, ist also injektiv. Wenn X also einfach zusammenhingend ist, muB
auch Y einfach zusammenhingend sein. Also ist S1 kein Retrakt von EZ.

2) Wenn g keinen Fixpunkt hidtte, konnte man eine Retraktionsabbildung f von oo
nach Sn-1 konstruieren: Sei xeE" gegeben. Verlidngere die Gerade von g(x) nach

x bis sie auf S* © stoBt. Dieser Schnittpunkt sei f(x). O

Eine Uberlagerung p:E-—»X eines bogenweise zusammenhdngenden Raumes X mit
einfach zusammenhdngenden E - wie die im letzten Beweis betrachtete Uberlage-
rung von S1 - heiBt universell.

Der Beweis von Satz 4 zeigt, daB fiir universelle Uberlagerungen u1(X,a)
reguldr auf p_l(a) operiert. (DaB die Operation transitiv ist, liegt am bogen-

weisen Zusammenhang von E.)

Eine Decktransformation einer Uberlagerung ist ein Automorphismus 8 von E
mit ped=p., der also die Fasern von p invariant 14B8t. Die Decktransformationen
der oben betrachteten universellen Uberlagerung von 81 sind die Abbildungen

r+——r+z fir zeZ.

Satz 6

Sei X bogenweise und lokal bogenweise zusammenhédngend und p:E—X eine

universelle Uberlagerung. Dann gilt:

1) Die Fundamentalgruppe von X ist isomorph zur Gruppe der Decktransfor-
mationen.

2) Die Gruppe der Decktransformationen operiert reguldr auf jeder Faser.

Hier heiBt X lokal bogenweise zusammenhingend, wenn die Topologie eine Basis

aus bogenweise zusammenhingenden Umgebungen hat.
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Beweis:
Wir zeigen zuerst, wie 1) aus 2) folgt: Sei a eine Decktransformation. Und o’
eine Liftung von ¢, die a’ und a’’ verbindet. Dann ist «o’ eine Liftung von o,
die «(a’) und a(a’’) verbindet. Wir haben also
™) a(a’c) = («a’)o.
Fixiere ein a’ep_l(a) und setze

F(a) = das aenl(X,a) mit «a’=a’c.
F ist offensichtlich eine Bijektion. daB F ein Homomorphismus ist, folgt so:
Sei F(a)=g und F(B)=h, dann ist

(eB) (2’ )=a(B(a’ ) )=a(a’h)=(xa’ )h=(a’g)h=a’ (gh).
Beweis von 2) (Eindeutigkeit): Nehmen wir an, daB « den Punkt a, auf a, abbil-

2

.

det. Sei b1=a10 ein anderer Punkt von E. Dann ist a(b1)=a

2
Beweis von 2) :(Existenz): Seien a, und a, aus p-l(a) gegeben. Wir definieren
eine Decktransformation «, die a, in a, abbildet, durch a(a10)=aza.Es bleibt
nur noch die Stetigkeit von a zu zeigen. Sei a(b1)=b2 und p(bi)=b. Widhle ein
kleine und bogenweise zusammenhingende Umgebung U von b und eine offene Zerle-
gung (Ui) von p_l(U) auf denen p ein Homdomorphismus mit U ist. b1 moége in U1
und b2 in U2 liegen. Weil die Ui bogenweise zusammenhingen, folgt, daB « U1

auf U2 abbildet. « ist also ein Homdomorphismus zwischen U1 und U2.

Folgerung 7

1) Wenn X lokal bogenweise zusammenhingt, sind alle universellen Uberla-
gerungen iiber X isomorph.

2) Sei E einfach zusammenhingend und lokal bogenweise zusammenhingend.
p:F—X sei ein Uberlagerung. g:E—X sei stetig und gle)=p(f). Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung g’ :E—F mit peg’ =g und
g’ (e)=f.

Beweis:

Wie der Beweis von Satz 6 Teil 2).
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Wir nennen einen Raum X lokal einfach zusammenhdngend, wenn X eine Basis
aus einfach zusammenhdngenden offenen Mengen hat. Yemi-lokal einfach zusammen-
hdngend bedeutet die Existenz einer Umgebungsbasis aus offenen Mengen hat, so-
daB jede Schleife bei a, die ganz in U verliuft, in X homotop zu la ist. (Wir

nennen eine solche offene Umgebung klein. )

Satz 8

Jeder semi-lokal einfach zusammenhingende Raum hat eine universelle Uber-

lagerung.

Beweis:

Sei X semi-lokal einfach zusammenhingend. Fixiere ein aeX. E sei die Menge al-
ler Homotopieklassen von Pfaden mit Anfangspunkt a. p:E—X ordnet jeder Klasse
e den Endpunkt der Pfade aus e zu. Sei ecE und U eine kleine offene Umgebung
von p(e)=b. Fir jedes celU gibt es einen Pfad L der in U verlduft und b mit c
verbindet. Weil U klein ist, h#ngt die Homotopieklasse ¢ von G nicht von der

Wahl von o  ab. Setze E, o~ {eE| ceU}. Natiirlich ist p(Ee )=U.

,U

Behauptung:
Sei f in Ee U und V eine kleine offene Umgebung von p(f), die in U enthalten

5 : -
ist. Dann ist Ef,v— Ee,U'

Beweis: Sei b=p(e) und c=p(f). Dann ist f=e;, wobei c die Homotopieklasse ei-

nes Pfades von b nach c¢ ist, der ganz in U liegt. Jedes geE hat die Form

f,v

ea, wobei d die Homotopieklasse einer Pfades mit Anfangspunkt ¢ ist, der ganz
in V liegt. Dann zeigt g=e(ga), daB geEe’U.
Es folgt aus der Behauptung leicht, daB

1)Die Mengen der Form Ee,U bilden die Umgebungsbasis einer Topologie auf E.

2) Sei U eine kleine Umgebung von b. Dann ist p_l(U) die disjunkte Vereinigung

der Mengen Ee wobei e alle Homotopieklassen von Pfaden von a nach b

,U’
durchlauft.

(12.10.92) 16




Die durch die Ee definierte Topologie von E, macht also p:E—X zu einer

,U
Uberlagerung. Es bleibt zu zeigen, daB E einfach zusammenhdngend ist. Sei o
ein Pfad, der bei a anfangt. Sei fiur alle tel oy der Pfad at(s)=o(st), der von
a bis o(t) fihrt. Man sieht nun leicht, daB

¢’ (t)=Homotopieklasse von oy
eine Liftung von o definiert, die bei der Homotopieklasse 1a/= von la anfangt.
Daraus folgt zundchst, daB E bogenweise zusammenhingend ist. Nun ist Jjede

Schleife bei 1a/=¥ von der Form ¢’. ¢’ endet aber bei der Homotopieklasse von

o, die also la/ﬂ ist; also ist nach Folgerung 3 auch ¢ homotopisch trivial. O

4 HOHERE HOMOTOPIEGRUPPEN.

In einer Ubung haben wir die Menge XI aller Pfade in X so mit einer (der kom-
pakt-offenen) Topologie versehen, da8 eine Abbildung 2—-9XI genau dann stetig
ist, wenn die zugehdrige Abbildung IxZ—X stetig ist. (Dadurch ist die Topolo-
gie eindeutig bestimmt. Man braucht nur, daB I lokalkompakt ist.) Offenbar ist
also eine Homotopie zwischen zwei Pfaden ¢ und T ein Pfad in XI, der von ¢
nach = fihrt und nur aus Pfaden mit gleichem Anfangs- und Endpunkt besteht.

Qa(X) sei der Raum aller Schleifen bei a. Wir definieren die hdheren Ho-
motopiegruppen induktiv durch:

nn(X,a) = nn_l(Qa(X),la), (n>1).

Satz 1

Die hoheren Homotopiegruppen sind kommutativ.

Beweis:
Wir miissen zeigen, daB die Fundamentalgruppe eines Schleifenraums Qa(X) bei 1a
kommutativ ist. Eine Schleife (St)teI im Schleifenraum ist gegeben durch eine

stetige Abbildung S:IxI—X, wobei St(s)=S(s,t). Weil die St Schleifen bei a
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sind, ist
S(0,t)=S(1,t)=a.
Weil S eine Schleife bei 1a Let, N ist
S(s,0)=S(s,1)=a.
Der Rand des Quadrats I2 wird also auf a abgebildet.
S und T sind homotop, wenn es ein F:szI—ex gibt mit S=FO, T=F1 und fir
das alle Fu den Rand von 12 auf a abbilden. (Fu(s,t)=F(s,t,u)).

Man verkniipft zwei Schleifen S und T vermsge

S(s,2t), wenn tel0,1/2] ’F
STi(s, 1) = g
S(s,2t-1), wenn tel[1/2,1]

Diese Verkniipfung macht aus den Homotopieklassen unsere Fundamentalgruppe mit
Einselement [(s,t)=a.
Vertauscht man die Rolle der Variablen s und t so sieht man, daB man

“die selbe" Gruppe auch mit der Verkniipfung

S(2s,t), wenn sel0,1/2]
S*T(s,t) =
S(2s-1,t), wenn se[1/2,1] S T

bekommt. Es gilt die Regel

(ST)*(UV) = (S*U)(T*V)

Daraus folgt

ST=(S*0) (1*T)=(S0)* (1T)~S*T=(1S)*(TN)=(1*T) (S*1)=Ts. O
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Bemerkungen:

1) Die n-dimensionalen Schleifen von X bei a sind die stetigen Abbildungen von
1" nach X, die den Rand auf a abbilden. Wenn man alle Punkte des Randes von I
identifiziert (siehe Bemerkung , erhidlt man Sn, wo z.B. der Nordpol von s" dem
Rand von I entspricht. Die n-dimensionalen Schleifen sind also nichts anderes
als auf S" definierte Abbildungen, die den Nordpol auf a abbilden. Das liefert
auch eine Definition der O-ten Homotopiemenge nO(X,a) : das ist die Menge alle
Homotopieklassen rel O von Abbildungen von SO={0,1}—+X, die 0 auf a abbilden,
also die Menge der Bogenzusammenhangskomponenten von X mit der Komponente von
a als ausgezeichnetem Element.

2) Man sieht leicht, daB eine n-Schleife S:Sn—ex genau dann zur trivialen
Schleife homotop (rel Nordpol) ist, wenn S auf En+1 fortgesetzt werden kann.
3) Weil die Bildung des Schleifenraums (X,a)k—e(Qa(X),la) auf natiirliche Weise
ein Funktor ist, ist LS ein Funktor auf der Kategorie der punktierten Riume.
Weil Q homotope Abbildungen in homotope Abbildungen iiberfilhrt, iiberfiihrt nn
homotope Abbildungen in dieselben Homomorphismen. Zusammenziehbare Riume haben

also triviale héhere Fundamentalgruppen.

Satz 2

Sei p:E—X eine Uberlagerung und ple)=x. Dann ist fiir alle n>1 die

kanonische Abbildung nn(E,e)—ann(X,x) ein Isomorphismus.

Beweis:

Sur jektivitdt: Wir miissen zeigen, daB wir jede n-dimensionale Schleife S:I™X
bei x liften konnen zu einer Schleife bei e. Nun kénnen wir aber S auffassen
als eine Abbildung Sn—eX, die den Nordpol nach x abbildet. Wenn n>1, ist Sn
einfach zusammenhdngend und man liftet mit Folgerung 3.7(2).

Injektivitdt: Folgt aus dem Homotopieliftungssatz. O
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Bemerkung:

Es ist
0, wenn n<m
nn(Sm) = {7 wenn n=m

weitgehend unbekannt fiir n>m.

Aus nn(Sn) folgt der Browersche Fixpunktsatz fiir En+1 wie in 3.5.

Der Begriff der Uberlagerung verallgemeinert sich zum Begriff der Fase-
rung. Das sind p:E—X, flr die der Homotopieliftungssatz 3.2 (ohne die Eindeu-
tigkeitsaussage) gilt. Wenn X parakompakt ist (d.h. Jede offene Uberdeckung
hat eine lokal endliche Verfeinerung, z.B. wenn X lokalkompakt ist und eine
abzdhlbare Basis hat), ist jede Biindelabbildung p:E—X mit Faser F (das bedeu-
tet, daB p lokal von der Form m:UxF—U ist. Dabei ist F ein beliebiger topolo-

gischer Raum) eine Faserung. Das ist nicht leicht zu beweisen.

Beispiele
. 3 2 3l p !
1) Die Hopfsche Faserung S -—S~: (xl,yl,xz,yz) aus S° wird zunichst auf Ry

aus Cu{eo}. Die Riemannsche Zahlkugel Cu{w} ist aber homdGomorph zu SZ.
2

Die Faser dieser Biindelabbildung ist homdomorph zu Sl.
2) Sei X ein Raum und L der Raum aller Pfade bei a. Durch p(s)=c(1) wird L—X
zu einer Faserung. (Man rechnet die Homotopieliftungseigenschaft leicht nach. )

Die Faser von a ist Qa(X). L ist zusammenziehbar.

Satz 3 (Die erste exakte Homotopiesequenz)

Sei p:E—X eine Faserung. Dann gibt es kanonisch definierte Abbildungen
(Verbindungsmorphismen) nn(X,a)—ann_l(F,e), sodaB die Folge
..—9nn(F,e)—»nn(E,e)—ann(X,a)—ann_1(F,e)—e...—enO(F,e)—anO(E,e)—anO(X,a)

exakt ist.

Das heiBt, daB an jeder Stelle der Kern der ausgehenden Abbildung gleich dem

(12.10.92) 20




Bild der eingehenden Abbildung ist. (Der Kern einer Abbildung nach no(..) ist

das Urbild des ausgezeichneten Elements von no(..).)

Hieraus folgt iibrigens Satz X: Wenn n>1 sind die nn_l(F) trivial.

Beweisskizze:

Der Verbindungsmorphismus ist folgendermaBen definiert. Sei S:I'-—sX eine n-
Schleife bei a. Wir liften S zu einer Abbildung S’:In—aE, die (0,0,..0) auf e
abbildet. Wenn E keine Uberlagerung ist, kann man i.A. nicht erreichen, daB S’
den ganzen Rand von 1" auf e abbildet. Die Einschrankung von S’ auf s3IV lie-
fert aber eine (n-1)-Schleife in F bei e, deren Homotopieklasse das Bild von S
unter dem Verbindungsmorphismus ist. Fiir Faserungen zeigt man leicht, daB8 Ho-
motopieliftungen bis auf faserweise Homotopie eindeutig bestimmt sind. Also
ist die Homotopieklasse von S’ISIn in F eindeutig bestimmt.

Exaktheit bei nn(F):

Sei T:S'—F eine n-Schleife in F bei e. Dann ist T in E genau dann homotop zur
trivialen Schleife, wenn T der Rand einer (n+l1)-Schleife S’:In+1—eE ist. Weil
ein solches S’ den Rand 6In+1 in F abbildet, sind diese S’ gerade die Liftun-
gen von (n+1)-Schleifen bei a.

Exaktheit bei nn(X):

Sei S:In—aX eine n-Schleife bei a. Wenn S Bild einer Schleife S’ in E ist,
bildet der Verbindungshomomorphismus S auf den "Rand von S’" also auf die tri-
viale (n-1) Schleife bei e ab. Sei umgekehrt S T eine Liftung von S. Wenn
der Verbindungsmorphismus S auf die triviale Schleife in F abbildet, ist
S’Ialn in F homotop zur trivialen Schleife Eine solche Homotopie kann man
(immer !) zu einer Homotopie S’~S’’ fortsetzen. S’’ ist dann Schleife bei n.
Dann ist S homotop zu pS’’, liegt also im Bild von nn(E)—enn(X).

Exaktheit bei nn(E):

Sei T:S"5E n-Schleife bei e. Dann ist pT homotop zur trivialen Schleife bei

a, wenn T homotop zu einer Schleife S ist, fiir die pS trivial ist (Homotopie-
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liftung!). Das heiBt aber, daB S in F liegt. O

Sei A ein Teilraum von X, der a enthilt. Eine relative n-Schleife ist eine

1 nach A und den Rest des Randes von In nach a ab-

Abbildung S:1"5X, die OxI™
bildet. Mit der oben eingefiihrten Definition werden, die Homotopieklassen sol-
cher Abbildungen zu einer Gruppe nn(X,A,a), die fir n>2 abelsch ist. Kanoni-

sche Abbildungen ergeben die zweite exakte Homotopiesequenz:

...—ann(A]—ann(X)—ann(X,A)—enn_l(A)—e....—»nO(A)—eno(X).

Das ist alles leicht zu zeigen. Tats#ichlich ergibt sich die zweite Homotopie-
sequenz aus der ersten, wenn man die Faserung L’—A betrachtet, die sich aus

der oben betrachteten Faserung L—X ergibt.

Identifizierung

Sei X ein topologischer Raum und f:X—S eine Abbildung in die Menge S. Die of-
fenen Mengen der finalen Topologie von S sind die Mengen, deren Urbild offen
in X sind. Die finale Topologie ist die feinste Topologie von S, fiir die f
stetig ist. Sie A eine Teilmenge von X. Im Raum X/A werden alle Punkte von A
identifiziert. Die Grundmenge von X/A ist (X\A)u{a} mit der finalen Topologie
der Projektion X—X/A, wobei A—a. Die stetigen Abbildungen auf X/A entspre-

chen genau den stetigen Abbildungen auf X, die auf A konstant sind.

5 KOMPAKTE FLACHEN

Eine Fldche ist eine zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit (d.h. ein
hausdorffscher topologischer Raum, der eine abzihlbare Basis aus offenen Men-
gen hat, die homBomorph zu offenen Teilmengen des Rz sind). Eine nichtleere
offene Teilmenge einer Fliche ist wieder eine Fliche. Man kann darum nicht
hoffen, beliebige Flachen klassifizieren zu kdnnen. Wir beschrinken uns im

folgenden auf kompakte FlZichen.
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Beispiele:

Die orientierbaren Flichen:

1)
2)

3)

4)

Das

das

Die

5)

Die 2-Sphire S2

Der zweidimensionale Torus T=Sl><S1

Die Brezel. Rezept: Man nehme zwei Torusse (Tori ist vielleicht besser)
und schneide aus beiden einen kleinen Kreis heraus. Dan verklebe man die
beiden Torusse an den Rindern der beiden Kreise. Diese Operation nennt man
die zusammenhingende Summe T#T. Weil man einen kleinen Kreis stetig lber-
all hinschieben kann, hingt die zusammenhéngende Summe nicht von der Wahl
des Kreises ab. (Die zusammenhingende Summe von n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten bildet man analog: Man schneidet kleine n-dimensionale Kugeln

n

=2 E aus, und verklebt an den zu Sn_1 isomorphen Rindern. )

Die n-Brezel TH#T#T..#T (n Kopien). (Die O-Brezel soll 82 sein. )
Geschlecht einer orientierbaren Fliche ist die Zahle ihrer Henkel. S2 hat

Geschlecht 0, T das Geschlecht 1, eine n-Brezel das Geschlecht n.

nicht-orientierbaren Flichen:

Die projektive Ebene P2 kann man auf verschiede Weisen erhalten:

a) Man erweitert R2 um die Menge aller Richtungen. (Dann schneiden sich
parallele Geraden "im Unendlichen", nimlich in ihrer gemeinsamen Rich-
tung.) Topologisch passiert hier folgendes: Rz wird durch das Innere éZ
von E2 ersetzt. Man verklebt éz mit einem topologischen Raum X zu Y,
indem man vermdge einer stetigen Abbildung SZ—eX den Rand von EZ mit
Punkten von X identifiziert. Y ist dann der pushout des Diagramms

s? s E

X —> Y
=2

Um P2 zu erhalten verklebt man E™ mit S” vermdge der 2-fachen Uberlage-

2
2

(12.10.92) 23




rung Sz————esz.

e ist die Menge aller 1-dimensionalen Unterridume des Vektorraums R3

3

b) P
mit der finalen Topologie der kanonischen Abbildung R™\0 —aPZ. Das ist
eine Biindelabbildung mit Faser R\O.
c) Man identifiziert in S2 antipodischen Punkte und gibt P2 die finale To-
pologie von SZ—APZ. Das ist eine 2-fache Uberlagerung.
6) Die Kleinsche Flasche PZ#T.

7) Die nichtorientierbaren n-Brezeln PZ#T...#T (n viele Summanden). (Die

nichtorientierbare 1-Brezel soll P2 sein.)
P2 hat das Geschlecht 1, nicht-orientierbare n-Brezeln das Geschlecht n.

Lemma 1
Sei P ein (ebenes) Polygon mit 2n Seiten. Wenn wir die Seiten paarweise

verkleben erhdlt man eine kompakte Fliche F.

Beweis:

Wir konnen annehmen, daB alle Seiten von P gleichlang sind. Man sieht leicht,
daB F kompakt ist und eine abzdhlbare Basis hat. Wir miissen zeigen, daB F lo-
kal isomorph zum Rz ist. Fur Punkte, die aus dem Inneren von P kommen, ist das
klar. Ein Punkt p, der auf dem Inneren einer Seite liegt, wird mit einem Punkt
q auf einer anderen Seite identifiziert. Wenn wir um p und um q in P zwei
kleine Halbkreise vom gleichen Radius ziehen, werden in F diese Halbkreise an
der Grundseite verklebt. Das ergibt einen Kreis mit Mittelpunkt p=q. F ist al-
so bei p=q lokal euklidisch. Nun zu den Eckpunkten. Wir schlagen um jede Eck-
punkt von P kleine Kreise vom gleichen Radius. In F werden die Seiten der so
entstandenen Tortenstlicke paarweise verklebt. Dadurch entsteht eine Reihe
kleiner Torten. Die Mittelpunkte dieser Torten entsprechen den verschieden
Aquivalenzklassen der Eckpunkte von P in F. Die Torten sind euklidische Umge-

bungen dieser Punkte in F. O
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Wir zitieren
Lemma 2
Jede kompakte Flidche entsteht aus einem Polygon durch paarweises

Identifizieren von Seiten.

Beispiele
1) S2 erhdlt man aus einem Polygon mit zwei (!) Seiten. Will man so etwas

nicht als Polygon anerkennen, nehmen wir ein Quadrat

in dem wir gleichgenannte Seiten identifizieren. Die beiden Seiten a las-
sen sich auf zwel wesentlich verschiedene Arten identifizieren: Wenn wir
beide Seiten orientieren, orientierungserhaltend und orientierungsumkeh-
rend. Per Konvention identifizieren wir orientierungserhaltend. 82 wird

dann beschrieben durch

WV
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2) T entsteht aus dem Hohlzylinder

v

5
rd

durch Identifizieren der beiden Randkreise b und c¢. Wir erhalten

3) Wir schneiden aus T einen kleinen Kreis c aus:

v

Wenn wir zwei solche gelochten Torusse an den Kreisrindern verkleben, er-

gibt sich die Brezel

2
R
v

Wenn wir die Seiten von P einmal zyklisch durchlaufen und die labels der Sei
ten, die wir entgegen ihrer Orientierung durchlaufen mit n= L versehen, er-

halten wir ein Wort, das unsere Flidche beschreibt. Die Zerschneidung von S2
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1 =1

a , T gehort zu aba_1

1

gehdrt zum Wort abb B und die Brezel =zu

== =] =1
albla1 b1 azbza2 b2 L

4) Die n-Brezel wird durch das Wort alblazlbzl....a b _a 1b : gegeben.

nnn n

5) P2 ist durch das Wort aa gegeben, oder, wenn man zweiseitige Polygone

nicht mag, durch abab.

6) Die Kleinsche Flasche wird, wenn sie wie oben definiert wird, durch
ccaba_lb—lgegeben. Mit den unten angegeben Methoden zeigt man leicht, da8

die Kleinsche Flasche auch gemiB aba_lb und gemdB aabb zerschnitten werden

kann.

7) Die nichtorientierbaren n-Brezeln sind gegeben durch alalazaz...anan.

Satz 3

Jede kompakte Fldche ist zu einer n-Brezel oder zu einer nichtorientier-
baren n-Brezel isomorph. Die (nichtorientbaren) n-Brezeln sind unterei-

nander nicht isomorph.

Beweis: Die Nichtisomorphie folgt aus der Verschiedenheit der Fundamentalgrup-

pen, die wir im ndchsten Satz ausrechnen.

: : =il il
Ein Standardwort ist ein Wort der Form albla1 b1 ....anbnan bn (Typ O) oder
aja,35a,...a a_ (Typ N). Wir zeigen, das wir jedes normale Wort (ein Wort in
a,b,c,...a_l,b—l,c_l..., indem jeder Buchstabe,ob in der Form a oder a-l, ge-

nau zweimal vorkommt) so in ein Standardwort umgeformt werden kann, daB die
selbe Flache beschrieben wird. Worter, die dieselbe Fliche beschreiben, nennen

wir &quivalent (W ~ W’). Die folgenden Regeln wandeln Worter in aquivalente

Worter um:
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A) Wenn W’ aus W entsteht, indem man fiir einen Buchstaben a iilberall a und a—1
vertauscht, so ist W ~ W’ .

B) UV ~ VU (zyklische Vertauschung)

=1 1

C) UabVab ~ UcVc und UabVb 'a = ~UaVa .
Beweis: Man kann die aufeinanderfolgenden Seiten a und b als eine Seite
auffassen.

D) Uaa—lv ~ UV.

Beweis: Wenn man in das Polygon UV zwischen U und V eine Strecke weit hi-
neinschneidet erh&lt man zwei neue Seiten, die identifiziert werden sollen.
Also ein Polygon Uaa_lv. Die Regel bleibt auch im entarteten Fall richtig,
wenn wir festsetzen, daB das leere Wort S2 liefert.

£) allVa” W ~ aWla W (Schneidentkieben)

Beweis: Wir zerschneiden

U v
a RKE a entlang der gestrichelten Linie 1 und kleben die beiden
A w :
Teile an den Seiten a wieder zZusammen. Es ergibt sich
Wh U
L . . Wir nennen 1 schlieBlich wieder a.
W

F) aUVaW ~ V-laan und ebenso WaUVa ~ WaVaU-l.

Gn V- die Reihenfolge der Buchstaben umgekehrt und die a und a ! ver-
tauscht. )

Beweis: Wie E):

T TS
a Wux a = \:\\\\&
W % v | W

Sei nun W ein normales Wort. Wir zeigen zunichst, daB W die Form UV, wobei U

ein Standardwort vom Typ N und V ein Standardwort von Typ O ist.
1.Fall: W enthdlt einen Buchstaben a zweimal mit demselben Exponenten.
W hat also die Form XaYaZ. Dann folgt aus F) (mit stillschweigender

Verwendung von B)) W ~ XY ‘aaZ ~ aaXY 'Z. W ist also dquivalent zu einem
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Wort der Form aaW’.

Behauptung: aaUV ~ aaVU.

Man kann also auBerhalb von aa zyklisch vertauschen. Beweis: aus F) folgt
aalV ~ VaaU ~ VaU la ~ aU ‘aV ~ UaaV ~ aaVU.

Aus der Behauptung folgt, daB wir das Umformungsverfahren auf W’ anwenden
konnen. Damit erhalten wir per Induktion ein zu W #quivalentes Wort der ge-
winschten Form.
2.Fall : Sonst.

Wenn W ein Teilwort aa . (oder a-la) enthdlt, koénnen wir nach D) dieses
Teilwort aus W streichen und erhalten ein kiirzeres Wort, auf das wir Induk-
tion anwenden.

Sonst hat W die Form (man wende ev. A) an): AaBbCa ‘Db 'E. Aus F) folgt

W ~ AabCBa ‘Db 'E ~ Aaba 'DCBb 'E ~ a 'DCBb 'EAab ~ a~ ‘b~ EADCBab ~
b 'EADCE. W hat also die Ferm aba b .

Behauptung: aba—lb_1 1b-1VU.

aba-
UV ~ aba

Yoiv o ape up Ay -

Beweis: Aus E) folgt aba—lb_lUV ~ ana_lb-lv ~ abUa
Uaba 'b 'V ~ aba b VU,
Wir kénnen also auf W’ wieder das Umformungsverfahren anwenden.
Wir nehmen nun an, daB W die Form UV wie oben hat. Der Satz folgt nun aus der
ndchsten Behauptung:
Wenn U nicht leer ist, ist W dquivalent zu einem Wort vom Typ N.
Beweis: Sonst enthilt W ein Teilwort ccaba_1b~1, das wir zyklisch vertauschen
konnen. Die Behauptung folgt also aus ccaba_lb_1 ~ cbcaba_1 ~

& Soheba -« a_la_ldd nach F) und c). O
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Satz 4

Sei das Polygon P zur Flidche F verklebt wie durch das normale Wort W in
den Buchstaben al,..an angegeben. Jeder der "Ecken" f1,..fm von F ordnen
wir ein Wort Wi zu: Wir durchlaufen zyklisch die Seiten , die bei f. zu-

i

sammenstoBen. Die Seite a gibt den Beitrag a, wenn sie von fi ausgeht und

a 1, wenn sie bei fi endet. Dann hat die Fundamentalgruppe von F die Dar-

stellung

Beweis:

Wenn wir in W eine "Spitze" aa_1 streichen, &ndert sich F nicht. In der Grup-
pendarstellung fehlt die Erzeugende a und die Relation aa_1=1 fallt weg; es
wird also die selbe Gruppe dargestellt. Wir kdnnen daher annehmen, daB W kei-
ne Spitzen enthdlt. (Wenn W leer ist, ist F=S2 und < ; > ist die (triviale)
Fundamentalgruppe von F).

Wir behandeln noch den Fall W=aa gesondert: Hier ist F=P2, das 82 als
zweifache universelle Uberlagerung besitzt. Nach 3.6 ist die Fundamentalgruppe
von P2 die Gruppe C2 mit zwei Elementen, die in der Tat die Darstellung
<a ; aa=1> besitzt.

Man sieht nun leicht, daB, wenn W keine Spitzen und nicht die Form aa
hat, an jeder Ecke von F mindestens 3 Kanten zusammenstoBen. Jetzt kann man
die Ebene R” so mit (verzerrten und eventuell geklappten) Kopien von P iiber-
decken, daB zu identifizierende Seiten aneinander gelegt werden. Die Kanten
dieser Pflasterung sind orientiert und haben labels a,b,c.. Auf diese Weise
wird RZ universelle Uberlagerung von F. Wir fixieren einen Punkt p in der Mit-
te von P und fir jedes Seitenpaar a,a (bzw.a,a-l) in F eine Schleife o, bei p,
die p in P mit einem Punkt in der Mitte der einen Seite verbindet und dann den
entsprechenden Punkt der anderen Seite wieder mit p. Wenn p’ in der Uberlage-
rung iliber p liegt, ist p’oa der Punkt in der Mitte der an die Seite a angren-

zenden Kopie von P. Weil man in RZ Je zwei Mittelpunkte von Kopien von P durch
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einen Pfad verbinden kann, der sich aus Liftungen der Pfade oa zusammensetzt,
operiert die von den 03 erzeugte Untergruppe H von nl(X,p) transitiv auf der
Faser von p. Weil nl(x,p) aber reguldr operiert, muB H=n1(X,p) sein.

Eine Schleife die von p ausgehend in Rz sich einmal um dem Eckpunkt fi
windet und wieder nach p =zuriickkehrt, wird in nl(X,p) durch das Wort Wi(c)
beschrieben. Es ist also Wi(¢)=1 in nl(X,p).

Sei umgekehrt W(o)=1 in nl(X,p). Wir missen zeigen, daB die Gleichung W=1
aus den angegeben Relationen folgt; das heiBt, daB in der von den Buchstaben
a,b,c.. erzeugten freien Gruppe W in dem von den wi erzeugten Normalteiler N
liegt. In RZ ist W(e) ein Schleife bei p. Wir kénnen diese Schleife durch die
folgenden beiden Operation langsam auf die triviale Schleife zusammenziehen.
Das triviale Wort liegt sicherlich in N.

1) Wir streichen eine Spitze in W=Uaa 'V (bzw Ua ‘aV). UV beschreibt dann ei-
ne engere Schleife und es ist UV=W in der freien Gruppe.

2) Wenn ein Teil Ul(o) von w(0)=XU1Y(0) zwel Kopien von P verbindet, die an
einer Ecke f; zusammenstoBen, kann man U1(¢) durch einen Pfad Uz(o) ersetzen,
der statt z.B. links um f’i herum rechts um f’i herumfihrt. UlU;(O‘) ist dann
eine kleine Schleife um f;. U1U£1 muB daher eine zyklische Permutation von wi
sein und gehodrt folglich zu W. Wenn der neue "Pfad" XU2Y zu N gehdrt, so ge-

hért also auch W zu N. O

Folgerung 5

1) Die orientierbare n-Brezel hat die Fundamentalgruppe

=1. -1 b Gk
< albl"'anbn : albla1 b1 ""anbnan bn =1 >

2) Die nichtorientierbare n-Brezel die Fundamentalgruppe
- : e =1 >
< al. a alalaza2 anan 1

Alle diese Gruppen sind nicht isomorph.

Beweis:

Die Gruppendarstellung folgt unmittelbar aus Satz 4. Die Nichtisomorphie sieht
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man leicht anhand der Abelianisierungen der Fundamentalgruppen. Die Abeliani-
sierung der Fundamentalgruppe der orientierbaren n-Brezel ist die freie abel-
sche Gruppe mit 2n Erzeugenden, also ZZn. Die Abelianisierung der nichtorien-
tierbaren n-Brezel ist die von den a .- -an mit der Relation a1a1a2a2.. .anan=1

erzeugte abelsche Gruppe. Ersetzt man al_1 durch c=a1...an, so sieht man, daB

diese Gruppe isomorph zu Zn_l@ C‘2 ist (C2=Z/ZZ). a
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[l SINGULARE HOMOLOGIE
6 DIE SINGULAREN HOMOLOGIEGRUPPEN.

Ein n-Simplex ist der von n+1 Punkten AO,...An im RN aufgespannte konvexe
Kérper

[Ao,...An] = {ZAiAi | 1120 2 ZAi=1}.
Es sei E0=O und El’EZ" die kanonische Basis von RN. Das n-Standardsimplex ist

An = [Eo,...En].

Wenn wir uns RN kanonisch in RN+1 eingebettet denken, hingt die letzte Defini-
tion nicht von der Wahl von N ab: Wir stellen uns alle Simplices in Rw, der
Vereinigung der RN, vor.

Sei X ein topologischer Raum. Ein singulires n-Simplex in X ist eine ste-
tige Abbildung o:An—a X. Die abelsche Gruppe Sn(X) der n-Ketten iiber R ist
die von den singuldren n-Simplices frei erzeugte abelsche Gruppe.

Wenn die Punkte AO,...An im RN affin unabhidngig (d.h. wenn die Vektoren
Al—AO,...An—Ao linear unabhdngig) sind und BO,...Bn beliebig aus RN, gibt es
eine affine Abbildung f:[AO,...An]—a [BO,...Bn], definiert durch

f(ZAiAi) = ZAiBi (Aizo 3 ZA1=1).
Mit (BO""Bn) bezeichnen wir die affine Abbildung von An nach [BO""Bn]’ die
Ei nach Bi abbildet. Wir nennen (BO,...Bn) ein singuldres affines Simplex. Fiir
(Eo,..En) schreiben wir on. Die i-te Seite 0(1) des singuldren n-Simplex ¢ sei
definiert als die Komposition oo(EO,..Ei..En).

Die Randabbildung B:Sn(X)—+ Sn+1(X) ist ein Homomorphismus, der auf den

singulédren n-Simplices gegeben ist durch

2 NG Y)
ale) = ¥ (-1)'e .
i=0

Lemmal

g8 =0
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Beweis:

bl am J i (1)(9) S
In 380 =)y Y (-1)Y(-1)¢ kommt jeder Term o<(E.,..E ,..E.,..E )
S 0 k 1 n
Jj=0 i=0
(k<1) 2zweimal vor: einmal als 0(1)(k) mit Vorzeichen (—1)k+1, einmal
als 0'(1()(1_1) mit Vorzeichen (—l)l_1+k. o

Sei R ein unitdrer Ring. Ein Kettenkomplex iiber R ist eine Familie

K= (K) von R-Moduln mit Homomorphismen 8:K — K , mit 88=0. Der Modul
q g€z q q-1

Zq(K) der g-Zyklen ist der Kern von 6:Kq—+ Kq, die g-Ridnder sind das Bild
B _(K) von 8:K__.— K . Die q-te Homologie H _(K) von K ist Z (K)/B K). Zwei
q( v q+1 a q g o q( ) q( ) wei
Elemente X und y von Kq heiBen homolog, x~y, wenn x-y € Bq(K). Wir schreiben
kurz H(K)=Z(K)/B(K).

Die Ketten eines topologischen Raumes bilden den Kettenkomplex S(X) (iiber
Z), wenn wir Sq(X)=0 fir negative q setzen. H(X)=H(S(X)) sind die Homologiemo-

duln von X.

Satz 2

Fiir den einpunktigen Raum * gilt

, wenn g>0
H (*) =
a Z, wenn g=0

Beweis:

Fir jedes q gibt es nur einen singuldren q-Simplex, den wir mit dem Einsele-
ment von R identifizieren; es ist dann Sq(*)=R. Wir bestimmen 6:Sq—+ Sq_lz Fir
q=0 ist 9=0, fir positive gerade q ist 8 die Identitdt, fir ungerade q die
Nullabbildung. Also ist ZO=R, B0=0; fir positive gerade q ist Zq=Bq=0; fir un-

gerade q ist Zq=Bq=R. Daraus folgt die Behauptung. O
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7 HO(X) UND H1(X)

Satz 1

Die Xb (beB) seien die Bogenzusammenhangskomponenten des topologischen

Raumes X. Dann sind H(X) und @beBH(Xb) kanonisch isomorph.

Beweis:

Jedes singuldre Simplex liegt ganz in einer Bogenkomponente. Also ist
= O

S(X) $beBS(Xb).
Aus dem ndchsten Satz folgt, daB fiir ein beliebiges X HO(X) - ZN, N die

Zahl der Bogenzusammenhangskomponenten.

Satz 2

Wenn X bogenzusammenhingend ist, ist HO(X) = Z.

Beweis:
Zuerst bemerken wir, daB singuldre 0-Simplices einfach Punkte von X sind und
- wenn wir I vermoge AF—»AEI mit A1 identifizieren - singulédre 1-Simplices o
Pfade in X. Es ist 0(0) der Endpunkt und ¢(1) der Anfangspunkt von o¢.

Sei 5:SO(X)—+ Z der Epimorphismus 5(2 vbb)= ¥ V- Wir zeigen, daB BO(X)
der Kern von 3 ist; daraus folgt die Behauptung. Aus

360) = 301y = g

folgt, daB BO(X) im Kern von 8 enthalten ist. Sei umgekehrt 5(2 vbb)=0.
Fixiere ein a in X und fiir jedes b einen Pfad ¢, von a nach b. Dann ist

b

a(y vbob) =Yy vb(b—a) =7 vbb-z v,0 = ¥ vb.

Also ist ¥ v b in B (X). O
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Satz 3
Sei X bogenweise zusammenhingend. Dann ist Hl(X) die Abelianisierung der

Fundamentalgruppe von X.

Beweis:

Fir Pfade ¢ und T gelten

(1) ot ~ o+t

(2) o = 7rel(0,1) = o ~ T.

Fiir ein singuldres 2-Simplex £ ist

(09.(1)=1.(2)_

3) & & £ = 1E(E1)

rel(0,1)

Beweis von (1): Der Rand des singulidren 2-Simplexes (0T)2(0,1/2,1) ist T-oT+0.
Aus (1) folgt 1. =1 1 ~ 1 +1 , also 1 ~ 0.

a aa ‘a a a
Beweis von (2): o und T seien Pfade von a nach b und F:IxI-—X eine Homotopie
zwischen ¢ und T. Definiere p:A2—+X durch p(A1E1+AZE2) = F(Al,hz/(l—hl)), und

p(1,0)=b, wobei OSA.l und A1+A =1. p ist stetig, weil F(1xI) = b. Es ist

2
(00 s ’ 3 =
P ) = FLO-MEME) = Fi-A, 1 = v o, E,
Gy = POE,) =F(0,0) = a, - %
(2) .. . N
P (a) = p(AEl) = F(A,0) = o(A). EO —

Also ist 8(a) = r—1—1a+ ¢ und daher 0+T—1~ 0. Flr o=t, haben wir T+T-1~ 0.
Und daher o ~ T.

Beweis von (3): Die in Frage stehende Schleife hat die Form €ooc flr eine
Schleife o in Az. Weil A2 einfach zusammenhiZngend ist, ist ¢ zum konstanten
Pfad homotop. Also ist auch £¢0c zum konstanten Pfad homotop.

Fixiere ein aeX. Aus (1) und (2) folgt nun daB ¢+—0/~ einen Homomorphis-
mus von nl(X,a) nach Hl(X) definiert. Weil Hl(X) abelsch ist, erhalten wir ei-
nen Homomorphismus

K:Ab(nl(X,a)) —> Hl(X)'

Wdhle nun fiir jedes beX einen Pfad oy, von a nach b und definiere

u:Sl(X) — Ab(nl(x,a))
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durch p(e) = obvogl, wobei b der Anfangspunkt und c der Endpunkt von ¢ ist.
Sei € ein singulires 2-Simplex und €(Ei)=ai und o, = ;. Dann ist

A i
1
-1 - -— 2 — - o=
n(8e) = (015(0)02 )(005(1)021) 1(005( )@11) : ¢1§(0)§(1) 15(2)011-

Nach (3) ist also p(8€)=1. p ist daher trivial auf BI(X) und induziert einen
Homomorphismus

E;sl(X)/Bl(XJ—> Ab(m, (X)).
Es ist klar, da8 pok(e) = o o0 '= 0. Sei ®:5)(X)—S, (X) definiert durch
Q(b)=ob. Dann ist «kou(s) = 0-®(8c) (mod Bl)' Also ist «kou(c) = o-8(8c) fiur

alle ceSl(X). Es folgt, daB K°;(C)=C fur alle ceHl(X). K ist also ein Isomor-

phismus. O

8 HOMOLOGIE ALS FUNKTOR

l=(Lq) und K=(Kq) seien zwel Kettenkomplexe iiber R. Ein Morphismus
¢e:L— K
ist ein Familie (¢q:Lq—+ Kq) von Modulhomomorphismen, die mit den Randabbil-

dungen kommutieren d.h. ¢q8 = 6¢q+1. Die Klasse der Kettenkomplexe wird auf

diese Weise eine Kategorie. Zwei friiher eingefiihrte Konstrukte werden Jjetzt

auf kanonische Weise zu Funktoren:

Lemma 1
(1) s(-) = (Sq(-)) ist ein Funktor von der Kategorie der topologischen
Raume in die Kategorie der Kettenkomplexe iiber Z.

(2) Hq ist ein Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe iiber R in

die Kategorie der R-Moduln.

(3) Hq(-] ist ein Funktor von der Kategorie der topologischen Riume in

die Kategorie der abelschen Gruppen.
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Beweis:

(1) Ist f:X— Y stetig, definiere Sq(f):Sq(X)—e Sq(Y) durch Sq(f)(0)=foo. Weil

610, = L (1)
(Squq (F)(02) "= fooo(Bg, . By, E 1) = S _(£)(o

1 ),ist BSq+1(f) = Sq(f)a.

(2) Ein Morphismus ¢:L— K bildet Zq(L) in Zq(K) (denn wenn ceZq(L), ist

dp c=
¢q —wq_l

ist (c)=8
st o, ®

dc=0) und Bq(m) in Bq(K) ab (denn ein cqu(l) hat die Form 8d. Dann
d). Also induziert einen Homomorphismus H (¢):H (L)—H (K).
q+1 ¢ p L YEH (RIS

(3) folgt aus (1) und (2) O

Wir lassen hdufig die Indices weg und schreiben H fiir die Familie der

Funktoren Hq.

¢ und Y seien zwei Morphismen von L nach K. Eine Homotopie ¢ von ¢ nach y
ist eine Familie von Homomorphismen ¢q:Lq—a Lq+1 sodasB

-y = 8¢ + 3.
Py wq ¢q ¢q+1

In Zeichen: ¢ ~ y. Man rechnet leicht nach, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist,

die mit der Verkniipfung von Morphismen vertriglich ist.

Lemma 2
Fiir Morphismen zwischen Kettenkomplexen gilt

¢ ~y = H(p)=H(y).

Beweis:

Wenn xeZ (L), so ist ¢ -y (x)=8¢ (x). Also ist H (¢-y)(x/~)=0. O
Sttty LRENE g P
Satz 3
Wenn f und g homotope stetige Abbildungen von X nach Y sind, ist

H(f)=H(g).

Beweis:
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Wir machen Gebrauch von der anschlieBend entwickelten Theorie der affinen na-
tirlichen Transformationen. Betrachte die beiden Funktoren S(-) und S(-xI) von
der Kategorie der topologischen Riume in die Kategorie der Kettenkomplexe.
Definiere filr jedes X einen Morphismus P:S(X)—S(XxI) durch P(o)=(ox1-0x0)
(P steht fir Prisma). P ist offensichtlich eine affine natirliche Transforma-
tion und es gilt 3P=0 auf SO(X). Aus Lemma 6 folgt, daB P O-homotop ist, es
gilt also fiir die beiden Abbildungen idx0 und idx1 von X nach XxI
H(idx0)=H(idx1).
Sei nun F:XxI—Y eine Homotopie zwischen f und g. Dann ist f = Fo(idx0) und

g = Fol(idx1) und daher H(f) = H(F)oH(idx0) = H(F)oH(idx1) = H(g). O

Folgerung 4

(1) Wenn A Deformationsretrakt von X ist, so ist H(A) = H(X).

, wenn g>0
(2) Wenn X zusammenziehbar ist, so ist Hq(X) =

Z , wenn q=0.

Beweis:

(1) Sei i:A—X die Inklusion und f:X—A die Retraktion mit fi=idA und ifzidx.

Dann ist H(f)oH(i)=id und H(i)e-H(f)=id

H(A) H(X)"

(2) Ein einpunktiger Teilraum von X ist Deformationsretrakt. Die Behauptung

folgt also aus 6.2. O

Erinnern wir uns an den Begriff der natiirlichen Transformation. Eine na-
tirliche Transformation zwischen Sp und Sq ordnet jedem Raum X einen Homomor-

phismus u:Sp(X)—aSq(X) zu, sodaB fir jede stetige Abbildung f:X—Y das Dia-

gramm
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S (X) B 35S (X)
q p

S
q(f) Sp(f)

=

S (Y
Sq(Y) p( )

kommutiert. Sei, fir X=Aq, E=u(¢q). p ist durch ; vollstandig bestimmt. Denn
fir jedes singulidre g-Simplex o:Aq—eY aus Sq(Y) ist
ko) = s (o) ().

Diese Gleichung definiert auch umgekehrt eine natiirliche Transformation p flr
Jjedes vorgegebene Element ; von Sp(Aq). Wir nennen p affin, wenn ; eine affine
p-Kette 1ist (d.h. eine Z-Linearkombination von affinen singuldren p-
Simplices). Die Randabbildung 6:Sq——9»Sq_1 ist eine affine natiirliche Transfor-
mation.

Eine natlirliche Transformation u:S—S ist einen Familie (uq:Sq—aSq) von
natirlichen Transformationen mit auq=uq_16. Solche p lassen sich nicht mehr so

einfach konstruieren wie natiirliche Transformationen zwischen Sp und Sq'

Sei A der Kettenkomplex der affinen Ketten in R”.

Lemma S

Sei M:A—A ein Morphismus, der jedes affine Simplex o in eine Kette aus
S(c) abbildet. Wenn M mit affinen Abbildungen von R” vertauscht, 1aBt
sich M eindeutig zu einer affinen natiirlichen Transformation 1:S—S fort-

setzen.

Beweis:

Definiere ;q=Mq(0q), uq:Sq—»Sq sei die dadurch bestimmte natiirliche Transfor-

mation. Sei o affines singuldres gq-Simplex in R”. Dann ist 0=fooq fir eine af-

fine Abbildung f. Es folgt p (¢)=Sb (f)p =S ()M (¢ )=M (foo )=M (o). tzt
ine fit g g “q g “q a % q( owq q( ). | setz

also M fort. Um zu zeigen, daB p mit 8 vertauscht, fixieren wir ein singuldres

g-Simplex ¢ in X. Man rechnet

(12.10.92) 40




(i

: ) : 5 =
p(ae) = Y1) utet’) = z(—1)lsq_1(oo(E0,..Ei..Eq))(uq)

= v 1 5
= L-1)'S (05, ((Eg, . E,..E)M__ (o )
i —
LD, @M (B, EyE oo, 1) =S (@M, (50, )

>

85 (0M (o)

au(e). O

Lemma 6

Eine affine natiirliche Transformation p:S—S mit 5u0=0 ist O-homotop.

Beweis:

Wir suchen eine Familie (¢q:Sq—9Sq_1) von natiirlichen Transformationen mit

* =3 a.
() e ¢q+ ¢q_1

Fir negative q setzen wir ¢q=0. Sei ¢q mit (*) bereits konstruiert. Setze
A= q+1—¢qa

Dann ist &8A = ap 1" 8¢q6 = “qa = (pq6—¢q_166) = 0. Wenn qg+1=0, ist auch

q+
5A=5u0=0.

Betrachte fiir jedes p den Kegeloperator F=FE :Ap—aﬂ der jedem affinen

0
singuldren Simplex (AO,..Ap) das Simplex (EO,AO,...Ap) zuordnet. Man rechnet

p+1’

leicht nach, daB fir p>0

id, = dF + F8

und fir c¢ aus AO

c = 8F(c) + 5(0)-(E0).

Definiere ¢q durch $q+1=F(X). Dann gilt fir g+1>0

sk

8¢ (0 ..) =8F(A) = A - F(a) =2 = Aog,y)

q+l g+l +1

und fir g+1=0
6¢0((E0)) = gF(A) = A - B(A)'(EO) = A= A((EO)).

Also ist A = 8¢ und es gilt (*) fir q+1. O

q+l
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Zusatz

Sei K ein affines Simplex. Dann gelten Lemma 5 und Lemma 6 sinngemdR fiir

natirliche Transformationen S(-)—S(-xK).

Die Beweise sind die gleichen. O

9 DIE EXAKTE HOMOLOGIESEQUENZ

Konvention: Alle Moduln sind iiber R.
Sei A ein Unterraum von X. Dann ist Sq(A) eine Untergruppe von Sq(X). Weil der
Randoperator von S(X) Sq(A) in Sq—l(A) abbildet, wird die Familie der
S (X,A) =S (X)/S _(A)
q q q
ein Kettenkomplex. Hq(X,A)=Hq(S(X,A)) sind die relativen Homologiegruppen.
Eine andere Beschreibung der relativen Homologie erhidlt man so:
H (X,A) = Z (X,A)/B _(X,A),
q q q
wobei Zq(X,A) - {ceSq(X) | aceSq(A)} die relativen Zyklen und Bq(X,A)=
Bq(X)+Sq(A) die relativen Rinder sind.
Die Paare (X,A) bilden eine Kategorie, deren Morphismen f:(X,A)—I(Y,B)
stetige Abbildungen f:X—Y sind, die A in B abbilden. f und g heiBen homotop,

wenn es eine Homotopie F:fxg gibt, mit F(A,I)<B.

Lemma 1

(1) Hq(X,A) ist ein Funktor von der Kategorie der Paare topologischer
Rdume in die Kategorie der abelschen Gruppen.

(2) Homotope Abbildungen von (X,A) nach (Y,B) liefern dieselbe Abbildung

H (X,A)—H (Y,B).
q q

Beweis:

(12.10.92) 42




(1) Ein (X,A)—(Y,B) liefert ein kommutatives Diagramm

S(A) € S(X)

S(B) s S(Y) ,

also einen Morphismus S(X,A)—S(Y,B).

(2) Jede natiirliche Transformation p:Sp(X)—eSq(X) liefert unmittelbar einen
natiirliche Transformation Sp(X,A)—aSq(X,A). Die im Beweis von 8.3 betrachtete
natiirliche Transformation ? liefert in der gleichen Weise eine natiirliche
Transformation P:S(X,A)—S(XxI,AxI), die O-homotop ist vermége einer Familie
von natiirlichen Transformationen ¢q:Sq(XxI,AxI)—aSq+1(XxI,AxI). Der Beweis

geht jetzt wie in 8.3. O

Satz 2 (Die lange exakte Homologiesequenz)
0—J—-K—L—0 sei eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann gibt es

natiirlich definierte Verbindungshomomorphismen Hq(l)—aﬂq_ (J), sodaB die

1
Folge
...—H (J)—H (K)—H (L)—H (J)—H (K)—. ..
q q q q-1 gq-1

exakt wird. (Die iubrigen Homomorphismen sind durch J—K und K—l indu-

ziert.)

Wenn man Satz 2 auf die exakte Sequenz 0-—S(A)—S(X)—S(X,A)—0 anwendet,

erhdlt man die

Folgerung 3

A sei ein Teilraum von X. Dann gibt es Verbindungshomomorphismen
aqu(X,A)—qu_l(A) sodaB die Folge
...—H (A)—>H (X)—H (X,A)—H (A)—H (X)—>. ..
q() q q q-1 gq-1 )
exakt wird. Wenn der relative Zyklus c die Homologieklasse hqu(X,A) re-

prdsentiert, ist 8c ein Reprdsentant von 8(h).
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DaB 8 tatsdchlich so aussieht wie hier angegeben, ergibt sich aus dem

Beweis von Satz 2.
Satz 2 folgt aus dem folgenden Lemma.
Lemma 4 (Schlangenlemma)
Im kommutativen Diagramm
A [
A—B——C—0

< el

0 SA’ >B’ 5C’

seien die Reihen exakt. Dann gibt es einen Verbindungshomomorphismus

d:Kery—Kokera, sodaB die Sequenz
Kera——»KerB——eKer7—§+Kokera——+KokerB——eKokery

exakt ist. (Die ilibrigen Abbildungen sind kanonisch definiert. )

Beweis:

Es ist leicht zu sehen, daB sich ein kommutatives Diagramm

Kerp Kerv

Koke;u Kokerv

eindeutig zu einem kommutativen Diagramm
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Kerp——Kerv

Koke;u——eK;kerv
erganzen 1aB8t. Die Abbildungen Kera——KerB——XKery, Kokera——KokerB—Kokery
sind dadurch definiert. DaB diese beiden Sequenzen exakt sind, ist leicht zu
sehen.

Sei nun ceKery. Schreibe c¢ als pb fiir ein beB und setze b’=Bb. Weil
ub’=yc=0, ist b’=Aa’ fir ein eindeutig bestimmtes a’eA’. Definiere 8c als das
Bild von a’ in Kokera. Diese Definition hZngt scheinbar noch von der Wahl von
b ab. Sei also beB ein anderes Element mit ug=c. Sei a’eA’ mit AE’:S’:BE. Man
findet nun ein aeA mit b=b+Aa. Daraus folgt A;=B(b+ha)=ka’+haa. Weil A injek-

tiv ist, folgt a’=a’+aa. a’ und a’ reprédsentieren also das gleiche Element von
Kokera. DaB 8 ein Homomorphismus ist, ist wie immer in solchen Fillen trivial
zu verifizieren.

Exaktheit bei Kery:

Sei ¢ aus Kery. Wdhle b,b” und a’ wie in der Definition von 8. Dann ist 8c=0
genau dann, wenn a’ die Form aa hat. Das bedeutet fiir a, daB BAa=Aaa=b’; das
heiBt, daB sich Aa und b durch ein Element d aus KerpB unterscheiden. a exis-
tiert also genau dann, wenn es ein deKerf gibt mit p(b-d)=0; was wiederum be-
deutet, daB c=pud.

Exaktheit bei Kokera:

Sei xeKokera reprédsentiert durch a’eA’. Dann wird x genau dann auf OeKokery
abgebildet, wenn Aa’=b’ im Bild von B liegt, wenn also b’=Bb fiir ein b aus B.
Ein solches b muB aber ypb=pBb=pb’=0 erfiillen, das heiBt pb=ceKery. Man findet

b also genau dann, wenn x=dc fir ein ceKery. O
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Beweis von Satz 2:

faktorisiert auf kanonische Weise:

Die Abbildung J —J
q q-1

J —J /B (J)—Z (J)—J
9 9 9q q

Macht man das gleiche fiir Kq—aKq_

qg-1

1 und Lq—an_l erhdlt man ein kommutatives

Diagramm
g1 > Kge > Lgn e
0—— jq _— Kq — Eq —0

J /B (J)— K /B (K)— L /B (L)— 50
qa q 9 q i aa
J K 1

o—>z;(J) TR Z;(IK) ——— 2.

Weil die bei den ersten Reihen exakt sind, liefert der triviale Teil des
Schlangenlemmas die Exaktheit der dritten Reihe. (Der zweite Pfeil ist sur jek-
tiv, weil Kq—an sur jektiv ist.) Ebenso folgt die Exaktheit der vierten Reihe
aus der Exaktheit der beiden letzten Reihen. Jetzt folgt der Satz aus dem
Schlangenlemma, weil Kerj=Hq(J), Kerk=Hq(K), Kerl=Hq(L), Kokerj=Hq_1(J) und

Kokerk=Hq_ (x). O

1

Bemerkung S

Wenn A € B € X, erhdlt man eine lange exakte Sequenz

...—H (B,A)—>H (X,A)—H (X,B)—H_ . (A,B)—H_ . (X,A)—...
q q q g-1 q-1
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Beweis:
Betrachte die exakte Sequenz

0—S(B,A)—S(X,A)—S(X,B)—0.

Bemerkung 6

Der Verbindungshomomorphismus 6:Hq(X,A)—9Hq_1(A) ist eine natiirliche
Transformation.

Beweis:

Es ist zu zeigen, daB jeder Morphismus (X,A)—(Y,B) ein kommutatives Diagramm

Hq(X,A)———e (A)

=4

e

(A)

H (Y,A)—>
q =1

el

liefert. Das ergibt sich unmittelbar aus der Beschreibung von 8 in Folgerung

3. 0O

Die letzte Bemerkung hat eine abstrakte Version: Jedes kommutative

Diagramm von Kettenkomplexen

O0——J—lL K 50
>J’ >’ K’ ———0

mit exakten Zeilen fiihrt zu einem kommutativen Diagramm

H (K)———Q——aH

q gq-1

H (K’)——7;——9H

(J)
. e

Bemerkung 7

Wenn A bogenzusammenhdngend ist, ist Hl(X)—aHl(X,A) sur jektiv.
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Beweis: Hj(A)—H (X) ist injektiv (siehe Beweis von 7.2). (m

10 DER EXCISIONSSATZ

Satz 1 (Excisionssatz)

Sei A € B € X und der AbschluB von A enthalten im Inneren von B. Dann ist

H(X\A,B\A)—H(X,B) ein Isomorphismus.

Bevor wir den Satz beweisen, geben wir eine wichtige Anwendung.

Satz 2
, wenn n<g oder 0<g<n
Hq(Sn) =4 Z , wenn g=n oder 0=q <n
12 , wenn 0=qg=n
Beweis:
Der Rand der n-dimensionale Vollkugel E" ist die n-1 Sphire ™ 1. Wir

berechnen Hq(En,Sn_l) auf zwei Arten:

1.Methode

Fiir g>1 ist nach 8.4(2) Hq(En)=O. Also folgt aus der Exaktheit von

B (ED)—n B8 s Hh——n @&
q q q-1 q-1

daB

Hq(En,Sn_l) x n-1

2.Methode

E? und E? seien die nordliche und siidliche Halbkugel von s™. Ihr Durchschnitt

ist der Aquator A. Jetzt folgt aus der Exaktheit von

n n S n
Hq(E+)————9Hq(S )————%Hq(s ,E+)————9Hq_1(E+)

daB Hq(sn,}:f)sﬂq(s“). Aus 9.7 folgt, daB diese Isomorphie auch fiir q=1 gilt.

In S" und é? sel der Nordpol entfernt. Der Excisionssatz liefert
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Hq(Sn,Ez)qu(én,EZ). Man sieht leicht, daB das Raumpaar (EE,A) Deformationsre-

trakt von (S",E]) ist. Also ist nach 8.4(1) Hq(én,éf)EHq(Ef,A). Weil

(B, M)=(E",s" 1), ergibt sich

H (E,s™ 1) = g (s").
q q

Man hat also schlieBlich fiir g>1

1R

n
H(S) =zH (S

q g-1

Weil die S" fiir n>1 einfach zusammenhéngend sind, folgt aus 7.3, daB Hl(Sn)=O.
Also folgt, daB Hq(Sn)=0 fiir alle 0<g<n. Aus nl(Sl)=Z folgt Hl(Sl)=Z und also
H (SM)=Z fur alle n>0. Aus 7.1 und 6.2 folgt Hq(SO)=0 fir g>0 und daraus

Hq(Sn)=0 fir n<g. Die Behauptung liber HO(Sn) folgt aus 7.1 und 7.2. O

Beweis von Satz 1

Wir definieren die baryzentrische Unterteilung, eine affine natiirliche Trans-
formation B:S—S. Wir verwenden dabei Lemma 8.5. Wir definieren zunichst

und sonst durch

0
B (0) = Fy (B, (80)),

B :A —A rekursiv durch B_.(¢)=¢ fiir ceA
a9 9q 0

wobe i M=(A0+...Aq)/(q+1) der Schwerpunkt von o=(A0,...Aq) ist und F der in Ka-
pitel 8 eingefiihrte Kegeloperator. Es ist klar, daR Bq mit affinen Abbildungen

vertauscht.

Behauptung 1: 8B = B43.
Beweis: Sei o ein singuldres affines g-Simplex, wir zeigen durch Induktion
Uber g, daB 8B(¢)=B(8¢): Fir g=1,2 rechnet man das unmittelbar nach. Fiir a>1
ist 6B(¢)=8FMB(60)=B(60)—FMaB(60)=B(60)-FMB(660)=B(60). (Man verwende
id=8F+F3. )

Mit Lemma 8.5 konnen wir B zu einer natiirlichen Transformation B:S—sS
fortsetzen. Weil 5BO=5, ist nach Lemma 8.6 id-B O-homotop. Das gleiche gilt
fir B". Es gibt also fir jedes n eine Familie ¢ von natiirlichen Transformatio-

nen sodaf
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id = B"+ 3¢ + ¢a.
Sei nun (Ui) eine offene Uberdeckung von X. Wir nennen eine g-Kette c
klein, wenn die in c vorkommenden Simplices jeweils in einem der Ui liegen.

Der Modul der kleinen g-Simplices ist also ZS(Ui).

Behauptung 2: Fiir alle ¢ gibt es ein n sodaB B"(c) klein ist.
Beweis: Wir konnen annehmen, daB c ein singuldres g-Simplex ist. Weil A kom-
pakt ist, gibt es ein €>0, sodaB jede Teilmenge von Aq, die einen kleineren

Durchmesser als € hat, in einer der Mengen der offenen Uberdeckung f--1

(Ui)
liegt. Man wihlt nun n so groB, daB die Durchmesser der Simplices von Bn(oq)

kleiner als £ sind. Dann ist Bn(0)=Sq(¢)an(¢ ) klein.

Behauptung 3: Wenn dc klein ist, ist c zu einer kleinen Kette homolog.
Beweis: Sei B"(c) klein. Dann ist c=Bn(c)+6¢(c)+¢(ac). Weil dc klein ist, ist
auch ¢(8c) klein.

Seien nun A,B,X wie in Satz 1. Wir betrachten die offene Uberdeckung

X=BU(X\A).

Behauptung 4: H(X\A,B\A)—H(X,B) ist surjektiv.

Beweis: Sei ceZq(X,B) d.h. ceSq(X) und aceSq(B). Wir miissen zeigen, daB es ein
deZq(X\A,B\A) mit c=d mod Bq(X)+Sq(B) gibt. Nach Behauptung 3 ist c homolog zu
einer kleinen Kette c=d+e, wobei deSq(X\A) und eeSq(B). Weil ad=az—6eesq_1(B),

ist 8deS__, (XN\A)NS__, (B)=S_ _; (BNA).

Behauptung 5: H(X\A,B\A)—H(X,B) ist injektiv.

Beweis: Sei deZq(X\A,A\B)n(Bq(X)+Sq(B)). Wir miissen zeigen, daB
dqu(X\A)+Sq(B\A). Nun ist d=8c+e, wobei ceSq+1(X) und eeSq(B). Weil 8c klein
ist, ist c homolog zu einer kleinen Kette E=f+g, wobei feSq+1(X\A) und

feSq+1(B). Dann ist d=8f+(dg+e). Es ist afqu(X\A) und
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(dg+e)=d-8feS (XNAINS (B)=Sq_1 (B\A). O

Sei X Vereinigung von zwei offenen Teilmengen A1 und A2 mit Durchschnitt
B. Wir bezeichnen die kanonischen Abbildungen Hq(B)—»Hq(Ai) mit f.1 und die ka-

nonischen Abbildungen H(Ai)—aH(X) mit g;- Definiere
f g

H (B)—/—H (A,)eH (A,)—=—>H (X

q o BT e q()

durch f=f1@f und g=g1®—g2. Dann gilt

2

Satz 3 (Mayer-Vietoris Sequenz)

Es gibt Homomorphismen h:Hq(X)—qu_ (B) sodaB die Sequenz

1

Ho g (R)——H (B)——H, (A )oB (A))—H (X)—H ) (B)—...

exakt ist.

Fiir bogenweise zusammenhdngendes B ist HO(B)—QHO(A1)®HO(A2) injektiv.

Also ist Hl(A1)®H1(A2)—9H1(X) sur jektiv. Satz 3 impliziert daB

v

Hl(B) Hl(AZ)

v

Hl(Al) Hl(X)
ein pushout von abelschen Gruppen ist. Weil H1=Ab(n1), ist das die abeliani-

sierte Version des in Kapitel 2 erwdhnten Satzes von van Kampen.

Beweis von Satz 3:

Sei §qu(X) repriasentiert durch erq(X). Nach Behauptung 3 des Beweises von

Satz ist x homolog zu einer kleinen Kette d.h. X~a, =2, wobei a, e Sq(Ai)' Im
allgemeinen ist Hq(A1)®Hq(A2)—+Hq(X) nicht surjektiv; wir kodnnen also nicht

erwarten, daB die a, Zyklen sind. Wir wissen aber, daB 6a1= aazeZq(B). h(€)
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sei die Homologieklasse von 8a1 in Hq(B). h(€) hingt nicht von der Wahl der ai

ab. Denn sei x = aj-a,~ aj-aj, also al-az-(a —az) = dd. Nach Behauptung 3

1

ist d homolog zu dl—dz, wobei diesq+1(Ai). Also ist

al-a1—6d1= az—a2—8d2= b € Sq(B).
Und daher 6a1—8a1= db € Bq_l(B).

Exaktheit bei H (A,)®H (A.):

————— i e g2

Es ist klar, daB gf=0.

Seien andererseits aiqu(Ai) reprasentiert durch aiezq(x) und g(al@a2)=0. Dann

ist wie oben al—a2= adl—adz fir die Sq+1

und wir haben f(b+Bq(B))=(a1@a2].

(Ai)' Dann ist a1—6d1= a2—82d=beSq(B)

Exaktheit bei Hq(X):

Sei Equ(X). Wenn £ im Bild von g ist, wird € repridsentiert durch a -a,, wobei

1
ae Zq(Ai)' Dann ist 8a1= 0, und also h(£€)=0.
Wenn umgekehrt h(€)=0 ist, und £ von a;-a, ,a,€ Sq(Ai) reprasentiert wird, ist
da,= da.= b € B (B). Dann sind die a.-b aus Z (A.) und wenn die «. die

1 2 q-1 i (o (PRt i
zugehdrigen Homologieklassen sind, ist €=g(a1@a2).

Exaktheit bei H__, (B):

q-1

Sei Bqu_l(B). Wenn B im Bild von h ist, wird B durch ein Element 6a1= da, re-

2

prasentiert. Dann ist f(B) = (6a1+Bq_1(A1))@(6a2+Bq_1(A2)) = 00 = 0.

Sei umgekehrt f(B)=0. Wenn B durch beSq_l(B) reprédsentiert wird, ist also
bqu_l(A1)an_1(A2); wir haben also a.e Sq(Ai) mit b=da =da,. dann représen-

tiert der Zyklus x=a,-a ein Equ(X), das auf B abgebildet wird. O

2
Wenn X, Al’ Az, B wie im letzten Satz sind, kann man auf das Tripel

(X\Al) € A€ X den Excisionssatz anwenden und man erhilt

2
(1) Hq(Al’B) = Hq(X,AZ).

Ebenso ergibt sich

(2) Hq(Az,B) = Hq(X,Al).
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Satz 4

Fiur die Existenz der Mayer-Vietoris Sequenz geniigt es die Giiltigkeit von

(1) und (2) zu fordern.

Beweis:
Definiere h durch

8
it X « H (A,,B)—2
H, (X) Hy (X.Ay) = H_(A),B) H_y (B)

: |

1

Exaktheit bei H (A, )®H (A.):
(o g | (o = 2

Wir miissen zeigen, daB fiur alle € Hq(Al) und a,€ Hq(Az): fl(a1)=f2(a2) gdw.
es ein Bqu(B) mit al=g1(B) und a2=g2(B) gibt. Betrachte dazu das folgende
kommutative Diagramm.

g
a 1
Hq+1(X,A1)————9Hq(A1)—————qu(X) ————qu(X,Al)

| o I

Hq+1(A2,B)—>Hq(B) —)Hq(Az)—>Hq(A2,B).

Die Zeilen sind exakt und die beiden ZuBeren vertikalen Pfeile sind Isomor-

phismen. Damit folgt die Behauptung aus dem folgenden

Lemma (Viererlemma)
Im kommutativen Diagramm von R-Moduln

A—f L& o B g

BN

>B’ >C’ >D’

seien die Zeilen exakt. & sei injektiv und « sur jektiv. Dann ist fiir alle
beB und c’eC’ g(b)=y(c’) gdw. ein b’eB’ mit b=p(b’) und c’=g’ (b’)

gibt.

Beweis: Sei g(b)=y(c’). Dann ist 8h’ (¢’ )=hy(c’ )=hg(b)=0. Also h’ (c’)=0 und es

(12.10.92) 53




gibt ein b* mit c’=g’ (b*). Weil g(b)=g’ y(b*)=gB(b*), gibt es ein a mit
b=R(b*)+f(a). Wéhle ein a’ mit a=a(a’). Dann ist b’=b*+f’ (a’) das gesuchte

Element.

Fir die Exaktheit bei Hq(X) und Hq-l(B) betrachten wir das folgende

%

H (X,A

\\\\$3N
q » 1)\ /

kommutative Diagramm

H (X
q( )

Hq(¥,A2)

H (X,B)
/////Iq I\\\\\
Hq(AZ’B) a Hq(Al’B)
H,_, (B)

Die Kerne der ei sind die Imgi. Die Exaktheit der Mayer-Vietoris Sequenz bei

Hq(X) bedeutet also gerade, daB Kerh=Kere1+Kere2. Die Bilder der a1 sind die

Kerfi. Die Exaktheit bei Hq(B) bedeutet Imh=Im61+Im62. Das folgt alles aus dem

folgenden Lemma. O

Lemma 5 (Sechsecklemma)
Im folgenden Diagramm von R-Moduln seien alle Dreiecke kommutativ, die
drei kurzen Sequenzen, die durch B gehen seien exakt und die b. Isomor-

i

phismen.
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X

¢
\
N
N

A
1 \\\33
Vak
A1R\\\ﬁ¥///ﬂA2
by ////, R\\\\ b,
G C
DN
C

Dann gilt

(1) clbzla + c = 0

17" S289 €=
und fiir h=c1b;1a

1
(2) Kerh=Kera1+Kera2
(3) Imh=ImclnImcz.
Beweis:

Ein kommutatives Dreieck

in dem b ein Isomorphismus ist, beschreibt nichts anderes als eine direkte

Zerlegung von B. Es ist B=B1@Bz, wobei Bl=Kere und B

eine eindeutig bestimmte Verfeinerung

2=Imf. Das heiBt, es gibt

Ny,

FQB
B/i
C//” 1

des Diagramms, indem p die natiirliche Projektion,

b| id

i die Inklusion ist und die
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anderen Abbildungen Isomorphismen. Wegen der Exaktheit der beiden Diagonalen,
gehdren die beiden mittleren Dreiecke zur selben Zerlegung von B (nur die Rol-
len von B1 und B2 sind vertauscht.) Weiterhin ist klar, daB man im Ausgangs-—
diagramm annehmen kann, daB der obere vertikale Pfeil injektiv und der untere
sur jektiv ist. Jetzt ist die Behauptung des 6-er-lemmas reduziert auf:

Sei A ein Untermodul von B=B1®BZ. Definiere hi:A—aB/A durch

hi(a)=(pi(a)+A) wobe i pi:B—--)Bi die natiirliche Projektion ist. Dann gilt

(1) h,+h,=0

(2) Kerh1= (AnB1)+(AnBZ)

(3) Imh, = (A+Bl)/A n (A+B2)/A

1

Das kann man nun leicht nachrechnen. H

11 PRODUKTE

Die Homotopiegruppen eines Produktraumes XxY sind das direkte Produkt der Ho-

motopiegruppen von X und Y. Die Homologie von XxY ist schwerer auszurechnen.

Zuerst beweisen wir

Satz 1 (Eilenberg-Zilber)

S(XxY) und S(X)®S(Y) sind homotopiedquivalent.

Das braucht einige Vorbereitungen.

Tensorprodukt
Sei R ein Ring, M ein Rechts- und N ein Linksmodul iiber R. Eine bilineare Ab-

bildung (_,_) von MxN in eine abelsche Gruppe heiBt R-bilinear, wenn fir alle

reR

(mr,n)=(m,rn).

Das Tensorprodukt M®RN von M und N ist eine abelsche Gruppe zusammen mit einer
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R-bilinearen Abbildung
®:MxN——eM®RM,
die die folgende universelle Eigenschaft hat:

Jede R-bilineare Abbildung von MxN in abelsche Gruppe L hat die Form fo®

fir einen eindeutig bestimmten Homomorphismus f:N®RM—eL.
Fir abelsche Gruppen M und N schreiben wir M® N statt M®ZN'
Man zeigt leicht, daB dadurch das Tensorprodukt bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist. Die Existenz sieht man so ein: Sei H die freie abelsche Gruppe,
die von allen Paaren (n,m) erzeugt wird. K sei die von allen Elementen der
Form (n+n’,m)-(n,m)=(n’,m), (n,m+m’)-(n,m)-(n,m’), (rn,m)-r(n,m), (n,rm)-
r(n,m) erzeugte Untergruppe. Setze N®RM=H/K und nem=(n,m)+K. Man sieht, daB
M®RN von allen men - den reinen Tensoren - erzeugt wird.

Das Tensorprodukt ist ein Bifunktor, das heiBt, fiir Jjedes Paar von Mor-
phismen f:M—M’ und g:N—N’ ist ein Morphismus f®g:M®RN—+M’®RN’ gegeben und es
gelten die Regeln: ideid=id, (foh)eg=(feg)e(heg) und fe(goh)=(feg)o(feh). feog
ist definiert als die zur R-bilinearen Abbildung (m,n)+—f(m)eg(n) gehdrende
Abbildung M®RN—+M’®RN’.

Wenn M ein S-R-Bimodul ist, also gleichzeitig ein S Linksmodul und ein
R-Rechtsmodul ist und (sm)r=s(mr) erfiillt, wird M®RN ein Links S-Modul. Man
definiert s(men)=(sm)en. Die Zulédssigkeit dieser Definition sieht man so ein:
Fir festes s ist definiert (m,n)+— (sm)en eine R-bilineare Abbildung von MxN
nach M®RN, faktorisiert also durch eine Abbildung M®RN—>M®RN: die Linksmulti-
plikation mit s. Wenn N auBerdem ein R-T-Bimodul ist, wird M®RN ZUmES=T-
Bimodul. Wenn R kommutativ ist,brauchen wir zwischen Links und Rechtsmoduln
nicht mehr zu unterscheiden und jeder R-Modul ist auch ein R-R-Bimodul. M®RN

ist dann wieder ein R-Modul und es gilt r(men)=(rm)en=me(rn).

Das folgende Lemma gestattet es im Prinzip das Tensorprodukt zu

berechnen:

(12.10.92) 57




Lemma 2

Sei R ein beliebiger Ring. Dann gilt:

IR

1) R®RM M

2) (EBielMi)@RN = éBieI(Mi@RN)

3) (_®RN) ist ein linksexakter Funktor.

Beweis:
1) Der Isomorphismus ist rem+—rm mit Umkehrabbildung m+—len.
2) Sei H eine abelsche Gruppe. Dann sind die folgenden Bijektionen natiirlich:

Hom((@ieIMi)®RN,H) = BilR((eieIMi)xN,H) = n.le BilR(M.lxN,H) = I EIHom(M1®RN,H)

I
= Hom($ieI(Mi®RN),H). Daraus folgt die Behauptung.

i

3) Sei
Atp8chy
exakt. Wir missen zeigen, daB
ABN-°L:p0. N E%L,cp DL,
exakt ist. DaB g®l surjektiv ist, ist klar. Es bleibt also die Exaktheit bei
B®RN zu zeigen. Aus der Funktoreigenschaft von (_®RN) folgt, daB
Im(fel)cKer(gel); gel faktorisiert daher auf natiirliche Weise
(BBEN)—"—(B8_N)/Im(fo1 )=H—E 8 N.
Um zu zeigen,daB p injektiv ist, definieren wir eine R-bilineare Abbildung
[_,_]:CxN—H durch [c,n]=(ben)+Im(fe1), wobei b ein Urbild von ¢ ist. Weil
c=g(b)=0 zur Folge hat, daB beIm(f) und also beneIm(fel), ist [c,n] von der

Wahl von b unabhdngig. Es folgt die Existenz eines Homomorphismus 1:C®RN—+H

mit io(gel)=m. p ist also injektiv d.h. Im(fel)Ker(gel). O

Folgerung 3

Sei R kommutativ, dann ist das Tensorprodukt von freien Moduln wieder

ein freier R-Modul.
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Im Folgenden sei der Einfachheit halber R immer kommutativ. Meist wird
gelten die Sdtze aber auch fiir nicht-kommutative Ringe. Man muB nur die Formu-
lierung geeignet dndern und zwischen Rechtsmoduln, Linksmoduln und abelschen
Gruppen unterscheiden.

Das Tensorprodukt K@Rl = M zweier Kettenkomplexe K und L iiber R ist fol-
gendermaBen definiert: Es ist M = ®q+r=p(Kq®RLr) und die Randabbildung 8 ist
gegeben durch

a(kel) = (8kel)+(-1)%(kedl),

wenn kekK .
q

Lemma 4

1) Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen ist wieder ein Kettenkomplex.

2) Tensorieren ist ein Bifunktor von der Kategorie der Kettenkomplexe in
die Kategorie der Kettenkomplexe.

3) (_@RL) ist linksexakt.

4) Der Funktor ®R ist vertradglich mit der Homotopie von Morphismen von
Kettenkomplexen.

5) Fiir positive Kettenkomplexe (d.h. ohne nichttriviale Ketten negativer

Dimension) ist HO(K®Rm) = HO(K)®RHO(L).

Beweis:

1) 88(kel) = 8(3kel)+(-1)%3(kedl) = (-1)q_1(8k®61)+(-1)q(6k®61) =0

2) klar

3) Weil die direkte Summe von exakten Sequenzen wieder exakt ist: Sei
1—J—K—0

exakt, das heiBt alle induzierten Sequenzen Ip—aJp—aKp—aO sind exakt. Wir fi-

xieren ein p; zu zeigen ist, daB (H®Rl)p—»(J®RL)p—+(K®RE)p—+0 exakt ist. Diese

Sequenz ist aber die direkte Summe der exakten Sequenzen
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Iq®RLr—>Jq®RLr—>Kq®RLr—>O
fir p=q+r.
4) ¢ und ¥ seien homotope Morphismen von J nach K. Wir miissen zeigen, daB die
beiden Morphismen ¢®R1 und w@Rl von J®RL nach K®Rl homotop sind. Sei ®:¢ = y.
Definiere (¢®R1)p:(J@Rl)p—e(K®RL)p+1 durch

(¢®R1)p(a®b) = ¢q(a)®b,
wobei aeKq, bel  und p=q+r. Dann ist ¢®R1 eine Homotopie von ¢®R1 nach w®R1,
denn fiir a,b wie eben berechnet sich 8(¢®R1)(a@b)-(¢®R1)6(3®b) =
[80asb+ (-1)T* saeab] - [5asb+ (-1)Teaesb] = (36a-88a)sb = (¢8,1-y8.1) (asb).
5) Wir missen zeigen, daB die Exaktheit von K,—K —G—0 und L.—L —H—0 die

1 70 10

Exaktheit von (KO®RL1)®R(K1®RL0)—9KO®RLO—)G®RH——>O zur Folge hat. Die Exaktheit

bei G®RH ist klar. Wenn man die beiden Sequenzen tensoriert erhilt man ein
kommutatives Diagramm, das das folgende Diagramm enthilt. Dabei sei

Aij= Ki®RLj’ Bi= Ki®RH und C = G®RH.

A10 Bl

Apr—Rgo—8,

W

C

Wenn in einem solchen Diagramm die Zeile(n) und die Spalte(n) exakt sind, ist
O
auch A01® Al Agp— C exakt.
Ein Kettenkomplex K heiBt azyklisch, wenn H(K)p=0 fir alle positiven p.
Ein positiver Kettenkomplex L heiBt frei, wenn alle Lp freie R-Moduln sind.
Die Kettenkomplexe topologischer Rdume und Tensorprodukte von freien Ketten-
komplexen sind zum Beispiel frei. Man beachte, daB freie Moduln F projektiv

sind: Jedes Diagramm
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mit surjektivem f 1&Bt sich durch ein g zu einem kommutativen Diagramm ver-

vollstédndigen. Es geniigt natiirlich, daB8 das Bild von f im Bild von F—M liegt.

Lemma 5
Wenn K frei ist und L azyklisch, wird jeder Homomorphismus f:Ho(K)—eHo(l)

von einem Morphismus ¢:K—L induziert. ¢ ist bis auf Homotopie eindeutig.

Beweis:

Wir konstruieren rekursiv die ¢p so, daB das Diagramm

o i e———— 4 ————»K e ——SK ————»H (K)

p+l p=
¢p+1 J ¢0 =
ST 5
..Lp 1————9L ————»Lp 1 e iaa Ly ,Ho(l)———eo

kommutativ wird. ¢O existiert, weil LO frei ist und LO———AHO(l) sur jektiv. Sei
¢p schon konstruiert. Weil 6¢p8=¢p_168=0, liegt das Bild von ¢pa im Kern von

Lp———)Lp_1 und wegen der Exaktheit der unteren Sequenz im Bild von Lp+1——+L -

Weil Lp+1 frei ist, existiert ¢p+1' (Wenn p=0, spielen HO(K),HO(L) und f die

Rolle von K-l’L—l und ¢_1.)

Fir die Eindeutigkeit miissen wir zeigen, daB ¢ nullhomotop ist, wenn f=0

ist. Dazu konstruieren wir rekursiv eine Folge @p:Kp—»L mit ¢p=30p+¢ a.

p+1 p-1
Wir setzen ¢p=0 fir negative p. Sei Qp—l (fir ein p=0) schon konstruiert. Wir
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wollen -® 3:K_ —L_ zu einem & :K —L liften. Dazu ist zu zeigen, daB
%5~ %p-12 K0y PP ptl Rl RN
das Bild von ¢p—¢p_16 ein Rand ist. Fiir p=0 liegt das daran, daR ¢p auf HO die
Nullabbildung induziert, also ganz KO auf Rénder abbildet. Wenn p>0, ist L
exakt bei Lp und wir milssen zeigen, daB das Bild von ¢p—®p_16 ein Zyklus ist.

In der Tat:

- - = = - - o= - =_D
a8, q18) = 08 (88 )8 9 i 5 ) 59, #p-19 = O

Folgerung 6

Wenn X und Y zusammenziehbar sind, ist S(X)® S(Y) azyklisch.

Beweis:

Wenn X und Y zusammenziehbar sind, so sind S(X) und S(Y) azyklisch und frei.
HO(X) und HO(Y) sind freie Z-Moduln , deren Rang die Zahl der Bogenzusammen-
hangskomponenten ist. Sei K bzw. L der bei 0 konzentrierte (d.h.Lp=O fir p+0)
Kettenkomplex mit KO=HO(X) bzw. LO=HO(Y). Dann sind K und L ebenfalls azyk-
lisch und frei mit HO(K)=HO(X) und HO(&)=HO(Y). Nach dem Lemma sind also S(X)
und K bzw. S(Y) und L homotopieiquivalent. Also sind auch S(X)® S(Y) und K® L

homotopiedquivalent. K® L ist aber bei 0 konzentriert und daher azyklisch. O

Sei 4 eine Kategorie und ¥ ein Funktor von £ in die Kategorie der positi-

ven Kettenkomplexe iiber R. M (die Modelle) sei eine Menge von Objekten von A.

Definition
1. ¥ heiBt M-azyklisch , wenn fiir alle MeM %M azyklisch ist.

2. ¥ heiBt M-frei, wenn es fiir jedes p eine Familie (Mi)ie von Modellen

I
gibt und Elemente aie(?(Mi))p, sodaB fiir alle Objekte A die Familie

(?(a)ail G:Mi—aA, iel) eine Basis von (?A)p st

Der nédchste Satz ist eine Verallgemeinerung von Lemma 5:
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Satz 7

¥ und § seien Funktoren von # in die Kategorie der Kettenkomplexe iiber R.
M sei eine Menge von Objekten von d. Wenn ¥ M-frei und § M-azyklisch ist,
wird jede natiirliche Transformation f:HO(?)—aHO(Q) induziert von einer

natiirlichen Transformation ¢:%—%, die bis auf natiirliche Homotopie ein-

deutig bestimmt ist.

Beweis:
Wir definieren rekursiv fiir jedes p eine natiirliche Transformation

¢p:?p——+§p,soda8 das folgende Diagramm kommutativ wird.

?p+1 >$p 4$?p-1 > % SHy (F)
¢p+1 ¢p ¢p-1 % f
"§p+1 ,gp >§p-1 ) el 9 5 H, (§)——0

Sei ¢p schon konstruiert. (¢O verschafft man sich dhnlich.) Dann liegt fiir
Jjedes A das Bild von ¢p(A)6 im Kern von ?pA—e?p_lA. Fur alle i liegt also

¢ (M.)8 im Bild von § (M,)—% (M.). Wir definieren ¢_ . (A), indem wir
p i ptl i P P

+1
¢p+1(A)x=y fiir jedes Basiselement x=?¥(0‘)ai (G:Mi—eA, aiegp+1(Mi)) von 9p+1A
angeben: Widhle ein bie§p+1(Mi) mit abi=¢p(Mi)aai und setze y=?(0)bi.

Das Diagramm kommutiert: ¢p(A)6x=¢p(A)ag(o)ai=¢p(A)9(0)6ai=9(0)¢p(Mi)aai=
?(c)abi=8?(o)bi=6y=a¢p+1(A)x.

¢p+1(A) ist eine natiirliche Transformation: Sei 7:A—B ein Morphismus.
Dann haben wir fiir x wie oben: ?(t)¢p+1(A)x=?(t)?(o)bi=9(ro)bi=
¢p+1(B)(?(rw)ai)=¢p+1(B)?(r)?(o)ai=¢p+1(B)?(t)x.

Den zweiten Teil der Behauptung zeigt man #hnlich. O.
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Beweis von Satz 1:

Wir wenden Satz 7 an: 4 sei die Kategorie der Paare topologischer Réume.
S(XxY) und S(X)® S(Y) spielen die Rollen von % und §. HO(XxY) hat eine kanoni-
sche Basis, die den Bogenzusammenhangskomponenten von XxY und also den Paaren
von Bogenzusammenhangskomponenten von X bzw. Y entspricht. HO(S(X)® S(Y)) ist
nach Lemma 4(5) isomorph zu HO(X)® HO(Y); hat also ebenfalls eine kanonische
Basis, die den Paaren von Bogenzusammenhangskomponenten von X bzw. Y
entspricht. Es gibt also einen natiirlichen Isomorphismus

f:HO(S(_x_))—>HO(S(_)® S ).

Sei Ml die Klasse aller Raumpaare (Aq,Aq) fir g=0,1,2,... und MZ die
Klasse aller Raumpaare (Aq,Ar] fir q,r=0,1,2... . Weil Aqur zusammenziehbar
ist, ist der Funktor S(_x_) Ml—azyklisch und Mz—azyklisch. Wegen Folgerung 6

ist S(_)® S(_) ebenfalls azyklisch im Sinne von Ml und.Mz.

Behauptung 1: S(_x_) ist Ml frei.
Beweis: Fixiere p. Wenn dann Ip=opxcpesp(Aprp) die Diagonalabbildung

A —A xA ist, hat jede stetige Abbildung p:A —XxY die Form oot =S(01x02)(t )
P P P P P P
fiir ein Paar 0=(01,02) von stetigen Abbildungen oz(Ap,Ap)—e(X,Y). Diese Abbil-

dungen sind aber eine Basis von Sp(XxY).

Behauptung 2: S(_)® S(_) ist M, frei.
Beweis: Sei p fest. Die kanonische Basis von (S(_)® S(_))p besteht aus allen
o1®02, wobei fir p=q+r al und 02 stetige Abbildungen von Aq bzw. Ar nach X

bzw. Y sind. Wenn wir also {(Aq’Ar)l p=g+r} fir die M. nehmen und 0q®or fir

i

die a,, ist die Bedingung der Definition erfiillt.

Behauptung 1 liefert nun eine natiirliche Transformation
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$:S(_x_)—S(_)® S(_), die f induziert; Behauptung 2 eine natiirliche Transfor-
mation ¥:S(_)® S(_)—S(_x_), die f-1 induziert. Die Eindeutigkeitsaussage von

Satz 7 ergibt, daB ¢y und y¢ zur Identitidt homotop sind. O

Der Satz von Kiinneth (Satz 10) erlaubt es, fiir Hauptidealringe die Homo-
logie von K@RL aus den Homologien von K und L zu berechnen. Wir brauchen dazu

den Bifunktor Tor(_,_), die erste Linksderivierte von ®.

Jeder Modul M ist epimorphes Bild eines freien Moduls FO' Der Kern der
Abbildung FO—aM ist wiederum epimorphes Bild eines freien Moduls Fl' Fahrt man
in dieser Weise fort, erhdlt man einen azyklischen freien Komplex F mit
HO(F)=M. Wir nennen F eine freie Aufl&sung von M.

Sei nun T ein (wie immer additiver) Funktor von der Kategorie der R-
Moduln in die Kategorie der S-Moduln. Widhle fiir jeden R-Modul M eine freie
Auf 18sung FM und setze Li(T)M=Hi(TFM). Li ist auf natiirliche Weise ein Funktor
von der Kategorie der S-Moduln: Eine Abbildung f:M—N 14Bt sich nach Lemma 5
zu einem Morphismus ¢:FM—+FN liften. Das ergibt eine Abbildung
Hi(¢):Hi(FM)—+Hi(FN). Weil ¢ bis auf Homotopie eindeutig bestimmt ist, ist
Hi(¢) eindeutig bestimmt. Wir nennen diese Abbildung Li(T)(f). Man rechnet
sofort nach, daB dadurch Li(T) ein Funktor wird. Das zeigt auch, daB Li(T)
-bis auf natiirliche Isomorphie- unabhingig von der Wahl der F., definiert ist.

M

Li(T) ist der i-te linksderivierte Funktor von T.

Lemma 8
1) Wenn T rechtsexakt ist, ist LO(T)ET.
2) Wenn T exakt ist, ist Ln(T)=O fiir alle n>0.

3) Wenn A projektiv ist, ist Ln(T)A=0 fir alle n>0.

(12.10.92) 65




Beweis:
1) Eine freie Auflésung F von M endet mit der exakten Sequenz Fl—eFO—eM—eo.
Wenn T rechtsexakt ist, ist auch TF —eTFz—eTM—eO exakt. Daraus folgt

1
HO(TF)ETM.
2) TF ist exakt bei allen F ,» n>0.
3) Wenn A frei ist, ist der bei A konzentrierte Kettenkomplex F mit FO=A eine
freie Aufldsung von A. T(F) ist ebenfalls bei 0 konzentriert und es folgt
Hn(TF)=O fir alle n>0. Wenn A projektiv ist, ist A direkter Summand eines

freien Moduls M. Dann ist Ln(T)A direkter Summand von Ln(T)M=0, ist also eben-

falls =0. O

Sei B ein fester Modul. Die Linksderivierten des Funktors TB=(_®RB) nennt

man Torn(_,B).Man zeigt leicht, daB Torn(_,_) ein Bifunktor ist.

Bemerkung

Aus dem Lemma folgt, daB Torn(A,B)=0 ist, wenn A oder B frei ist. In der

IR

Tat gilt Tor (A,B) = Tor (B,A) (Ubung).
Satz 9 (Die langen exakten Sequenzen)
1) Sei T ein Funktor und 0—A—B—C—0 exakt. Dann gibt es
Morphismen a:Ln(T)C—eLn_l(T)A sodaB die Sequenz
5 —»Ln(T)A—aLn(T)B—aLn(T)C—aLn_l(T)A—»....—»LO(T)C—eo
exakt wird.
2) 05T—U—V—0 sei eine exakte Sequenz von Funktoren. Das heiBt es sind
natiirliche Transformationen T—U und U—V gegeben, sodaB fiir alle M
die sich ergebende Sequenz 0—TM—TU—TV—0 exakt ist. Dann gibt es

natiirliche Transformationen L (V)—L__.(T), sodaB die Folge

1
2 —eLn(T)—ALn(U)—aLn(V)—eLn_l(T)—%....—9LO(V)—90

exakt wird.
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Beweis:

1) Sei E freie Aufldsung von A und G freie Aufldsung von C. Es sind also Sur-
Jjektionen EO—»A und GO—aC gegeben. Weil G0 frei ist konnen wir die letzte Ab-
bildung liften zu einer Abbildung Go—eB. Diese Abbildung liefert zusammen mit
der Komposition EO—aA—eB eine Abbildung EO® GO—aB, die das Diagramm

Ey— EO(B G0—> Gy

A — B — C

kommutativ macht. Wir wenden nun das Schlangenlemma 9.4 auf dieses Diagramm
an: Weil die beiden &duBeren vertikalen Pfeile surjektiv sind, ist auch der
mittlere Pfeil surjektiv. Weiterhin ergibt sich daB die Folge der Kerne

A’ —B’ —C’ der vertikalen Pfeile kurz-exakt ist (das heiBt, daB

0—A’ —5B’ —»C’ —0 exakt ist.) Jetzt beachten wir,daB El—eA’ und G,—C’ sur jek-

1
tiv sind und fahren so fort. SchlieBlich erhalten wir eine freien Auf 16sung F
von B und eine exakte Sequenz 0—E—F—6—0, die 0—A—B—C—0 liftet. Diese
Sequenz sieht lokal aus wie die kanonische Sequenz O—aEn—aFnE En® Gn—eGn—ao,
zerfdllt also lokal. Die Folge 0—TE—TF—TG—0 ist also ebenfalls exakt. Die
Behauptung ergibt sich jetzt aus dem Satz 9.2 iiber die lange exakte Homologie-
sequenz.
2) Eine freie Aufldsung F von M liefert eine exakte Sequenz 0—TF—UF—VF—0
und die wiederum eine exakte Sequenz

. —eLn(T)M—eLn(U)—eLn(V)M—aLn_l(T)M—a....—9LO(V)M—+O.
Es bleibt die Natiirlichkeit dieser Abbildung zu zeigen. Sei KR die Kategorie
der Kettenkomplexe iiber R modulo Homotopiedquivalenz. Dann ist "freie Auf 16—

sung von _" ein Funktor von der Kategorie R-Mod der R-Moduln in KR' T liefert
einen Funktor von KR nach KS' Die Hn sind Funktoren von KS nach S-Mod. Der

Verbindungshomomorphismus eine natiirliche Transformation Hn—aHn_l. Daraus
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folgt die Behauptung. DO

Folgerung 10
T sei rechtsexakt. Dann 14Bt sich L1(T)M folgendermaBen berechnen: Wihle
eine exakte Sequenz 0—K—F—M—0 mit freiem (oder projektivem) F. Dann

ist Ll(T)M = ker (TK—TF).

Beweis:

L1(T)F—%Ll(T)M—»LO(T)K—eLO(T)F ist exakt, Ll(T)F=O, LO(T)K=TK und LO(T)F=TF.
a

Zur Formulierung der Kinnethformel im nichsten Satz fithren wir die fol-
gende Notationen ein: Sei K ein Kettenkomplex und z eine ganze Zahl, dann ist
K[z] der um z geshiftete Kettenkomplex, der durch K[z]n= Kz+n gegeben ist.
Mit Torl(K,l) bezeichnen wir den durch

Torl(K,l)n= ) Torl(K )
p+q=n 713

gegeben trivialen Kettenkomplex. H(K) fassen wir ebenfalls als Kettenkomplex

mit trivialem Randoperator auf.

\99]

atz 11 (Die Kiinnethformel)

K und L seien Kettenkomplexe iiber R. Wenn K frei ist und R ein Haupt ide-
alring, gibt es eine exakte Sequenz von trivialen Kettenkomplexen
0 — HEIKIBHWL) —55 HKBL) —> Tor, (K,L)[-1] —s 0.

Die Sequenz zerfallt , L ist eine natiirliche Transformation.

Beweis:
Sei Z der triviale Kettenkomplex der Zyklen von K (diesmal nicht der Ring der

ganzen Zahlen) und B der triviale Kettenkomplex der Rinder von K. Die kurzen

exakten Sequenzen

(12.10.92) 68




0 — Zp—e Kp—a Bp_l—a 0 (1)
setzen sich zu einer Sequenz
0 57— K— B[-1]— 0 (2)
zusammen. Weil Kp—l frei ist, ist nach dem nichsten Lemma auch Bp-l frei. Also
zerfdllt die Sequenz (1). Wir sagen dann, daB die Sequenz (2) lokal zerfillt.
Wenn wir (2) mit L tensorieren ergibt, sich daher nach Lemma 2 (2) die exakte
Sequenz
0 — Z®RL — K@RL — B[~1]®RL — 0,
die wieder lokal zerfdllt. Wir wenden hierauf den Satz von der langen exakten
Homologiesequenz an, bemerken aber vorher noch fiir freie triviale Kettenkom-
plexe F die natiirlichen Isomorphismen
H(F®RL) = F®RH(E).

Die lange exakte Homologiesequenz ergibt damit die exakte Sequenz

BOLH(L) = Z8 H(L) — H(K@Rn_) — B[-1]8_H(L) B, Z[—1]®RH(IL). (3)
Man rechnet leicht nach, daB die Verbindunghomomorphismen « und B von den
Inklusionen B—Z und B[-1]—Z[-1] induziert sind. Aus (3) ergibt sich die
exakte Sequenz

0 — Koker(a) — H(K@Rl) — Ker(B) — 0.
Nach Lemma 2 (3) ist Koker(a) = (Z/B)®;H(L) = H(K)® H(L).
Wir wenden nun Folgerung 10 auf die exakte Sequenz

0—B[-1]—Z[-1]—H(K)[-1]—0 und den Funktor (_®RH(l)) an (genauer gesagt: auf
die exakten Sequenzen in jeder Dimension.) Wir erhalten

Ker () = Tor, (H(K),H(L))[-1]. m]

Die Abbildung £ in der Kiinnethformel 1#B8t sich fiir beliebige Ringe defi-
nieren: Wenn aer(K) und Bqu(L) reprdasentiert werden durch die Zyklen m und
n, definieren wir C(a®B) als die Homologieklasse von men in K®Rl. Diese Defi-
nition ist sinnvoll, weil offenbar men ein Zyklus ist. AuBerdem ist men ein

Rand, wenn m=dm’ oder n=8n’ ein Rand ist: Wir haben dann men=8(m’en) oder
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a(-men’ ).

Lemma 12

Wenn R ein Hauptidealring ist, ist jeder Untermodul eines freien R-Moduls

wieder frei.

Beweis:

Sei F frei. Dann ist F direkte Summe & Ra von Kopien von R. Sei U ein Un-
ael

termodul von F Wir nehmen an, daB I die Menge der Vorginger der Ordinalzahl il
ist und setzen fir jedes B=u

U=Un( BR ).
i a<g &
Weil jeder Untermodul von Ra frei ist (ndmlich =0 oder = R) zerfallen die ex-
akten Sequenzen 0 —- U —> U _.—> R . Es ist alsoU .= U ® I fiir einen
(04 o+l o o+l o o

freien Modul Ia' Die Behauptung folgt aus der Darstellung U = & Ua' a
o<

Als Folgerung aus Kiunneths Satz erhalten wir

Folgerung 13
X und Y seien topologische Ridume. Dann gibt es fiir Jedes n eine zerfal-
lende exakte Sequenz

0— & HP(X)® H (V) —=H (XxY) — p+g=n-1

SN Tor, (H_ (X), B _(Y))—0.

12 VERALLGEMEINERUNGEN
Sei X ein topologischer Raum. Wir haben in diesem Kapitel Invarianten fiir X

konstruiert, indem wir dem Kettenkomplex S(X) Invarianten zugeordnet haben.

Das Verfahren 188t sich so verallgemeinern: Sei T ein (additiver) Funktor von
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der Kategorie der abelschen Gruppen in die Kategorie der R-Moduln. Dann ist
die Homologie HTS(X) von TS(X) eine Invariante von X. Einen Paar A<X von to-

pologischen Rdumen ordnen wir die Invariante HTS(X,A) zu.

Lemma 1

TS(X,A) und TS(X)/TS(A) sind kanonisch isomorph.

Beweis:
Sq(A) ist direkter Summand von Sq(X). Die exakte Sequenz
0—S(A)—>S(X)—S(X,A)—0
zerfdllt also in jeder Dimension. Also ist auch
0—TS(A)—>TS(X)—>TS(X,A)—0

exakt.

Satz 2

Sei T ein additiver Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen in

die Kategorie der R-Moduln. Dann gilt fiir F(X)=HTS(X):

1) (Funktor) Fq ist ein Funktor von der Kategorie der topologischen Riume
(bzw. der Kategorie der Paare topologischer Riume) in die Kategorie
der R-Moduln.

2) (Homotopie) Wenn f und g stetige homotope Abbildungen von X nach Y
sind, ist F(f)=F(g).

3) (Lange Homologiesequenz) Jedem Raumpaar ASX sind natiirliche Homomor-
phismen Fq(X,A)—an_l(A) zugeordnet, sodaB die Folge

...—an(A)—qu(X)—»Fq(X,A)—qu_l(A)—qu_l(X)—e.‘.
exakt wird.
4) (Excision fiir rechtsexakte T) Sei T rechtsexakt. Weiter sei A S B € X
und der AbschluB von A enthalten im Inneren von B. Dann ist

F(X\A,B\A)—>F(X,B) ein Isomorphismus.
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Beweis:

1) Klar, weil S, T und H Funktoren sind.

2) Sei G:XxI—Y eine Homotopie zwischen f und g. Nach dem Beweis von Satz 8.3

sind S(idx0) und S(idx1) homotope Morphismen von S(X) nach S(XxI). Dann sind

auch S(f) = S(Go(idx0)) = S(G)°S(idx0) und S(g) = S(Go(idx1)) = S(G)oS(idx1)

homotope Morphismen von S(X) nach S(Y). Also sind auch TS(f) und TS(g) homotop

und folglich ist HTS(f)=HTS(g).

3) Klar mit Lemma 1 und Satz 9.2.

4) Nach dem Excisionssatz liefert die natiirliche Abbildung
i:S(X\A,B\A)—>S(X,B)

einen Isomorphismus der Homologiegruppen. Nach dem nichsten Lemma ist HT(i)

ein Isomorphismus zwischen F(X\A,B\A) und F(X,B). O

Lemma 3
Sei T rechtsexakt, K und L freie Kettenkomplexe iiber einem Hauptideal-
ring. ¢:K—L ein Morphismus.
1) Es gibt fiir jedes eine natiirliche, zerfallende exakte Sequenz
0 — TH (K) — H_ (TK) — Ll(T)Hn_l(K) — 0.
2) Wenn Hn(¢) und Hn_l(é) Isomorphismen sind, so ist auch HnT(¢) ein

Isomorphismus.

Beweis:
1) Wie der Beweis der Kiinnethformel. Man ersetze @ L durch T().
2) Im Diagramm

0 —- TH (K) - H (TK) — L, (T)H (K) —- 0
n n 1 n-1
THn(¢)[ HnT(¢J Ll(T)Hn—1(¢)
0 —- TH (L) — H (TL) — L, (T)H (L) —- 0
n n 1 0% |

sind die beiden duBeren Pfeile Isomorphismen, also auch der mittlere. O
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Folgerung 4

Sei T rechilsexakt und F die oben definierte Homologie. Dann gilt:

IR

1) FO(X) TZN, N die Anzahl der Bogenkomponenten von X.

2) Fl(X) T(Ab(nl(X))) fiir bogenweise zusammenhingendes X.

3) Fiir den einpunktigen Raum * ist

2
0 , wenn ¢>0
FOE) = 4 .
a TZ, wenn g=0
\

1 , wenn n<g oder 0<g<n

4) Fq(s“) ={ TZ , wenn g=n oder 0O=q <n

\ TZ2 , wenn 0O=g=n

Beweis:
Wenn Hq_l(x) frei ist, folgt aus 3(1) und 11.8(3), daB Fq(X) = THq(X). Weil
H_l(X)=O folgt also 1) aus 7.2. Aus 7.2 folgt insbesondere, daB die HO(X) frei

sind, also ergibt sich 2) aus 7.3. 3) und 4) folgen aus 6.2 und 10.2. O

Als Beispiel kann man fiir einen Modul M iiber einem beliebigen Ring den
rechtsexakten Funktor _® M betrachten. Es ergibt sich dann die Homologie
H(X,M) von topologischen Riumen mit Koeffizienten in M. Nach 3(1) 1&Bt sich
H(X,M) durch H (X,M) = (Hn(X)® M)$Tor1(Hn_1(X),M) berechnen. (Das ist das uni-
verselle Koeffizienten Theorem.) Das bedeutet aber nicht, daB die Betrachtung
von H(X,M) iliberfliissig wédre. Die obige Isomorphie ist n#@mlich nicht natiirlich
d.h. kein Isomorphismus von Funktoren.

Betrachten wir dieses Beispiel genauer: H(X,M) ist die Homologie des Ket-
tenkomplexes S(X,M)=S(X)® M iiber R. Im Fall M=RR ist Sq(X,R) der von den sin-
guldren q-Simplices frei erzeugte R-Rechts-Modul. Es gelten weitgehend die
gleichen Sédtze wie im Fall M=Z: Wir verwenden in den Beweisen Lemma 3(1). Man

konnte auch die fritheren Beweise einfach im allgemeineren Zusammenhang wieder-—
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holen.

Bemerkung S

1) Sei R kommutativ. Dann sind S(XxY,R) und S(X,M)®RS(Y,R) homotopiedqui-
valent.

2) Sei R ein Hauptidealring, X und Y topologische Riume. Dann gibt es fiir
Jjedes n eine zerfallende exakte Sequenz

0—>p+g=nﬂp(x,R)®RHq(Y,R)—>Hn(XxY,R) — p+§=n-1T°‘”1 (Hp(X,R),Hq(Y,R))—)O.

Beweis:
1) Das folgt aus 11.1: Es ist (A® B)® R = (A® R)®R(B® R) fir abelsche
Gruppen A und B.

2) Aus 1) und 11.11. O
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[l COHOMOLOGIE
13 GRUNDLAGEN

Sei X ein topologischer Raum. Wir haben im zweiten Kapitel Invarianten fiir X
konstruiert, indem wir dem Kettenkomplex S(X) Invarianten zugeordnet haben.
Das Verfahren 14Bt sich so beschreiben: Sei T ein Funktor von der Kategorie
der abelschen Gruppen in die Kategorie der R-Moduln. Dann ist die Homologie
von TS(X) eine Invariante von X. Jetzt betrachten wir kontravariante Funktoren
T

Wenn K ein Kettenkomplex iiber einem Ring R ist und T ein kontravarianter
Funktor von der Kategorie der R-Moduln in die Kategorie der S-Moduln, so ist
TK kein Kettenkomplex mehr sondern ein Cokettenkomplex iiber S, d.h. eine Fami-

lie IL=(L2)zez von S-Moduln mit Corandabbildungen 6:LZ—9L fir die 62=1

2417
gilt. Wie bei Kettenkomplexen - aber die Anordnung der Indexmenge invertiert-
definiert man nun Morphismen von Cokettenkomplexen, Homotopie von Morphismen
und die Homologiegruppen H'(K) von Cokettenkomplexen , die jetzt Cohomologie-
gruppen heiBen, als die Quotienten der Cozyklen und Corinder. Einem topologi-
schen Raum X ordnen wir die cohomologische Invariante HTS(X) und einem Raum-
paar die Invariante HTS(X,A) zu.

In diesem Kapitel interessiert uns der kontravariante Funktor Hom(_,M),
der jeder abelschen Gruppe den R-Modul aller Homomorphismen in den R-Modul M
zuordnet. Wir bezeichnen mit S*(X,M)=Hom(S(X),M) den zugehdrigen Cokettenkom-
plex (S(X) wdre also eigentlich S,(X) zu schreiben), mit 2.(X,M) die n-
Cozyklen, mit B*(X,M) die Cordnder und mit H*(X,M) die Cohomologiegruppen
H(S*(X,M))=Z*(X,M)/B‘(X,M) von X mit Koeffizienten in M und schreiben entspre-
chend H*((X,A),M) fir Hn(S*((X,A),M). Wenn M=Z ist, schreiben wir einfach
H*(X) und H*(X,A). Beachte daB Hom(_,M) ein linksexakter kontravarianter Funk-

tor ist: Wenn A—»B—C—0 exakt ist, ist auch
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0—Hom (C,M)—Hom (B, M)—Hom (A, M)
exakt. Der folgende Satz gilt also fiir Cohomologiegruppen mit Koeffizienten in

M.

Satz 1
Sei T ein kontravarianter additiver Funktor von der Kategorie der abel-
schen Gruppen in die Kategorie der R-Moduln. Dann gilt fir F(X)=HTS(X):
1) (Funktor) Fq ist ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der
topologischen Riaume (bzw. der Kategorie der Paare topologischer Raume)
in die Kategorie der R-Moduln.
2) (Homotopie) Wenn f und g homotope stetige Abbildungen von X nach Y
sind, ist F(f)=F(g).
3) (Lange Cohomologiesequenz) Jedem Raumpaar ASX sind natiirliche Homo-
morphismen Fq(X,A)—qu+1(A) zugeordnet, sodaB die Folge
...—an(A)—qu(X)—»Fq(X,A)—an+1(A)—qu+1(X)—a...
exakt wird.
4) (Excision fiir linksexakte T) Sei T linksexakt. Weiter sei A € B < X
und der AbschluB von A enthalten im Inneren von B. Dann ist

F(X,B)—F(X\A,B\A) ein Isomorphismus.

Beweis:
Der Beweis geht wie der Beweis von 12.2. Zum Beweis von 4) brauchen wir aller-
dings eine Version von 12.3. Zunichst der Begriff des Linksderivierten eines
kontravarianten Funktors.

Sei T ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der R-Moduln in die
Kategorie der S-Moduln. Wdhle fiir jeden R-Modul M eine freie Auf16sung FM und
setze Ri(T)M=Hi(TFM). Ri(T) - der i-te Rechtsderivierte von T - ist ein kon-

travarianter Funktor, der von der Wahl der freien Aufldsungen nicht abhingt.

Man hat mit den gleichen Beweisen wie bei 11.8 und 11.10:
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Lemma 2

1) Wenn T linksexakt ist, ist RO(T)ET.

2) Wenn T exakt ist, ist R'(T)=0 fiir alle n>0.

3) Wenn A projektiv ist, ist R"(T)A=0 fiir alle n>O.

4) Fiir linksexakte T 13Bt sich Rl(T)M so berechnen. Man wdhle eine exakte

Sequenz 0—K—>F—M—0 mit freiem F. Dann ist Rl(T)M = Koker (TF—TK) .

Der i-te Linksderivierte von Hom(_,M) wird mit Extl(_,M) bezeichnet.
(Allgemeiner ist fiir einen S-R-Bimodul M Homs(_,M) ein kontravarianter Funktor
von der Kategorie der S-Moduln in die Kategorie der R-Moduln und Extl(_,M) ist

entsprechend definiert. Eine #hnliche Bemerkung gilt fir Tori)

Lemma 3
Sei T linksexakt, K und L freie Kettenkomplexe iiber einem Hauptidealring
R, ¢:K—L ein Morphismus.
1) Es gibt fiir jedes n eine natiirliche, zerfallende exakte Sequenz
0 — R (DH__, (K) — H*(TK) — TH_(K) — 0.
2) Wenn Hn(¢) und Hn_l(é) Isomorphismen sind, so ist auch HnT(¢) ein

Isomorphismus.

Beweis:

Der Beweis geht wieder wie der Beweis von der Kinnethformel 11.11. Zur

Sicherheit schreiben wir den Beweis noch einmal aus:

1) Sei Z der Komplex der Zyklen und B der Komplex der Rinder von K. Weil R ein

Hauptidealring ist und K frei ist, zerfillt die exakte Sequenz
0—Z—K—B[-1]—0

lokal. Also ist die Sequenz

0—TB[-1]—>TK—TZ—0
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exakt und zerfdllt lokal. Weil Z und B trivial sind, ist HTZ=TZ und HTB=TB.
Die lange exakte (Co)homologiesequenz liefert also die exakte Sequenz
TZ[-11-%5TB[-1]—sHTK—sTZ-B5TB.
Die Sequenz
0—B—Z—H(K)—0
ist exakt, also auch
0—TH(K)—TZ—TB
und wir haben Ker (B)=TH(K). Lemma 2(4) angewendet auf die exakte Sequenz
0—B[-1]—>Z[-1]—H(K) [-1]1—0
liefert Koker(a)=R1(T)H(K)[-1].

2) Folgt aus 1) wie im Beweis von 12.3(2). O

Damit ist auch Satz 1(4) bewiesen. O

Folgerung 4
Sei T kontravariant, linksexakt und F die oben definierte Cohomologie.
Dann gilt:

1) FO(X) TZN, N die Anzahl der Bogenkomponenten von X.

IR

2) Fl(X) T(Ab(nl(X))) fiir bogenweise zusammenhingendes X.

3) Fir den einpunktigen Raum * ist

(
0 , wenn g>0

Fq(*) = < .
TZ, wenn g=0
\

( » wenn n<q oder 0<g<n

a) Fi4s™) ={ 1z » wenn g=n oder 0O=q <n

{ TZZ , wenn O=g=n

Beweis:

Wie der Beweis von 12.4.
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Die in Satz 1 und Folgerung 4 angegeben Eigenschaften bilden eine mehr
oder weniger vollstindige Liste. Andere allgemeine Sitze, wie zum Beispiel
eine cohomologische Version der Mayer-Vietoris Sequenz, lassen sich formal aus

ihnen beweisen.

Sei R ein kommutativer Ring. Dann kann man S*(X,R) auffassen als den R-
Cokettenkomplex HomR(S*(X,R)) aller R-linearen Abbildungen von S, (X,R) nach R.
Das folgt aus der Identitiat Hom(A,R)sHomR(A® R), die fir beliebige abelsche
Gruppen A gilt. Wendet man Lemma 3 auf HomR(_,R) an ergibt sich das Universel-

le Koeffizienten Theorem:

Satz 5

Wenn R ein Hauptidealring ist, gibt fiir jedes n eine natiirliche, zerfal-
lende exakte Sequenz

1
0 — Ext (Hn—l(x’R)’R) =y HX0,R) =5 HomR(Hn(X,R)) — 0.

Eine n-dimensionale Cokette ¢ von X ist gegeben durch ihre Werte [o,c]
auf den singuldren n-Simplexen o von X. Der Corandoperator ist bestimmt durch
die Gleichung

le,8c] = [do,c].
Sei 7 ein n-Zyklus und z ein n-Cozyklus. Dann ist nach dieser Gleichung fiir
alle o und alle c

[¥,8c] = [60,2z] = 0.
Es folgt, daB [y,z] nur von der (Ko)homologieklasse von ¥ bzw z abhingt. [, ]
definiert also eine R-bilineare Abbildung von Hn(X,R)an(X,R) nach R, also
eine R-lineare Abbildung von H"(X,R) nach HomR(Hn(X,R)). Fir Hauptidealringe
ist das natiirlich die in Satz 5 angegebene Abbildung.

Seien M und N zwei R-Moduln. Dann gibt es einen natiirliche Homomorphismus
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HomR(M,R)®RHomR(N,R) — HomR(M®RN).
Dabei ordnet man zwei Homomorphismen o«:M—R und B:N—R den Homomorphismus
men+——(m)B(m) zu. Fir zwei Kettenkomplexe K und L ergibt sich dadurch ein
Morphismus von Cokettenkomplexen:

7}

HomR(K,R)®RHomR(l,R) £ HomR(K®RL).
Wir miissen noch nachrechnen, daB g mit 8 und d vertauscht: Wir schreiben dabei
[m,a] statt a(m). Sei mer, neLq, aeHomR(Kp,R), BeHomR(Lq,R). Es ist
[m@n,du(a@ﬁ)]=[a(m®n),u(a@B)]=[6m®n-m®6n,p(a®3)]=[am,a][n,B]—[m,a][6n,B]=
[m,da][n,B]—[n,dB]=[m®n,u(da®B—a®dB)]=[m®n,pd(a®8)].

Wir erhalten dadurch einen Homomorphismus von Kokettenkomplexen
* * *
S (X,R)®RS (Y,R) — S (XxY,R).

Nach der Bemerkung nach 11.11 ergibt das auf natiirliche Weise einen Homomor-

* * x
phismus H (X,R)@RH (Y,R) — H (XxY,R), das Kreuzprodukt.

14 DErR COHOMOLOGIERING

Wir fixieren einen unitdren kommutativen Ring R. AuBer in der Formulierung der
Sdtze notieren wir R nicht und meinen mit ... (X)... immer i (X RD o

Eine R-Algebra R ist ein R-Modul mit einer R-bilinearen Ringmultiplika-
tion, unter einem R-Rechts-Modul verstehen wir immer einen R-Modul mit einer
R-bilinearen Moduloperation MxR—M. Eine graduierter R-Modul M ist in eine
direkte Summe von Untermoduln (Mn)nez zerlegt, die Elemente von Mn heiBen ho-
mogen vom Grad n. Eine graduierte R-Algebra hat eine R-Modul-Graduierung

n

)neZ’ sodaB RPRYc Rp+q' M ist ein graduierter R-Rechtsmodul, wenn

M R9cM .
p p-q

(R
Wir schreiben jetzt S.(X) bzw. S°(X) fiir die direkte Summe der Sn(X) bzw.

die direkte Summe der Sn(X) und erhalten auf natilirliche Weise graduierte R-

Moduln (die Moduln vom negativen Grad sollen per Definition trivial sein). Mit
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Hilfe des cup- und des cap-Produkts machen wir S° (X) zu einem graduierten Ring

und S. (X) zu einem graduierten S° (X)-Modul.

Definition

1) Sei n fixiert. Fir alle O=<i=n sei Ai und p? die beiden singuliren af-
finen i-Simplexe (EO,...Ei) und (En_i,...En). (Frither haben wir o, fir
Ai geschrieben. ).

2) Das cup-Produkt cue einer p-Cokette ¢ und einer g-Cokette d ist eine
p+q-Cokette, definiert durch ihre Werte [o,cud] = [0Ap,c][¢p§+q,d] auf
den singuldren p+q-Simplexen o. Die Fortsetzung zu einer R-bilinearen
Operation auf S (X) ist das cup-Produkt.

3) Das cap-Produkt onc eines singuldren p+q-Simplexes ¢ und einer P-
Cokette c ist die g-Kette [oAp,c]cp§+q. Die Fortsetzung zu einer R-
bilinearen Abbildung

S. (X)xS" (X)-258. (X)

ist das cap-Produkt.
Wir zeigen zuerst
Lemma 1
onc ist das (dadurch eindeutig bestimmte) Element von Sq(X) mit [onc,d] =
[, cud] fiir alle deS3(X).
Beweis:
Fir singuldre p+q-Simplexe ¢ ist [onc,d] = [[0Ap,c]op§+q,d] = [ohp,c][op§+q,d]

= [o,cud]. O

Satz 2

cup- und cap-Produkt machen S’ (X,R) zu einer unitiren graduierten
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R-Algebra und S. (X,R) zu einem graduierten S (X,R)-Modul.

Beweis:

Wir zeigen zuerst, daB S’ (X) ein Einselement hat:

Das Einselement ist 1 = 5eSO(X), der Homomorphismus 5(vab) = va. In der Tat
ist fir eine p-Kette ¢ und eine p-Cokette c [o,cul] = [0Ap,c][op8,1] = [o,c]1

= [o,c] und [eo,1uc] = [axo,lllopg,cl = 1[o,c] = [o,c].

Dann ist zu zeigen, daB (onc)nd = on(cud):
Aus Lemma 1 und der Assoziativitidt des cup-Produkts folgt [(onc)nd,e]l =

[enc,dve] = [o,cu(due)] = [o, (cud)ue] = [on(cud),e] fiir alle e und daraus die

Behauptung.

SchlieBlich die Assoziativitidt des cup-Produkts:

Sei ceSp(X), desq(X), eeSr(X), n=p+q+r und o ein singuldres n-Simplex. Dann

. = n = p*+q n =
ist [o, (cud)ue] = [@Ap+q,cud][0pr,e] = [oAp+qu,c][0Ap+qpq ,d][opr,e] =
£ n n _g+r » n _
[oAp,c][ [crhp,c][o‘pq+r7\q,d][o~pq+rpr ,el [0Ap,c][opq+r,due] [0, culdue)]
[m]
Lemma 3

Fir alle oeS_ (X), cesP(X) und des¥(x) gilt:
1) 8(cud) = dcud + (-1)Pcusd

2) donc = cudc + (—l)pa(onc)

Beweis:

1) Sei n=p+q+1 und ¢ ein singulédres n-Simplex. Dann ist

[e,8(cud)] = [de,cud]
n x
= wi s

e clneF) P 43
i=0 P d
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p : ; n . -
(i) n i n ,(i-p)
=Y -D'ea_ ) ellopdl + 7 (<) i ,ellep™ ) ,d]
i=0 Pl T s P et
+1
_ —(=1yP*11on n ] _isP ot n (i)
[[o,acud] (-1) [o p,c][crpq,d] + (=1) igl( 1) [0Ap,c][(opq+1) ,d]

[[0,60ud]—(—1)p+1[akp,c][opg,d]]+ (—1)p[[0,CU6d]-[0Ap,c][0p2,d]]

= [o, (8cud)+(-1)P(cusd)].
2) Fur alle desT () gilt

[8onc,d] = [8o,cud] = [o,8(cud)]

(o, 8cud]+(-1)P e, cusd])

lendc,d]+(-1)Plonc, 8d])

[ondc+(-1)Pa(enc),d]1. O

Wir schlieBen aus 3(1), daB 2 (X) = @2’(X) eine unitdre Unteralgebra von
S'(X) ist und B'(X) = @B (X) ein Ideal in Z'(X). Also ist H'(X) = ®H (X) =
Z (X)/B" (X) eine graduierte R-Algebra, der Cohomologiering von X. Aus 3(2)
folgt, daB Z.(X) = ®2,(X) unter dem cap-Produkt ein graduierter Z°‘(X)-Modul
ist. AuBerdem rechnet man leicht nach, daB Z.(X)nB' (X) € B. (X). Daraus folgt,

daB H. (X) ein graduierter H' (X)-Modul ist.

Folgerung 4
Der Homologiemodul H.(_,R) iiber dem Cohomologiering H' (_,R) ist ein Funk-
tor von der Kategorie der topologischen Riume in die Kategorie der Paare

(M,R), wobei M ein graduierter Modul iiber der graduierten R-Algebra R

o

Beweis:

Die gesamte Konstruktion ist funktoriell. O

Unsere Darstellung hat den Nachteil, daB die Definition des cup-Produkts
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unmotiviert ist und die seine Eigenschaften zuf#dllig erscheinen. Das folgende

Lemma behebt diesen MiBstand.

Lemma 5
Sei A:X—XxX die Diagonaleinbettung. Das cup-Produkt ist die Komposition
der Abbildungen
* * * * * *
H (X,R)xH (X,R) — H (X,R)@RH (X,R) — H (XxX,R) — H (X,R),
wobei der zweite Pfeil das Kreuzprodukt und der dritte Pfeil von A indu-

ziert ist.

Beweis:

Sei ¢ die Komposition S*(X)—aS*(XxX)—aS,(X)@RS*(X), wobei der erste Pfeil von
von A herriihrt und der zweite Pfeil die HomotopieZquivalenz von 11.1 und 12.5
ist. @ ist ein natlirlicher Morphismus, der den kanonischen Isomorphismus.
HO(X)—aHO(X)®RHO(X) induziert,und dadurch nach 11.7 bis auf Homotopie eindeu-
tig bestimmt. Vergleiche dazu den Beweis von 11.1 und 12.5. Definiere fiir
cesP(X) und desd(X) das (R-bilineare) Produkt cxdeSp+q(X) durch [o,cxd] =

[¢(c),ced], wobei

[p,cll7,d]l, falls peS (X) und TeS (X)
[poT,ced] = P a

0 , sonst
(Siehe die Bemerkungen am Ende von Kapitel 13.) Es ist klar, daB die im Lemma
angegebene Operation von x auf den Homologie induziert wird.

Nach der unten bewiesenen Behauptung kann man ¢ so widhlen, daB fiir sin-

guldre n-Simplexe o

¢(c)= B or_eop.. (*)
p+g=n 4
Dann ist aber fir ceSp(X) und des¥(X) und p+g=nlc,cxd] = [ohp,c][vpg,d] =

[c,cud]. Es folgt exd = cud und das Lemma.
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Behauptung
Die durch (*) definierte Abbildung ist ein natiirlicher Morphismus von S, (X)
nach S,(X)@RS(X), der die kanonische Abbildung HO(X)—AHO(X)®RHO(X)

induziert.

Beweis:
¢ ist offenbar eine natiirliche Transformation. Auf SO(X) ist ¢(a)=asb, also
wird HO(X) richtig abgebildet. Es muB aber noch gezeigt, werden, daB (o)
tatsdchlich ein Morphismus von Kettenkomplexen ist, d.h. mit 8 vertauscht. Der
Beweis geht wie der Beweis von 3(1). Man kann 3(1) aber auch anwenden: Sei o
ein singulédres n+1-Simplex. Es geniigt zu zeigen, daB fiir beliebige p,q mit
p+g=n und beliebige ceSP(X) und des¥(x)

[¢(8c),ced] = [a¢(c),ced].
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber [dc,cud] = [o,8(cud)]. Die rechte
Seite ist

n P n
[a(ohp+1)®0pq + (=1) 0Ap®8(0pq+1),c®d]

n AP n
[6(0Ap+1),c][¢pq,d] + (-1) [01p,c][6(0pq+1),d]

n _.\P n
[0Ap+1,6c][opq,d] + (-1) [ohp,c][opq+1,6d]

[oo, Scud+ (-1 )pCUSd] 8

Il

Nimmt man die Abbildung von Lemma 5 als Definition des cup-Produkts 148t
sich die Assoziativitdt leicht beweisen. Man zeigt einfach, daB die beiden
Abbildungen cedeet—(cud)ue und cedeer—cu(due) von S¥(X)®RS*(X)®RS*(X) nach
S*(X) homotop sind. Das folgt daraus, daB8 die beiden Abbildungen
S*(X)—AS*(X)@RS,(X)®RS,(X) die durch (¢@id)e¢p und (ide¢)o¢ definiert sind,
homotop sind. Die beiden Abbildungen sind aber natiirliche Morphismen, die auf

H, (X) libereinstimmen und man kann 11.7 anwenden.
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Der Cohomologiering ist nicht kommutativ. Es gilt vielmehr

Bemerkung 6

Fiir p-Coketten ¢ und q-Coketten d gilt cud = (-1)P%duc.

Beweis:
Die Abbildung u:S*(X)®RS*(X)—e S,(X)@RS*(X), definiert durch ceti—(-1)PY%er
fir ceSp(X) und reSq(X) ist ein Morphismus von Kettenkomplexen, wie die
folgende Rechnung zeigt, (der Faktor (-1)P9 ist gerade so gewdhlt).
p(alowr)) = ploosr + (-1)Psest) = (1) P V%0 4 (~1)P(=1)P TV gren =
(-1)Psre0 + (-1)%080) = (-1)P8(zer) = Guloer).
Sei ¢ die Abbildung aus dem Beweis von Lemma 5. Dann ist

pog :S,(X)—eS,(X)@RS,(X)
ein Morphismus, der wieder auf HO(X) die gleiche Abbildung wie ¢ induziert.
Die beiden Abbildungen sind also nach 11.7 homotop. Also sind auch die dadurch
bestimmten Abbildungen S'(X)@RS'(X)—+S'(X) homotop. Die eine Abbildung ist
aber unser cup-Produkt, die andere gegeben durch ced—(-1)P9cud. Auf H' (X)

wird also die gleiche Operation definiert. (=
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