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L:shelah-e.r.

T bezeichnet immer ein vollstéindige Theorie mit Monstermodell €.

1 Indiscernibels

Definition 1.1. Sei I eine unendliche lineare Ordnung und T = (a; | i € I)
eine Folge von endlichen Tupeln gleicher Linge. Der FEhrenfeucht-Mostowski-
Typ EM(Z/A) von T iiber A ist die Menge aller L(A)-Formeln ¢(x1,...,x,),
sodaf$ = ¢(ag,, ... a;,) firallei; <...<i, € l.

Lemma 1.2 (Standardlemma). Sei A eine Parametermenge, T eine unendliche
Folge von Tupeln und J eine lineare Ordnung. Dann gibt es eine Folge von
Indiscernibels iber A vom Ordnungstyp J, die EM(Z/A) realisiert. O

Beweis. Das ist Exercise [51lin [2]. O

Lemma 1.3 (Shelah). Fiir alle A gibt ein A so dafi es fiir jede lineare Ordnung
I der Michtigkeit A und jede Familie (a; | i € I) eine dber A indiscernible Folge
(bj | 7 < w) gibt, sodaf es fir alle j1 < ... < jn < w eine Folge i1 < ... < iy
aus I gibt mit tp(a,, ...a;, /A) =tp(b;, ... b, [A).

Beweis. Wir brauchen von A nur das folgende. Sei 7 = sup,,,, | Sn(4)|.

1. cf(N) > 71

n
T

2. Fiir alle K < A und alle n < w gibt es ein k' < A mit k" — (k)

Wegen Erdss-Rado! ‘
Ji(k)T = (k7).

kénnen wir A = 3J_+ nehmen.

Wir konstruieren leicht eine Folge von Typen pi(z1) C pa(z1,22) C ...
mit p, € S,(A), so daB es fiir alle kK < A ein I’ C I mit |[I'| = k gibt mit
tp(as, -..a;,) = py fir alle i; < ... <i, aus I'.

(b; | i < w) ist dann einfach eine Realisierung von J,_,, pi-

Wenn p,,_1 konstruiert ist und ein k < A vorgegeben, withlen wir ein k' < A
mit k" — (k)2 und dazu ein I’ C I mit [I'| = x mit tp(ay, - .. a;, JA) = p, fiir alle
i1 < ...<'ipaus I’. Dann gibt es ein I’ C I’ und ein p% mit tp(a, ... a;,) = pk
fir alle 41 < ... <y aus I"". Weil c¢f(\) > 7, gibt es ein p,, soda pf = p,, fiir
kofinal viele k. O

2 Lascar-starke Typen
Definition 2.1. Fine Relation R C €™ x €" heifit beschrdnkt, wenn es nicht

beliebig lange Folgen (cq | @ < k) gibt mit = R(cq, cp) fir alle o < f < k. Eine
definierbare beschrankte Relation heifst dick.

!Fiir Kardinalzahlen &, A, u bedeutet x — (A)72: Fiir jede Funktion f : [k]™ — u gibt es
ein A C k mit |[A| = X, soda8 f auf [A]"™ konstant ist.



Wir nennen (¢, | @ < k) eine Antikette von R der Linge k.

Eine Aquivalenzrelation ist beschriinkt, wenn die Zahl der Aquivalenzklassen
beschrénkt ist. Fiir Aquivalenzrelationen R; ist deshalb das folgende Lemma
leicht zu beweisen: Wenn die R; hochsten k; Klassen haben, hat A R; hochstens
[1&: viele Klassen.

,:beschraenkt_durchschnitt‘ Lemma 2.2. Beschrinkte Relationen sind reflexiv. Der Durchschnitt von be-
schrinkten Relationen ist beschrankt. Wenn R dick ist, dann auch R™1.

Beweis. Wenn —R(a,a), ist a,a,... eine unendliche Antikette von R.

Sei R;, (i < p), beschriinkt und « so gewihlt, dafl kein R; eine Antikette der
Lénge r hat. Sei A so groB, daB A\ — (k). Dann hat A;_, R; keine Antikette
der Léange A.

Wenn R dick ist, gibt es wegen Kompaktheit ein endliche Schranke k fiir die
Linge der Antiketten. Dann hat aber auch R~! keine Antikette aq, ..., as, denn
sonst wire ay,...,aq eine Antikette von R. O

i<p

Definition 2.3. Sei A eine Menge von Parametern.

1. Fine Relation R heif$t A—invariant, wenn R invariant unter allen Auto-
morphismen aus Aut(€/A) ist

2. ncy ist kleinste A—invariante Relation.

3. EL ist die kleinste A—invariante beschrinkte Aquivalenzrelation. 2

Fiir E% (a, b) schreiben wir auch Lstp(a/A) = Lstp(b/A): a und b haben den
gleichen Lascar-starken Typ iiber A.

Definition 2.4. Gestrichen.
Lemma 2.5. Fiir eine Parametermenge A und n—Tupel a,b sind dquivalent:
L:nc:nc| a) nca(a,b)

L:nc:dick| b) | 6(a,b) fir alle iber A definierten dicken 0(x,y).

=
B
o

L:nc:ind| ¢) a und b beginnen eine unendliche Folge von Indiscernibels tiber A.

Beweis.
m) — [): Klar.

[B) < m@): Sei p(z,y) = tp(ab/A). Nach dem Standardlemma beginnen a und b
genau dann ein unendliche Folge von Indiscernibels, wenn es eine Folge (¢; |
i < w) gibt mit = p(c;,¢;) fiir ¢ < j. Das bedeutet, daf fiir alle ¢ € p das
Komplement von ¢(€) beliebig grofle Antiketten hat. Oder anders ausgedriickt:

¥ 1(a,b) = 1 ist nicht dick.

2Fiir Relationen zwischen n-Tupeln miifite man eigentlich nc’y und E7 schreiben.
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’ L:nc-modell:mn2 ‘

F:1st_erweiterung

’ L:nc_erweiterung ‘

@ — @A): Sei (¢; | ¢ < w) indiscernibel iiber A. Weil ncs beschrinkt ist, gibt
es i < j mit nca(c;, ¢j). Weil ncq A-invariant ist und die ¢; indiscernibel, folgt
nca(c;, c;) fir alle ¢ < j, insbesondere nca(co, c1). O

Proposition 2.6. EY ist die transitive Hiille von nca.

Beweis. ncy ist nach [Z5I0 und reflexiv und symmetrisch. Also ist die tran-
sitive Hiille die kleinste Aquivalenzrelation, die nc, enthélt. O

Lemma 2.7. 1. Wennnca(a,b), gibt es ein M D A mit tp(a/M) = tp(b/M).
2. Wenn tp(a/M) = tp(b/M) fiir ein M D A, ist nc%(a,b).

[Bewezs. 1): Sei Z = (¢; | i < w) indiscernibel iiber A mit ¢g = a und ¢; = b.
Wir fixieren irgendein Modell M’ D A. Nach dem Standardlemma gibt es
eine w-Folge Z' von Indiscernibels iiber M’ mit EM(Z/A) = EM(Z'/A). Sei
a € Aut(€/A) mit a(Z') =Z. Setze M = o(M’). Es gilt sogar ncys(a, b).

2): Wir miissen zeigen, dafB fiir jede dicke Formel §(z,y) mit Parametern aus A
= 3z(¢(a, z) A ¢(z,b). Wir kénnen annehmen, dafl ¢ symmetrisch ist. Weil M

eine Modell ist, das A enthélt, gibt es in M eine maximale Antikette aq, ..., ar_1
von ¢. Es gibt dann ein ¢ mit | ¢(a,q;). Es folgt = ¢(b,a;) und wir sind
fertig. U

Definition 2.8. Gestrichen.
Folgerung 2.9. Gestrichen.

Folgerung 2.10. Sei Lstp(a/A) = Lstp(b/A). Dann g¢ibt es fir alle a’ ein b’
mit Lstp(aa’/A) = Lstp(bb'/A).

Beweis. Nach 7 ist ELf der transitive Abschlul von ,haben denselben Typ
itber einem Modell, das A enthilt“. Diese Relation hat offenbar die behauptete
Fortsetzungseigenschaft. O

nc4 hat die Fortsetzungseigenschaft nicht: Wenn nca(a, b), a # bund o’ = b,
findet man kein b’ mit nc A(aa’, bb').

Lemma 2.11. Aus Lstp(a/Ab) = Lstp(a’/Ab) folgt Lstp(ab/A) = Lstp(a’b/A).
Beweis. Weil ncap(a,a’) = nca(ab,a'd). O

Lemma 2.12. Sei (a; | ¢ < w) indiscernibel tiber A und (a; | 1 < i < w)
indiscernibel iber Aajag. Dann gibt es ein a) mit sodaff nca(ajao, alay).

Beweis. Wihle zu jedem 14 ein o}, sodafl tp(aja;a;y1 ... /A) =tp(a’apay ... /A).
Sei bjbo, by b1, . . . eine Folge von Indiscernibels, die den EM-Typ von agag, ajas, . ..
iber A realisiert. Weil (a; | 1 < ¢ < w) indiscernibel iiber Aagyao ist, folgt
tp(bhbo, b1 /A) = tp(ahag, ar /A). Wir kénnen also annehmen, da8 ajag, ajay, . ..
indiscernibel iiber A ist. O
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3 Teilen und Forken

Definition 3.1. ¢(z,b) teilt iber A, wenn es eine Folge (b; | i < w) von Rea-
lisierungen von tp(b/A) gibt und ein k, sodaf (¢(x,b;) | i < w) k-inkonsistent
ist3*4. Eine Formelmenge 7(x) teilt diber A, wenn mw(x) ein ¢(x,b) impliziert,
das tber A teilt.

Wenn ¢(z,a) die Formel ¢(x,a’) impliziert, und ¢ (z,a’) iiber A teilt, teilt
auch ¢(x,a) iiber A. Daraus folgt, dal ¢ iiber A genau dann teilt, wenn {¢}
iiber A teilt.

Ebenso kann man blinde freie Variable einfithren, ohne am Teilen etwas zu
dndern. Es hat also Sinn, zu sagen, dafl 7(Z) iiber A teilt, wenn Z eine unendliche
Folge von Variablen ist.

Bemerkung. 1. Wenn a & acl(A), dann teilt tp(a/Aa) dber A.

2. Wenn mw(x) konsistent ist und iber acl(A) definiert, teilt m(x) nicht tber

A.

Lemma 3.2. 7(z,b) teilt dber A gdw. es eine Folge (b; | i < w) von Indiscer-
nibels iiber A gibt, mit tp(bo/A) = tp(b/A), fir die |, ,, 7(x,b;) inkonsistent
18t.

Man kann w durch jede unendliche lineare Ordnung ersetzen.

Beweis. Wenn (b; | i < w) von Indiscernibels iiber A ist, mit tp(bo/A4) = tp(b/A)
und (J; ., 7(z, b;) inkonsistent, gibt es eine Konjunktion ¢(z,b) von Formeln aus
m(x,b), fiir die ¥(x) = {¢(z,b;) | # < w} inkonsistent ist. ¥ hat eine k—elementige
inkonsistente Teilmenge. Es folgt dann, daf (¢(x,b;) | i < w) k—inkonsistent ist.

Nehmen wir umgekehrt an, dafi (z, b) iiber A teilt. Dann teilt eine endliche
Konjunktion ¢(z,b) von Formeln aus 7(z,b). Sei (b; | ¢ < w) eine Folge von
Realisierungen von tp(b/A), sodafl (¢(x,b;) | ¢ < w) k-inkonsistent ist. Das
Standardlemma erlaubt es uns anzunehmen, daf (b; | ¢ < w) indiscernibel iiber
A ist. Natiirlich ist | J,_, 7(z, b;) inkonsistent. O

i<w
Folgerung 3.3. Es sind dquivalent
1. tp(a/Ab) teilt nicht iber A

2. fiir jede unendliche Folge von A-Indiscernibels I, die b enthdlt, existiert
ein a’ mit tp(a’/Ab) = tp(a/Ab) und so, dafi T indiscernibel iber Aa’ ist.

3. fiir jede unendliche Folge von A-Indiscernibels I, die b enthdlt, existiert
T’ mit tp(Z'/Ab) = tp(Z/Ab), und so, daff T' indiscernibel iber Aa ist.

3Eine Familie (¢;(z) | z € I) ist k—inkonsistent, wenn fiir jede k—elementige Teilmenge K
von I die Menge {¢; |« € K} inkonsistent ist
4Wir sagen, daB ¢ iiber A beziiglich k teilt
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’ P:teilen-rechnung:formel ‘

L:fortsetzen

[Beweis. 2)« B)): Das ist klar durch Betrachtung geeigneter Automorphismen.
Man sieht auch sofort, daf§ die Konklusionen von 2)) und B)) dquivalent sind zu:

(%) Es existiert ein o’ mit tp(a’/Ab) = tp(a/Ab) und I' mit tp(Z'/Ab) =
tp(Z/Ab) so, daf8 T' indiscernibel iber Aa’ ist.

M)— (x): Sei T = (b; | ¢ € I) eine unendliche Folge von Indiscernibels, mit
bi, = b. Sei p(x,b) = tp(a/Ab). Dann ist (J,.; p(x,b;) konsistent; sei a’ eine
Realisierung. Nach dem Standardlemma gibt es Z"” = (b} | i € I), indiscernibel
iiber Aa’, das EM(Z/Aa’) realisiert. Weil = p(a’, b} ), gibt es einen Auotmor-
phismus o € Aut(€/Aa’), der b} in b iiberfiihrt. Setze I' = a(Z").

2)—{I) Sei p(x,b) = tp(a/Ab) und (b; | i < w) ein Folge von Indiscernibels iiber A
mit tp(bo/A) = tp(b/A). Nach Annahme gibt es ein ¢’ mit tp(a’/Ab) = tp(a/Ab),
sodafl Z indiscernibel iiber Aa’ ist. Weil = p(a’,b), ist a’ eine Realisierung von
Uico P(,0;). O

Proposition 3.4. 1. Wenn tp(a/B) nicht iber A C B teilt und tp(c/Ba)
nicht iber Aa teilt, dann teilt tp(ac/B) nicht iber A.

2. Wenn tp(a/B) nicht iber A C B teilt und w(x) ein partieller Typ iber B
ist, der nicht tiber Aa teilt, dann teilt w(x) nicht iber A.

[Beweis. 1t Sei b € B ein endliches Tupel und Z eine unendliche Folge von A-
Indiscernibels, die b enthélt. Wenn tp(a/B) nicht tiber A teilt, kénnen gibt es
ein Z' mit tp(Z'/Ab) = tp(Z, Ab), das tiber Aa indiscernibel ist. Wenn tp(c/Ba)
nicht iiber Aa teilt, gibt es ein Z” mit tp(Z”/Aab) = tp(Z’, Aab), das iiber Aac
indiscernibel ist. Das zeigt die Behauptung.

Das ist nur eine Variante der Behauptung [l Sei ¢(z,b) eine Formel aus 7 (z)
und Z = (b; | i < w) eine Folge von A-Indiscernibels, die b enthilt. Wir wollen
zeigen, dafl ® = {¢p(x,b;) | i < w} konsistent ist. Weil tp(a/B) nicht iiber A
teilt, konnen wir annehmen, dafl Z indiscernibel iiber Aa ist. Die Konsistenz von
Y folgt jetzt direkt daraus, dal ¢(z,b) nicht iiber Aa teilt. O

Definition 3.5. 7(x) forkt iber A, wenn w(x) eine Disjunktion \/,_, ¢1(x) von
Formeln ¢;(x) impliziert, die alle iber A teilen.

Lemma 3.6. Wenn 7 endlich erfillbar in A ist, dann forkt m nicht

Beweis. Wenn 7(x) die Disjunktion \/,_, ¢;(x, b) impliziert, hat eins der ¢; eine
Realisierung a in A. Wenn die b;, i < w, den Typ tp(b/A) realisieren, hat
{¢i(z,b;) | i <w} die Realisierung a. ¢; teilt also nicht iiber A. O

Lemma 3.7. Sei A C B und m ein partieller Typ tiber B. Wenn m nicht tber
A forkt, dann lifit sich m zu einem p € S(B) fortsetzen, das nicht iber A forkt.
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>infach-teilungsfolge:tf_b ‘

Beweis. Sei p(z) eine maximale Menge von L(B)-Formeln, die w(z) enthélt und
nicht iiber A forkt. Es ist klar, dafl p konsistent ist. Sei ¢(z) eine beliebige L(B)—
Formel. Wenn weder ¢ noch —¢ zu p gehorten, folgte, dafl sowohl pU{¢} als auch
pU{—¢} iiber A forkten. Das implizierte, daf p forkt. Also ist p vollstéindig. O

4 Baumeigenschaft und Einfachheit

Definition 4.1. 1. ¢(z,y) hat die Baumeigenschaft beziiglich k, wenn es
einen Baum (as | 0 # s € <“w) von Parametern gibt mit:
a) Fir alle s ist (p(x,as;) | © € w) k—inkonsistent.
b) Fiir alle 0 € “w ist {¢(x,as) | 0 # s C o} konsistent.

2. T ist einfach, wenn keine Formel ¢(x,vy), fir kein k, die Baumeigenschaft
hat.®

Definition 4.2. Sei A eine endliche Menge von Formeln ¢(x,y) ohne Parame-
ter. Fine A—k—Teilungsfolge iiber A ist eine Folge (¢;(x,a;) | i < d), sodafs

1. (bz(mvy) €A
2. ¢i(x,a;) teilt dber AU{a; | j < i} beziglich k.
3. {pi(z,a;) | i < &} ist konsistent.

Lemma 4.3. 1. Wenn ¢ die Baumeigenschaft beziiglich k hat, gibt es fiir
jedes A und p eine ¢p—k—Teilungsfolge iber A der Linge p.

2. Wenn kein ¢ € A die Baumeigenschaft hat, gibt es keine unendliche A—
k-Teilungsfolge tiber ().

[Beweis. 1)): Wihle einen Baum fiir ¢, der Linge g und mit sehr grofiem Ver-
zweigungsgrad. Wihle einen Pfad im Baum, sodafl jeder Punkt unendlich viele
Nachbarn hat, die iiber A und den Vorgingern denselben Typ haben.

2): Angenommen, es gibt eine unendliche A—k-Teilungsfolge iiber (). Wenn ¢
in der Folge unendlich oft vorkommt, gibt es eine unendliche ¢—k—Teilungsfolge
(¢(z,a;) | © <w). Wir wéhlen fiir jedes 7 eine Folge (a} | n < w) mit tp(a}'/{a; |
Jj<i}) =tpla;/{a; | j <i}), fur die (¢(x,al) | n < w) k—inkonsistent ist. Dann
definieren wir Parameter bg, die zeigen, dafl ¢ die Baumeigenschaft beziiglich k&

hat, wie folgt: Sei s € “*lw und b= (bst1, .- ., bsps) schon so konstruiert, dafl
tp(ar,...,a;_1/A) = tp(b/A). Wihle ein o € Aut(€/A) mit a(ay,...,a;_1) =b
und setze by = a(af(l)). O

Man sieht leicht, dafl es in einfachen Theorien fiir jedes endliche A und alle
k eine Schranke fiir mogliche Léngen von A-k-Teilungsfolgen gibt.

5Wir kénnen annehmen, daf ¢ keine Parameter hat.



Proposition 4.4. Sei T ein vollstindige Theorie. Dann sind dquivalent.

’P:einfach:einfach‘ a) T ist einfach

b) Fiir alle p € S(B) gibt es ein A C B mit |A| < |T|, sodaf p nicht dber A

teilt.

¢) Es gibt ein K, sodafs es fiir alle p € S(B) ein A C B mit |A| < k gibt, sodaf

p nicht tiber A teilt.

[Bewezs. a))—{D): Wenn [0) falsch ist, gibt es eine Folge (¢;(z,b;) | i < |T|") von
Formeln aus p(x), soda88 jedes ¢;(x,b;) tiber {b; | j < i} beziiglich k; teilt. Es
gibt eine unendliche Teilfolge, in der alle ¢;(x,y) gleich ¢(z,y) und alle k; gleich
k sind, also eine ¢—k—Teilungsfolge.

[B) —@): Klar.

@) —@): Wenn ¢ die Baumeigenschaft hat, gibt es beliebig lange ¢—k—Teilungsfolgen
(p(x,b;) | i < k). Erweitere die Menge der ¢(x,b;) zu einem p(z) € S(B), wobei
B = {b; | i < k}. p teilt iiber jedem Anfangsstiick der b,. O

Definition 4.5. Gestrichen.
Bemerkung. Gestrichen.
Lemma 4.6. Gestrichen.

Folgerung 4.7. Gestrichen.

-‘:forkt_nicht_ueber_domain‘ Folgerung 4.8. Sei T einfach und p € S(A). Dann forkt p nicht iber A.

Beweis. Nehmen wir an, dafl p iiber A forkt. Dann impliziert p eine Disjunk-
tion \/,_, ¢i(x,b;) von Formeln, die alle iitber A vermdge k teilen. Setze A =
{¢1(z,y) | 1 < d}.

Wir konstruieren, im Widerspruch zu B3] eine unendliche lange A—k—Tei-
lungsfolge iiber A. Sei (¥;(x,a;) | i < n) iiber A schon konstruiert und sei p(x)
mit {¢;(x,a;) | ¢ < n} konsistent. Es folgt, dafl eine der Formeln ¢;(z, b;), zum
Beispiel ¢g(x,bo) mit p(x) U {¢i(z,a;) | i < n} konsistent ist.

Wir kénnen nun annehmen, da8 (¢;(z,a;) | ¢ < n) eine Teilungsfolge iiber
Abg ist. Das folgt leicht mit Induktion aus der folgenden Beobachtung: Wenn
¢(x,a) iiber A teilt und wenn A C A’, dann gibt es ein zu a iiber A konjugiertes
a’, sodal ¢(x,a’) iiber A’ teilt. Jetzt ist aber ¢g(z, bg), Yo(x, ag),. .. eine A—k—
Teilungsfolge iiber A, die wieder mit p(z) konsistent ist. O

Folgerung 4.9 (Existenz). Jeder Typ dber A lifit sich nicht-forkend auf jede

Erweiterung von A fortsetzen.

Beweis. Aus und B.7 O
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5 Unabhingigkeit und Morleyfolgen

Definition 5.1. A ist unabhingig von B tber C, AJ/CB, wenn fir jedes
endliche Tupel a € A, tp(a/BC) nicht iber B forkt.

Das ist eine sinvolle Definition, weil das Forken von tp(a/BC') nicht von der
Aufzihlung von a abhingt und weil tp(a/BC) iiber C forkt, wenn der Typ einer
Teilfolge von a tiber BC' iiber C forkt.

Definition 5.2. I sei eine lineare Ordnung. Einen Folge (a; | i € I) heifst
1. unabhdingig iber A, wenn a; | ,{a; | j <i} fir alle i,

2. Morleyfolge iiber A, wenn (a; | ¢ € I) unabhingig und indiscernible iber
A ist,

3. Morleyfolge in p(z) diber A, wenn (a; | i € I) eine Morleyfolge iber A ist
und alle a; Realisierungen von p sind.

Lemma 5.3. Wenn (a; | ¢ € I) unabhdngig iber A ist, und J < K Teilmengen
von I. Dann teilt tp((ax)ker /A{a; | j € J}) nicht dber A.

Beweis. Man kann annehmen, da K endlich ist. Die Behauptung folgt dann
per Induktion iiber |K| aus B4 O

Lemma 5.4. Wenn p € S(B) nicht iber A forkt, dann gibt es eine unendliche
Morleyfolge in p tiber A, die sogar iber B indiscernibel ist.

Beweis. Sei ag eine Realisierung von p. Wegen B.7] gibt es eine Fortsetzung p’
von p auf Bag, die nicht iiber A forkt. Sei a; eine Realisierung von p’. Wenn
man so fortfihrt, erhdlt man fiir jedes vorgebene A eine Folge (a; | ¢ < A) mit
a; J/AB(aj)Ki- Mit erhélt man daraus eine Folge der Linge w mit der
gleichen Eigenschaft, die zusétzlich indiscernibel iiber B ist. O

Folgerung 5.5. Wenn T einfach ist und p € S(A), gibt es eine unendliche
Morleyfolge in p tiber A.

Beweis. Das folgt aus O

Proposition 5.6. Sei T einfach. w(x,y) ein partieller Typ iber A. Sei (b; | i <
w) eine unendliche Morleyfolge iber A und |J,__ 7(x,b;) konsistent. Dann teilt
m(x,bo) nicht iber A.

1<w

Beweis. Nach dem Standardlemma gibt es fiir jede lineare Ordnung I eine Mor-
leyfolge (b; | i € I) in tp(bo/A) iiber A, fiir die ¥(z) = J,;c; m(x, b;) konsistent
ist. Wir withlen fiir I die inverse Ordnung von |T'|*. Sei ¢ eine Realisierung von
Y. Nach gibt es ein ig, sodaB tp(c/A{b; | i € I'}) nicht iiber A{b; | i > io}
teilt. Daraus folgt, dafl m(x,b;,) nicht iiber A{b; | i > io} teilt. Nach B3 teilt
tp((b; | @ > id0)/Ab;,) nicht iiber A. Also teilt nach m(x,b;,) nicht iiber
A. O



P:forken=teilen‘

P:symmetrie

L:morley_teilt2 ‘

Proposition 5.7. T sei einfach. Dann teilt w(x,b) genau dann iber A, wenn
es tber A forkt.

Beweis. Nehmen wir an, dafl ¢(z,b) = \/,.,i(x,b) iiber A nicht teilt. Sei
(b; | i < w) eine Morleyfolge in tp(b/A) iiber A, die existiert, weil T einfach ist.
Dann ist {¢(z,b;) | i € w} konsistent. Wenn man eine Realisierung betrachtet,
siecht man, dafl es nach den Schubfachprinzip ein unendliches I C w und ein
I geben muB, sodal {¢;(x,b;) | i € I} konsistent ist. Aus folgt jetzt, daB
@i(x,b) nicht iiber A teilt. O

Proposition 5.8 (Symmetrie). In einfachen Theorien ist die Unabhéingigkeits-
relation symmetrisch.

Beweis. Seia | ,b. Dann gibt es nach 5.4l eine unendliche Morleyfolge (a; | i <
w) in tp(a/Ch) iiber C, die iiber Cb indiscernibel ist. Sei p(z,a) = tp(b/Ca).
Dann ist | J, ., p(z, a;) konsistent, weil es von b realisiert wird. Also teilt p(z, a)
nicht iiber C. O

Folgerung 5.9 (Monotonie und Transitivitit). T sei einfach, B C C C D.
Dann ist A |, D genau dann, wenn A |, C und A |, D.

Beweis. Die eine Richtung der Aquivalenz gilt in beliebigen Theorien und folgt
leicht aus der Definition. Fiir die andere Richtung beachten wir, daf3 wir 3.4l
wegen [5.7 nach Ersetzen der endlichen Tupel durch unendliche als

Al BudC | B = CA | B
A AA’ A

lesen koénnen. Das ist gerade die Transitivitéit, wenn man rechts und links ver-
tauscht. Die Behauptung folgt also aus (.8 O

Aus Existenz, Symmetrie, Monotonie und Transitivitit von nicht-forkenden
Erweiterungen folgen alle Rechenregeln, die in stabilen Theorien gelten. Zum
Beispiel:

Bemerkung. Wenn (a; | i € I) eine A-unabhingige Folge ist, dann gilt®

ax J_/ ay
Aaxny

fir alle X, Y C 1. O

Lemma 5.10. SeiZ eine unendliche Morleyfolge tiiber A. Wenn T indiscernibel
iiber Ac ist, ist ¢ J/AI.

Beweis. Sei zum Beipiel 7 = (a; | i < w) und ¢(z,ao,...,an—1) € tp(c/AL).

Setze b; = (aniy .- -, Anitn—1). Dann ist (b; | i < w) wieder eine Morleyfolge iiber
A und {é(x,b;) | i € w} ist konsistent, weil von ¢ realisiert. Aus folgt, dafl
o(x,ag,...,an—1) nicht iiber A forkt. O

6ax={a¢|i€X}.

10
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6 Der Unabhingigkeitssatz

In diesem Abschnitt sei T' immer einfach.

Lemma 6.1. Sei Z indiscernibel iber A und J ein unendliches Anfangsstiick
ohne letztes Element. Dann ist T\ J eine Morleyfolge iber AJ .

Beweis. Sei T = (a; | i € I) und J = (a; | @ € J). Es geniigt zu zeigen, daf
ai L ,,ax fiirallei € I'\J und alle endlichen X C I mit i < X. Das folgt aber
aus Bzi weil tp(a;/AJax) endlich erfiillbar in AJ ist. O

Proposition 6.2. Wenn ¢(zx,a) nicht dber A teilt und nca(a,b), dann teilt
o(z,a) A p(x,b) nicht iber A.

Beweis. Sei Z eine unendliche Folge von Indiscernibels, in denen a und b vor-
kommen. Wir verlingern Z um ein unendliches Anfangstiick J ohne grofites
Element. Sei ¢ eine Realisierung von ¢(z,a) mit ¢ | , Ja. Wegen [3.3] konnen
wir annehmen, daf3 7 indiscernible iiber AJc ist.

Aus [6.7] folgt, dal 7 eine Morleyfolge iiber A7 ist. Also folgt aus B.I0, daf
cl, L. Transitivitét ergibt ¢ L 4, JZ, woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 6.3. Seinca(a,b) unda’” | , b. Dann gibt es V', sodaff nca(a’a,b'd).

Beweis. Sei (a; | ¢ < w) indiscernibel iiber A, a = ag und b = a;. Wegen B3
kénnen wir annehmen, da (a; | 1 < i < w) indiscernibel iiber Aa’a ist. Aus
2.12] folgt die Behauptung. O

Proposition 6.4. Wenn ¢(x,a) A ¥(x,b) nicht iber A forkt, nca(b,b') und
al ,, b, dann forkt auch ¢(x,a) Aip(z,b") nicht iber A.

Beweis. Nach gibt es ein @’ mit nca(ab,a’t’). Aus folgt, dafl ¢(z,a) A
Y(x,b) A d(x,a’) A p(x,b") nicht iiber A teilt. O

Folgerung 6.5. Wenn ¢(z,a) A t(x,b) nicht diber A forkt, Lstp(b/A) =
Lstp(b'/A) und a | , b'b, dann forkt auch ¢(z,a) A(z, V') nicht iber A.

Beweis. Seib = by, by,...,b, = eine Folge mit nc(b;, b;11), (vergl. Z0). Wegen
der Existenz von nicht-forkenden Erweiterungen kénnen wir annehmen, dafl
a J/Abb, bi...b,_1, woraus a J/A by ...b, folgt. Es ist also immer a J/Abi bit1
und die Behauptung folgt durch Induktion aus [6.41

Lemma 6.6. Gestrichen.

Lemma 6.7. Firallea, A und B D A gibt es ein o’ mit Lstp(a’/A) = Lstp(a/A)
und a’ | , B.

Beweis. Wihle ein Modell M 5 A mit a | , M und dann o’ mit tp(a’/M) =
tp(a/M) und o’ |, B. O

Bemerkung. Fir beliebige Theorien gilt: es gibt ein a’ mit nc? (a’,a) und
tp(a’/B) teilt nicht dber A. (Ubung)

11



L:1st_erweiterung3 ‘

F:unabhaengigkeit ‘

S:unabhaengigkeit ‘

unabhaengigkeit_unendlich ‘

Lemma 6.8. Sei Lstp(a/A) = Lstp(b/A). Dann gibt es fiir alle a’, B ein b’ mit
Lstp(aa’/A) = Lstp(bb'/A) und V" | ,, B.

Beweis. Wihle mit ein " mit Lstp(aa’/A) = Lstp(bb”/A) und mit [6.7] ein
b’ mit Lstp(b”/Ab) = Lstp(b'/Ab) und 0" | ,, B. Aus 2.1l folgt Lstp(bb”/A) =
Lstp(bb'/A). O

Folgerung 6.9. Seia | ,b, ' | ,a, b | b, Lstp(a’/A) = Lstp(t//A) und
E ¢(a',a) ANp(b',b). Dann forkt ¢(x,a) Ap(x,b) nicht iber A.

Beweis. Wihle mitB.8lein a” mit Lstp(a”a’/A) = Lstp(bd'/A) und a” |, , abl’.
Dann folgt a” | , aa’bb’ und daraus:

e a' | ,ad”, was, zusammen mit |= ¢(a’, a”), impliziert, da ¢(z, a) A (z, a”)
nicht tiber A forkt.

e q J/Aa”b, was, wegen [6.0] impliziert, dal ¢(x,a) A 1(x,b) nicht iiber A
forkt.

O

Satz 6.10 (Unabhéngigkeitssatz). Sei Bl ,C, bl ,B, cl,C,
und Lstp(b/A) = Lstp(c/A). Dann gibt es ein d mit d | ,BC,
Lstp(d/B) = Lstp(b/B) und Lstp(d/C) = Lstp(c¢/C).

Beweis. Das ist klar, wenn man nur tp(d/B) = tp(b/B) und tp(d/C) = tp(c/C)
behauptet. Der Rest ist eine Ubung. (Hinweis: Ersetze B und C durch Modelle.) [

Folgerung 6.11. Die B;, i € I, seien unabhdngig tiber A. FEs seien b; mit
b; \LA B; gegeben, die alle den gleichen Lascartyp tiber A haben. Dann gibt es
eind mitd | {B;|i€ I} und Lstp(d/B;) = Lstp(bi/B;) fiir alle i.

Beweis. Ubung: Nehmen Sie an, daf8 die B; Modelle sind, die A enthalten. Wiihle
ein Wohlordnung von I und zeige die Existenz von d durch rekursive Konstruk-
tion von p = tp(d/{B; | i € B;}). O

Lemma 6.12. Wenn a | ,b und Lstp(a/A) = Lstp(b/A), gibt es eine unend-
liche Morleyfolge tiber A, die a und b enthdlt.

Beweis. Betrachte p(z,a) = tp(b/Aa). Wir konstruieren, anfangend mit ap = a
und a; = b, rekursiv eine lange unabhingige Folge (a;) von Elementen, die alle
denselben Lascartyp iiber A haben. Sei (a; | # < «) schon konstruiert. Die Typen
p(x,a;) werden von Elementen b; realisiert, mit b; \LAai und Lstp(b;/A) =
Lstp(a/A). Es gibt nach ein aq mit aq | {ai [ i < a}, F plaa, a;) fiir
alle i < @ und Lstp(a,/A) = Lstp(a/A). Wenn die Folge lang genug ist, gibt es
nach [ eine A-indiscernible Folge (a; | i < w) mit |= p(a}, a;) fiir alle i < j,
die auBerdem, weil alle Typen (a}/A{a; | i < j}) schon in (a;) vorkommen,
unabhéingig iiber A ist. Weil tp(ajaj/A) = tp(ba/A), konnen wir annehmen,
daB af, = a und a} = b. O

12
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Folgerung 6.13. Lstp(a/A) = Lstp(b/A) genau dann, wenn nc? (a,b).

Beweis. Wihle ein ¢ mit ¢ |, ab und Lstp(c/A) = Lstp(a/A) = Lstp(b/A).
Nach [6.12]ist nc(e, a) und nc(e, b). O

Folgerung 6.14. nc ist typdefinierbar.

Beweis.
nc(z,y) < 3z (nc(zx, z) Anc(z,y))

O

Es ist ein ungeltstes Problem, ob in einfachen Theorien, Lascartypen und
starke Typen zusammenfallen.

7 Charakterisierung

Satz 7.1. SeiT be a vollstindige Theorie und a JBA B eine unter Automorphis-
men invariante Relation zwischen endlichen Tupeln a und Parametermengen A
und B mit den folgenden Eigenschaften:

a) (SYMMETRIE) a JBAb genau dann, wenn b JBA a.

b) (MONOTONIE UND TRANSITIVITAT) a fABC genay dann, wenn a \LOA B
und a \LOAB C.

¢) (EXISTENZ) Fiir alle a, A und C gibt es ein a’ mit tp(a’/A) = tp(a/A) und
a’ \LOA C.

d) (LOKALER CHARAKTER) Es gibt eine Kardinalzahl k, sodaf es fiir alle a und
B eine Teilmenge By C B von kleinerer Mdchtigkeit als k gibt mit a J/OBO B

e) (ENDLICHER CHARAKTER) a J/OA B genau dann, wenn a JBA b fiir alle Tupel
be B.

f) (UNABHANGIGKEITSSATZ UBER MODELLEN) Sei M ein Modell, a JBM b,
a JBM a, b \BM b undtp(a’/M) = tp(b//M). Dann gibt es ein ¢ mit ¢ \|/0M ab,
tp(c/Ma) = tp(a’/Ma) und tp(c/Mb) = tp(b'/Mb).

Dann ist T einfach und es ist |° = | .

Es ist klar, dafl in einfachen Theorien die Relation | die Eigenschaften des
Satzes hat (fiir k = |T|1).

Beweis. Zunichst bemerken wir, dal aus EXISTENZ folgt, da a |° 4 A und aus
X 0 0
TRANSITITIVAT, da a |, C & a [0, AC.
Wir kénnen annehmen, dafl » reguliir ist; sonst ersetzen wir x durch x¥.

Nehmen wir nun an, da§ a |° 1 b- Wir zeigen zuerst mit [3.2] daB tp(a/Ab) nicht
iiber A teilt. Sei dazu (b; | i < w) eine Folge von Indiscernibels iiber A, die mit

13



= by beginnt.

Behauptung: Wir finden ein Modell A C M, soda$ (b; | ¢ < w) indiscernibel
itber M ist und b; J/OM{bj | j < i} fiir alle 4.

Beweis: Mit dem Standardlemma kénnen die Folge zu einer Folge (b; | i < k)
fortsetzen. Auflerdem ist es leicht, eine aufsteigende Folge von Modellen A C
My C M; ... zu konstruieren, soda$ fiir alle ¢ < x alle b, (j < i), in M; ent-
halten sind und (b; | ¢ < j < k) indiscernibel {iber M; ist. Wegen LOKALER
CHARAKTER gibt es ein i, sodafl b, \LOM {bj | io < j < k}. Wegen Indiscerni-

20

bilitit folgt, daraus, da b; |7, {b; | 4o < j < i} fiir alle 4. Wir nehmen M,
20
fiir M und die Folge b;,, big+1, - - ..

Behauptung: Wir kénnen annehmen, da§ a |° u b
Beweis: Wir ersetzen mit EXISTENZ a durch ein ¢’ mit tp(a’/Ab) = tp(a/AB)
und o’ |9 4 M und wenden dann MONOTONIE UND TRANSITIVITAT an.

Wir koénnen jetzt durch sukzessive Anwendung von UNABHANGIGKEITSSATZ
UBER MODELLEN Elemente a = ag,aq,... finden mit a; J/OM{bj | 7 < i},
Gi(x) = tolai1 /M{b; | § < i}) = tp(as/M{b; | j < i}) wnd tp(aibs/M) =
tp(ab/M).” Es folgt, daB | J;_,, qi(«) konsistent ist und alle p(x, b;) enthélt, wo-
bei p(x,b) = tp(a/MD). Es folgt mit B2 daBl tp(a/Ab) nicht iiber A teilt.

Es folgt jetzt aus LOKALER CHARAKTER und B4l dafl T einfach ist. Es
bleibt zu zeigen, dai a |° 4 b wenn tp(a/Ab) nicht iiber A teilt. Wir konstruieren
mit EXISTENZ eine sehr lange Folge (b; | i < \), die |° ,~unabhiingig ist und
fiir die tp(b;/A) = tp(b/A). Wegen (und MoNOTONIE und [[2)) ergibt sich
daraus eine A-indiscernible Folge (b, | i < k), die ebenfalls |° ,-unabhiingig
ist und tp(b;/A) = tp(b/A) und b = b} erfiillt. Jetzt wenden wir an und
bekommen ein o' mit tp(a’/Ab) = tp(a/Ab), sodaB (b | ¢ < k) indiscernible
iiber Aa’ ist. LOKALER CHARAKTER und MONOTONIE ergeben die Existenz
eines ig, sodaf a’ J/OA{b,“KiO} b}, Weil b; J/OA{bg | i <ig}, ergeben SYMMETRIE
und TRANSITIVITAT, daf o’ |7 b} . Daraus folgt a |? b, weil tp(a'b] /A) =
tp(a'by/A) = tp(ab/A). O

Folgerung 7.2. Die Theorie des Randomgraphs ist einfach
Beweis. Definiere A JPB C durch ANC C B. O

"Sei ag . . ., a; schon konstruiert. Wihle ein a’ mit tp(a’b;11/M) = tp(ab/M). Wende den
Unabhingigkeitssatz iiber Modellen an auf {b; | j < i} J/OM bit1, ai J/OM{bj | 5 <i} und
a’ J/OM bi4+1, um a;+1 zu bekommen.

14
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8 Pseudoendliche Korper

Definition 8.1. FEin Kirper K ist pseudo-algebraisch abgeschlossen (PAC),
wenn jede tiber K definierte absolut irreduzible affine Varietdt einen K -rationalen

Punkt hat.

Definition 8.2. Eine Korpererweiterung L/K heifit requlir, wenn L und K&
tber K linear disjunkt sind.

Beachte: Elementare Erweiterungen sind regulér.
Lemma 8.3. Sei K ein Korper. Dann sind dquivalent
a) K ist PAC,

b) Sei f(X1,...,X,) € K[X1,...,Xn,T] absolut irreduzibel und vom Grad > 1
in T. Weiter sei g € K[X1,...,X,]. Dann gibt es (a,n) € K™ x K mit
f(a,b) =0 und g(a) #0.

¢) K ist existentiell abgeschlossen in jeder reguliren Kdrpererweiterung.

[Beweis. a))—h): Sei € ein grofier algebraisch abgeschlossener Kérper, der K ent-
hilt. Die Nullstellen von f definier eine absolut irreduzible Varietdt X C €" x €
iiber K. Die Menge V = {(a,b,c) | f(a,b) = 0, g(a)c = 1} ist dann ebenso
absolut irreduzibel und tiber K definiert.

b)—m): Sei L/K eine endlich erzeugte regulire Erweiterung. Regulire Erwei-
terungen sind separabel. Nach ([I04]) finden wir eine Transzendenzbasis @ von
L/K, iiber der L separabel algebraisch ist. Es gibt also ein b, das separabel
algebraisch iiber K () ist, sodal L = K(ay,...,an,b). Seien nun ¢y, ..., ¢, Ele-
mente aus L, die irgenwelche Gleichungen aus iiber K erfiillen.® Wir suchen
¢, € K, die dieselben Gleichungen erfiillen. Schreibe ¢; = %
hi(Z,y) und g(Z) iiber K. Das Verschwindungsideal von (@, ) iiber K wird von
einem f(&,y) erzeugt. f is absolut irreduzibel, weil L/K reguldr ist. Es gibt

a,b € K mit f(a',b') =0 und ¢g(a@,b’) # 0. Die ¢} = % erfiillen dann alle

fiir Polynome

Gleichungen, die die ¢; erfiillen.

—

@) —& Sei V abolut irrduzible Varietéit iiber K. Sei (¢) € V generischer Punkt
in €. Dann ist K(¢)/K regulér. O

Folgerung 8.4. ,PAC“ist eine elementare Eigenschaft.

Beweis. Absolut irreduzibel zu sein ist eine elementare Eigenschaft der Koeffi-
zienten von K, weil die Theorie der algebraisch abgeschlossen Koérper Quanto-
renelimination hat. O

Definition 8.5. Ein perfekter Korper K heifst prozyklisch, wenn K in K fir
jedes m hdchstens eine Erweiterung vom Grad n hat. Wenn K fiir jedes n > 1
genau eine Erweiterung in K°°P hat, heiffit K 1-frei.

8Weil wir in Kérpern arbeiten, brauchen wir keine Ungleichungen.
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Man sieht leicht, daf , prozyklisch “ eine elementare Eigenschaft von K ist.

Lemma 8.6. Fin perfekter Korper K ist genau dann prozyklisch, wenn G(K)
prozyklisch ist, und 1—frei, wenn G(K) =7

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma O
Definition 8.7. FEin prozyklischer PAC-Kérper K heifit pseudoendlich.

Bemerkung. “Pseudoendlich” ist eine elementare Eigenschaft. Aus dem Satz
von Weil iber rationale Punkte in endlichen Korper folgt, daf jedes unendliche
Ultraprodukt von endlichen Kérpern pseudoendlich ist.

Proposition 8.8. Sei K perfekt und L/K eine Kirpererweiterung. Dann sind
dquivalent:

a) L/K regulir,
b) K ist relativ algebraisch abgeschlossen in L,
¢) Die natiirliche Abbildung G(L) — G(K) ist surjektiv.
Beachte: wenn L/K regulir und L perfekt, dann ist auch K perfekt.

Folgerung 8.9. Sei L/K requlir, L sei prozyklisch und K 1-frei. Dann ist
auch L 1—frei. Sei weiter N/L eine Erweiterung von L, fir die N/K reguldr ist,
dann ist auch N/L reguldr.

Beweis. Wenn G(L) prozyklisch ist und 7 : G(L) — Z = G(K) surjektiv, dann
ist 7 ein Isomorphismus. Sei p : G(N) — G(L) die natiirliche Abbildung. Wenn
pr surjektiv ist, ist auch p surjektiv. O

Lemma 8.10. Jeder prozyklische Korper hat eine pseudoendliche requldre Kor-
pererweiterung.

Beweis. Sei K prozyklisch. Finde eine regulire Erweiterung L, die eine (unend-
liche) Galoiserweiterung L' mit Galoisgruppe Z hat. Sei o € Aut(K?®eL'/L) so
gewihlt, da8 es auf K*/K und L'/L jeweils die Galoisgruppe erzeugt. Setze
o zu o’ € Aut(L*8/L) fort und betrachte den Fixksrper L” von o”. L" /K ist
eine 1-freie regulire Erweiterung von K. Man konstruiert nun leicht, mit einer
langen Kette, ein regulire Erweiterung prozyklische Erweiterung N von L”, die
existentiell abgeschlossen ist in allen reguléren prozyklischen Erweiterungen. N
ist wieder 1-frei. Um zu zeigen, dafl N PAC ist, betrachten wir eine regulire
Erweiterung N’ von N. o € G(N’) sei ein Urbild eines Erzeugers von G(N) und
N'" Fixkérper von o in N’ A2 Dann ist N” regulére prozyklische Erweiterung
von N. Weil nach Konstruktion N existentiell abgeschlossen in N ist, ist N
auch existentiell abgeschlossen in N'. O
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P:pe-einbettung

Lemma 8.11. Pseudoendliche Kéorper haben die Amalgamierungseigenschaft in
bezug auf requlire Einbettungen: Wenn L1 /K und Lo/ K regulire prozyklische
Erweiterungen von K sind, gibt es einen gemeinsamen prozyklischen Oberkdrper
H, der L1 und Ly requlir erweitert. Wir finden H sogar so, dafi L1 und Lo tber
K linear disjunkt sind.

Beweis. Sei K prozyklisch und L; und Lo zwei regulére prozyklische Erweite-
rungen. Wir kénnen annehmen, dafl die L; in einem gemeinsamen Oberkorper
iiber K algebraisch unabhingig sind. Sei o ein Erzeugendes von G(K). Lifte o
zu Erzeugenden o; von G(L;), das geht in prozyklischen Gruppen immer. Wegen
der algebraischen Unabhingigkeit sind L; und Lo linear disjunkt ([0.5). Also®
erzeugen die o; einen Automorphismus von L?lnglg, den wir zu einem Auto-
morphismus 7 von (L4 Ly)8 fortsetzen. Der Fixkoper von 7 ist prozyklisch und
reguldre Erweiterung von L; und Ls. ]

Proposition 8.12. L; und Lo seien prozyklische Erweiterungen von K wund
Lo pseudoendlich. Dann ist Ly dber K requldr einbettbar in eine elementare
Erweiterung von Ls.

Beweis. Sei N eine (0.E.) gemeinsame regulére prozyklische Erweiterung der
L;. Als regulire prozyklische Erweiterung von Lo ist N 1—frei (nach R0). Weil
L+ exististentiell abgschlossen in NV ist, ist IV {iber Lo in eine elementare Erwei-
terung L} von Ly einbettbar. Sei N’ das Bild dieser Einbettung. Aus B9 folgt,
daB L, /N’ reguldr ist. O

Satz 8.13. L; und Lo seien regulire pseudoendliche Erweiterungen von K.
Dann sind L1 und Ly tiber K elementar dquivalent.

[Bewers. 8.12liefert eine abwechselnd elementare Kette, deren Vereinigung eine
elementare Erweiterung von L; und von Lo ist. O

Folgerung 8.14. Sei L pseudoendlich und Abs(L) der relative algebraische
AbschlufS der Primkorpers in L, der Absolutteil von L. Dann ist die elementare
Theorie von L bestimmt durch den Isomorphietyp von Abs(L). Ein iber seinem
Primkérper algebraischer Korper K ist genau dann Absolutteil eines pseudoend-
lich Kérpers, wenn K prozyklisch ist (das ist in endlicher Charakteristik immer

der Fall).

Wir fixieren fiir das folgende eine vollstindige Theorie eines pseudoendlichen
Korpers und arbeiten im Monstermodell.

Folgerung 8.15. Sei K ein Unterkéoper von €, a und b zwei Tupel von Ele-
menten von €. Dann haben (in €) a und b genau dann den gleichen Typ iber
K, wenn die relativen algebraischen Abschlisse von K(a) und K(b) iber K
isomorph sind, vermdge eines Isomorphismus, der a in b uberfihrt.

9Denn L?lnglg ist der Quotientenkoper des Tensorprodukts von L?lg und L;lg iiber K218,
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Beweis. Sei A und B die relativen algebraischen Abschliisse. Wenn a und b den
gleichen Typ iiber K haben, sind A und B wie angegeben isomorph, wegen
Wenn umgekehrt A und B iiber K isomorph sind, folgt die Behauptung
unmittelbar aus O

Satz 8.16. Die algebraische Unabhdngigkeit in einem pseudoendlichen Korper
hat alle in[71] aufgefihrten Eigenschaften.

Beweis. Wir arbeiten im Monstermodell € einer vollstdndigen Theorie von pseu-
doendlichen Kérpern. Alle Eigenschaften sind klar, bis auf (EXISTENZ) und
(UNABHANGIGKEITSSATZ UBER MODELLEN). Zur Existenz: Sei K ein Unter-
korper von € und L und H zwei Erweiterungen von K. Wir kénnen annehmen,
dafl alle drei Korper in € relativ algebraisch abgeschlossen sind. Es gibt nun
nach BT} zunéchst auflerhalb von € eine prozyklische Erweiterung C' von H,
die eine von H iiber K unabhingige Kopie L’ von L/K enthélt, soda C/L’
regulér ist. Nach ist C' iiber H regulir in € einbettbar. Sei L” das Bild von
L' in €. Dann sind L” und H iiber K unabhingig und L” und L haben iiber K
denselben Typ.

Nun zum Unabhéngigkeitssatz. Sei M ein Modell, K und L seien zwei iiber
M unabhangige Korperweiterungen. Weiter seien zwei Erweiterungen K’ und
L' gegeben, sodal sowohl K und K’ als auch L und L’ iiber M unabhingig
sind. Auflerdem sollen K’ und L’ denselben Typ iiber M haben.

Wir kénnen annehmen, dafl alle fiinf betrachteten Korper in € relativ alge-
braisch abgeschlossen sind. Wir fligen nun, auflerhalb von €, den drei Kérpern
M, K und L eine Korpererweiterung H/M hinzu, die von KL iiber M unab-
héngig ist und isomorph zu K’'/M und L’'/M ist. Dann sind jeweils KK’ und
KH,und LL' und LH iiber M isomorph (alle Isomorphismen sind kompatibel).

Sei o Erzeugendes von G(M ). WegenBIIsetzt sich eindeutig auf G(K), G(L)
und G(H) fort. Sei & die Fortsetzung von o auf G(€). Die Einschrénkungen von
& liefern Automorphismen x € G(KL), A € G(KH) und p € G(LH). Die-
se Automorphismen stimmen auf K2 [2l2 und H*# iiberein. Weil (K H)#
und (LH)# {iber H*# unabhiingig sind, fiigen sich A\ und g zu einem Auto-
morphismus ' von (KH)&(LH)® zusammen. &’ stimmt auf K®%&L38 mit
k iiberein. Aus [[0.7] folgt, dafl sich ' und k zu einem Automorphismus von
(KH)e(LH)8(K L)»® zusammenfiigen. Wir setzen diesen Automorphismus
zu einem Automorphismus 7 von (K LH)# fort. Sei C der Fixkorper von K. C
ist prozyklisch. Die relativen algebraischen Abschliisse von KL, KH und LH in
C sind isomorph zu den relativ algebraischen Abschliissen von KL, KK’ und
LL" in €. Wir betten C iiber KL in € ein. Dann hat das Bild von H die im
Unabhéngigkeitssatz geforderten Eigenschaften. O

Folgerung 8.17. Pseudoendlichen Kérper sind einfach. Die Forkingunabhdn-
gigkeit stimmt mit der algebraischen Unabhdngigkeit iberein.
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L:G_prozyklisch ‘

9 Anhang: Profinite Gruppen

Definition 9.1. FEine profinite Gruppe ist eine topologische Gruppe mit einer
Umgebungsbasis der 1 aus Untergruppen.

Lemma 9.2. Profinite Gruppen lassen sich darstellen als

e Permutationsgruppen, fir die alle Orbits endlich sind, mit der Topologie
der endlichen Konvergenz.

e inverse Limites von endlichen Gruppen.

Definition 9.3. FEine profinite Gruppe heifst prozyklisch, wenn alle endlichen
(stetigen) Quotienten zyklisch sind.

Lemma 9.4. Sei G eine profinite Gruppe. Dann sind dquivalent:
a) G ist inverser Limes von zyklischen Gruppen.

b) G wird (topologisch) von einem Element erzeugt.
Definition 9.5. Z ist der inverse Limes aller L. (m#0).

Lemma 9.6. FEine proendliche Gruppe G ist genau dann prozyklisch, wenn sie
fiir jedes n_ > 0 hdchstens einen Quotiente der Ordung n hat. G ist genau iso-
morph zu Z, wenn G fir jedes n > 0 genau eine Quotienten der Ordnung n
hat.

Beweis. Wir zeigen, daf} eine endliche G Gruppe genau dann zyklisch ist, wenn
sie fiir jedes m hochsten eine Untergruppe der Ordnung m hat: Weil konjugierte
Untergruppen die gleiche Méchtigkeit haben, sind alle Untergruppen normal.
Als sind die Sylowgruppen normal und G ist das direkte Produkt seiner Sy-
lowgruppen. Wir kénnen also annehmen, dafl G eine p—Gruppe ist. Sei H eine
maximale zyklische Untergruppe von G. Wenn H ungleich G ist, gibt es ein
a € G mit pa € H. Wenn pa = ph fiir ein h € H, hitten die Gruppen (h) und
(a) dieselbe Ordnung, was nicht geht. Also ist pa ein Erzeugendes von H und
es folgt, dafl H C (a). Widerspruch. O

Lemma 9.7. Sei G — H ein Homorphismus prozyklischer Gruppen. Dann ldfst
sich jedes Erzeugende von H zu einem Erzeugenden von G liften.

Beweis. Wir beweisen das fiir endliche G und H: G und H schreiben sich ein-
deutig als direkte Summen von p—Gruppen. Wir kénnen also annehmen, dal G
und H p—Gruppen sind. Wenn H = 0, wihlen wir als Urbild irgendeinen Er-
zeuger. Wenn H # 0, ist jedes Urbild eines Erzeugers von H auch ein Erzeuger
von G. O
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L:isomorphe_koerper ‘

10 Anhang: Korpertheorie

Lemma 10.1. Sei K ein Korper. Es gibt eine Bijektion zwischen Isomorphiety-
pen von n-erzeugten Korpererweiterungen'® L = K(ay, ..., a,) und Primidealen

P in K[X1,..., Xy

Ein Ideal P heifit absolut prim, wenn P in K*8[X;, ..., X,,] ein Primideal
erzeugt.

Lemma 10.2. Im letzte Lemma entsprechen regulire Korperwereiterungen ab-
soluten Primidealen.

Definition 10.3. Separable Kéorpererweiterungen

Lemma 10.4. L = K(aq,...,ay) ist genau dann separabel iber K, wenn man
aus den a; eine Tranzendenzbasis @ von L/ K auswihlen kann, sodaf$ L separabel
algebraisch tiber K(a) ist.

Lemma 10.5. Wenn L/K separabel und H/ K algebraisch unabhingig von L/ K
tiber K, sind L und H tber K linear disjunkt.

Beweis. Sei l; aus L, h; € H und ), l;h; = 0. Weil L und H iiber Kals
unabhiingig sind, ist tp(L/K*$H) Erbe von tp(L/K?*#). Es folgt, daf es h. €
K& gibt mit Y, L;h; = 0. Weil L/K regulér, gibt es h! € K gibt mit
ZKn L =0. O

Lemma 10.6. Zwei algebraische Korpererweiterung von K sind genau dann
iber K isomorph, wenn in beiden Erweiterungen die gleichen f € K[X] eine
Nullstelle haben.

Beweis. Seien L, und Ly zwei algebraische Erweiterungen von K, die die Be-
dingung erfiillen. Zunéchst ist klar, dal die relativen perfekten Abschliisse H;
von K in den L; isomorph sind. Wir kénnen annehmen, dafl H; = Hy = H.
Dann haben wieder die gleichen Polynome iiber H Nullstellen in L; und L.
Jetzt ist aber jede : Beweis stimmt nicht. O

Lemma 10.7 (Hrushovski-Chatzidakis). K, L, H seien algebraisch abgeschlos-
sene Korperweiterungen des algebraisch abgeschlossenen Korpers M. H sei tiber
M unabhdngig von KL. Dann ist

(KH)™&(LH)™8) N (KL)"* = KL.

Beweis. Wir arbeiten in einem groflen algebraisch abgeschlossenen Korper. Sei
c ein Element der rechten Seite. Dann gibt gibt es Tupel a € (K H)*# und b €218
(LH) mit ¢ € dcl(a,b). Das sei bezeugt durch = ¢(a,b, ). Dann gibt es Tupel
a’ € K und hy € H, sodaf} a algebraisch ist iiber a’h;. Das sei bezeugt durch |=

10Das ist nichts anderes als S, (K) in der Theorie des algebraischen Abschlusses von K.
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¢1(a,a’, hy). Fiir b finden wir analog = ¢2(b, ', he). Wegen der Unabhéngigkeit
und der Erbeneigenschaft gibt es h; € M mit

>: 3.’5, y(b(aax?y) A ¢1(SL’, a/a hll) A ¢2<ya b/a h/2)

Daraus folgt ¢ € K L. O
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