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Kapitel 1

Der n-dimensionale
euklidische Raum

1.1 Lineare Gleichungen

Eine lineare Gleichung (iiber R) ist ein Ausdruck der Form
a1x1 + ...+ apxy =5,
fiir reelle Zahlen «; und B. Eine Losung ist ein n-Tupel

(€1--56n)

von reellen Zahlen, das die Gleichung erfiillt.

Ein lineares Gleichungssystem G (in n Variablen) ist ein System

o+ - 4+ apr, = P

A1+ - +  amnTn, = Bm

von linearen Gleichungen. In Kurzform
n
Zaijszﬁi (i:l,...,m).
j=1
Die Lisungsmenge von G ist

LG) ={(&, . &) | & & €R D 0y =8 (i=1,...,m)}
j=1



9y

Das System A der «; ; heifft die Matriz von G Die Spalte der j; ist die rechte
Seite von G. m ist die Zahl der Zeilen von A, n die Zahl der Spalten. E|

Ein Gleichungssystem heifst homogen, wenn seine rechte Seite Null ist und qua-
dratisch, wenn seine Matrix quadratisch ist, also wenn m = n.

Ein Gleichungssystem G ist in Normalform, wenn es die Gestalt

1 + M E1TR41 F o 0aapT, = P
T2 + 0 p1Thy1 F o QonTp, = B

Tp + Qpk+1Ther + o en®n = B

0 = Brt1

0 = Bm

hat. k heiflt der Rang von G. Beachte, daf 0 < k& < min(m, n). In Normalform
zu sein und der Rang sind Eigenschaften der Matrix von G.

G ist genau dann 16sbar, wenn S = ... = 8, = 0. Um die Losungsgesamtheit
zu bestimmen, gibt man sich €41 ,..., &, beliebig vor und wahlt die &;,...,&;
so, daf

&+ Z a; ;& = Bi
Jj=k+1
firi=1,...,k.

Die Losungsmenge

n

{(51— Z ay ;& B — Z Ok &Gy Ektl 5o s fn)‘ £k+1,~~'75n€R}

j=k+1 j=k+1
ist also (n — k)-parametrig.

Lemma 1.1.1. Sei A eine Matriz in Normalform mit m Zeilen, n Spalten
und Rang k. Dann ist k = n genau dann, wenn alle Gleichungssysteme mit
Matrixz A héchsten eine Lésung haben. Und es ist k = m genau dann, wenn alle
Gleichungssystem mit Matrixz A l6sbar sind.

Beweis. Klar. O

Eine Zeilenoperation macht aus G ein neues Gleichungssystem durch Multipli-
kation der i—ten Zeile mit einer Zahl A # 0 oder durch Addieren des A\—fachen

14 ist der Zeilenindex, j der S’paltemndezﬂ Wenn keine Miflverstdndnisse entstehen kénnen,
lassen wir das Komma weg: a;;.
2In einer fritheren Version wurde das verwechselt. Ich danke S. Stroppel fiir den Hinweis.



der i—ten Zeile zur i'—ten Zeile (i # i'). Wir bezeichnen diese Operation mit Z}
bzw. Zf:i,. Zeilenoperationen sind umkehrbar: Zf:l ist die Umkehrung von Z
und Z; i’} die Umkehrung von Z?’i,.

Lemma 1.1.2. FEin Gleichungssystem G', das aus G durch Zeilenoperationen
hervorgeht, hat die gleichen Losungen wie G.

Beweis. Fiir die Operation Z? siecht man das zum Beispiel so: Sei
arx1+...+apr, =0

die i—te Zeile des Gleichungssystems. (1,...,&,) ist genau dann eine Losung
dieser Gleichung, wenn a1&; +. . .+ o, &, = b. Das ist genau dann der Fall, wenn

Mar&r + .-+ an&n) = (Aan)é + ...+ (Aan )& = Ab,
das heifit, wenn (&1,...,&,) eine Losung der Gleichung
Aap)zy + ...+ Aap)z, = Nb
ist. O

Satz 1.1.3. Jedes lineare Gleichungssystem lifit sich durch Zeilenoperationen
und Vertauschung von Variablen (d.h. von Spalten der Matrixz) in Normalform
bringen.

Die Matrix A’ der Normalform hangt nur von der Matrix A des Gleichungssy-
stems ab. Wir nennen A’ eine Normalform von A.

BEWEIS: Wir {iberlegen uns zuerst, dafs man durch vier Zeilenoperationen zwei
Zeilen vertauschen kann. Denn sei zum Beispiel a die erste Zeile und b die zweite
Zeile des Gleichungssystems. Nach Anwendung der Operationen Z1 ,, Zy L Z1 5,
77! sind a und b vertauscht:

a a —b —b

— — — — .
b a+b a+b a a

Schritt 1:

Wenn alle Koeffizienten der Matrix des Gleichungssystems gleich Null sind, hat
das Gleichungssystems bereits Normalform mit Rang k& = 0.

Wenn es einen nichtverschwindenden Koeffizienten gibt, kénnen wir durch Zei-

-1
len— und Spaltenvertauschung erreichen, daf a1 # 0. Nach 7 st
a11 = 1.

(Man beachte, daf sich die Bedeutung der «; ; gedndert hat.) Dann wenden wir

—Q21 —Qm,1
Zio .y Ly, an und haben

a2’1:...:am,1:0.



Wir notieren die so erreichte Gleichung durch

1 a1 -+ a1n | B
0 ago -+ oa2pn | B2
0 Qm 2 - Am.n ﬁm

Schritt 2:
Wenn «;; = 0 fiir alle 4,5 > 2 sind wir fertig. Das Gleichungssystems hat
Normalform mit Rang k = 1.
Wenn «; ; # 0, fiir zwei Indizes > 2, vertauschen wir die 2-te Zeile mit der
i~ten Zeile und die 2-te Spalte mit der j-ten Spalte und erreichen ag o # 0.
Nach Z5*2 ™" ist

Q29 = 1.

. . . —a —a — Qi
Schlieflich wenden wir Z, | "%, Zy 3°%, ..., Z 2 an und haben
Q12 =032 = ... = Qm2= 07

In unserer symbolischen Notation

1 0 a3 -+ oun | B
0 1 a3 - aon | P
0 0 azz -+ a3zn | B3
0 0 Oém)?, e am,n Bm

Auf diese Weise verwandeln wir der Reihe nach die Spalten der Matrix des
Gleichungssystems in Nullspalten, in denen nur an der Diagonalstelle eine Eins
steht. Dieses Verfahren bricht spétestens ab, wenn keine neuen Spalten oder
Zeilen mehr zur Verfiigung stehen, also nach héchstens min(m,n) Schritten:

1 0 0 g1 - ain| Bi
0 1 0 agpy1 -+ aQon B2
0 0 -+ 1 aggyr - on| Bk
00 --- 0 0 o 00| B
00 --- 0 0 . 0 Bim

O

Folgerung 1.1.4. Sei A eine Matriz in Normalform mit m Zeilen, n Spalten.
k sei der Rang einer Normalform von A. Ein Gleichungssystem mit Matriz A
hat entweder keine Ldsung oder ein n — k—parametriges Losungssystem. Es ist
k = m genau dann, wenn alle Gleichungssysteme mit Matriz A ldsbar sind, und
k = n genau dann, wenn alle Gleichungssystem mit Matriz A héchstens eine
Losung haben.



BEWEIS: Das folgt aus Lemma [I.T.T] und der Umkehrbarkeit der Zeilenopera-
tionen. O

Folgerung 1.1.5. FEin homogenes Gleichungssystem mit weniger Gleichungen
als Variablen hat eine nichttriviale Losung.

BEwEIS: Ein homogenes Gleichungssystem hat immer die triviale Losung
(0,...,0). Weil & < m, ist die Losungsmenge mindestens n—m > O—parametrig.
(Man kann also mindestens den Wert von &, frei wihlen.)

Wir geben noch einen alternativen Beweis, der unabhéngig von Satz [I.1.3] ist.
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber n, die Zahl der Variablen.
Induktionsanfang:

Wir beginnen bei n = 1. Das Gleichungssystem enthélt dann keine Gleichung.
Jeder Wert fiir &; ist eine Losung. Zum Beispiel & = 1.

Induktionsschritt:
Nehmen wir an, dafs n > 2 und die Behauptung fiir Gleichungssysteme mit
n — 1 Variablen gilt. G sei ein Gleichungssystems mit n Variablen und m < n
Gleichungen. Wir unterscheiden zwei Félle:
Wenn alle Gleichungen trivial sind (d.h. alle Koeffizienten sind Null), sind wir
fertig. Jedes n—Tupel (&1,...,&,) ist eine Losung.
Sonst ordnen wir die Gleichungen und Variablen um, bis die erste Gleichung ¢;
die Form

a1+ ...+ apz, =0

fiir ein a7 # 0 hat. Wir subtrahieren geeignete Vielfache von g; von den iibrigen

Gleichungen ¢o, ..., g, bis die Variable ;1 in diesen Gleichungen nicht mehr
vorkommt. Jetzt wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf g, . .., g, an (ein
Gleichungssystem mit n — 1 Variablen und m — 1 Gleichungen). Wir erhalten
eine nicht—triviale Losung (&a, ..., &, ), die wir durch
D
==
(€3]
zu einer Losung von G erweitern. O

Dafs (&1,...,&,) ein Losung von G ist, 148t sich als eine lineare Abhéngigkeit
&Gar+ ...+ &a, =0
zwischen den Spalten
aq.1 A1,n f1
a; = : ey Oy = : =1

Qm, 1 Qm,n Bm

ausdriicken. Wenn G in Normalform (von Rang k) ist, bestehen zwischen den
ai,...,ay keine lineare Abhéngigkeiten. Die {ibrigen Spalten a; und — wenn das
Gleichungssystem l6sbar ist — auch b lassen sich eindeutig als Linearkombination
der ersten k Spalten ausdriicken:



Qa1 + - Qpgar = ay

Birar + -+ + Brax = b

Derartige lineare Abhéngigkeiten zwischen Spalten eines Gleichungssystems wer-
den offensichtlich von Zeilenoperationen nicht gedndert. Daraus folgt

Folgerung 1.1.6. Wenn man ein Gleichungssystem durch Zeilenopemtionerﬂ
in Normalform bringt, erhdlt man immer die gleiche Matrixz. Wenn das Glei-
chungssystem lésbar ist, ist auch die rechte Seite eindeutig bestimmd.

Wenn man Spaltenvertauschung zuléfst, bleibt nur der Rang erhalten.

Satz 1.1.7. Wenn man ein Gleichungssystem durch Zeilenoperationen und Spal-
tenvertauschungen in Normalform bringt, erhdlt man immer denselben Rang.

Definition. FEine Folge von Spalten gleicher Ldnge heif§t linear unabhdingig,
wenn sich keine der Spalten als Linearkombination der anderen schreiben lift.

Bemerkung. ai,--- ,a, sind genau dann linear unabhdngig, wenn wenn fir

alle &1,...&, €R

O:§1a1—|—...—|—£nan - flzzfn:O

Beweis. Wenn 0 = &1ag + ...+ &pa, und & # 0, ist a1 = Y i, —gai. Wenn
umgekehrt a; = Y1, a;, ist 0 = —a1 + asag + ... + anan. O

Eine einzelne Spalte a; ist linear unabhéngig, wenn a; # 0. Die leere Folge
(n = 0) is linear unabhéngig per Definition.

Beweis von[L. 17 Wir iiberlegen uns, daff der Rang eines Gleichungssystems G
in Normalform die maximale Zahl linear unabhéngiger Spalten der Matrix von
G ist. Die ersten k Spalten sind linear unabhéngig. Seien a;,, ..., a4, _, beliebige
Spalten. Weil die Eintridge dieser Spalten ab dem Zeilenindex k + 1 gleich Null
sind, hat das Gleichungssystem

1G4, —+ ... +xk+1,aik+1 = qﬂ

nur k wirkliche Gleichungen. Nach gibt es eine nicht—triviale Losung, was
zeigt, dafk die a;,, .. linear abhingig sind. O

<y Qigoyq

3Also ohne Spalten zu vertauschen. Man kann die Folgerung auch so ausdriicken: Die
Normalform hangt nur von den Spaltenvertauschungen ab.
40 bezeichnet hier die Nullspalte (siche S



1.2 Der R"”

Daf Produkt Xy x ... x X, einer Folge von Mengen ist die Menge
{(x1,...,2p) |2 € X;(i=1,...,n)}

aller n—Tupel, deren i—te Komponente aus X; ist. X™ ist das n—fache direkte
Produkt von X.

Rn:{(glaagn)‘ flw-wanR}

ist der n-dimensionale euklidische Raum.

Spezialfille: RY  wird als der Nullraum 0 = {0} vereinbart.
R! sind die reellen Zahlen selbst.
R?  ist die euklidische Ebene.

Je nach Zusammenhang heifsen die Elemente des R™ Punkte oder Vektoren.

Vektoren kénnen addiert und mit reellen Zahlen (Skalaren) multipliziert werden.
Seien a = (&;) und b = (¢;) Vektoren und A € R. Dann definiert man

a+tb=(&+G)
Aa = (A).

Mit 0 bezeichnen wir den Nullvektor (0, ...,0).

Lemma 1.2.1. Fir die Addition gelten die folgenden Rechenregeln.
o) (z+y)+z=x+(y+2)
b)) +0=04+2z=2x
¢) Zu jedem x gibt es ein y mit x +y = 0.
d z+y=y+z
und fur die Multiplikation
a) Mz +y) =+ Ay
b) A+ pz=Ar+ px
¢) Mpz) = (Ap)w
d) le =x



Beweis. Diese Rechenregeln gelten fiir reelle Zahlen (den R'), also auch fiir R".
Zum Beispiel ist

A+ )€ &n) = (A p)éa, s (A + p)én)

= (A& + p€r, - A + i)
(A1 s A&n) + (€, -, i)
)\(617'-'7677/) +:U’(€1>~--a€’ﬂ>

Das beweist @ O

1.3 Geraden und Ebenen

Definition. FEine (affine) Gerade g in R™ ist eine Menge der Form
g={a+X | e R} =a+ Ru,

wobei v # 0.

Der Richtungsraum Rv ist durch g eindeutig bestimmt als die Menge der Diffe-
renzen x — y der Elemente von g. Wenn w zum Richtungsraum Rv gehort, ist
w~+ Rv =Rov und g = (a + w) + R ist eine andere Darstellung von g. Fiir alle
b€ gist also g = b+ Ro.

Aus diesen Bemerkungen folgt

Lemma 1.3.1. Zwei Geraden a+Rv und b+ Rw sind genau dann gleich, wenn
Rv = Rw und a —b € Ru. O

Wenn v und w nicht null sind, ist Rv = Rw genau dann, wenn v und w linear
abhéngig sind.

Lemma 1.3.2. Durch zwei verschiedene Punkte des R™ geht genau eine Gerade.

BEWEIS: Sei g eine Gerade durch a. Dann hat ¢ die Gestalt a + Rv und wenn
g auch b enthilt, ist a — b € Ro. Daraus folgt Rv = R(a — b). Das beweist die
Eindeutigkeit. O

Definition. Zwei Geraden heifien parallel, wenn sie die gleichen Richtungsrdu-
me haben.

Verschiedene parallele Geraden konnen sich nicht schneiden.

Definition. Fine affine Ebene E ist eine Menge der Form a + Rv + Rw, fiir
linear unabhdngige v und w.



Der Richtungsraum Rv 4+ Rw ist durch E eindeutig bestimmt als Menge aller
Differenzen a — b von Elementen von E.

Lemma 1.3.3. Zwei nicht parallele Geraden, die in einer Ebene liegen, schnei-
den sich.

BEWEIS: Sei E = ¢+ Rv; + Rvp und g1 = a1 + Rw; und g = as + Rws zwei
Geraden in E. Wir suchen zwei Zahlen £; und & mit

a1 + §wr = az + Swe.

Wenn wir die Geraden in den Koordinaten von E beschreiben (i = 1,2):
a; = ¢+ Privi + B2;v2
Wi = Q1301 + Q2402

werden wir auf das Gleichungssystem

a11éy — a2 = =11 + B2
09181 — 228y = — P21 + B2

gefiihrt. Weil g; und gs nicht parallel sind, sind w; und ws linear unabhingig

und daher auch die Spalten der Matrix <311 _Zu>. Nach|1.1.7Jund |1.1.4{ hat
21 —O22
Gleichungssystem eine Losung. O

1.4 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a = (&;) und b = (¢;) ist

ab=2¢§C + ...+ &Cn-

Lemma 1.4.1. Das Skalarprodukt ist eine symmetrische, positiv definite Bili-
nearform. Das heifst

e (a+b)c=ac+bc und a(b+c) =ab+ ac
o ()b = a(\b) = \(ab)

e ab=ba

e a®>0

e a®> =0 gdw. a = 0.

Die letzte Eigenschaft, die Positivdefinitheit, gilt, weil eine Quadratsumme £2 +
...+ &2 niemals negativ ist, und nur gleich Null, wenn alle ¢; Null sind.



Nach dem Satz von Pythagoras in der euklidischen Geometrie ist die Lange der
Diagonale eines Quaders die Wurzel aus der Quadratsumme der Seiten. Wir
definieren demgeméfs:

Definition. Die Norm oder Linge von a ist

lall = V2.

Zwei Vektoren a und b heiffen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt ab gleich Null
ist. Allgemeiner definiert man:

Definition. Der Winkel a zwischen zwei nicht—trivialen Vektoren ist definiert
durch 0 < o < 7 und

ab

(1.1) cos(a) = Talllel

Die Definition ist sinnvolﬂ weil aus dem néchsten Lemma folgt, dafs

1< % oy
llall|]]

Lemma 1.4.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
|ab| < [|a]l]|o]

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn a und b linear abhdngig sind.

BEWEIS: Fiir beliebige A ist

(1.2) (a+ \b)? = a® + 2 ab + \*b? > 0.
. ab

Fir A = 5 ergibt sich

ab)? ab)?
o)

> 0.

(Wir kénnen uns auf den Fall b # 0 beschréinken.) Daraus folgt (ab)? < a?b?,
wie behauptet.

Wenn ¢ und b linear unabhéngig sind, ist die linke Seite von [1.2]immer ungleich
Null und es folgt (ab)? < a?b?. O

5Daf die Definition mit der Anschauung der euklidischen Geometrie iibereinstimmt, dis-
kutieren wir auf Seite @

10



Lemma 1.4.3 (Dreiecksungleichung).
lla+ b < [lall + [|o]

Beweis. Aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung folgt
la+b]2 = (a+b)? = a? + 2ab+ b < [|a]]* + 2lfal| o]l + B2 = (lall + [5])°.
O
Folgerung 1.4.4. Der R™ mit dem Abstand
d(z,y) = ||z =yl

ist ein metrischer Raum. O

Ein metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Funktion d : X x X — R, fiir
die

1.5 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung f : R™ — R heift linear, wenn fiir reelle Zahlen aq, ..., a,

f(glw"ugn) :algl ++an€n
f heifit auch Linearforwﬂ Fiir die kanonischen Basisvektorerﬂ e; = (&1,.-.,&n),
definiert durch

1 ,wenn j =1,

0 ,wennj#i
&=

gilt f(e;) = ;. Eine Abbildung f = (f1,..., fm) von R™ nach R™ heilt linear,
wenn alle Komponenten f; : R® — R linear sind. L(R™,R™), die Menge
der linearen Abbildungen ist ein R—Vektorraum unter wertweiser Addition und
Multiplikation mit Skalaren.

Eine m—n—Matrix

Q11 Q12 A1n

Qg1 Q22 - Qap
A =

1 am2 tee Umn

60der lineares Funktional
"Die kanonischen Basisvektoren nennt man auch Einheitsvektoren.

11



ist eine mit Zahlenpaaren aus {1...m} x {1...n} indizierte Familie

(Ozij) i=1...m ﬁ
j=1...n

Mit elementweiser Addition und Multiplikation mit Skalaren bildet die Menge
M, (R) der m-n—Matrizen einen R—Vektorraum. 1-n-Matrizen heifen Zeilen-
vektoren, m-1-Matrizen Spaltenvektoren.

Spezielle Matrizen: 0 ist die m—n—Matrix, deren Elemente Nullen sind. Die Fin-

0 wenn i #j (Man

heitsmatriz 1 ist die m-m-Matrix (4;;), wobei 0;; = {1 .
sons

nennt J;; "Kroneckers Delta".)

1

Eine n—n—Matrix heifit quadratisch. Wir schreiben M, (R) fiir M,,,,(R).

Eine m—n—Matrix A definiert eine lineare Abbildung fa : R™ — R™ durch

fal &) = O & Y omi&)).
=1 =1

fo ist die Nullabbildung, fi die identische Abbildung.

Lemma 1.5.1. Die durch A — fa definierte Bijektion M,,,(R) — L(R™, R™)
ist ein Isomorphismus. Das heifst, dafs

fasB=fa+fB
faa = Bfa.

BEWEIS: Sei A = (w;;), B = (8;;) und z = (;). Dann ist

n

Farn(@) = O (o + Bi5)&))

J=1

= (Z a;;& + Zﬂijfj)
j=1 j=1

= (Z ;&) + (Z Bij&;)
= fa(z) + fe(x)

8Kiirzere, weniger prizise, Schreibweisen sind (5)i,5 und (ouj).

12



Damit ist die erste Bedingung gezeigt. Mit einer dhnlichen Rechnung beweist
man die zweite Bedingung:

fpa(z) = (Z(ﬁaij)fj)

n

= (8 2_)1 ai;&;)

B> &)
j=1
= fBfa(x)
O

Definition. Das Produkt C' = (yy;) einer l-m-Matriz A = (ap;) und einer
m-n-Matriz B = (B;) ist eine |-n-Matriz definiert durch yp; =Y vy anifBij-

Satz 1.5.2.
faofe= fan

BEWEIS: Sei A = (a;) und B = (f;;) und z = (§;). Dann ist

(fao fB)(x) = fa(fB(z))
SNONTIN

= (Do ani D Biss),
= (Z(Z anifij)&5),,

J
= fan(2)
m

Folgerung 1.5.3. Das Matrizenprodukt ist assoziativ und bilinear. Es gilt 0A =
A0 =0 und IA = AT = A.
BEWEIS: Die Bilinearitit, das heifst

A(B+ B')= AB+ AB’
(A+ A)B=AB + A'B
A(yB) = (vA)B = v(AB)

13



(siehe Seite folgt sofort aus der Definition. Zum Beispiel ist
(ani) ((Big) + (Bij)) = (ani)(Bis + Bij)
= (D oni(Bi + B))

= (Z aniBi; + Z aijﬂz{j)
= (Z aniBij) + (Z @i Bi;)
= (i) (Bij) + (ani) (Bi;)

Man kann die Assoziativitat
A(BC) = (AB)C

entweder durch eine kurze Rechnung nachweisen, oder die Assoziativitdt der
Komposition von Abbildungen verwenden:

fasey = fao (fso fc)
= (fao fB)o fc
= faB)c
O

Interpretation der Zeilen und Spalten von A Wenn man die Elemente von R"™
bzw. von R™ als Spaltenvektoren auffaftt, ist f4 die Rechtsmultiplikation mit
der Matrix A. Die Gleichung fa(&1,--.,&n) = (01, -, Mm) ist namlich gleichbe-
deutend mit

& m
Al =1
&n T
Wenn man den Einheitsvektor e; als Spalte auffafit, ist
oy
Aej=1 |,
Qi

die j-te Spalte von A. Die Spalten von A sind also die Bilder der Einheitsvek-
toren unter f4.

Aus
&1
(i1 ..oom) | | =
&n
ergibt sich, dafl die i—te Zeile von A die i—te Komponente von f4 definiert. Sei
e} der i-te Einheitsvektor als Zeile geschrieben. Dann ist ef A die i—te Zeile von
A. Daraus ergibt sich leicht, daf e Ae; = ;.
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Lemma 1.5.4. ay,...,a; seien die Zeilen von A und by, ..., b, die Spalten von
B. Dann sind a1 B, ...,q B die Zeilen und Aby, ..., Ab, die Spalten von AB.
Auferdem ist

AB = (ahbj) ;_1,:11...

BeEWwEIS: Die j-te Spalte von AB ist ABe; = Ab;. Die h-te Zeile von AB ist
ey AB = apB. Wenn AB = (v4;), ist y,; = e}, ABe;j = anb. O

Drehungen des R?

Wenn wir in der Schulgeometrie den R? um den Winkel ¢ drehen, gehen die

Basisvektoren (é) und (?) iiber in die Vektoren (Z?I?(((i;) und (_ngzgg))

€2

D62

D61

Eine Linearkombination

SRR 1 0
()=o) =)
wird dann abgebildet auf

6 () +& (et

Es folgt, dafs unsere Drehung eine lineare Abbildung fp ist, mit der Matrix

() i)

Wir wollen uns iiberlegen, daft die Formel (1.1)) auf Seite

ab

cos(@) = Tl

im schulgeometrischen Sinn den Winkel zwischen a und b richtig angibt. Das ist
leicht zu sehen, wenn a auf der z—Achse liegt. Weil man jeden Vektor durch eine
geeignete Drehung auf die x—Achse legen kann, geniigt es zu zeigen, dafs
invariant unter Drehungen ist. Das folgt aus der Tatsache, dafs das Skalarprodukt
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invariant unter Drehungen ist. In der folgenden Rechnung verwenden wir (a, b)
flir das Skalarprodukt von a und b.

Seia = a1e] + ageq und b = 5161 + ﬂgez. Dann ist
(Da, Db) = a1 B1(De1, Dey) + agfBa(Dez, Deg) + (a1 82 + azf1)(Dey, Deg)
Die rechte Seite ist gleich

a8 + azfz = (a,b),

weil die Spalten De; = (Z?r?éi;) und Dey = (Cslsr(lgz)ﬁ)) die Lénge 1 haben

und aufeinander senkrecht stehen.
Diese Uberlegung iibertriigt sich auch auf den R?: Man kann jede Drehung als ein

Produkt von Drehungen um die Koordinatenachsen darstellen. Diese Drehungen
verhalten sich wie Drehungen des R? und lassen das Skalarprodukt invariant.
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Kapitel 2

Vektorraume

2.1 Gruppen

Definition. Fine Halbgruppe ist eine Menge S, auf der eine zweistellige asso-
ziative Operation o erkldrt ist. Eine Halbgruppe ist also ein Paar

(S,0),
wobei die Operation o : S x S — S dem Assoziativgesetz
(xoy)oz==xo0(yoz)
geniigt.
Die Assoziativitat hat zur Folge, dafs es bei ldngeren Produkten nicht auf die
Klammerung ankommt. Zum Beispiel ist
(aob)o(boc)=((aob)ob)oc.
Man lafst daher im allgemeinen die Klammern weg und schreibt einfach
aoboboec.
Definition. FEine Halbgruppe S heifit abelsch, oder kommutativ, wenn
sot=tos
fur alle s,t € S.
Die Operation einer Halbgruppe nennt man im allgemeinen Multiplikation und

schreibt s - t. Im abelschen Fall hdufig auch Addition, wo man dann s + ¢ statt
s - t schreibt.
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Definition. Fin Element e einer Halbgruppe S heifit linksneutral, wenn
eos=s

fiir alle s € S. Wenn
sof=s

fiir alle s, heifst f rechtsneutral.

Lemma 2.1.1. Wenn eine Halbgruppe S ein linksneutrales Element e und ein

rechtsneutrales f hat, stimmen e und f Gberein. Man nennt e = f (das) neutrale
Element von S.

BEWEIS:
e=eof=f

O

In multiplikativ geschrieben Halbgruppen nennt man das neutrale Element 1
(falls vorhanden) Finselement. In additiv geschriebenen (abelschen) Halbgrup-
pen heifst das neutrale Element 0 die Null.

Sei nun S eine Halbgruppe mit Einselement 1. (Man nennt solche Halbgruppen

auch Monoide.) Wenn
sot=1,

nennen wir s Linksinverses von t und t Rechtsinverses von s.

Lemma 2.1.2. Sei S eine Halbgruppe mit Einselement 1. Wenn s ein Linksin-
verses s’ und ein Rechtsinverses s” hat, stimmen s’ und s” tiberein. Man nennt
s’ = s das Inverse von s.

BEWEIS:

! ! / 1 1 1
s =so0ol=so0s0s =1los' =s

O
In multiplikativen Halbgruppen schreibt man s~! fiir das Inverse von s, in ad-

ditiv geschriebenen (abelschen) Halbgruppen schreibt man —s.

Bemerkung.
(aob)y ™t =b"toa!

Definition. FEine Gruppe G ist eine Halbgruppe mit neutralem Element, in der
jedes Element ein Inverses hat.

Satz 2.1.3. FEine Halbgruppe G ist genau dann eine Gruppe, wenn es ein links-
neutrales Element e gibt, fiir das jedes Element g € G ein Linksinverses hat,
das heifit, eine Lésung der Gleichung x o g = e.

18



BEWEIS: Sei g ein beliebiges Element, ¢’ ein Linksinverses von g und g¢” ein
Linksinverses von ¢'. Aus

gog'=eogog'=g"0g'ogog =g"ceog =g"0g =e
liest man ab, dafs ¢’ auch Rechtsinverses von g ist. Die Gleichung
goe=gog og=ecog=yg
zeigt, dak e auch rechtsneutral ist. O

Lemma 2.1.4. Eine Halbgruppe (G, o) ist genau dann eine Gruppe, wenn fir
alle a,b € G die Gleichungen x oa =b und aoy = b lésbar sind.

Beweis. Wenn (G, o) eine Gruppe ist, ist = boa~"! eine Lésung von zoa = b
und y = a~! o b eine Lésung von a oy = b.

Fiir die Umkehrung geniigt es, ein linksneutrales Elemente e zu finden. Die
Existenz von Linksinversen folgt dann aus der Losbarkeit der Gleichung zoa = e.
Dazu fixieren wir eine beliebiges Element ag und wéhlen e so, dafs e o ag = ayg.
Fiir gegebenes b sei y eine Losung von ag oy = b. Dann ist eob =eoagoy =
agoy =b. O

Definition. Sein eine positive natiirliche Zahl.

e a"=qgooaoaq
——

n Faktoren

e g "= (a—l)n

Lemma 2.1.5. Sei G eine Gruppe. Dann gilt fir alle a € G und x,y € Z
a) Wenn aob="boa, ist (aob)® =a” ob".

b) a®TY =a®oa¥

c) a®¥ = (a®)¥

d) a* =a

Beweis. Man kann sich das Lemma leicht durch Betrachtung einiger Beispiele
klar machen. O

BEISPIELE ABELSCHER GRUPPEN:

o (Z,+)
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e Z,, die additive Gruppe der Reste
Z=z+n%

ganzer Zahlen modulo n. Man addiert zwei Reste, indem man ihre Repra-
sentanten addiert.
y+z=y+z

Die Restklassen modulo n sind die Klassen der Aquivalenzrelatio
y=z (mod n).
Man beachte, daf Z,, = {0,1,...,n — 1}.
o (R,+)

e (R*,0), die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zah-
len.

In additiv geschrieben abelschen Gruppen schreibt man za statt a?. Wéhrend
man in multiplikativ geschriebenen Gruppen die Gruppenoperation haufig nicht
notiert:

a-b-b-c=ab’e,

kann man in der additiven Schreibweise + nicht weglassen:

a+2b+c.

Das néchste Lemma folgt sofort aus 2.1.5

Lemma 2.1.6. Sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Dann ist G ein Z—Modul. Das
heifit, dafs fir alle a,b € G und x,y € Z

a) x(a+b) =za+xb

b) (x+y)a=za+ya

¢) (zy)a = z(ya)

d) la = a. O

Eine Abbildung f : X — Y heift injektiv, wenn f(zq1) = f(z2) = x1 = 29 fiir
alle x1, x5 € X. f heillt surjektiv , wenn Y das Bild

fIX]=A{f(2) |z € X}

von f ist. Eine injektive und surjektive Abbildung heifit bijektiv oder Bijektion.
Die Umkehrabbildung f~! einer Bijektion f ist definiert durch

Ty =2 & fl@) =y

1 Zum Begriff einer Aquivalenzrelation vergleiche Seite
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Eine Bijektion f : X — X heifst Permutation von X.

Zur Notation: f o g ist die durch (f o g)(z) = f(g(x)) definierte Verkniipfung
oder Komposition von f und g. idx bezeichnet die identische Abbildung von
X nach X: Es ist idx(z) = z fir alle z € X.

Bemerkung. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei nicht-leeren Men-
gen.y
1. f ist genau dann injektiv, wenn es ein f':Y — X gibt mit f' o f =idx.
2. f ist genau dann surjektiv, wenn es ein [ :Y — X gibt mit fo f” =idy.
3. f ist genau dann bijektiv, wenn es ein f~1:Y = X gibt mit f~lof =idx
und fo f~t =idy.
Die Inverse Abbildung f~! ist eindeutig bestimmt.

Definition. Mit Sym(X) bezeichnet man die Gruppe der Permutationen von
X, die Symmetrische Gruppe. S,, = Sym(1,...,n) ist die Gruppe der Permuta-
tionen von {1,...,n}.

S1 und S, sind kommutativ. S3 und alle weiteren S,, sind nicht kommutativ.

ai a9 e Qn

Man schreibt ( ) fiir das Element von S,,, das i die Zahl q;

zuordnet.

Definition. Sei (G,0) eine Gruppe. Eine Untergruppe U von G ist eine Teil-
menge von G, die e enthdlt und unter o und ~' abgeschlossen ist.

U ist offensichtlich wieder eine Gruppe mit der eingeschrénkten Operationﬂ
oy =0 r (U X U)

Bemerkung. Fine unter o abgeschlossene Teilmenge U von G ist mit der ein-
geschrinkten Operation genau dann eine Gruppe, wenn U Untergruppe von G
15t.

Beweis. Wenn (U, oy) eine Gruppe ist, betrachten wir ihr Einselement er. Weil
eyoey = ey, mub ey gleich e sein. Inverse im Sinn von U sind also auch Inverse
im Sinn von G, woraus folgt, daf U unter ~' abgeschlossen ist. O

G selbst und E = {e} sind immer Untergruppen. Fiir jedes Element a ist
a ={a* |z €7}

eine Untergruppe von G. a” ist die kleinste Untergruppe, die a enthilt.

Definition. G und H seien Gmppmﬂ. FEine Abbildung f : G — H st ein

2 Die Einschrinkung f | A einer Funktion f : X — Y auf eine Teilmenge A von X ist die
auf A definierte Funktion, die auf A mit f {ibereinstimmt. Wenn man eine Funktion als eine
Menge von Paaren auffafit, ist also f [ A= fNAXY.

3 Der Begriff ist sinnvoll fiir beliebige Mengen mit einer zweistelligen Operation.
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Homomorphismus, wenn
f(ab) = f(a)f(b)
fir alle a,b € G.

BEISPIELE:
e Die identische Abbildung idg : G — G.
e Die triviale Abbildung ¢ — e von G nach H.

e Fiir ein festes a € H die Abbildung z — a* von Z nach H.

Die Restklassenabbildung z + Zz von Z nach Z,.

Die Signaturabbildung

. {1 wenn x > 0
sign(z) =

—1 wennz <0

von R*® in die Untergruppe {1,—1}.

Lemma 2.1.7. Das Bild eines Homomorphismus f : G — H ist eine Unter-
gruppe von H.

Beweis. Das Produkt z = f(z)f(y) von zwei Elementen von f[G] ist wieder in
G, weil z = f(xy). f(e) ist linksneutral in f[G], weil f(e)f(x) = f(ex) = f(x).
f(x™1) ist Linksinverses von f(x), weil f(z7 1) f(z) = f(z71z) = f(e). f[G] ist
also eine Gruppe. Daraus folgt wie in der Bemerkung auf Seite daf f[G]
Untergruppe ist. Insbesondere ist f(e) = e und f(a=') = f(a)~! O

Ein bijektiver Homomorphismus f zwischen Gruppen heifit Isomorphismus .
Zwei Gruppen G und H, zwischen denen es einen Isomorphismus gibt, heiffen
isomorph. Man notiert das als

und

BEISPIELE:
e Die Untergruppe {1, —1} von R® ist isomorph zu Z,.

e Die Exponentialabbildung exp : (R, +) — (Rxg, -) ist ein Isomorphismusﬂ

Rso={reR|r>0}
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Lemma 2.1.8. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation .

Beweis. Reflexivitit: idg : G = G
Transitivitit: Wenn f: F = Gund ¢: G = H, dann ist go f : F = H.

Symmetrie: Wenn f : G = H, dann ist f~1: H = G. O

Satz 2.1.9 (Cayley). Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von
Sym(G).

Beweis. Sei (G, -) eine Gruppe. Wir ordnen jedem Element g von G die Links-
multiplikation Ay : G — G zu, die definiert ist durch

A(z) =92

Es gilt A\e = idg und
)\g-h = )\g 9] )\h,

weil Ag.p(z) = (g-h) -z =g-(h-z) = Aj(An(z)) = (Ag 0 A\p)(z). Insbesondere
gilt AjoAg—1 = Aj-1 0 Ay =idg, woraus folgt, daf die A, Permutationen von G
sind.

Also definiert A(g) = A4 einen Homomorphismus
A: G — Sym(G).

Das Bild S = A[G] von A ist daher eine Untergruppe von Sym(G). Es bleibt
noch zu zeigen, daf A injektiv ist. Dann ist

A:G =S
der gesuchte Isomorphismus. A ist injektiv, weil

Mg)=Ah) = g=g-e=2XAg)le) =Ah)(e) =h-e=h.

2.2 R—Vektorraume

Definition. Fin R-Vektorraum V ist ein R—-Modul. Das heifit: eine abelsche
Gruppe V. mit einer Multiplikation R x V. — V| sodaf$ fiir alle a, 8 € R und
u,v € V die folgenden Rechenregeln gelten:

a) a(u+v) =au+ av

5 Vgl. S.

23



b) (a+ B)u = au+ Pu
¢) (aB)u = a(Bu)
d) lu=u

In einem Vektorraum gilt immer

weil Ou 4 Ou = (0 4 0)u = Ou und
(—Du+u=(-u+lu=(-1+1)u=0u=0.
Definition.

1. FEin Unterraum U wvon V ist eine Untergruppe, die unter Multiplikation
mit Skalaren abgeschlossen ist.

2. FEine lineare Abbildung f : V — U st ein Homomorphismus, der mit der
Multiplikation mit Skalaren kommutiert: f(av) = af(v) fir alle v € V
und alle « € R. Eine bijektive lineare Abbildung heifst Isomorphismus.

Eine Teilmenge U von V ist genau dann ein Unterraum, wenn
e 0cU
e uvel = u+vel

e acRuelU = auelU

Jeder Vektorraum V enthélt den Nullraum {0}. Wir bezeichnen diese Nullrdume
immer mit dem gleichen Symbol 0.

Lemma 2.2.1. Die linearen Abbildungen f : R™ — R™ sind genau die linearen
Abbildungen im Sinn von Abschnitt [1.5

Beweis. Sei A eine m—n—Matrix. Die durch A definiert Abbildung f4 : R™ —
R™ ist linear, weil (nach [1.5.3)) fiir n-reihige Spaltenvektoren s und ¢

A(s+1t) = As + At

und

A(as) = a(As).

Wenn umgekehrt f linear ist, definieren wir die Matrix A als die Matrix mit
den Spalten

fler),..., f(en).
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Dann ist f = fa, weil

f(flel +...+ €nen) = flf(el) +... .+ gnf(en)
= glfA(el) +...+ gan(en>
= fa(brer + ... +&nen).

O
Die Menge L(V,U) der linearen Abbildungen ist ein R—Vektorraum unter wert-
weiser Addition und Multiplikation mit Skalaren. Aus dem letzten Lemma ergibt

sich
L(R",R™) = M, (R).

Das folgende rechnet man leicht nach (siehe auch Folgerung|[1.5.3)):

Lemma 2.2.2. Die Kompositionsabbildung
o: L(U, V) x L(V,W) - L(U, W),

definiert durch
(fr9) = gof,

ist bilinear. (Bilinearitit wird definiert auf Seite [35) O

2.3 Endlichdimensionale Vektorraume

Definition. Fine Folge by, ..., b, heiffit Basis von V, wenn sich jedes Element
von V eindeutig in der Form

v = Zgjbj
j=1

schreiben laft.

Eine Basis heifst auch Koordinatensystem, &1,...,&, sind die Koordinaten von
.
Die kanonischen Basisvektoren eq,...,e, bilden eine Basis des R", weil

&1

. :glel+---+§nen-
&n

Die leere Folge (die Folge der Lange 0) ist Basis des Nullraums.
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Satz 2.3.1. Sei vi,...,v, eine Basis von V, und eq,...,e, die kanonische
Basis von R™. Dann ist die lineare Abbildung f : R™ — V, die eindeutig durch
f(ej) = v; bestimmt ist, ein Isomorphismus.

Beweis. Wenn f : R™ — V linear ist, ist

f(flel 4+ ...+ fnen) = flf(el) +...+ fnf(en)

f ist also durch die Bilder der Basisvektoren eindeutig bestimmt.

Wenn wir uns umgekehrt Vektoren v; vorgeben, definiert

f(€161+-~-+§nen):£1v1+~-~+§nvn

eine lineare Abbildung, die e; auf v; abbildet. Das ist leicht nachzurechnen: Sei
x=¢&e+...+&e, und 2’ =Ele; + ...+ & e,. Dann ist

flat+a)=f((& +&er + ...+ (& + & en)
= (51 + fi)vl +.oo 4+ (gn + g;z)vn
= (611 + ..+ &) + (G101 4 -+ €L vn)
= f(z) + f(2")

und

f(ax) = f((agl)el +...t (afn)en)
= (a&)v + ...+ (a&n)vn
=a(&vr+ ...+ &)
= af(x).

Wenn man jeden Vektor v aus V' in der Form v = & vy + ... 4+ £,v, schreiben
kann, ist f surjektiv. Wenn v die §; eindeutig bestimmt, ist f injektiv. O

Die Wahl einer Basis von V ist gleichbedeutend mit der Wahl eines Isomorphis-
mus zwischen R™ und V.

Sei f : V — U eine lineare Abbildung. vy, ...,v, und uy,...,u,, seien Basen
von V und U. Wenn die Isomorphismen ¢ : R® — V und § : R™ — U die
kanonischen Basen von R™ und R™ auf diese Basen abbilden, ist die lineare
Abbildung 6~ o foe: R" — R™ durch eine m-n-Matrix A = (a;;) gegeben.
Es gilt dann

Insbesondere ist



Die j—te Spalte der m—n-Matrix A = («a;;) besteht also aus den Koeffizienten
des Bildes von v; bezogen auf die Basis ug, ..., umn.

Wenn man umgekehrt A dadurch definiert, hat man in symbolischer Schreib-
weise

Q14
f(vj):(ulu'um) )
Olmj
zusammengefalst:
(2.1) for...0n) = (ug ... upm)A.
Ein beliebiger Vektor
&1
v=(v1...05) | :
&n
wird dann abgebildet auf
&1 &1
f@=flor...on) | + | =(up...um)A| :

€ €

foe=0do0 fa bedeutet, dakt das folgende Diagramm kommutativ ist:

f
\% U
€ 1)
R™ »R™
fa

Wir sagen, daf f beziiglich der Basen (v;) und (u;) zur Matrix A gehort.

Definition. Fine Folge a1, ..., a, heifit Erzeugendensystem von V, wenn V =
Raj + - -+ 4+ Ray,. Das heifst, daf sich jedes Element von V in der Form
(2.2) &ar + ...+ &ay

darstellen lGfst.

Man sieht leicht, dafs fiir jede Folge a1, ..., a, die Menge

<a’17"'aan>:{§1a1+"'+§nan|a1u"-7an€A7 517"‘7§HGR}
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ein Unterraum von V ist. Man nennt diesen Unterraum das Erzeugnis von
ai,...,a, oder den von ay,...,a, erzeugten (oder aufgespannten) Unterraum.

Definition. FEine Folge uq, ..., u, heifit linear unabhdngig, wenn fir alle
&, & eR
Wenn die u; paarweise verschieden sind, heifit die Menge {u1,...,u,} linear

unabhdngig, wenn uq, ..., u, linear unabhdngig ist.

Eine Folge, in der 0 oder zwei gleiche Vektoren vorkommen, ist linear abhéngig.

Lemma 2.3.2. uq,...,u, ist genau linear unabhdngig, wenn die Darstellung
der Elemente von (u1,...,upn) als &ug + ...+ &uuy, eindeutig ist.
Beweis. Wenn uyq, ..., u, linear abhéngig sind, hat man zwei verschieden Dar-

stellungen der Null, ndmlich 0 = & uq + ... 4+ &uy und 0 = Ouy + ... + Ouy,.

Nehmen wir umgekehrt an, da ug, ..., u, linear unabhéngig sind und daf

Dann folgt
(& —&Dur + ...+ (& — &)un = 0.
Und daraus
G-&==86-§ =0
Alsoist & =¢&1,...,&, =&, O

Folgerung. FEine Basis ist ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem.

Wir nennen eine endliche Menge E ein Erzeugendensystem, wenn jedes Element
von V eine Linearkombination von Elementen von FE ist. FEine Menge U heifst
linear unabhéngig, wenn 0 = > ., {uu, impliziert, daf alle £, = 0. Eine Basis
ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem. Wenn B = {by,...,b,} fiir
paarweise verschiedene b;, dann ist B genau dann eine Basis, wenn die Folge
b1, ...,b, eine Basis ist.

Lemma 2.3.3. Sei V' ein R—Vektorraum mit Erzeugendensystem E und U eine
linear unabhdngige Teilmenge von E. Dann hat V eine Basis B, die zwischen
U und E liegt:

UcCBCE.
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Beweis. Wir erweitern U zu einer maximalen linear unabhéngigen Teilmenge
B C FE. B ist ein Erzeugendensystem. Dazu geniigt es zu zeigen, daf alle e €
im Erzeugnis von B liegen. Sei e € E \ B. Weil B U {e} linear abhéngig sein
mufs, gibt es by,...,b, € Bund &, ...,&,,( € R, nicht alle Null, mit

Weil die b4, ...,b, linear unabhéngig sindEI, kann ¢ nicht Null sein. Dann liegt

e:%&b1+...+%§"bn

im Erzeugnis von B. O

Definition. V' heifit endlich erzeugt, wenn V ein (endliches) Erzeugendensy-
stem hat.

Folgerung.
1. Jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basts.

2. Wenn V endlich erzeugt ist, lifit sich jede unabhdngige Menge zu einer
Basis erweitern. O

Es folgt, dafs jeder endlich erzeugte Vektorraum zu einem R™ isomorph ist.

Satz 2.3.4. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine linear unabhdngige Teilmenge hat
hochstens so viele Elemente wie ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Sei ey, ..., e, ein Erzeugendensystem, uq, . .., u, linear unabhéngighe-
liebige Vektoren. Fiir eine geeignete Matrix (c;;) = A von Koeffizienten ist

m
uj:Zaijei (j:].,,n)
i=1

In symbolischer Schreibweise

(Ug...up) = (e1...em)A.

Wenn m < n, hat nach [[.1.5] das Gleichungssystem
Zaijszo (z:l,,m)
j=1

eine nicht—triviale Losung. Symbolisch
&
Al o | =0
&n

wenn wir die b; paarweise verschieden gewéhlt haben

6
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Wenn wir diese Gleichungen mit den e; multiplizieren erhalten wir eine lineare
Abhéngigkeit zwischen den wu;:

S ui& =3 aigiei =Y (O e =0,
=1

j=11i=1 i=1 j=1
symbolisch:
& & 0
(ur...up) | P [ =(er.cem)A| | =(er...em) | 1| =0.
&n &n 0
Wenn m < n, sind die u; also nicht linear unabhéngig. O

Folgerung 2.3.5. Alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums V haben
die gleiche Mdachtigkeit: die Dimension

dim(V)

von V. Zwei endlich erzeugte Vektorriaume sind genau dann isomorph, wenn sie
die gleiche Dimension haben. U

Folgerung 2.3.6.

1. Ein Unterraum U eines endlich erzeugten Vektorraums V st endlich er-
zeugt. Es gilt dim(U) < dim(V).

2. Sei V endlich erzeugt und f : V — U linear. Dann ist auch das Bild f[V]

endlich erzeugt und hat héchstens die Dimension von V.

Beweis.
: Sei V' von m Elementen erzeugt. Weil linear unabhéngige Mengen héchstens
m Elemente haben, enthilt U eine maximale linear unabhéngige Menge B. B

ist eine Basis von U.

: Wenn FE ein Erzeugendensystem von V ist, ist f[F] ein Erzeugendensystem
von f[V]. O

2.4 Unendlichdimensionale Vektorraume

Definition. Fir eine Menge I sei RY) die Menge alle Funktionen f : I — R,
die an fast allen Stellen (d.h. an allen bis auf endlich vielen) den Wert 0 hat. R()
ist ein Vektorraum mit wertweiser Addition und Multiplikation mit Skalaren.

30



R(M) ist ein Unterraum von R’, dem Raum aller Funktionen von I nach R.

Wir wollen zeigen, daR jeder Vektorraum zu einem R() isomorph ist. Wir ver-
allgemeinern dazu die Begriffe aus Abschnitt [2.2) auf unendliche Mengen.

Definition. Sei V ein Vektorraum und (v;);cr eine Familie von Vektoren.

o (v;)ier ist eine Basis von V, wenn sich jeder Vektor v € V eindeutig in
der Form
v="Y &,
il
schreiben lGfst. Dabei dirfen nur endlich viele der & ungleich Null sein,

damit die eventuell unendliche Summe sinnvoll ist.

o (v;)ier ist linear unabhdngig, wenn

0= &uvi = &=0 firaleicl
el

o (v;)ier ist ein Erzeugendensystem, wenn sich jedes Element von V in der
Form ), &y schreiben lafit.

Eine Menge B heifst Basis (linear unabhingig, Erzeugendensystem), wenn
(b)vep eine Basis (linear unabhdngig, Erzeugendensystem,) ist.

Wie in der Bemerkung S[28] sicht man, daf Basen nichts anderes als linear
unabhéngige Erzeugendensysteme sind.

Satz 2.4.1. Jeder Vektorraum ist zu einem RU) isomorph.

Beweis. Sei V' ein Vektorraum. Wir betrachten die Menge P aller linear unab-
hangigen Teilmengen von V und ordnen sie durch Inklusion. Weil die Vereini-
gung einer Kette von linear unabhéngigen Mengen wieder linear unabhéngig ist,
kénnen wir Zorns Lemma auf P anwenden und erhalten eine maximale
linear unabhéingige Menge B. Wie im Beweis von [2:3.3] sieht man, daf B eine
Basis von V ist. Die Zuordnung

(&)beB — Z &b

bEB
definiert offensichtlich ein Isomorphismus zwischen R(®) und V. O

Definition. Fine partielle Ordnung < auf P ist eine zweistellige Relation, die
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Dabei bedeutet

reflexiv <z
transitiv r<y&y<z=ax<z
antisymmetrisch x<y&y<z=zx=y

fiir alle x,y,z € P.
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In einer totalen (oder linearen) Ordnung sind alle Elemente z,y vergleichbar,
das heifft z < y oder y < x.

Eine Teilmenge A von P ist eine Kette, wenn A durch < linear geordnet ist.
p € P ist eine obere Schranke von A, wenn a < p fiir alle a € A.

p € P ist ein mazimales Element von P, wenn p < p’ = p = p' fiir alle p’ € P.

Satz 2.4.2 (Zornsches Lemma). Sei (P, <) eine partielle Ordnung. Wenn jede
Kette in P eine obere Schranke hat, hat P ein mazimales Element.

Beweis. Das Zornsche Lemma wird in der Mengenlehre bewiesen. Es ist zum
Auswahlaziom adquivalent. O

2.5 Der Verband der Unterraume

Sei (P, <) eine partielle Ordnung. p heifst griftes Element von P, wenn p’ < p
fiir alle p’ € P. P hat hochstens ein grofites Element. Kleinstes Element von P
wird analog definiert.

Sei A eine Teilmenge von P. Eine (die) kleinste obere Schranke von A heifst
Supremum sup(A) von A. Das Infimum inf(A) ist grofte untere Schranke.

Definition. FEine partielle Ordnung heifit Verband, wenn je zwei Elemente ein
Supremum und ein Infimum haben.

Satz 2.5.1. Sei V ein Vektorraum. Dann bilden die durch Inklusion geordne-
ten Unterrdume von V einen Verband. Dabei ist sup(Uy,Us) = Uy + Us und
inf(Ul, Ug) = U1 N U2.

Beweis. Offensichtlich ist U; N Us der grofste gemeinsame Unterraum von Uy
und Us und
Ui+ U; = {Ul + uo ‘ up € U1,'LL2 S UQ}

ist (Uy U Us), der kleinste Unterraum, der U; und Uy enthélt. O

Der Nullraum 0 ist kleinstes Element, V' grofstes Element dieses Verbandes. Der
Verband der Unterrdume ist zwar im Allgemeinen nicht distributivﬂ es gilt aber
eine Abschwichung des Distributivgesetzes, das Modularititsgesetz:

UocW = (U1+U2)OW:(U10W)+U2.

"Das Distributivgesetz (U1 +U2)NW = (U1 NW) + (U2 NW) gilt nicht, wenn dim(V) > 2.
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Die rechte Seite ist klarerweise in der linken enthalten. Sei umgekehrt w €
(U +Uzy) NW. Wenn wir w = ug + ug fiir u; € U; schreiben, folgt daf u; in W
liegt, weil w und ug zu W gehoren. Also ist uy + ug € (U3 N W) + Us.

Lemma 2.5.2. Jeder Unterraum U von V hat ein Komplement. Fin Komple-
ment von U ist ein Unterraum U’ mit

UNU =0 und U+U =V.

Beweis. Wir nennen U und U’ unabhdngig, wenn ihr Durchschnitt Null ist, das
heiftt, wenn fiir alle v € U und v’ € U’

u+u =0 = wu=du =0.

Mit Zorns Lemma verschaffen wir einen maximalen Unterraum U’, der unab-
hangig von U ist. Wir zeigen U + U’ = V. Sei v € V ein beliebiger Vektor. Wir
konnen annehmen, daff v ¢ U’. Dann muff U’ + Rv abhéngig von U sein. Es
gibt also u € U,v’ € U, € R mit u = v’ + av # 0. Weil U und U’ unabhéngig
sind, mufs « # 0 sein. Es folgt

1
vza(u—u’)eU—FU’.

O

U’ 1Rt sich auch folgendermafRen konstruieren: Man wahlt eine Basis B von
U und setzt sie (mit Zorns Lemma) zu einer Basis BUB’ von V fort. Fir U’
nehmen wir den von B’ aufgespannten Unterraum. Weil BUB’ linear unab-
héngig ist, sind U und U’ unabhingig. Weil BU B’ ein Erzeugendensystem von
V ist, ist V = U + U’. Der Beweis des nachsten Lemmas zeigt, daf man alle
Komplemente von U auf diese Weise erhilt.

Lemma 2.5.3. Se: V endlichdimensional, U ein Unterraum und U’ eine Kom-
plement von U in V. Dann ist

dim(V) = dim(U) + dim(U").

Beweis. Wahle eine Basis B von U und eine Basis B’ von U’. Dann ist BU B’
eine Basis von V. O

Das direkte Produkt U; x Uy zweier Vektorrdume wird mit elementweisen Ope-
rationen ein Vektorraum, die direkte Summe Uy @ Us.

Lemma 2.5.4. Wenn Uy und Us unabhdngig sind, ist die lineare Abbildung von
U @ Us — Uy + Us, definiert durch (up,us) — uy + ug, ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich linear und surjektiv. Sie ist injektiv,
weil, Uy und U, unabhéngig sind: Aus uj + us = u} +u), folgt uy — v} = ub —us
und daraus u; — u}j = uh —us = 0 und u; = uf, ug = uh. O
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Folgerung. Wenn U’ Komplement von U ist, ist V=U@U’.

Zwei Komplemente U’ und U” von U sind kanonisch isomorph. Man definiert
durch
fw)=v"suv -u" el

einen Isomorphismus f : U’ — U”. f ist auf ganz U’ wohldefiniert, weil es zu
jedem u' € U eine eindeutige Darstellung u' = u + " gibt. Vertauscht man
die Rollen von U’ und U”, erkennt man, da f injektiv und surjektiv ist. Die
Linearitat von f ist klar.

Sei U ein Unterraum von V. Mengen der Form v 4+ U heifsen Nebenklassen von
U.

Lemma 2.5.5. Nebenklassen von U sind gleich oder disjunkt. Es gilt vi +U =
vo+U v —v eU.

Beweis. Wenn v; + U und ve 4+ U nicht disjunkt sind, gibt es u; € U mit
v1 +uy = vg +ug. Es folgt v1 —v9 = us —uy € U. Wenn umgekehrt v; — vy € U,
folgt v1 + U =va + (v1 —v2) + U = v + U. O

Definition. V/U = {v+U|v € V} heifst der Quotient von V nach U. Die
Abbildung
miv—=v+U

heif$t kanonische Projektion.

Satz 2.5.6. V/U tragt eine Vektorraumstruktur, die eindeutig dadurch bestimmit
ist, daf$ die kanonische Projektion

m:V=>V/U
linear ist.
Beweis. Sei V/U mit einer Vektorraumstruktur versehen und 7 linear. Dann
lassen sich in V/U die Summe zweier Elemente a und b und das Produkt mit

einem « € R so ausrechnen: Wir wihlen Repréasentanten x,y der Nebenklassen,
sodal 7(z) = @ und 7(y) = b. Dann ist

(2.3) at+b=n(z+y)
und
(2.4) a-a=m7(a-x)

Es folgt daf Addition und Multiplikation eindeutig bestimmt sind.

Um die Existenz einer Vektorraumstruktur einzusehen, definieren wir Addition
und Multiplikation durch (2.3) und (2.4). Wir miissen aber nachrechnen, daf
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a + b und aa unabhingig von der Wahl von x und y definiert sind.

Sei also m(2') = a und w(y’) = b. Dann gehéren x — 2’ und y — ¢’ zu U und
damit auch ihre Summe (z + y) — (' + ¢'). Es folgt n(z + y) = m(2’ + ¢') und
a + b ist wohldefiniert.

Um die Wohldefiniertheit der Multiplikation einzusehen, nehmen wir an, daf
7(z’) = a. Dann folgt * — 2’ € U und damit auch ax — oz’ = a(z —2') € U
und 7(az) = w(az’).

Die Vektorraumaxiome iibertragen sich dann sofort auf dem Quotienten. Be-
trachten wir als ein Beispiel die Assoziativitdt der Addition:

|
A
&
+
NS
4
A
Ny

I
A
5
4
s
4
Ny

(m(x) + 7(y)) + 7(2) =

Il
3
=
+
<
_|_
N
I
3
&
_|_
3
<
_|_
Ny

Lemma 2.5.7. Se: U’ ein Komplement von U in V. Dann induziert w einen
Isomorphismus U — V/U.

Beweis. Sei n’ die Einschrinkung von m auf U’. Wenn v = u+u’' fiiru € U, u' €
U',ist 7' () =v+U. Aus U + U’ =V folgt also die Surjektivitat von «’. Und
aus U NU’ = 0 die Injektivitit:

! ro_
uy, €U = uj =u,.

() =7'(up) =y -

O
Folgerung 2.5.8. Wenn V' endlichdimensional ist, ist
dim(U) + dim(V/U) = dim(V).

Beweis. Die Behauptung folgt aus und O]

Definition. Die Kodimension von U in V ist die Dimension von V/U.

codimy (U) = dim(V/U)

Satz 2.5.9. Fir endlichdimensionale Vektorriume gilt

d1m(U1 + Ug) + d1m(U1 N Ug) = dlm(Ul) + dlm(Ug)

Beweis. Sei H ein Komplement von U; NUs in Us. Dann ist H ein Komplement
von U1 in U1 + UQI Klar iSt, daR U1 + H = U1 + (Ul n UQ) + H = U1 + U2.
Andererseits ist Uy N H=U;NU; N H = 0.
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Es folgt codimy, v, (U1) = codimy, (U1 N Uz). Nach ist
codimy, v, (U1) = dim(Uy + Uz) — dim(Uy)
und
codimy, (U; N Uz) = dim(Uz) — dim(U; N Us).

Daraus folgt die Behauptung durch Gleichsetzen der rechten Seiten. O

Wenn U; + Uy = V, lakt sich die Behauptung des letzten Satzes ausdriicken
durch
codim(U; NUsz) = codim(U;) + codim(Us).

Aquivalenzrelationen und Partitionen:

Sei X eine Menge. Eine Aquivalenzrelation E ist eine zweistellige reflexive, tran-
sitive und symmetrische (d.h. x Fy = yFz) Relation auf X. Eine Partition von
X ist eine Teilmenge B der Potenzmenge PB(X) = {B | B C X} von X, deren
Elemente nichtleer, paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung X ist.

Aquivalenzrelationen und Partitionen entsprechen einander: Setzt man z/E =
{y € X | yEz} fiir x € X und eine Aquivalenzrelation E, so ist

B={z/E|zecX}

die zugehorige Partition von X. Wenn umgekehrt B eine Partition ist, so erhélt

man mit
xFy < dBe®B zxeB&yeB

die zugehorige Aquivalenzrelation.

Eine Unterraum U von V bestimmt auf V die Aquivalenzrelation  —y € U mit
der Partition {v+U|v e V}.

2.6 Korper
Ein Ring R ist ein Tripel (R, +,-), wobei

e (R,+) eine abelsche Gruppe,
e (R,-) eine Halbgruppe ist und
e die Distributivgesetze

z(y+2) =zy+az
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und
(x4+y)z=xz+yz
gelten.

Ein Finselement 1, falls vorhanden, erfiillt x1 = 1z = x.
R ist kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.

Wie auf Seite [24] sieht man, daf in einem Ring immer 0z = 20 = 0.

Definition. FEin Kérper ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1, in dem
jedes von Null verschiedene Element ein Inverses beziglich der Multiplikation
besitzt. AufSerdem fordert marﬂ daff 0 £ 1.

8Dadurch schlieft man den Nullring 0 = {0} aus
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BEISPIELE:

e 7 ist ein kommutativer Ring mit 1.

@ und R sind Korper.

7., ist, mit reprasentantenweiser Multiplikation

Y-z =1z,

ein kommutativer Ring mit 1.

Z,, ist genau dann ein Kérper, wenn p eine Primzahl istﬂ Man bezeichnet
diesen Korper auch mit IF),.

Um den Korper der komplexen Zahlen einzufiihren, brauchen wir den Begriff
einer R—Algebra.

Definition. Fine R-Algebra A ist ein R—Vektorraum mit einer bilinearen Ope-
ration (der Multiplikation).

Dabei heifst eine Abbildung o : A x A — A bilinear, wenn sie in beiden Argu-
menten linear ist, das heifst, wenn

o (z+a)Yoy=xzoy+a'oy
e zo(y+y)=zoy+taxoy

o (ax)oy=uzxo(ay) =a(zoy)
BEISPIEL: M,,(R) ist eine R-Algebra der Dimension n?.

Lemma 2.6.1. Sei by,...,b, eine Basis von A. Fir beliebige Vektoren a;;
(i,j=1,...,n) gibt es genau eine Algebren—Multiplikation o auf V mit b;ob; =
Qjj-

Beweis. Seien x = ). &b; und y = Zj (jb; zwei beliebige Elemente von A.
Dann ist

woy = &((bioby).
i

Das zeigt, dafs o durch die b; o b; eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt definiert
zoy=_ &¢jai
i

eine bilineare Abbildung. O

9Ein Korper ist immer nullteilerfrei, das heifit, daR die Null nicht Produkt von Elementen
ungleich Null sein kann. Man sieht sofort, daft Z,, genau dann nullteilerfrei ist, wenn m prim
ist. In einem nullteilerfreien Ring R ist die Multiplikation A\, mit einem a # 0 injektiv, weil
ar =azr’ = a(z —2') =0 =z — 2’ = 0. Wenn R endlich ist, ist also A\, surjektiv und a hat
ein Rechtsinverses. Das beweist, daf die Zj , fiir Primzahlen p, Korper sind.
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BEISPIEL: R3 wird mit dem Kreuzprodukt eine Algebra, wenn man die Produkte
e; x e; der kanonischen Basisvektoren definiert durch

€1 X ey = €3 , €2 Xe3 = €1 , €3 Xe = €2
€eg Xep = —e3 , €ez3Xey = —€3 , €1 Xez3 = —€g
e1 Xe = 0 , ey Xey = 0 , egxeg = 0.

Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ. Es handelt sich vielmehr um eine Lie-

algebra (vgl. Seite [137).

Definition. Die R-Algebra C der komplexen Zahlen entsteht aus R? durch fol-
gende Multiplikation: (Die kanonische Basis des R? sei hier mit 1,1 bezeichnet.)

11=1, li=il=i, ii=-1

Lemma 2.6.2. C ist ein Korper.

Beweis. Drei Dinge sind zu zeigen:

e 1 ist Einselement: 1 ist linksneutral, weil 1(a1 4+ 1) = «(11) + S (1i) =
al + Fi. Eine dhnliche Rechnung zeigt, daf 1 auch rechtsneutral ist.

e Die Kommutativitdt der Multiplikation: Ergibt sich leicht aus der Ver-
tauschbarkeit der Basiselemente 1i = il.

e Die Assoziativitit der Multiplikation: Man tiberpriift leicht, dafs die Multi-
plikation auf den beiden Basiselementen assoziativ ist: Weil 1 Einselement
ist, braucht man nur

(ioi)oi=(-1)oi=—i=io(—=1)=io(ioi)

zu betrachten. Wenn aber die Multiplikation einer Algebra A auf einer
Basis assoziativ ist, ist sie auf ganz A assoziativ. Die dreistellige multili-
neard™ Funktion

(zoy)oz—zo(yoz)

verschwindet namlich auf ganz A, wenn sie auf einer Basis verschwindet.
(Das ist eine Verallgemeinerung von [2.6.1})

e Existenz von Inversen: Sei z = al + fi. Man nennt
zZ=al —fi

die konjugiert komplexe Zahl. Wenn z ungleich Null ist, ist das Produkt

2Z2=0a+p?
. z .
ebenfalls ungleich Null und ——— ist Inverses von 2.
a2+ 0
10,u V1 X Vo X ... X Vi — W heifst multilinear, wenn fiir alle v ..., vy, € V und fiir alle

it =1,...,mdie Abbildung v : V; — W definiert durch v(z) = p(v1,...,vi—1,%, Vit1,...,VUm)
linear ist.
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O

Wir fassen R vermoge der Einbettung o — a1 als Unterraum von C auf. Die
kanonische Basis ist dann 1, 1.

Definition. Sei R ein Ring mit Einselement. Ein R—Modul ist eine abelsche
Gruppe M mit einer Multiplikation R x M — M, die den folgenden Regeln
gentigt:

a) r(x+y)=re+ry
b) (r+s)z=rr+sz
c) (rs)z=r(sx)
d) 1z=zx

Ein K-Modul iiber einem Kérper K heifit K—Vektorraum.

Alle Sétze des Kapitels gelten fiir beliebige K—Vektorrdume.

40



Kapitel 3

Lineare Abbildungen

Wir fixieren einen Korper K. Alle in diesem Kapitel vorkommenden Vektorrdu-
me sind K—Vektorraume.

3.1 Der Noethersche Isomorphiesatz

Sei f:V — W eine lineare Abbildung.

Lemma 3.1.1. Das Bild

von f st ein Unterraum von W. Der Kern

Ker(f) ={ve V| f(v) =0}

eimn Unterraum von V.

Beweis. Bild und Kern enthalten den Nullvektor, weil aus f(0) = f(0+0) =
£(0) + f(0) folgt, dak
f(0) = 0.

Die Summe f(v1) + f(v2) zweier Elemente von Im(f) ist gleich f(v1 + v2),
also wieder im Bild von f. Wenn f(v1) = f(v2) = 0, ist auch f(v; + v2) =
f(v1) + f(v2) =0+0=0.

Mit f(v1) ist auch af(v1) = f(aw;) im Bild. Wenn v im Kern ist, ist f(av;) =
af(vy) = 0. Also ist auch av; im Kern. O
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f ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = 0. Denn

(31) f(’Ul) = f(vg) <~ V1 — Vg € Ker(f)

BEISPIELE:
Sei U ein Unterraum von V.

e Fiir die Inklusionsabbildung ¢ : U — V ist Im(:) = U.
e Fir die kanonische Projektion 7 : V' — V/U ist Ker(w) = U.

e Sei U’ ein Komplement von U und 7 : V. — U’ die Projektion auf U’
entlang U,
m(u+u')=1u'

Dann ist Im(7) = U’ und Ker(7) = U.

Notation

Sei f: X — Y eine Abbildung, a ein Element von Y und A eine Teilmenge von
Y. Dann bezeichnen wir mit f~1(a) und f~1(A) jeweils die Menge {z | f(z) =
a} bzw. {z | f(z) € A} der Urbilder von a bzw. A. (Wenn f eine Bijektion ist,
hat f~!(a) zwei Bedeutungen!)

Offenbar ist Ker(f) = f~1(0). Wenn f(a) = b, ist a + Ker(f) = f~1(b).

Satz 3.1.2 (Noetherscher Isomorphiesatz). f induziert einen Isomorphismus

f:V/Ker(f) — Im(f)

Beweis. Sei 7 die kanonische Projektion von V' auf V/Ker(f). Dann ist
f(v1) = f(v2) & v1i — w2 € Ker(f) & m(v1) = m(v2).

Aus "<«=" folgt sofort, dak man f durch 7 faktorisieren kann. Das heift, daf
f = fom fiir eine Abbildung f : V/Ker(f) — W.

f
v - W

v/ Ker(f)

Weil 7 surjektiv ist, ist f eindeutig bestimmt und hat Im(f) als Bild. Aus "=-"
folgt, dak f injektiv ist. Es bleibt die Linearitdt von f zu zeigen. Seien dazu c;
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und ¢y beliebige Elemente von V/Ker(f) und a € K. Fiir geeignete v1,v2 € V
ist m(v1) = ¢1 und 7(v2) = co. Wir haben dann

fler+ca) = f(m(v1) + 7w(v2)) = fm(v1 + v2))
= f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2)
= fle1) + fle)
und
flacy) = flam(v1)) = f(m(avy))
= flaw1) = af(v1)
=af(c)

O

Die Abbildung f ist gegeben durch f(v+ Ker(f)) = f(v) die Umkehrabbildung
durch ?_1(11)) = f~Y(w) fiir w € Im(f).

Folgerung 3.1.3.

dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Beweis. Nach E5Rist
dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(V/ Ker(f)).
Aus dem Satz folgt andererseits
dim (V/Ker(f)) = dim(Im(f)).
O

Folgerung 3.1.4. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen.

1. Fiir alle b € W st f=1(b) leer oder eine Nebenklasse von Ker(f).

2. Wenn dim(V) > dim(W), ist Ker(f) # 0. Wenn dim(V) < dim(W), ist
m(f) #W.

3. Wenn dim(V') = dim(W), so sind dquivalent:
(a) Ker(f) =0
(b) f ist injektiv.
(c) [ ist surjektiv.
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Beweis.

folgt sofort aus der Aquivalenz (3.1 auf Seite

Wenn dim(V) > dim(W), kann f : V' — Im(f) kein Isomorphismus sein, weil
dann auch dim V' > dim(Im(f)). f ist also nicht injektiv, d.h. Ker(f) # 0.

Wenn dim(V) < dim(W) ist auch dim(Im(f)) < dim(W), also Im(f) # W

f ist genau dann injektiv, wenn der Kern von f Null ist, wegen der Aquivalenz
(3.1)). Aus folgt, dafs der Kern genau dann Null ist, wenn V' und Im(f) die
gleiche Dimension haben. Wenn V' die gleiche Dimension wie W hat, bedeutet
das Im(f) = W. O

Wendet man diese Folgerung auf f4 : K™ — K™ an, libersetzt sie sich in:

Folgerung 3.1.5. Sei A eine m—n—Matriz und H die Menge der Losungen des
homogenen Gleichungssystems Ax = 0. Dann gilt

1. Fir alle Spaltenvektoren b der Linge m ist die Losungsmenge des Glei-
chungssystems Ax = b leer oder eine Nebenklasse von H.

2. Wenn m < n, ist H # 0. Wenn n < m haben nicht alle Gleichungen
Ax = b eine Lésung.

3. Wenn m = n, so sind dquivalent:

(a) H=0
(b) Fiir alle b hat Ax = b héchstens eine Losung.
(c) Ax =b ist losbar fir alle b. O

Der erste Teil von[2] wurde schon in[I.1.5|bewiesen. Wir geben noch einen Beweis
von |3 , der von unabhéngig ist: Daf die Eindeutigkeit der Losungen von
Ax = b zu H = 0 &quivalent ist, ist klar, weil sich je zwei Losungen durch ein
Element von H unterscheiden.

Ax = bist fiir alle b genau dann 16sbar, wenn die Spalten ein Erzeugendensystem
des K™ bilden. H ist genau dann Null, wenn die Spalten linear unabhéngig sind.
Eine n—elementige Menge ist aber genau ein Erzeugendensystem von K™, wenn

sie linear unabhéngig ist. (Das folgt aus und )

Definition. Der Rang von f ist die Dimension des Bildes von f. Der Rang
einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhdngiger Spalten.

Der hier definierte Rang stimmt mit dem in Abschnitt definierten Rang
tiberein. Man vergleiche den Beweis von [[.1.7]
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Lemma 3.1.6. Sei A eine m—-n—Matriz und fa : K™ — K™ die dadurch
definierte lineare Abbildung. Dann ist der Rang von A gleich dem Rang von fa.

Beweis. Wenn ay, .. .,a, die Spalten von A sind, ist

fA(fl;"'7§TL) = Elal + - +£nan

Daran sieht man, daf die Spalten von A ein Erzeugendensystem von Im(f)
bilden. Jede maximale linear unabhéngige Teilmenge von {ai,...,a,} ist eine
Basis von Im(f). O

Bemerkung. Wenn vq,...,v, ein Erzeugendensystem von V ist, ist
f(v1),..., f(v,) ein Erzeugendensystem von Im(f). Wenn f(vi),..., f(vy,) li-
near unabhdngig sind, sind auch vy, ...,v, linear unabhdingig.

Beweis. Die Elemente v € V sind Linearkombinationen Z?:l o;v;. Also sind
die Bilder f(v) Linearkombinationen Y | «; f(v;). SchlieRlich fiihrt eine lineare
Abhéngigkeit Y | a;v; = 0 zu einer linearen Abhéngigkeit > . ; a; f(v;). O

3.2 Die lineare Gruppe

Ein Endomorphismus von V ist eine lineare Abbildung von V mnach V. Die
Endomorphismen von V bilden eine KfAlgebraﬂ End(V).

Ein bijektiver Endomorphismus heilkt Automorphismus. Ein Automorphismus
ist also ein Isomorphismus von V' mit sich selbst. Die Automorphismen von V'
bilden mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe, die lineare Gruppe
G1(V') mit der identischen Abbildung idy als neutralem Elemenﬂ

Das folgende Lemma ist eine Umformulierung von B.1.413

Lemma 3.2.1. Sei V endlichdimensional und f ein Endomorphismus von V.
Dann sind dquivalent:

1. f ist ein Automorphismus

2. f ist injektiv

3. f ist surjektiv O
Sei by, ..., b, eine Basis von V. Dann ist f genau dann injektiv, wenn die Bilder

der b; unter f linear unabhéngig sind, und genau dann surjektiv, wenn die Bilder
V erzeugen.

1Das ist ein K—Vektorraum mit einer bilinearen Operation. R-Algebren wurden schon auf
Seite [38| definiert.

2GI(V) ist die Einheitengruppe von End (V). Dabei heifit ein Element eines Ringes Einheit,
wenn es ein Links- und ein Rechtsinverses hat.
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Wenn V' = K™, ist End(V) auf natiirliche Weise isomorph zur K—Algebra
M,,(K). Eine n—n—Matrix A heifst reguldr , wenn fa : K™ — K™ ein Automor-
phismus ist, sonst singuldr. Die Menge Gl,,(K) der reguldren n-n—Matrizen mit
der Matrizenmultiplikation als Operation ist eine Gruppe mit der Einheitsmatrix
als Einselement. Der Isomorphismus zwischen M, (K) und End(K™) iiberfiihrt
GI(K™) in G, (K).

Lemma 3.2.2. Fir eine n—n—Matriz A sind dquivalent:
1. A ist requldr
2. A hat Rang n.
3. A hat ein Linksinverses: BA =1
4. A hat ein Rechtsinverses: AC =1

Beweis. Wenn A regulér ist, ist f4 ein Automorphismus. Weil f4 surjektiv ist,
hat fa und damit auch A den Rang n. Wenn fp die Umkehrabbildung von f4
ist, ist BA = AB = 1. (Natiirlich ist B das einzige Links- bzw. Rechtsinverse.)

Wenn A ein Links- oder Rechtsinverses hat, hat f4 ein Links- oder Rechtsinver-
ses und ist damit injektiv oder surjektiv. Aus folgt, dak f4 ein Automor-
phismus und A regulér ist. O

Wenn A regulir ist, bezeichnen wir mit A~! das Inverse von A.

BEISPIELE:

e Esist Gl;(K) = K*, die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen
Elemente von K.

e Gl,(F,) hat
" =" —p)...(" —p"")

viele Elemente. Eine n—n—Matrix mit Spalten a1, ..., a, ist ndmlich genau
dann regulér, wenn die aq, ..., a, linear unabhéngig sind. Das heifst, daff

a1 €0, ay € {ar), ... ,an € (a1,...,an_1).

Fiir a; bleiben also p™ — 1 viele Moglichkeiten, fiir ay p™ — p viele Mog-
lichkeiten,. . ., und schlieflich p™ — p”~! viele Méglichkeiten fiir a.,.

Die Elementarmatrizen
E} (1<i#j<n, A€K)

sind n-n—Matrizen, in deren Diagonalen Einsen stehen und deren andere Ein-
trige Null sind. Nur an der Stelle (4, j) steht A.
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Die Elementarmatrizen
A . .
E} (I1<i<n, AeK)

haben Einsen in der Diagonalen und Nullen sonst. Nur an der Stelle (4, j) steht
A

Fiir die Einheitsvektoren eq,...,e, gilt

B o) = ej+Xe; wenn k=j
v e sonst

und

Xe; wenn k =j
EjA e = { J J
€L sonst

Damit sieht man sofort:

Folgerung. E%A entsteht aus A durch Anwenden der Zeilenoperation Z;‘i,

E)M durch Anwenden der Zeilenoperation 7). O

Elementarmatrizen sind reguldr. Es ist (E;\j)_1 = E;J)‘ und (E})~! = Ef‘il.

Satz 3.2.3. Gl,(K) wird von Elementarmatrizen erzeugt. Das heifst, daf8 sich
jede reguldare Matriz als Produkt von Elementarmatrizen (und ihren Inversen)
schreiben lGjst.

Beweis. Wir haben in [[.1.3] gesehen, da® sich jede Matrix A durch Zeilenopera-
tionen in Normalform N bringen lafst. Es gibt also ein Produkt S von Element-
armatrizen, sodafs SA = N. Weil N wie A den Rang n hat, muff N = I sein.
Daraus folgt, da A = S~! Produkt von Elementarmatrizen ist.

In[[.T3] mufte man allerdings Spalten vertauschen. Wenn A quadratisch ist und
Rang k = n hat, sind Spaltenvertauschungen unnétig. Man sieht das leicht am
Beweis von Pl Hier ist aber nochmal das Argument:

Nehmen wir an, wir hdtten A durch Zeilenoperation umgeformt in eine Matrix
A’, deren i erste Spalten die Einheitsvektoren eq,...,e; sindﬁ Sei a die i + 1-te
Spalte von A’. Weil A’ regulér ist, ist a nicht linear abhingig von den vorange-
henden Spalten. Also muf a unterhalb der i—ten Zeile ein von Null verschiedenes
Element enthalten. Weil wir Zeilen vertauschen diirfen, kénnen wir annehmen,
dafs der i + 1-te Koeffizient von Null verschieden ist. Durch Anwenden von ge-
eigneten Operationen Zf‘ und Zf‘j kénnen wir a in €;4; verwandeln. Es resultiert
eine Matrix A”, deren i + 1 erste Spalten die 7 + 1 ersten Einheitsvektoren
sind. O

3Man muf némlich die Spalten nur vertauschen, um zu erreichen, daf§ die ersten k Spalten

linear unabhéngig sind.
4Man beginnt mit ¢ = 0
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Ein Gleichungssystem Az = b &t sich durch Multiplikation mit einer reguldren
Matrix B passender Grofie dquivalent umformen in

x = (BA)x = Bb.

[3:2:3] zeigt, dak man diese Umformungen immer durch Zeilenoperation erzielen
kann.

3.3 Basiswechsel

Definition. Seien B = (by,...,b,) und B’ = (b},...,b),) zwei Basen von V.

Der Wechsel von B nach B’ wird durch die Matrizc B = (f;;) i=tn beschrieben,
i=1n

wenn

(3.2) by =" Bijbi.
i=1

In symbolischer Notation bedeutet das
(b} ...b0)=(b1...b,)B.

Wie wir auf Seite [27] gesehen haben, heift das, daf beziiglich der Basis B die
Matrix B die lineare Abbildung g beschreibt, die b; auf b, abbildet. Anders
ausgedriickt, wenn € : K™ — V die kanonische Basis auf B abbildet, ist das
Diagramm

V -V

Kn - KM
fB

kommutativ. Weil g ein Automorphismus ist, ist B regular.

Lemma 3.3.1. Die Koordinaten eines Vektors

beziiglich B und B’ gehen vermdge

n
&= B
j=1
auseinander hervor.

48



Beweis. Die Behauptung folgt aus

Zfibi = Zf;b; = Zf; (Z Bijbi> = Z(Z 51‘3'5;)171
; j j i j

%

durch Koeffizientenvergleich. O

In symbolischer Schreibweise sieht der Beweis so aus:

& & 1
(br...bp) | =@ ...0) ]t | =(1...00)B |
5 5/ !
impliziert
&1 &
=B8]
&n &n

Die Abbildung €’ = g o € bildet die kanonische Basis auf 8’ ab. Aus (3.3)) folgt
die Kommutativitéat von
idy
V -V

Kn -
fB

B beschreibt also beziiglich der Basis 8B’ im Definitionsbereich und der Basis B
im Bildbereich die identische Abbildung von V nach V. Das ist ein Umformu-
lierung von |3.3.1

Satz 3.3.2. U,V und W seien endlichdimensionale Vektorrdume mit ausge-
wdhlten Basen A, B und €.

f:V—=Uwund h: W — V seien lineare Abbildungen, die Matrizen A und C
entsprechen. Durch B sei ein Basiswechsel von B nach B’ gegeben. Dann gilt:

1. Beziiglich der Basen B’ und 21 gehort zu [ die Matrix
AB.

2. Beziiglich der Basen € und B’ gehort zu h die Matriz
B~'C.
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Beweis. Sei v € V und z bzw. 2’ die Koordinaten von v beziiglich B bzw. B’
Die Koordinaten von f(v) beziiglich 2 sind dann Az = A(Bz') = (AB)z’. Das
beweist die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung lafst sich ebenso beweisen. Ich gebe aber zur Abwechs-
lung einen anderen Beweis: Wenn wir die Basen als Zeilen von Vektoren auf-
fassen, haben wir h(€) = BC und B’ = BB. Daraus folgt B = B'B~! und,
wie behauptet, h(€) = BC = B'(B~1C). O

Folgerung 3.3.3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit ausgezeich-
neter Basis 8. f :V — V sei ein durch die Matriz A beschriebener Endomor-
phismus. Wenn wir mit Hilfe der Matriz B zur Basis B’ tibergehen, wird f durch
die Matriz B~'AB beschrieben. O

Zwei quadratische Matrizen A und A’ heifen dhnlich oder konjugiert , wenn
A" = B~1AB fiir eine reguliire Matrix B.

Satz 3.3.4 (Normalform fiir lineare Abbildungen). U und V seien Vektorridume
der Dimension m und n, f:V — U eine lineare Abbildung vom Rang k. Dann
kann man Basen in U und V' so wdhlen, daf$ f durch die m-n—Matriz

(442)

dargestellt wird, wobei I die k—dimensionale Finheitsmatriz ist.

Beweis. Sei V' ein Komplementiarraum von Ker(f) in V. Nach und
induziert f eine Isomorphismus von V’ mit Im(f). V’ hat also Rang k. Wir

wihlen als Basis von V eine Basis by,...,b; von V' gefolgt von einer Basis
bk+1,---,b, von Ker(f). Auf der Bildseite setzen wir f(b1),..., f(bx) zu einer
Basis von U fort. O

Folgerung 3.3.5. Eine m—n-Matriz A hat genau dann den Rang k, wenn es
eine requldre n-n—Matrix B und eine requlire m-m—-Matriz B' gibt, sodaf$ B'AB

die Gestalt (3.4) hat.

Beweis. Satz[3.34auf f4 : K™ — K™ angewendet liefert Basen in K™ und K™,
beziiglich der f, die gewiinschte Matrixdarstellung A’ hat. Wenn die Matrizen
B und C die beiden Basiswechsel (von den kanonischen Basen zu den neuen
Basen) beschreiben, ist A’ = C~1AB. Setze B’ = C~1.

Umgekehrt hat eine Matrix der Form (3.4) Rang k. Damit haben auch f4 und
A den Rang k. O
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Folgerung 3.3.6. Jede m-n—Matriz vom Rang k lifit sich durch Zeilen— und
Spaltenoperationen in die Gestalt (3.4) bringen.

Beweis. Sei A’ = B'AB fiir regulidre B’ und B. Weil B’ ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen ist, 1a8t sich A’ aus AB durch Zeilenoperationen gewinnen.

Es ist leicht zu sehen, dafs Rechtsmultiplikation mit Elementarmatrizen die Aus-
fiihrung einer Spaltenoperation bedeutet: AEf‘j addiert das A—fache der j—ten

Spalte von A zur i—ten Spalte, AE} multipliziert die i—te Spalte mit .

Daraus folgt, dall AB aus A durch Spaltenoperationen hervorgeht. O

Satz 3.3.7. U und V seien Vektorraume der Dimension m undn, f:V — U
eine lineare Abbildung vom Rang k. In 'V sei eine Basis B fixiert. Dann kann
man B so zu einer Basis B’ umordnen und eine Basis A von U so waihlen, daf
f beziiglich der neuen Basen durch eine Matriz in Normalform

(3.5) < é 3 >

dargestellt wird, wobei I die k—dimensionale Einheitsmatriz und x eine beliebige
k—(n — k)-Matriz ist.

Beweis. Der Beweis ist eine Variante des Beweises von [3.3.40 Wir wéhlen die
Umordnung B’ so, dafs f(b}),..., f(b},) eine Basis von Im( f) ist. 2 ist irgendeine
Fortsetzung von f(b}),..., f(b}) zu einer Basis von U. O

Als Folgerung erhélt man noch einmal Satz Jede Matrix vom Rang k
a5t sich durch Zeilenoperationen und Umordnen der Spalten in eine Matrix in
Normalform vom Rang k& bringen.

Jede Normalform 14#t sich durch Addieren von geeigneten Vielfachen der ersten

k Spalten zu den letzten n — k Spalten in die Form (3.4) bringen. Damit hat
man einen alternativen Beweis von B.3.41
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Kapitel 4

Determinanten

4.1 Die Signatur einer Permutation

X sei eine endliche Menge. Wir wollen jeder Permutation 7 € Sym(X) ein
Vorzeichen zuordnen, ihre Signatur sign(w). Dazu wihlen wir eine Orientierung
der zweielementigen Teilmengen von X. Das heiRt eine Abbildung s : X2\ A —
{1, 1}, mif]

S(I, y) = 75(;’/7 I’)
fiir alle  # y € X, und definieren

Definition.

sign(7) = H M

s(z,y)

Dabei wird das Produkt gebildet iiber alle ungeordneten PaareE] x,y. Auf die

Wahl einer Reihenfolge von = und y kommt es nicht an, weil m =
s(my, mz)
s(y,x)

Wenn t eine andere Orientierung ist, die sich von s bei n ungeordneten Paaren
unterscheidet, ist

H t(z,y) _ H t(mx, my) "

s(z,y) s(ma, Ty)

Daraus folgt, dafs es bei der Definition der Signatur auf die Wahl der Orien-
tierung nicht ankommt. Zu Beispiel liefert jede lineare Ordnung < von X eine

A = {(z,z) | x € X} ist die Diagonale von X
?Das heifit iiber alle Zweiermengen {z,y} mit = # y.
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Orientierung, definiert durch

1 wenn r <y

sign(z,y) = {

—1 sonst

Man nennt eine zweielementige Menge {z, y} einen Fehlstand von m, wenn ihre
Ordnung von 7 umgedreht wird, wenn also z.B. < y und n(z) > n(y). Man
erhélt sofort die dquivalente Definition

Definition (Variante).

sign(m) = (_1)Zahl der Fehlstinde

Man nennt eine Permutation gerade, wenn ihre Signatur 1 ist, und ungerade,
wenn ihre Signatur —1 ist. Eine Permutation ist also genau dann gerade, wenn
sie eine gerade Zahl von Fehlstdnden hat.
Satz 4.1.1. Die Signaturabbildung

sign : Sym(X) — {1, -1}

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis.
) s(mox, woy)
sign(wo) = | | —————
11 s(z,y)
B H s(mox, moy) H s(oz,oy)
- s(ow,oy) s(z,y)
= sign(m) sign(o)
O
Eine Folge z1,..., 2} von paarweise verschiedenen Elementen von X definiert
einen Zyklus
(3:1 ce a:k).

Das ist die Permutation, die die Elemente x; (fiir ¢ < k) auf z;;1 abbildet, x,
auf x1 und alle anderen Elemente von X auf sich selbst.

Bemerkung. Ein Zyklus der Linge k hat die Signatur (—1)%~1

Beweis. Wir ordnen X so, daf z1,...,z die ersten k Elemente sind. Die Fehl-
stiande von (z7 . ..x) sind dann die Paare {z1, i}, {z2, 21}, . . ., {Tk-1,2x}. O

Lemma 4.1.2. Jede Permutation lifit sich (bis auf die Rethenfolge) eindeutig
als Produkt von disjunkten Zyklen schreiben.
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Beweis. Sei m € Sym(X), Wir zerlegen X mit der Aquivalenzrelation
r~yedzel TPr =y

in die Bahnen von .

Sei z ein beliebiges Element von X . Die z, 7z, 72z, . . . kénnen nicht alle verschie-
den sein. Sei n die kleinste positive natiirliche Zahl mit 7"z € {x,..., 7" 'z}.
Dann ist 7"z =  und
B = {z,7x,..., 7" '2}
ist eine Bahn von 7. Auf B operiert 7 wie der Zyklus op = (z 7z... 7" 1)
und es ist
™= H opB
B Bahn
O
Ein Zyklus der Lange zwei heifst Transposition.
Folgerung 4.1.3. Jede Permutation ist Produkt von Transpositionen.
Beweis.
(z1...2%) = (xpx1)(Th—121) - . . (T227)
O

Satz 4.1.4. sign ist der einzige nicht—triviale Homomorphismus

Sym(X) — {1,-1}.

Beweis. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Betrachte zwei Transpositionen
(ab) und (a’t’). Wahle eine Permutation 7 mit 7(a’) = a und 7(b') = b. Dann
ist (a'b') = ﬂfl(ab)ﬂﬂ Wenn nun S : Sym(X) — {1, —1} ein Homomorphismus
ist, ist

S(a't') = S(r)"S(ab)S(r) = S(ab).
Es gibt also zwei Félle:

Fall 1: S(7) =1 fiir alle Transpositionen 7.
Dann hat S auch auf allen Produkten von Transpositionen den Wert 1. Also ist
S(o) =1 fiir alle o.

Fall 2: S(7) = —1 fiir alle Transpositionen 7. Wenn ¢ Produkt von n Transpo-
sitionen ist, gilt daher

S(o) = (-1)" = sign(o).

3Wir sagen dazu: (ab) und (a’d’) sind kongugiert.
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4.2 k—Formen

Sei V' ein K—Vektorraum.

Definition. Eine k-stellige multilineare Abbildung p: V¥ — K (eine Multili-
nearform) heifst alternierend oder k—Form, wenn sie die zwei folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfullt:

a) play,...,ax) = 0 fir alle k=Tupel ay,...,ax, in denen ein Vektor zweimal
vorkommdt.

b) Fir alle ay,...,ax €V, alle 1 <i# j<n und alle A € K ist

M(ala'”aai_'_)\ajwu?ak):/U‘(a’lv-"aaiw"aak)

Die Aquivalenz der beiden Bedingungen folgt aus

plooa+Aaj, . a5, ) =p( a0, 00) FA (o, a, ., ag, ).

Lemma 4.2.1. FEine Multilinearform p ist genau dann alternierend, wenn

wla,...,ax) =0 fir alle linear abhdngigen Tupel aq, ..., ay.

Beweis. Sei p alternierend. Aus Bedingung E[) der Definition folgt
0=plar,...,ax-1,0) = play,...,ap_1,A\1ar + -+ Ap_1a5-1).

Wenn ay, . . ., a, linear abhéngig sind, weil zum Beispiel A\ya;+-- -+ g_1a-1 =
ak, ist daher 0 = p(aq,...,ax).

Die Umkehrung ist klar. O

Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen:
Lemma 4.2.2.
1. Jede Linearkombination von k—Formen ist wieder eine k—Form.

2. Seip:V — U eine lineare Abbildung und p eine k—Form auf U. Dann ist
u®, definiert durch

pe(ar, .. ar) = pl(ar), ..., élar))

eine k—Form auf V. O

Man bezeichnet mit A*V den Raum aller k~Formen auf V.
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Lemma 4.2.3. Sei p eine k—Form auf V. Dann ist fir alle aq,...,a; € V, und
alle 1 <i<j <k

plat, ... ;.. a5 ..., a5) = —p(ar, ..., Qj, .., ..., QK)
Beweis. Wir wenden den Trick an, mit der wir im Beweis von Satz gezeigt
haben, daft man mit Zeilenoperationen Zeilen vertauschen kann:

wul(.. e+ aj,...)
:N( al—&-aj,...)
ey

.,ai,...)
O

Wenn K nicht die Charakteristik 2 hatﬂ ist jede Multilinearform mit der im
Lemma gegebenen Eigenschaft alternierend. Man schliefst nédmlich so:

p(ooy iy yapy ) =—p(oyas, a0, .00) = u(oo a0 a.0..) =0

Fiir die néchste Folgerung erweitern wir den Begriff der Signatur auf beliebige
Abbildungen 7 : {1,...,k} — {1,...,k}: Die Signatur sign(7) von 7 ist 0, wenn
7 keine Permutation ist. Satz gilt immer noch in der Form

sign(m o o) = sign(r) sign(o)
flir beliebige 7 und o.

Folgerung 4.2.4. Sei u eine k—Form auf V' Dann ist fir jede Abbildung T :
{1,...,k} = {1,...,k} und alle ay,...,a, €V

/u(aT(l)a ERR) a"r(k)) = Sign(T) /“L(a’lv s 7ak)'
Beweis. Wenn 7 keine Permutation ist, gibt es i < j mit a,;) = a;(;). Also

ist p(ar1y,...,a-)) = 0. Wenn 7 eine Permutation ist und Produkt von n
Transpositionen, ist

/’I’(G’T(l)) BERE) a‘r(k)) = (_1)n/1’(a17 ERRE) ak) = Sign(T) /”L(ah s ’a’k)'
O
Folgerung 4.2.5. Seiay,...,a, eine Basis von V. Dann ist u bestimmt durch
die Werte p(aq,, ... a;,) firalel <i; <...<ip <n.

4Sei K ein Korper und p die kleinste positive Zahl, sodaf in K
1+14---+1=0.
—— —
P

p muf eine Primzahl sein. (Siehe Fufinote 9, Seite. p heifit die Charakteristik von K. Wenn
p nicht existiert hat K die Charakteristik Null.
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Beweis. Wie in [2.6.1] sicht man, daf eine Multilinearform bestimmt ist durch
ihre Werte auf der Basis ay, ..., a,, daf heifst durch die

a; = plaj,,...,a;,).
Wenn die ji,...,jr alle verschieden sind, ordnen wir sie aufsteigend als
i1,...,45. Dann ist o; = sign(m)u(as,,-..,a;,), wenn 7 die Permutation be-
zeichnet, die iy, ...,i auf ji,..., jx abbildet.
Wenn die ji, ..., jir nicht paarweise verschieden sind, ist o;; = 0. O

Folgerung 4.2.6. Wenn n < k, ist 0 die einzige k—Form auf V.

4.3 Determinanten

Satz 4.3.1. Sei by,...,b, eine Basis von V und § € K. Dann gibt es genau
eine n—Form p mit p(by,...,b,) = 5.

Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus [£:2.5] Fiir die Existenz definieren wir
w als die Multilinearform, die auf den Basiselementen die richtigen Werte hat,
fiir die also

,u(b.,.(l), ey bT(n)) = sign(ﬂ')ﬂ
fir alle 7: {1,...,n} — {1,...,n} (siche [2.6.1)).

Betrachte fiir ein festgehaltenes 7 € S,, die Multilinearform

l/(xla s 7$n) = /’L(xﬂ(l)v o ';xﬂ(n))'

Auf den Basiselementen nimmt v die gleichen Werte an wie sign (), weil

V(br(l)a ) bT(n)) = :U’(b'r(ﬂ'(l))a R bT(Tr(n)))
sign(rm)s

sign(7) sign(7)8

= sign(m)pw(br(1ys - -5 br(n))

Es folgt, dafs
IU’(ITF(I)7 s 7:177T(1'L)) = Sign(ﬂ')ﬂ(xlv s 727”).

Wenn K nicht die Charakteristik 2 hat, wissen wir jetzt, dafl p alternierend ist
und sind fertig. Im allgemeinen Fall schliefit man so: Wir miissen zeigen, dafl p
Null wird, wenn zwei Argumente gleich sind. Um die Notation zu vereinfachen,
nehmen wir an, daf es sich um die ersten beiden Argumente handelt. Es ist also
zu zeigen, daf fiir alle a die (n —2)-Form p(a, a, z3, . ..) auf den Basiselementen
verschwindet. Das heifit, daf fiir alle i3, ...,4, € {1,...,n}

wla,a,biy, ..., b; ) = pla,a,...)=0.
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Fiir a = &1b1 + - - - + £,b,, Technet man:
wla,a,...)= Z{?u(bi, biy...)

+ > &L (nbisby, ) + plby. b))
i<J
=0.
Denn p(b;, b;,...) = 0 und p(b;, by, ...) = —u(b;, bs, .. .). O

Folgerung 4.3.2. Sei V n—dimensional und p eine nicht—triviale n—Form auf
V. Dann ist jede andere n—Form ein Vielfaches von u.

Beweis. Sei by, ...,b, eine Basis. Weil p nicht Null ist, ist 5 = (b1, ..., b,) von

Null verschieden. Sei u’ eine andere n—Form und S’ = p/(by,...,b,). Dann ist
!

W= O
B

Sei e1,...,e, die kanonische Basis des K™ und po die n—Form, fiir die

to(e1,...,e,) = 1. Wir nennen pug die Standard n—Form des K.

Die Determinante einer n—n—Matrix A ist
det(A) = po(ay, ..., an),
wobei a1, ..., a, die Spalten von A sind. Anders ausgedriickt:

Definition. Die Determinante det(A) ist eine alternierende Form in den Spal-
ten von A, festgelegt durch det(I) = 1.

Man schreibt auch |A| fiir die Determinante von A.

Lemma 4.3.3. Wenn A = (a;j)i j=1..n, st

(4.1) det(A) = Y sign(m) Haﬂ(m.

TES,

Beweis. Die Formel, nur eine explizite Version von [£.2.5]fiir k¥ = n, wird einfach
nachgerechnet: (Dabei lauft 7 iiber alle Abbildungen {1,...,n} — {1,...,n}

58



und 7 iiber alle Permutationen.)
det(A) = Mo (Z Ai1€5, ..., Z Oémei)
i i

= Z /'Lo(a‘r(l)le'r(l)v cee 7aT(n)neT(n))
= Z(H aT(j),j)MO(eT(l)v s 7e'r(n))
T j=1
= Z sign(7) H Qr(5).
T j=1
= Z sign(m) H Qr(j).
j=1

TES,

Wir rechnen einige Beispiele aus. Fiir n = 1,2, 3 haben wir:

det(a) = a
ai b
= a1bs — agd
as b2 102 291
ap b o
a9 b2 Co| = a1b203 —+ agbgcl + a3b102 - a2b103 — albgcg — a3b201

a3 bz c3

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatriz ist das Produkt ihrer Diagonal-
elemente,

A1

0 )\2 *

. . . :Al)‘Z)\n
0 0 ... X\

wie man mit Hilfe von (4.1)) leicht sieht. Insbesondere gilt fiir die Elementarma-
trizen:

det(E}) = A
det(E}) =1

Eine Variante davon ist die folgenden Formel. Sei A eine m—m—-Matrix, B eine
m-n—-Matrix und C eine n—n-Matrix. Dann ist

A B
0o C

=l o)
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Das ist mit Gleichung auf Seite |58[ leicht nachzurechnen. Man sieht, dafl
man sich auf 7 € S,,4, beschrinken kann, die {1,...,m} (und daher auch
{m+1,...,m+ n}) invariant lassen. Weiterhin ist klar, daf die Signatur einer
solchen Permutation das Produkt der Signaturen ihrer Einschrinkungen auf
{1,...,m}und {m+1,...,m+n} ist.

Satz 4.3.4.
1. det(AB) = det(A) det(B)

2. Die Determinante von A ist genau dann 0, wenn A singuldr ist.

Beweis.
Wenn by, ...,b, die Spalten von B sind, ist (fiir festes A)

w(bi, ... by) = det(Aby --- Ab,) = det(AB)

eine n—Form auf K™ (siehe[4.2.2]). Weil p(eq, ..., e,) = det(A), ist u das det(A4)-
fache der Standardform:

p(br,. .. by) = det(A) - po(br, . .., by) = det(A) det(B).

Wenn A regulir ist, ist det(A) - det(A™1) = 1. det(A) kann also nicht Null
sein. Wenn A singulér ist, sind die Spalten von A linear abhingig und det(A)
ist Null nach 211 O

Die Determinante ist ein Homomorphismus
det : Gl,,(K) — K°.
Der Kern dieser Abbildung ist die spezielle lineare Gruppe
SL,(K) ={A e M, (K) | det(4) = 1}.

Bemerkung. Sl,(K) wird erzeugt von den Elementarmatrizen E;\]

Beweis. Der Beweis von [3.2.3] zeigt, daf man jede reguldre Matrix mit Hilfe
von Zeilenoperationen Zf‘i, in eine Diagonalmatrix (mit gleicher Determinante)
umformen kann. Es geniigt also zu zeigen, daf sich jede Diagonalmatrix D aus
Sl,, (K) mit Hilfe der Z2, in die Einheitsmatrix umformen 1&8t. Wir kénnen die

i’

Diagonalelemente von D sukzessive durch 1 ersetzen, wenn uns die Umformung

a 0 . 1 0
0 b 0 ab
gelingt. Aber das geht so:

a 0\ zi4* [(a 0\ 2z (1 b—ab\ 2z (1 b—ab\ Zz:;* (1 0
0 b 1 b 1 b 0 ab 0 ab
O
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Definition. Die Transponierte einer m—n-Matriz A = (o)
Matriz

1..m st die n-m-—
"

i=
j=1...

AT = (Oé”)leln

Lom

Die Spalten von AT sind also die Zeilen von A. Man rechnet leicht nach, daf
(AB)T =BTA".

Die beiden Produkte AB und BT AT werden gleich ausgerechnet. Die Resultate
werden nur anders indiziert. Wenn a1, ..., a; die Zeilen von A sind und by, ..., b,
die Spalten von B (allen von der Linge m), ist in symbolischer Schreibweise

aj
AB = : (b1 bn)
aj
und daher
bT
1
(AB)" = : [(a] ---a])=BTA".
bT
Satz 4.3.5.

1. det(AT) = det(A)

2. det ist eine alternierende Multilinearform der Zeilen von A.
Beweis. Weil [} iz = [1j=1 ax-1(5, ist

det(AT) = Z sign(7) Hai,w(i)
i=1

TES,
n
= Z sign(ﬂ) H Oéﬂ.—l(j),j
TES, j=1
n
= Z sign(7) H Qr(5).
TES, J=1
= det(A)

Es folgt, daf det(A) eine alternierende Multilinearform der Spalten von AT, und
damit der Zeilen von A, ist. O
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4.4 Der Laplacesche Entwicklungssatz

Satz 4.4.1 (Die Cramersche Regel). Sei Ax =b ein quadratisches Gleichungs-
system, aq,...,a, die Spalten von A. Wenn A requlir ist, errechnet sich der
Losungsvektor x1,...,x, als

- det(ay -+~ aj_1baji1 -+ ay)
T det(A)

Beweis. Die Gleichung Az = b bedeutet x1a1 + - -+ 4+ zpa, = b. Dann ist

det(a1 cee aj,lbajJrl s an)

=det(a;- - Y x;a; - ayn)
i

:indet(a1-~-ai-~-an)

::L’jdet(al a]an)
=Ty det(A)

Notation
Fiir eine n—n-Matrix A und zwei Indizes ¢ und j bezeichnen wir mit A;; die
Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und die j—te Spalte streicht.

Satz 4.4.2 (Entwicklungssatz von Laplace).
Sei A = (wj)i=1..n eine n-n—-Matriz und jo ein Spaltenindex. Dann ist
j=1...n

n

det(A) = Z(*l)wrjoo‘ijo det(Aijo)'

i=1
Die Determinante wird hier nach der jo—ten Spalte entwickelt.

Beweis. Wir schreiben
det(A) = }al C Gy

)

wobei die a; die Spalten von A sind. Weil a;, = ), avjj €, ist
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Wenn wir in der Matrix (a1 R ~-an) die jo—te Spalte nach vorn schieben
und die i—te Zeile nach oben, erhalten wir eine Matrix der Form

1 *
0 Aij,)’

Die verwendeten Permutationen (1---j9) und (1---4) haben die Signaturen
(—1)%=1 und (—1)"~1. Also ist (wegen [4.3.5)

1 *

A — (_1)i+j0|Ai4

]al ey "an\ = (_1)(i—1)+(j0—1) ol

ijo

Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Definiere die Adjunkte adj(A) = (7i;) einer n-n-Matrix A durch
vij = (1) det(Aj:).

Sei ¢; die j—te Zeile von adj(A). Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt
dann fiir alle Spaltenvektoren b

Cjb = |(11 ce aj,lbajﬂ s an| .

Also ist
det(A j =1
cas — 4 % (4), (=1
0, (J #1)
Das ergibt
Satz 4.4.3. adj(4) A=det(A)1 O

Wenn A regulér ist, ist also

-1 _ adj(A)
det(A)

Die Cramersche Regel folgt hieraus. Denn, wenn Az = b, ist z = A~'b. Das

heifst
c;b  det(ar---b---ay)

YT et(A) det(A)

Weil das Linksinverse von A auch Rechtsinverses ist, ist fiir reguldre A auch
A adj(A) = det(A) I. Diese Gleichung gilt beliebige A:

Bemerkung. A adj(A) =det(A) I

Beweis. Man iiberlegt zuerst, da adj(A4)" = adj(A"). Dann folgt
Aadj(A) = (adj(A)TAT) " = (adj(AT) AT) " = (det(AT)T)" =det(A) T
O
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4.5 Geometrische Interpretation

Orientierung

Wie in Abschnitt [£.3] bezeichnen wir mit p die Standard n—Form des R™.
Definition. Eine Basis B des R™ heifit positiv orientiert, wenn po(B) > 0.

Wenn wir eine Basis B stetig in eine Basis B iiberfithren, dndert sich die
Orientierung nicht. Wenn namlich fiir eine stetige Funktion

B:[0,1] — {Basen}

B(0) = By und B(1) = By, ist uo(B(t)) ist eine stetige Funktion von ¢, die
nirgends Null wird. Also haben 1o(289) und 1o(B81) dasselbe Vorzeichen.

Wenn V ein beliebiger n—dimensionaler R—Vektorraum ist, definiert jede nicht—
triviale n—Form p eine Orientierung von V durch die Mafkgabe

B positiv orientiert <= u(*B) > 0.

Eine andere nicht—triviale n—Form, p/ = Au, definiert dieselbe Orientierung,
wenn A > 0 und die entgegengesetzte Orientierung, wenn A < 0. V' hat also
genau zwei Orientierungen.

Volumen

Fiir Vektoren ay,...,a, des R™ sei vol(as,...,a,) das in der Analysis (oder fiir
n =1,2,3 in der Schulgeometrie) definierte Volumen des Parallelepipeds

PE(al,,an):{)\lalJr+)\nan|0§)\1§1,70§)\n§1}

Satz 4.5.1. vol(as,...,a,) = | po(as,...,a,)|

Beweis. Sei

Vol(al,...,an):{ vol(ay,...,a,) wenn ug(ay,...,a,) >0

—vol(ay,...,a,) wenn pg(ay,...,a,) <0

das orientierte Volumen von PE(ay, ..., a,). Wenn man der geometrischen An-
schauung vertraut, sieht man leicht, daft Vol eine alternierend Multilinearform
ist: Wenn aq,...,a, linear abhingig sind, ist PE(aq,...,a,) zu einer “Fliche”
entartet und hat Volumen 0. Um zu sehen, dak Vol(aq,...,a,) linear in (zum
Beispiel) ay ist, schreiben wir

Vol(ay,...,a,) = d(a1) Vol(aa, ..., a,),
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wobei d(a;) der mit dem richtigen Vorzeichen versehene Abstand von a; zur

Fldche (as,...,a,) ist. d(x) ist klarerweise linear. Weil Vol(e;....,e,) = 1, ist
Vol = pyg. O
Endomorphismen

Die Determinante det(¢) eines Endomorphismus ¢ von V definiert man als die
Determinante einer Matrixdarstellung A von ¢. Wenn man die Basis wechselt,
hat die neue Matrix die Form B~'AB und man hat

det(B~*AB) = det(B) ! det(A) det(B) = det(A).

Die Definition von det(¢) héngt also nicht von der Wahl der Basis ab. Die
Invarianz der Definition wird klarer, wenn wir eine andere Definition verwenden.
Sei 4 eine Volumenform auf V. Dann ist die n-Form u® ein Vielfaches von .
Der Faktor ist von der Wahl von p unabhéngig und heifft die Determinante von

¢:

Definition. Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum. Eine Volumenform ist
eine nicht-triviale n—Form auf V.

Definition. det(¢) ist definiert durc/ﬂ

p? = det(¢)p.

Dabei ist ju eine beliebige Volumenform auf V.

Es gilt also
w(p(ar), ..., dlan)) = det(P)u(as, ..., an)

flir alle n-Formen g und alle a1,...,a, € V. Wenn V = R", ist das Volumen
des Bildes ¢(P) eines Parallelepipeds das det(¢)-fache des Volumens von P.

Das néchste Lemma sagt, daf beide Definition von det(¢) iibereinstimmen.
Lemma 4.5.2. Im K" ist det(f4) = det(A)

Beweis. Die Bilder der kanonischen Basisvektoren unter f, sind die Spalten von
A. Also ist fiir die Standardvolumenform g

det(A) = po(faler), ..., falen)) = det(fa)noler, ..., en) = det(fa).

Wir erhalten einen neuen Beweis von Satz [4.3.4

5Wenn V 0-dimensional ist, ist zwar ¢ = 0, man setzt aber det(¢) = 1.
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Satz 4.5.3. det(¢ o)) = det() det(v))

Beweis. Weil

p(ar, . an) = p(o(W(ar)), - - d((an)))
¢

ist
o = (u®)" = det(¥)u® = det(v) det(¢)p.
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Kapitel 5

Endomorphismen

V sei in diesem Kapitel ein n—dimensionaler K-Vektorraum und ¢ ein Endo-
morphismus von V.

Wenn man eine Basis festlegt, wird ¢ durch eine n—n—Matrix A beschrieben.
Eine Invariante eines Endomorphismus ¢ berechnet sich aus A, héngt aber nur
von ¢ ab und nicht von der Wahl der Basis.

5.1 Diagonalisierbare Endomorphismen

Matrizen der Form

AL O 0
0 Ao 0
(5.1) )
0 0 An

heiflen Diagonalmatrizen.

Definition. ¢ heifit diagonalisierbar, wenn ¢ bei geeigneter Basiswahl durch
eine Diagonalmatriz dargestellt wird.

Wenn ¢ beziiglich der Basis by, ..., b, durch (5.1) dargestellt wird, ist
B(bi) = \ib;

fir # = 1,...,n. Die b; sind also Eigenvektoren von ¢ im Sinn der folgenden
Definition.
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Definition. Fin von Null verschiedener Vektor v heifit Eigenvektor, wenn ¢(v)
Vielfaches von v ist, wenn also

o(v) = v

fiir ein A € K. Der Faktor \ heifit Eigenwert von ¢.

0 ist genau dann Eigenwert, wenn ¢ singuldr ist. Wenn A\ Eigenwert von ¢ ist,
ist A + p Eigenwert von ¢ + pid und Ay Eigenwert von pep.

Das néchste Lemma ist klar.

Lemma 5.1.1. ¢ ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Ei-
genvektoren hat. O

Eigenvektoren und Eigenwerte einer quadratischen Matrix A sind die Eigenvek-
toren und Eigenwerte von f4.

Beispiel

Die Eigenwerte einer oberen Dreiecksmatrix

Al x .. %
0 )\2 *
A=| . . . .
0 0 ... X\,

sind Aq,...,\,.

A ist ndmlich genau dann Eigenwert von A, wenn
AMl-A

singulédr ist. Eine obere Dreiecksmatrix ist genau dann singuldr, wenn eine
Null in der Diagonalen steht. Die Diagonalelemente von AI — A sind aber
A=A, A= A

Definition.
Vi={veV]ao() =}

heifst der Eigenraum von .

V), ist ein Unterraum, der von ¢ in sich abgebildet wird, ein sogenannter ¢—
invarianter Unterraum. Vj ist der Kern von ¢. Wenn A kein Eigenwert ist, ist
Vi =0.
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Lemma 5.1.2. Wenn Ay, ..., A\ paarweise verschieden sind, sind die V; linear
unabhdngig. Das heifst, daf$ eine Summe vy +- - -+ v, mit v; € Vy, nur Null sein
kann, wenn alle v; Null sind.

Beweis. Durch Induktion iiber k. Der Fall £k = 1 ist klar. Aus dem Bestehen
der Gleichung vy + - - - + v, = 0, erhalten wir durch Anwendung von ¢ einerseits
und durch Multiplikation mit Ay andererseits die beiden Gleichungen

Avr + e+ Apm1Vk—1 M = 0
AVl e+ ApUk_1 + vy = 0
Wir subtrahieren und erhalten
M =Avr + 0+ (M1 = Ao = 0
Induktion ergibt (A\; — Ag)v; = 0 und daher v; =0 fir s = 1,...,k — 1. Es folgt
auch v, = 0. O
Seien Aq, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von ¢. Das letzte Lemma besagt,

dafs die Summe E der Eigenrdume V), ..., V), ist direkt ist: Das heifst, daf sich
jedes Element von E eindeutig als Summe vy 4+ --- 4+ v, (v; € V),) schreiben
lakt. Es folgt

(5.2) dim E =) _dimV},

i=1

Satz 5.1.3. ¢ ist genau dann diagonalisierbar, wenn V Summe von Figenrdu-
men 1st.

Beweis. Wihle in jedem V), eine Basis bt ..., bil Das letzte Lemma bedeutet,
daf die Familie

B = (by,...,b5,)
linear unabhéngig ist. Die Voraussetzung hat also zur Folge, dal 25 eine Basis
von V ist, eine Basis aus Eigenvektoren. O

Folgerung 5.1.4. ¢ hat hochstens n Eigenwerte. Wenn ¢ n Eigenwerte hat, ist
¢ diagonalisierbar.

Beweis. Nach (5.2)) ist
e <dimF <n.

Es folgt e < n. Und dim E = n, wenn e = n. O

Der Eigenraum V) einer Diagonalmatrix (Seite wird aufgespannt von
den kanonischen Basisvektoren e;, fiir die \; = A. Die Dimension von V) ist
also die Vielfachheit des Vorkommens von A in der Diagonalen der Matrix.
Die Dimensionen der Eigenrdume bilden ein System von Invarianten, das die
Diagonalmatrix bis auf eine Permutation der Diagonalen (d.h. eine Permutation
der Basis) eindeutig festlegt.

69



5.2 Das charakteristische Polynom

Sei K ein Korper.

Definition. Der Polynomring K |[z] ist eine assoziative, kommutative K —Algebra
mit Finselement 1 und einem ausgezeichneten FElement x, in dem sich jedes Ele-
ment (“Polynom”) eindeutig in der Form

p=anz" +an_12" 1+ ... +agl

schreiben ldjst.

Die angegebene Bedingung bedeutet, daf die Folge 1,z,22,... eine Basis von
K|[x] bildet. Wenn man « € K mit a1 identifiziert, wird K zu einer Unteralgebra
von K|z].

Man kann K|z] folgendermafien konstruieren. Sei A ein unendlichdimensionaler
K—Vektorraum mit Basis mg.my, ... (zum Beispiel KM vl S. Mit Lemma
[2.6.1] macht man A zu einer K—Algebra, indem man das Produkt von Basisele-
menten definiert durch
mimj = miﬂ».

Wie im Beweis von sieht man, daf A assoziativ und kommutativ ist mit mg
als Einselement, weil die Multiplikation auf den Basiselementen (offensichtlich)
diese Eigenschaften hat. Man identifiziert nun o € K mit amg und setzt x =
my. Dann ist = m; und A hat die Eigenschaften des Polynomrings. Man
sieht leicht, dafl K[z] durch die angegebenen Eigenschaften bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt ist.

Der Grad des Polynoms p = a,x" + a,_12"" ' + ... + ag ist n, wenn a,, # 0.
Das Polynom 0 hat den Grad —oo. Man iiberlegt sich leicht, daf

deg(pq) = deg(p) + deg(q) und
deg(p + ¢q) < max(deg(p), deg(q))-

p heilit normiert, wenn a,, = 1, und konstant, wenn deg(p) < 0.

Sei A eine assoziative K—Algebra mit Einselement 1 und a ein Element von A.
Dann ist die lineare Abbildung

p+— pla) = apa”™ + an_1a" 1+ .+ apl
ein Homomorphismus von K[z] nach A, der sogenannte Finsetzungshomomor-

phismus. Das heifst, daf
(pg)(a) = p(a)q(a)

fiir alle p,q € KJz]. Das folgt daraus, daf die bilineare Abbildung (p,q) —
(pq)(a) — p(a)q(a) auf der Basis 1,z,22%, ... und daher auf ganz K [x] verschwin-
det.
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Wenn A der Korper K selbst ist, ist der Einsetzungshomomorphismus das wohl-
bekannte Einsetzen eines Kérperelements a in Polynome. Man nennt a Nullstelle
von p, wenn p(a) = 0. Wir haben aber jetzt auch die Moglichkeit Matrizen aus
A =M, (K) und Endomorphismen aus A = End(V') in Polynome einzusetzen.

K[z] ist ein Integrititsbereich. Das ist ein kommutativer Ring mit 1 # 0, der
nullteilerfrei ist: rs = 0 = r = Ooder s = 0. Ein Integritdtsbereich R ldft sich
immer in einen Korper @), seinen Quotientenkérper einbetten. Man definiert auf
der Menge aller Paare (r,s), (r,s € R,s # 0) eine Aquivalenzrelation durch
(rys) ~ (1',8") & rs’ = sr' und setzt

Q={%|rseRs#0},

wobei £ die Aquivalenzklasse von (r, s) bezeichnet. Mit den Operationen

r ' rs s’

- S = und
s s ss
! !
rr T
s s ss’

r

wird @ zu einem Korper. Wenn man r mit § identifiziert, erhilt man R als
Unterring. Der Quotientenkérper von K|z] ist der rationale Funktionenkérper

Aus der Gleichung (4.1)) auf Seite [58| folgt sofort:

Lemma 5.2.1. Sei A(z) eine Matriz aus Polynomen, dann ist det(A(zx)) ein
Polynom. O

Definition. Das charakteristische Polynom P 4 einer quadratischen Matriz A
18t
P4 = det(aI — A).
Das charakteristische Polynom einer 2-2-Matrix A = (a;;) ist zum Beispiel
Py = (z —an)(z — az) — azra1z = 2 — (a11 + az2)z + (a11a22 — az1a12).

Auf Seite (9] haben wir die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ausge-
rechnet. Daraus folgt, dat das charakteristische Polynom von

Al ox L. %
0 )\2 *
0 0 ... A,

das Produkt
PA:(x—)\l)-~-(x—)\n)
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ist. Wir sagen, dak P4 in Linearfaktoren zerfdllt.

Wenn A und B dhnlich sind, sind auch 2I — A und zI — B &hnlich. Ahnliche
Matrizen haben also das gleiche charakteristische Polynom (vgl. S. Man
kann daher das charakteristische Polynom Py(x) eines Endomorphismus durch
das charakteristische Polynom einer zugehorigen Matrix definieren. Py(z) ist
eine Invariante von ¢.

Lemma 5.2.2. Sei ¢ Endomorphismus eines n—dimensionalen Vektorraums.
1. Py(z) ist ein normiertes Polynom vom Grad n.

2. Die Figenwerte von ¢ sind die Nullstellen von Py(z).
Beweis. Fir A = (oy;) folgt aus (4.1)) (Seite [58)

n
(5.3) Pa(z) = H(x — aj;) + Polynome vom Grad < n — 2
j=1

Daraus ergibt sich die erste Behauptung. X ist genau dann Eigenwert von A,
wenn \I— A singulér ist, das heifit, wenn det(A\I—A) = 0. Die zweite Behauptung
folgt jetzt sofort aus

(5.4) PA()\) = det(\I — A).

Wenn man in die letzte Gleichung 0 einsetzt ergibt sich p4(0) = det(—A) =
(—=1)" det(A). Wir finden also im charakteristischen Polynom

Py=2a"+ 12" 1 4. 4 ag
die Determinante von ¢ wieder als

det(qb) = (—1)”@0.

Aus (5.3) entnimmt man, daf a, 1 = —>_7_; a;;. Man nennt die Summe der
Diagonalelemente die Spur Tr(A) von A. Die Spur ist wie das ganze charakte-
ristische Polynom eine Invariante von ¢. Wir notieren

Tr(p) = —apn—1.

Dafs dhnliche Matrizen dieselbe Spur haben, sieht man auch so: Die Gleichung
Tr(AB) = Tr(BA)
ist leicht nachzurechnen. Fiir regulédre B folgt dann

Tr(B'AB) = Tr(BB™'A) = Tr(A).
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Satz 5.2.3. ¢ ldfst sich genau dann bei geeigneter Basiswahl durch eine obere
Dreiecksmatriz darstellen, wenn Py in Linearfaktoren zerfallt.

Dafs das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix in Linearfakto-
ren zerfillt, wissen wir schon. Fiir die Umkehrung brauchen wir einen Hilfssatz:

Lemma 5.2.4. Sei U ein ¢—invarianter Unterraum von V. Durch

p(v+U)=9¢(w)+U

wird ein Endomorphismus von V/U definiert. Fir die charakteristischen Poly-
nome gilt
P¢ = P¢[U Pg

Beweis. Zuerst miissen wir zeigen, dak ¢ wohldefiniert ist: Sei v + U = v’ + U.
Dann ist v—v’ € U und folglich ¢(v) —p(v') = p(v—2") € U. Also ist ¢(v)+U =
¢(v") + U. Die Linearitdt von ¢ folgt einfach aus der Linearitit von ¢.

Wir wahlen eine Basis by, ...,b,, von U und setzen sie zu einer Basis by, ..., b,
von V fort. ¢ wird jetzt von einer Matrix der Form

(@ ¢)

dargestellt. Die m—m-Matrix A ist dabei die Matrix von ¢ [ U und C die Matrix
von ¢ bezogen auf die Basis b,,+1 + U,...,b, + U von V/U. Die Behauptung
folgt jetzt aus Gleichung (4.2) auf Seite O

Wir zeigen Satz [5.2.3] durch Induktion iiber n = dim V. Sei
Py=(z—A) - (z— ).
Fiir n = 0 (und n = 1) ist nichts zu zeigen. Nehmen wir also an, daf n > 0.

Dann ist A\; Eigenwert von ¢ mit Eigenvektor b;. Wir wenden das Lemma auf
U = Kb, an und erhalten

Weil K[z] ein Integritétsbereich istﬂ kénnen wir schliefen, daff

Nach Induktionsannahme finden wir eine Basis by + U, ..., b, +U von V/U, fir
die ¢ die obere Dreiecksmatrix C' hat. Bezogen auf die Basis by, ..., b, hat dann

¢ die Matrix
A B
o C/)°

LAus ab = ac folgt a(b—c) =0 und b — ¢ = 0, wenn a # 0.
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O

Der Beweis konstruiert eine obere Dreiecksmatrix, in deren Diagonale A1, ..., A,
stehen.

Satz 5.2.5 (Hamilton). Jeder Endomorphismus ist Nullstelle seines charakte-
ristischen Polynoms:

Py(¢) = 0.

Gemeint ist das Folgende: Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und ¢
ein Endomorphismus. Dann bildet der Einsetzungshomomorphismus Kx| —
End(V), der « auf ¢ abbildet, das Polynom Py auf 0 ab. Man rechnet zum
Beispiel leicht nach, da fiir jede 2-2-Matrix A = (o)

(A — 0511:[) (A — 0522:[) — 04210412]: =0.

Beweis. EI Wir zeigen zuerst einen Hilfssatz:

Sei V' ein Modul tiber einem kommutativen Ring R, by, ...,b, eine Folge von
Elementen von V und A eine n—n—Matriz mit Koeffizienten in R. Wenn

b 0

werden alle b; von der Determinante von A annulliert.

Beweis: Satz driickt eine Identitét aus, die auch in allen kommutativen
Ringen giiltig sein mufs. Es ist also

bl bl 0 0

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Sei nun
R={p(¢)|pe Klz]}

die von ¢ erzeugte Unteralgebra von End(V'). V ist natiirlich ein R—Modul. Sei
b1,...,b, eine Basis von V und A die dazugehorige Matrix fiir ¢. Das bedeutet

b1 by

2Ich danke C. Schétz fiir den Hinweis auf einen Fehler in einer friiheren Fassung des Be-
weises.

74



oder

b1 0
(eT—AT) [ ] = |
by, 0
Der Hilfssatz impliziert

det(¢pT — A)b; = det((¢T— A) ") b; =0

firi=1,...,n. Also ist pa(¢) = det(¢ I — A) der Nullendomorphismus. O

Wenn Py in Linearfaktoren zerféllﬂ folgt der Satz von Hamilton wie im Beweis
von durch Induktion: Sei U von einem Eigenvektor von \; aufgespannt
und ¢ der auf V/U induzierte Endomorphismus. Nach Induktionsvoraussetzung
ist ¢ Nullstelle seines charakteristischen Polynoms. Das heiftt, daff das Bild von

n

[Te—»)

=2

in U liegt. Weil U im Kern von ¢ — Ay liegt, ist (¢ — A1) [Tis(é — A;) der
Nullendomorphismus.

3Weil sich jeder Kérper in einen algebraisch abgeschlossenen Koérper einbetten lift, ist
diese Voraussetzung harmlos. Vergleiche @
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5.3 Zerlegung in Hauptriaume

Sei V ein Vektorraum und A € K. In diesem Abschnitt werden wir fur den
Endomorphismus A - idy einfach A schreiben.

Definition. Der Hauptraum V) von X ist die Menge aller Vektoren, die von
einer Potenz von ¢ — X auf Null abgebildet werden.

VY ist als Vereinigung der aufsteigenden Folge
0 = Ker(1) C Ker(¢ — \) C Ker(¢ — \)? C ...
ein Unterraum von V. V{ ist invariant unter ¢, weil aus (¢ — \)"z = 0 folgt,

daf (¢ — )™z = (¢ — \)™z = ¢ 0 = 0.

Wenn z € V{\0 und m minimal mit (¢—X)™x = 0, ist (¢ — )™ ' ein Element
von V) \ 0. Also ist V{ = 0, wenn V) = 0.

Beispiel
Sei A1,..., A, eine Folge von Korperelementen. Wir nehmen an, daf die ersten
k Zahlen gleich A\g sind und Agy1,..., A, verschieden von Ag. Dann wird der zu

Ao gehorende Hauptraum der Matrix

)\1 * . *
0 )\2 N *
A= . . . .
0 0 ... X
von ey ...,ex aufgespannt. Das 14t sich folgendermafien einsehen:

A—X\p bildet alle Vektoren aus (ey, . .., e;) modulo (e, ...,e;_1) auf ihr (A\;—Xg)—
faches ab. Daraus folgt, daf genau die Elemente von (eq, ..., ex) von einer Potenz
von A — Ay auf 0 abgebildet werden.

In diesem Beispiel ist die Dimension von V)(O gleich k. k ist die Vz’elfachhez'tﬁ der
Nullstelle Ag von P4 = (z — Xo)*(z — Apy1) ... (. — Ap)-

Lemma 5.3.1. Die Dimension von V) ist die Vielfachheit* von X in Py. Auf
VY laft sich ¢ durch eine obere Dreiecksmatric

Aok o %
0 N - %

darstellen, in deren Diagonale \ steht.
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Beweis. Wenn k die Vielfachheit von X in Py ist, ist Py = (z — X\)*q(z), mit
g(A) # 0. Man zeigt wie im Beweis von Satz die Existenz eines ¢-
invarianten Unterraums U der Dimension k, auf dem ¢ durch eine Dreiecks-
matrix der behaupteten Form dargestellt werden kann. U ist ein Unterraum
von V. Wenn U ein echter Unterraum von Vy wére, gébe es ein v € V{ \ U mit
(¢ —A)v € U. Dann wére also A ein Eigenwert des induzierten Endomorphismus
¢ : V/U — V/JU. Das ist nicht moglich, weil ¢ das charakteristische Polynom
von ¢ ist. O

Das folgende Lemma ist eine Verschirfung von [5.1.

Lemma 5.3.2. Die Hauptrdume von ¢ sind unabhdngig.

Beweis. Sei ein Korperelement A festgehalten. Wéhrend jedes x € V{ von einer
Potenz von ¢ — A auf Null abgebildet wird, operieren fiir p # A die ¢ — g und
damit auch alle Potenzen als Automorphismus von VY. Sonst hétte némlich
¢ — p einen nicht-trivialen Kern in V{; mit anderen Worten: V), enthielte ein
nicht-triviales Element von VY. Das geht aber nicht, weil ¢ — A auf V, als
Automorphismus (némlich als © — \) operiert.

Seien nun Aq, ..., A, paarweise verschieden und
v+ -+ 0. =0

mit v; € V), wihlen wir fiir jedes i # 1 eine Potenz ¢; von ¢ — \;, die v; auf Null
abbildet. Das Produkt ¢ = ¢24q3 . .. q, annulliert alle v, ..., v, und operiert als
Automorphismus auf Vy . Es folgt also qu; = 0 und daraus v; = 0. O

Aus den letzten beiden Lemmas folgt:

Folgerung 5.3.3. Wenn P, in Linearfaktoren zerfillt, ist V die direkte Summe
der Hauptriume von ¢.

Wenn V' direkte Summe von ¢—invarianten Unterrdumen Vi, ..., V. ist, kann
man Basen B; der V; zu einer Basis 8 von V' zusammenfassen. Wenn die ¢ [ V;
beziiglich der B; durch die Matrizen A; dargestellt werden, wird ¢ beziiglich B
durch die Blockmatriz

A 0 0
0 A 0
A= )
0 0 A

dargestellt.

Die néchste Folgerung wird im néchsten Abschnitt wesentlich verbessert zum
Satz von der Jordanschen Normalform (5.4.5]).

4Siehe Seite
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Folgerung 5.3.4. Wenn
po(x) = [ J(@ =)™,

(die \; paarweise verschieden), kann ¢ beziglich einer geeigneten Basis durch
eine Blockmatriz dargestellt werden, deren Bldocke n;-n;—Matrizen der Form

)‘i * *

0 N - %
(5.5) A, =

0 0 - N\
sind.

Beweis. Das charakteristische Polynom der Einschrénkung ¢; von ¢ auf V} ist
(x —A\)™. Bei geeigneter Wahl einer Basis wird (nach[5.2.3]) ¢; von einer oberen
Dreiecksmatrix dargestellt, in deren Diagonale A; steht. O

Exkurs: Nullstellen von Polynomen

Lemma 5.3.5. X ist genau dann Nullstelle von p(x), wenn x — X ein Teiler von
p(x) ist.

Beweis. Sei A ein Nullstelle von p. Wir zeigen durch Induktion iiber den Grad
von p, dafs x — A ein Teiler von p ist. Wenn p = 0, ist die Behauptung klar. Wenn
p nicht Null ist, ist der Grad n von p = anz™ +an_12" ' +...+agl mindestens
1. Dann ist A auch Nullstelle von

n

qg=p—ap(x—\)".

Weil der Grad von ¢ kleiner als n ist, wird ¢, und damit auch p, von z — A
geteilt. O

Ein alternativer Beweis geht so:
2\ = (37 _ )\)(xn—l +x7L—2>\ N )\n—l)
wird von z — X geteilt, also auch p(z) — p(\) = p(x).

Es folgt sofort, dafs ein Polynom vom Grad n héchstens n verschiedene Nullstel-
len haben kann. Daraus ergibt ein neuer Beweis der Tatsache, dafs ¢ hochstens

n Eigenwerte hat ((5.1.4]).

Folgerung 5.3.6. Jedes p(x) # 0 lqft sich (bis auf die Reihenfolge) eindeutig
zerlegen als

(= A1) - (2 = An)po(2),
wobei po keine Nullstellen hat.
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Beweis. Nur die Eindeutigkeit ist noch zu zeigen: Sei

(= A1) (@ = AL )pp(x)

eine andere Zerlegung von p. Wir kénnen annehmen, daf n > 0. Weil \; eine
Nullstelle von p ist, muf eins der A, gleich A\; sein, sagen wir A} = A\;. Dann ist

(@ = A2) -+ (= An)po(x) = (2 = X3) - (& — Ay )po (2),
und die Eindeutigkeit folgt per Induktion. O

Definition. Die Vielfachheit der Nullstelle \ von p ist die Anzahl der Faktoren
der Form (x — X\) in der obigen Zerlegung von p.

Man {iberlegt sich leicht, dafs die Vielfachheit von A\ das grofite k ist, sodaf
(x — \)* das Polynom p teilt.

Ein Korper heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom
eine Nullstelle besitzt. Der Kérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch ab-
geschlossen. Jeder Korper 1afst sich in einen algebraisch abgeschlossenen Korper
einbetten.

Folgerung 5.3.7. In einem algebraisch abgeschlossenen Kérper zerfdllt jedes
normierte Polynom in Linearfaktoren.

5.4 Die Jordansche Normalform

Wir wollen die Matrixdarstellung (5.5) (Seite eines Endomorphismus auf
seinen Hauptraumen weiter vereinfachen. Dazu nehmen wir an, dafs V' selbst
ein Hauptraum von ¢ ist. Weiter kénnen wir annehmen, daft V' Hauptraum zum
Eigenwert 0 ist. Sonst ersetzen wir ¢ durch ¢ — A, wenn A der Eigenwert von ¢
ist.

¢ ist dann nilpotent im Sinne der folgenden Definition:

Definition. Eine Endomorphismus ¢ heifit nilpotent, wenn

6™ =0

fiir ein gentigend grofies m. Eine quadratische Matriz A heifit nilpotent, wenn
fa milpotent ist.

Das néchste Lemma ist uns im wesentlichen schon bekannt.

Lemma 5.4.1. Sei ¢ Endomorphismus eines n—dimensionalen Vektorraums V.
Dann sind dquivalent:

a) Jedes x € V wird durch eine geniigend grofie Potenz von ¢ annulliert.
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b) ¢ ist nilpotent
c) " =0
d) Py(z) =2

e) Bei geeigneter Basiswahl lafst sich ¢ durch eine obere Dreiecksmatriz darstel-
len, in deren Diagonale nur Nullen stehen.

Bewets.
Fiir die Aquivalenz von @), |E[) und |c)) genligt es zu zeigen, dafs

@: Es ist leicht zu sehen, daf fiir beliebige Endomorphismen ¢ und

Ker(¢) C Ker(t) o ¢) = ¢~ (Ker(4).

Daraus folgt, daR die Kerne der Potenzen ¢' eine aufsteigende Folge bilden.
Also gibt es ein m < n mit Ker¢™ = Ker ¢™T! oder, anders ausgedriickt,
Ker¢™ = ¢~ (Ker¢™). ¢ | Ker¢™ ist also reguldr. Aus @) folgt jetzt, daf
Ker¢™ = V. Also ist ¢ = 0 und daher auch ¢" = 0.

Die Aquivalenz von E[) und |e)) folgt sofort aus Folgerung und der Formel
fiir das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix (Seite .

E[): Sei by, ..., b, eine Basis beziiglich der ¢ durch eine obere Dreiecksmatrix
dargestellt wird, in deren Diagonale nur Nullen stehen. Dann ist

(56) ¢<b1,,bl> C <b1,...,bi_1>

(siehe das Beispiel auf Seite. Daraus folgt ¢" (b1, ..., b,) = 0. Es sei bemerkt,
daf [d) =) auch direkt aus dem Satz von Hamilton (5.2.5) folgt.

@H@: Wenn wir schon wissen, dafs das charakteristische Polynom von ¢ in Line-
arfaktoren zerfallt (zum Beispiel, weil K algebraisch abgeschlossen ist), folgt die
Behauptung sofort aus Folgerung Weil@ bedeutet, daft V' ein Hauptraum
von 0 ist. Wenn wir das nicht voraussetzen, miissen wir den Beweis von Satz

[£.2.3] wiederholen:

Sei ¢ nilpotent. Wir wollen eine Basis konstruieren die erfiillt. Wenn n =
0, ist nichts zu zeigen. Nehmen wir an, daf n > 0 und die Behauptung fiir
Dimension n — 1 gilt. Dann gibt es ein b; # 0 mit ¢(by) = 0. Sei ¢ der von ¢
induzierte Endomorphismus von V/(b;). Dann ist ¢ wieder nilpotent und wir
finden nach Annahme eine Basis by + (b1),...,b, + (b1) von V/(by), die (5.6)
fiir ¢ erfiillt. by, ..., b, ist dann wie gewiinscht. O

Die Eigenschaft [d) und Lemma implizieren, daf (¢ — \)™z = 0 fiir alle
x € V{, wenn m die Vielfachheit von A in P ist. Also ist

Vy =Ker(¢ — \)™.
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Lemma 5.4.2. Sei ¢ nilpotent und v € V. Sei k die kleinste natiirliche Zahl,
fiir die ¢*(v) = 0. Dann ist die Folge

0,¢' (v),6*(v),..., 0" 1 (v)

Basis eines ¢—invarianten Unterraums U von V.
Man nennt U den von v erzeugten zyklischen Unterraum (der Ordnung k).

Beweis. Dalk U ¢—invariant ist, ist klar. Wir zeigen die lineare Unabhéngigkeit
durch Induktion iiber k. Fir k = 0 ist nichts zu zeigen (U = 0). Fir & > 0
nehmen wir an, dafs

agv + arp(v) + - - ak,g(bk_Q(v) + ak,lqbk_l(v) =0.
Wir multiplizieren mit ¢ und erhalten
(V) + a1 (v) + - - - 20" (v) = 0.
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf ¢(v) an und erhalten
ay=q1 =---=aqp_o=0.
Daraus folgt auch ay_1 = 0, weil ¢*~1(v) # 0. O

Auf U wird ¢ bezliglich der im Lemma angegeben Basis (in umgekehrter Rei-
henfolge) durch die k—k—Matrix

01 0 0
0 0 0
(5.7) =1 : :

dargestellt, in der in der Nebendiagonalen Einsen stehen, und sonst Nullen. Man
beachte, daf J§ = 0.

Satz 5.4.3. Sei ¢ ein nilpotenter Endomorphismus von V. Dann ist V direkte
Summe von zyklischen Unterrdumen.

Beweis. Die Riume U® = Ker(¢) N Im(¢?) bilden eine absteigende Folge

Ker(¢) =U’DU'D>...0U" =0

von ¢-invarianten Unterrdumen. Wir wéhlen eine Basis b7, ..., by, von U n=l,
Dann erweitern wir diese Basis um b7, .. b1 zu einer Basis von U2
und fahren so fort. Schlieflich erhalten wir eine Basis (b}), (i = 1,...,n; j =

1

yeeey

m;) von Ker(¢), sodaf jeweils (b? i< 5 < mi/) eine Basis von U ist.
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Dann wahlen wir zu jedem b; einen Vektor v§ mit qi)i’l(v;-) = b; Jedes dieser
Uj erzeugt einen zyklischen Unterraum V]l der Ordnung i. Wir werden zeigen,
daft V die direkte Summe der Vj ist.

Die Vf erzeugen V: Sei v € V und m minimal mit ¢™v = 0. Wir zeigen durch

Induktion iiber m, daff v im Erzeugnis W der VJZ liegt. Fiir m = 0 ist nichts zu
zeigen. Wenn m > 0, liegt ¢™ 1v in U™~ 1. W ist so konstruiert, dak U™~! in
¢™ (W) liegt. Also gibt es ein w € W mit

¢m—1w _ ¢m—1v'

Dann ist aber ¢™~!(v—w) = 0 und nach Induktionsvoraussetzung ist v—w € W.
Es folgt v € W.

Die V/ sind unabhéngig: Nehmen wir an, es gibe Elemente w} € V}, nicht alle

Null, deren Summe verschwindet. Wir multiplizieren die w; mit einer geeigneten
Potenz ¢™, so dafs alle gbmw;- im Kern von ¢ liegen, aber nicht alle gleich Null
sind. Dann ist auch die Summe der quw; Null. Das ist unméglich, weil jetzt

(bmw; € V]Z NKer(¢) = Kb;
und die Kb} unabhingig sind. O

Folgerung 5.4.4. Ein nilpotenter Endomorphismus ¢ lafit sich beziiglich einer
geeigneten Basis durch eine aus Matrizen J& zusammengesetzte Blockmatriz be-
schreiben. O

Beispiel Betrachte den durch die Blockmatrix

B0 0 0
0 JZ 0 0
0 0 Ji o
0 0 0 J

gegeben Endomorphismus ¢ des K. Die im Beweis von angegebene Kon-
struktion wird im folgenden Bild veranschaulicht.

Kerg? =V | vf=es

Ker ¢? d(v3) =ey | ¥ =e5
Ker ¢ b} =e; bi =e4 vl =b} =eq, vz =by =e7
Im d)z Im ¢ Im ¢O =V
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In einem zyklischen Raum der Ordnung k hat Ker(¢) N Im(¢?) die Dimension
1, wenn ¢ < k, und sonst die Dimension 0. Wenn daher J’g in der Blockmatrix
von ¢ genau pF-mal vorkommt, ist

¥ = dim(Ker(¢) N Im(¢* 1)) — dim(Ker(¢) N Im(¢*)).

Die zu ¢ gehorende Blockmatrix ist also bis auf eine Permutation der Blocke
eindeutig bestimm

Daraus ergibt sich die Eindeutigkeitsaussage des néchsten Satzes.

Satz 5.4.5 (Jordansche Normalform). Fin Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums, dessen charakteristisches Polynom in Linearfakto-
ren zerfdllt, 1afit sich beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Blockmatriz
beschreiben, die sich aus Jordanmatrizen J’/{ zusammengesetzt. Dabei ist

A1 0 -~ 0

o x1 -~ 0

00 x -+ 0
=l

o0 o0 --- 1

00 0 - A

Diese sogenannte Jordanform ist bis auf die Reihenfolge der Jordanblicke ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Aus[B.3.3und .44 O

Eine andere Formulierung des Satzes ist: Jede quadratische Matriz A, deren
charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt, ist einer Matrixz J in Jor-
danform dhnlich. J ist bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig durch
A bestimmd.

5Im Beweis von ist m; = pt.

83



Kapitel 6

Dualitat

6.1 Der Dualraum

Definition. Der Dualraum V* eines K—Vektorraums V ist der Vektorraum
aller Linearformen A\ :V — K.

In fritherer Notation ist also V* = L(V, K).

Lineare Abbildungen A : K™ — K werden beschrieben durch Zeilenvektoren

A= (al...an) € Ml,n-

Identifiziert man K™ mit dem Raum M, ; der n—dimensionalen Spaltenvektoren

&
z=| :
&n
operiert A als Matrizenmultiplikation:
&
Ma)=a1&i + -+ anbp =(ar1...ap) |
&n
Sei B = (b1,...,b,) eine Basis von V. Die Koordinatenfunktionale
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Xi(&1by + -+ &abn) =&

bilden dann eine Basis von V*. Denn, dafs A beziiglich B = (by,...,b,) durch
die Zeile (aq - - - av,) beschrieben wird:

/\(flbl +- fnbn) = 04151 R O‘ngnv

driickt sich aus als
A=a1A1 4+ F an,.

Anders gesagt:

Definition. Sei by,...,b, eine Basis von V. Die Linearformen Ay, ..., \,, de-
finiert durch
Ai(bj) = bij,

bilden die duale Basis von V*.

Nehmen wir an, dafs die Spalten bq,...,b, der Matrix B eine Basis des K"
bilden (das heiftt, dafl B regulir ist.) Die Zeilen \q, ..., A\, der Matrix A bilden
genau dann die duale Basis, wenn AB = 1.

Die duale Basis zur kanonischen Basis eq,...,e, des K" sind die Einheitszeilen
T T
€1 ,..-,€,

Folgerung 6.1.1. Wenn V endlichdimensional ist, hat V* die gleiche Dimen-
sion wie V. O

V und V* sind also isomorph. Ein Isomorphismus f lafst sich zum Beispiel
dadurch angeben, dafs man die Elemente einer Basis by, ..., b, auf die Elemente
A1, ..., Ay der dualen Basis abbildet. f hangt allerdings von der Wahl der Basis
bi,...,b, ab. Man sagt, dalt V und V* nicht kanonisch isomorph sind.

Sei nun V beliebig (nicht notwendig endlichdimensional). Jedes Element z von
V definiert vermoge A — A(z) eine lineare Abbildung ®(z) von V* nach K.

Q:V >V

ist die kanonische Abbildung von V nach V**.

Lemma 6.1.2. Die kanonische Abbildung ® : V — V** ist injektiv und linear.

Wenn V endlichdimensional ist, sind also V' und V** kanonisch isomorph.
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Beweis. ® ist linear, weil
D(z+y)A = Az +y) = A(z) + Ay) = 2(2)A + (Y)A = ((2) + (y))A
und

D(ax)\ = Max) = al(z) = a(P(x)A) = (aP(x))A

Wenn z ungleich Null ist, gibt es eine Linearform A mit ®(z)\ = A(x) # 0. Also
ist ®(x) # 0 und P ist injektiv. O

Lemma 6.1.3. Wechselt man eine Basis von V' mittels der Matriz B, so wech-
seln die dualen Basen von V* mit (BT)~1.

Beweis. by,...,b, und b}, ..., seien zwei Basen von V, deren Ubergang von
der Matrix B vermittelt wird. Der Ubergang der dualen Basen (Aq, ..., A,) und
(AN, ..., L) sei vermittelt durch X.

Dafs A1,..., A\, dual zu by,...,b, ist, schreiben wir als
A1
E (bl"'bn):I'
An

Wir haben dann

A M
AL An
Also ist X = (BT)™L. O

6.2 Duale Abbildungen

Eine lineare Abbildung f : V' — W induziert vermoge f*(A\) = Ao f eine lineare
Abbildung
ffowr=vr
die zu f duale Abbildung.
Lemma 6.2.1. Dualisieren ist ein kontravarianter, linearer Funktor: Es gilt
a) (idy)* = idy~
b) Wenn f:U =V und g: V — W linear sind, ist (go f)* = f* o g*.
c) Wenn f und g lineare Abbildungen von V nach W sind, ist (f+g)* = f*+g*

86



d) Fir alle o € K ist (af)* = af*.

Auflerdem ist der Funktor treu:
ff=0=f7=0.
Fiir endlichdimensionale Vektorrdume ist der Funktor voll: Fiir jedes g : W* —

V* gibt esein f:V =W mit f*=g.

Beweis. Die ersten vier Behauptungen ergeben sich aus einfachen Rechnungen.
Fiir [d) und[d)) verwenden wir Lemma

2)

(ldv)*()\) =Mlo idv == idvx (/\)

(go f)*(N) =Aogof=g"Nof=[f(g"(N)=(f"og")(N)

rex

(f+g N =Xo(f+g)=Aof+rog=f"N+ ()= +g)N)

[
(@f)*(A) = Ao (af) =aAe f) =af*(A) = (af")(A)

Wenn f* =0 und z € V, ist fiir alle A € W*

Es folgt f(x) =0. Also ist f =0, wenn f* = 0.

Die lineare Abbildung
x: L(V,W) = L(W*, V")

ist injektiv. Wenn V' und W endlichdimensional sind, haben beide Rdume die
Dimension dim(V) - dim(W) und * muf auch surjektiv seinE|

O

Identifiziert man wie oben die Elemente von K™ und K™ mit Spaltenvektoren
und die Elemente der Dualrdume mit Zeilenvektoren, so wird fiir eine m-n—
Matrix A die Abbildung f = fa : K™ — K™ gegeben durch

fixz— Az

1Man sieht leicht, daff es geniigt, anzunehmen, daf W endlichdimensional ist.
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und f* durch
fFi A= AA

weil

(AM)x = \(Ax).

Daraus ergibt sich:

Satz 6.2.2. V und W seien endlichdimensional und f : V. — W linear. Wenn
f beziiglich der Basen B und € durch die Matriz A gegeben ist, ist f* beziiglich
der dualen Basen durch die Transponierte AT gegeben. O

Man kann den letzten Satz auch so beweisen: Die dualen Basen seien 8* und
¢*, als Spalten geschrieben:
B*B=1 und =1
Und f* sei durch X gegeben (vgl. (2.1), Seite [27):
£ = x T3
Dann folgt

XT=X"8B*B = f*(¢")B = ¢*f(B) = €*CA = A.

Folgerung 6.2.3. Fir Endomorphismen von endlichdimensionalen Vektorrdu-
men gilt det(¢*) = det(¢).

Beweis. Satz [4.3.5 O

Lemma 6.2.4. Der Dualraum einer direkten Summe lGft sich auf natirliche
Weise mit der direkten Summe der Dualrdume identifizieren:

VieVy) =V aV;.
Das Duale der Einbettung Vi — Vi @ Vs ist die Projektion Vi* @V, — V.
Das Duale der Projektion Vi @ Vo — Vi ist die Einbettung Vi* — Vi* @ V5.
Beweis. Die erste Behauptung ist klar, weil eine lineare Abbildung A : V1 &V, —
K bestimmt ist durch die beiden Einschrankungen A; = A | V;. Die Abbildung
A=A DN

ist der gewiinschte Isomorphismus.
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Ein anderer Beweis ergibt sich aus den funktoriellen Eigenschaften von . Ein
Isomorphismus von W mit Vi @ V5 ist gegeben durch zwei Projektionen m; :
W — V; und Einbettungen ¢; : V; — W, die den Bedingungen

;€ — ldV (Z = 1, 2)

i

€171 + €9y = ldW

Wenn man dualisiert, ergibt sich

em =idy- (i=1,2)

?

* % * % .
mi€] + ey = idyy+

und W* ist isomorph zu Vi* @ V5 vermdge der Projektionen €] : W* — V;* und
der Einbettungen 7} : V;* — W*. O

Folgerung 6.2.5. Sei f : V — W linear. Dann gilt:
1. f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist.
2. f ist genau dann surjektiv, wenn f* injektiv ist.

3. Wenn W endlichdimensional ist, haben f und f* den gleichen Rang.

Beweis. Zuerst bemerken wir, daft f* ein Isomorphismus ist, wenn f eine Iso-
morphismus ist. Wenn némlich ¢ ein Inverses von f ist, ist ¢* ein Inverses von

fr.

Sei X ein Komplement von ker(f) in ¥V und Y ein Komplement von Im(f) in
W. Weil f einen Isomorphismus zwischen X und Im(f) induziert, erhalten wir
f als die Komposition:

ker(f)@ X - X - Im(f) > Im(f) @Y

und f* als
Im(f)*®Y* - Im(f)" = X* = ker(f)" & X7,

wobei der mittlere Pfeil wieder ein Isomorphismus ist. Also ist
f injektiv < ker(f) =0 < ker(f)* = 0 < f* surjektiv
und

fsurjektive Y =0 Y* =0« f* injektiv.

Die letzte Behauptung folgt aus weil der Rang von f die Dimension von
X ist und der Rang von f* die Dimension von X* ist.
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Eine Matrix A hat also immer den gleichen Rang wie ihre Transponierte AT.
Weil der Rang von AT die Maximalzahl linear unabhéingiger Zeilen von A ist,
&5t sich unser Ergebnis formulieren als

Spaltenrang = Zeilenrang.

Einen Alternativbeweis liefert Folgerung Wenn fiir reguldre B und B’ das
Produkt B’AB die Gestalt (3.4) auf Seite [50| hat, ist

Rang(A) = Rang(B'AB) = Rang(B'AB)T = Rang(BTATB'") = Rang(AT).

6.3 Duale Paare

V und W seien endlichdimensionale K—Vektorraume und

(,): VWK

bilinear.
Sei B = (by,...,by) eine Basis von V und € = (cy,...,¢,) eine Basis von W.
Wie in Lemma sieht man, dafs (, ) durch die m-n-Matrix

B = (bi,Cj)

eindeutig bestimmt ist: Wenn wir die Koordinaten von v und w als Spaltenvek-
toren x und y schreiben, ergibt sich (in duferst gewagter Notation):

(v,w) = (z" B, ¢y) =2 (BT, &)y =2"By.

Die auf K™ x K™ bezliglich der kanonischen Basen durch B gegebene Biline-
arform bezeichnen wir mit (, )p. Fakt man die Elemente von K™ und K™ als
Spaltenvektoren auf, ist

(z,y)p =2 ' By

Lemma 6.3.1. Wenn man mit der Matriz D von B zur Basis B’ wechselt
(siehe Abschnitt [3.3) und mit E von € zur Basis €', wird (, ) beziiglich der
neuen Basen durch

B'=D'"BE

beschrieben.

Beweis.

(B, ¢)=((BD)T,¢E)=(D"B",¢E)=D"(B',¢)E =D BE
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Der Rang der darstellenden Matrix von (, ) héngt also von der Basiswahl nicht
ab. Man nennt ihn den Rang von (, ).

Definition. Das Tripel V,W,(, ) heifst duales Paar, wenn

dim(V') = dim(W) = Rang von (, ).

Wenn V, W ein duales Paar bilden, dann auch W, V. Dabei muft man natiirlich
von (, ) zur Bilinearform (y,x)" = (x,y) iibergehen.

Setzt man fiir endlichdimensionales WV = W* und (A, z) = A(x), bilden
V und W ein duales Paar. Das néchste Lemma zeigt, dafs jedes duale Paar so
aussieht.

Lemma 6.3.2. Bilineare Abbildungen (, ) :V x W — K und lineare Abbil-
dungen ® : V. — W* entsprechen einander vermage

(6.1) ®(v)(w) = (v,w)

Wenn W endlichdimensional ist, bilden V und W genau dann ein duales Paar,
wenn ® ein Isomorphismus ist.

Beweis. Es ist klar, daf§ eine Bijektion zwischen allen Abbildungen (, ) :
V x W — K und allen Abbildungen ® : V — {\ | A\ : W — K} definiert. Daf
(, ) im zweiten Argument linear ist, bedeutet, daf alle ®(v) in W* liegen. ( , )
ist genau dann linear im ersten Argument, wenn & linear ist.

Zum Beweis des zweiten Teils der Behauptung, konnen wir annehmen, dafs V' =
K™ W=K"und (, )=(, )p. Dann ist

(v,w) =v"Bw = (BTv) w.

Die Linearform ®(v) wird also durch die Zeile (BTv) " dargestellt. Daraus folgt,
daR @ : K™ — K™ = (K™)* die Matrix BT hat.

® ist genau dann ein Isomorphismus, wenn n = m und BT (das heikt B) regulir
ist. Das war zu zeigen. O

Folgerung 6.3.3. V und W seien endlichdimensional und (, ): V xW — K
bilinear. Dann bilden V und W genau dann ein duales Paar, wenn (, ) nicht—
ausgeartet ist. Das heifit, daf fir alle v und w

V' (v,w') =0 = v=0
V' (W, w) =0 = w=0

Beweis. Die erste Bedingung bedeutet, daf ® injektiv ist, die zweite, daf die
duale Abbildung ¥ : W — V*, definiert durch ¥(w)(v) = (v,w), injektiv
ist. Wenn (V,W) ein duales Paar ist, sind ® und ¥ Isomorphismen. Wenn
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umgekehrt ® und ¥ injektiv sind, folgt dim(V) < dim(W*) = dim(W) und
dim(W) < dim(V*) = dim(V). Also ist dim(V) = dim(W) und ® ist als injek-
tive lineare Abbildung zwischen zwei Rdumen gleicher endlicher Dimension ein
Isomorphismus.

Mit Spalten und Matrizen kann man auch so argumentieren: Die Bilinearform
sei durch B gegeben. Sei v eine Spalte. Dann gilt Vo’ v Bw’ = 0 genau dann,
wenn v' B = 0. Die erste Bedingung bedeutet also

vIB=0 = v=0
und die zweite Bedingung
Bw=0 = w=0.

Anders ausgedriickt: Zeilen und Spalten von B sind jeweils linear unabhéngig.
Das ist genau dann der Fall, wenn B quadratisch und regulér ist. O

Sei nun V und W ein duales Paar. Mit Hilfe des Isomorphismus & lassen sich
die Begriffsbildungen der Abschnitte [6.1] und iibertragen:

Wir nennen zwei Basen B = (by,...,b,) und € = (¢1,...,¢,) von Vund W
dual, wenn

(bi,cj) = 0i5.
Wenn € vorgegeben ist und (Aq,..., ;) die zu € duale Basis von W*, gewinnt

man B durch b; = ®~1()\;). Man sieht leicht, daff ein duales Basenpaar nur
existieren kann, wenn V und W ein duales Paar bilden.

Sei nun f ein Endomorphismus von W. Dann {ibertragt sich f* zu einem En-
domorphismus f! von V durch

ft:<I>_1of*o<I>,

Man nennt f* den zu f adjungierte Endomorphismus. Wie in wird f? bzgl.
der dualen Basis durch die transponierte Matrix dargestellt.

Lemma 6.3.4. f! ist bestimmt durch die Giiltigkeit der Gleichung

(f"(v),w) = (v, f(w)).
Beweis. Die angegebene Bedingung ist nichts anderes als die Ubertragung der
Formel f*(A)(w) = A(f(w)). Die genaue Rechnung ist

(f'(v),w) = (@71 @ (v),w) = (f*(v))(w) = 2(v)(f(w)) = (v, f(w)).
O

Fiir Endomorphismen f von V definiert man f* analog durch Vertauschen von
Rechts und Links. Man hat dann

=7
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Wenn man in Matrizen denkt, bedeutet das nichts anderes als (AT)T = A. Man
kann das aber auch matrizenfrei ausrechnen:

(f"(v),w) = (v, f'(w)) = (f(v), w).

Definition. Fir ein duales Paar V,W und einen Unterraum U von V definie-
ren wir den zu U orthogonalen Unterraum

Ut ={weW|VueU (u,w) =0}
Lemma 6.3.5.
1. (UHt=U

2. Mit der Bilinearform
[v+ U, w] = (v,w)

wird V/U, U+ zu einem dualen Paar. Es folgt dim U + dim(U~+) = dim V.

Beweis.

1)): Es ist klar, dal U in (U~)* enthalten ist. Wenn v nicht zu U gehort, gibt es
eine Linearform, die auf U verschwindet und auf v den Wert 1 annimmt. (Wahle
eine Linearform auf V/U, die auf v + U den Wert 1 annimmt und komponiere
sie mit der Projektion V' — V/U.) Dann gibt es auch ein w € W mit (U,w) =0
und (v,w) = 1. w gehdrt also UL und daher v nicht zu (U+)*.

: Wenn v und v’ zur gleichen Nebenklasse von U gehéren, ist fiir alle w € U+
(U/v w) = (’U,’U]) + (U/ - va) = (Uv UJ)

[,]:V/UxU* — K ist also wohldefiniert. Wir zeigen, daf [, ] nicht ausgeartet
ist. Wenn [v" + U,w] = 0 fiir alle v/ € V, ist sofort klar, daff w = 0. Wenn
[v+U,w'] =0 fiir alle w’ € U+, gehért v zu (UH)+ =U. Alsoist v+U =0. O
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Kapitel 7

Symmetrische Bilinearformen

7.1 Bilinearformen

Wir betrachten Bilinearformen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum:

(,):VxV oK

Die Bilinearform ( , ) heifst reguldr oder nicht ausgeartet, wenn sie (V,V) zu
einem dualen Paar macht.

Wenn ( , ) regulér ist, hat (wie in[6.3.4]) jeder Endomorphismus f einen adjun-
gierten Endomorphismus f¢, der gegeben ist durch

(7.1) (f(w),v) = (u, f(v)).

Definition. FEin Automorphismus von (V,(, )) ist ein Automorphismus [ von
V', der mit (, ) vertraglich ist, fiir den also

(f(u), f(v)) = (u,v)
fir alle u,v € V.

Lemma 7.1.1. Sei ( , ) eine reguldre Bilinearform auf V. Dann ist f genau
dann ein Automorphismus von (V,(, )), wenn

ffof=idy.

Beweis. (f(u), f(v)) = (f{(f(u)),v) = (u,v) fiir alle u,v € V bedeutet fio f =
idy. O
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Bilinearformen auf K™ werden (wie auf Seite gegeben durch quadratische
Matrizen B als

(z,y)p = ' By.

(z,y)p ist genau dann reguldr, wenn B regulir ist.

Wenn f = fa, hat f! die Matrix BT 'ATBT, weil

(BT 'ATBT2)TBy =«  BAB~'By = 2" BAy.

Wir nennen
(@, =x"y
die Standardbilinearform auf K™. Die Standardbilinearform ist reguldr. Sie

stimmt auf R™ mit dem Skalarprodukt (Abschnitt iiberein. Fiir die Stan-
dardbilinearform auf K™ ist

(fa)' = far.

Lemma 7.1.2. Sei ( , ) eine regulire Bilinearform auf V. Dann hat jede
Bilinearform [, | auf V die Gestalt

[, 0] = (u, f(v))

fiir einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f.

Beweis. Die Behauptung gilt fiir beliebige duale Paare (, ) : V x W — K. Sei
[, ]:V xW — K bilinear und ® : W — V* definiert durch ®(w)v = (v, w)
und ¥ : W — V* durch ¥(w)v = [v,w]. Weil ( , ) reguldr ist, ist ® ein
Isomorphismus ([6.3.2)). Dann ist

[v,w] = ¥(w)v = POV (w)(v) = (v, 2 T (w)).
Man setzt also f = ® 1o W, O

7.2 Symmetrische Bilinearformen

Im Folgenden sei K ein Korper, der nicht die Charakteristik 2 hat und V ein
K—Vektorraum.

Definition. Eine Bilinearform (, ) : V xV — K heifst symmetrisch, wenn
(v,w) = (w,v) fir alle v,w € V.

Die Standardbilinearform des K™ ist symmetrisch.

(, )B ist genau dann symmetrisch, wenn 3; ; = 3;, fiir alle 4, 5. Oder, anders
ausgedriickt, wenn
B" =B.
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Quadratische Matrizen mit dieser Eigenschaft heiffen symmetrisch.

Lemma 7.2.1. Sei (, ) eine symmetrische requlire Bilinearform auf V und f
ein Endomorphismus. Dann ist die Bilinearform (u, f(v)) genau dann symme-
trisch, wenn f = ft.

Beweis. Die gespiegelte Bilinearform [u,v] = (v, f(u)) gehort zu f*, weil

(v, f(w) = (F*(v),u) = (u, f'(v)).

Endomorphismen f mit f! = f heiflen selbstadjungi@rtﬂ.

Sei (, ) eine symmetrische Bilinearform auf V. Die Funktion ¢ : V — K|
definiert durch

q(u) = (u,u),

nennt man die zu (, ) gehorende quadratische Form. ( , ) 1akt sich durch ¢
ausdriicken:

alu+v) —glu—v)

(7.2) (u,v) = 1

Das folgt leicht aus der "binomischen" Formel

q(u £ v) = q(u) £ 2(u,v) + q(v).

Folgerung 7.2.2. FEine symmetrische Bilinearform ist durch ihre quadratische
Form eindeutig bestimmt. O

Satz 7.2.3. Symmetrische Bilinearformen auf endlichdimensionalen Vektorriu-
men lassen sich bei geeigneter Basiswahl durch Diagonalmatrizen darstellen.

Eine andere Formulierung ist: Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit ei-
ner symmetrischen Bilinearform hat eine Orthogonalbasis. Das ist eine Basis
ai,.-..,a,, deren Elemente paarweise orthogonal sind:

(ai,a;) =0, wenn 4 # j.

1Ob f selbstadjungiert ist, hangt natiirlich von (, ) ab.
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Beweis. Sein die Dimension von V. Wenn ¢(v) = 0 fiir alle v € V, verschwindet
die Bilinearform und jede Basis ist orthogonal. Wenn nicht, finden wir einen
Vektor b; mit g(by) # 0. Sei

Vlz{’UGVl(U,bl):O}

der Kern der Linearform v — (v,b1). V4 hat die Dimension n — 1 (wegen [3.1.3).
WEeil by nicht zu V; gehort, ist V = Kb @V;. Wenn wir so fortfahren, erhalten wir
eine orthogonale Basis bs, ..., b, von Vi. by, ba, ..., b, ist dann eine orthogonale
Basis von V. [

Folgerung 7.2.4. Wenn in K jedes Element Quadrat ist (wie zum Beispiel in
C), dann wird bei geeigneter Basiswahl jede symmetrische Bilinearform durch

eine Matrixz der Form
1

dargestellt.

Die Zahl der vorkommenden Einsen ist der Rang der Bilinearform und also von
der Wahl der Basis unabhingig.

Beweis. Sei by, ...,b, eine Basis, fiir die die Bilinearform Diagonalgestalt hat.
Wir setzen dann .
. wenn ¢(b;) # 0
Ci = q(b:)
b; sonst

Wenn wir die ¢; noch so umsortieren, daf zuerst die Vektoren kommen, fiir die
der erste Fall eintritt, haben wir die gewiinschte Basis. O

Folgerung 7.2.5. Uber R lifit sich jede symmetrische Bilinearform bei geeig-
neter Basiswahl immer durch eine Diagonalmatrix

1

0

darstellen, in deren Diagonalen nur 1, —1 und 0 vorkommen.
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Beweis. Wir setzen jetzt

b wenn ¢(b;) > 0
q(b;)
C; = bz
wenn ¢(b;) <0
—q(b:)
b; sonst

Sei p die Zahl der vorkommenden Einsen, g die Zahl der Minuseinsen, und r die
Zahl der Nullen, die in der Diagonalen dieser Matrix vorkommen.

Satz 7.2.6 (Sylvester). p, ¢ und r sind von der Wahl der diagonalisierenden
Basis unabhdngig.

Man nennt p — g die Signatur der Bilinearform. Weil p + ¢ der Rang der Biline-
arform ist, ist der Satz von Sylvester dquivalent zur Invarianz der Signatur.

Beweis. Wir brauchen ein Definition:

Definition. Fine symmetrische Bilinearform ( , ) heifft positiv semidefinit,
wenn q(x) = (x,x) niemals negativ wird. Wenn sogar q(x) fir alle von 0 ver-
schiedenen x positiv ist, heifit (, ) positiv definit. Analog definiert man negativ
(semi)definit. Symmetrische Bilinearformen, die nicht semidefinit sind, nennt
man indefinit.

Fiir eine Diagonalmatrix B ist ( , )p genau dann positiv (semi)definit, wenn
alle Diagonalelemente von B positiv (nicht-negativ) sind.

Sei nun ( , ) beziiglich der Basis b1, ...,b, durch die Matrix dargestellt.
Dann ist p die grofte Dimension eines Unterraums von V, auf dem (, ) positiv
definit ist. Denn einerseits ist ( , ) positiv definit auf dem p-dimensionalen
Raum (b1, ...,b,). Wenn andererseits ( , ) positiv definit auf U ist, kann die
Dimension von U nicht grofer als p sein. Denn sonst hétte U nicht—trivialen
Durchschnitt mit (byy1, ..., b,), was nicht sein kann, weil dieser Raum negativ
semidefinit ist. O

7.3 Euklidische Raume

Definition. Eine euklidische Bilinearform ist eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum. Ein euklidi-
scher Raum ist ein reeller Vektorraum mit einer euklidischen Bilinearform.
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Das in [I.4] definierte Standardskalarprodukt auf dem R™ ist euklidisch. Eine
euklidische Bilinearform ist immer regulér. Das folgt aus wegen

V' (v,w') =0 = (v,v) =0 =v=0.

Aus folgt:
Satz 7.3.1. Jeder euklidische Vektorraum hat eine Orthonormalbasis. Das ist
eine Basis by, ..., by, die zu sich selbst dual ist, fir die also

O

Es folgt, daf jeder euklidische Vektorraum V zu einem R™ mit dem Standards-
kalarprodukt isomorph ist.

Ausgehend von einer Basis aq,...,a, von V ikt sich mit dem Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis by, ..., b, konstruieren:
Wir setzen by = —— und fiir i = 2,...,1n
llax ||
(74) b; = a; — (ai, bl)bl — ... (ai, bifl)b¢,1
und
b
(7.5) by = i
167

Wie in [1.4]ist dabei ||a|| die Norm oder Linge 1/ (a,a) von a .

Man sieht durch Induktion sofort, dafs fiir alle ¢
<b1,...,bi> = <a1,.. .,ai>.

Die b; bilden also eine Basis. Daf die b; die Lénge 1 haben, folgt aus (7.5)). Die
Orthogonalitit induktiv aus (7.4): Wenn j < ¢ ist

(bgybj) = (ai7bj) — (ai,bl)(bl,bj) A (ai7bj)(bj,bj) A (a‘iabi—l)(bi—l,bj)
= (ai, b;) — (ai, b;)|[bjl| = 0.

Lemma 7.3.2. Sei by, ..., b, eine Orthonormalbasis. Dann ist fiir alle a € V
a=(a,b1)by + ...+ (a,b,)b,.
Beweis. Die Diskussion des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens zeigt,

daR alle b; senkrecht auf ¥’ = a — (a,b1)by — ... — (a, b, )b, stehen. b’ muk also
Null sein. Einen alternativen Beweis erhilt man durch den Ansatz

a=a1b; + -+ ayby,.
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Man multipliziert mit b; und erhélt
(a,b;) = (b1, bj) + - + an(by, bj) = a;(bj, b;) = a;
O

Lemma 7.3.3. Sei U ein Unterraum des euklidischen Raums V. Dann ist V'
direkte Summe von U und dem orthogonalen Komplement

Ut ={weV|YueU (u,w) = 0}.

Beweis. Sei vy ein beliebiger Vektor aus V. Weil (, ) auf U regulér ist, gibt es
ein eindeutig bestimmtes ug € U mit

(’Uo, U) = (UJOa u)

fiir alle u € U. Es folgt (vg—up, u) = 0 fiir alle w € U. Das heifst vg—ug € ut. O

Das Lemma folgt auch leicht aus dem Schmidtschen Verfahren. Wir wahlen

eine Basis aq,...,a,, deren erste m Elemente U aufspannen. Wenn wir zu
bi,...,b, orthonormalisieren, wird U von by, ... b, und UL von by,.1,...,b,
aufgespannt.

Eine weitere Beweisalternative ist die Verwendung der Gleichung?|
dimU + dim(U*) = dim V'
aus Lemma Weil U+ NU = 0, folgt daraus die Behauptung.

Sei f ein Endomorphismus von V. Wir erinnern an die Definition (7.1) (Seite
des adjungierten Endomorphismus f*.

Lemma 7.3.4. Sei f ein Endomorphismus von V, der bezogen auf die Ortho-
normalbasis B durch die Matrix A dargestellt wird. Dann wird der adjungierte
Endomorphismus f durch die transponierte Matriz AT dargestellt.

Beweis. Das folgt aus der Bemerkung vor Lemma [6.3.4] oder direkt aus [6.2.2]
Wir kénnen auch Satz [7.3.1] verwenden und die hinter Lemma [7.1.1] gemachte
Bemerkung, nach der die Behauptung fiir den R™ mit dem Standardskalarpro-
dukt gilt.

Wir geben noch einmal einen direkten Beweis. Sei 8 eine Orthonormalbasis, f
und f? beziiglich dieser Basis dargestellt durch A und A’. Nehmen wir an, daf
die beiden Vektoren uw und v in dieser Basis die Koeffizientenvektoren x und y
habenP] Dann ist

(u, f(v)) = =" Ay.

2Eigentlich brauchen wir nur die Ungleichung U + dim(U+) > dimV, die fiir beliebige
bilineare Abbildungen (, ):V X U — K richtig ist.
3Das heifit u = Bz und v = By
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und

(ff(u),v) = (Ax)Ty=aT A"y

Aus 2T ATy = 27 Ay fiir alle Spalten z,y folgt A’ = AT. O

Automorphismen eines euklidischen Vektorraums heifen orthogonale Abbildun-
gen.

Lemma 7.3.5. Sei f ein Endomorphismus des euklidischen Vektorraums V,
der beziiglich einer Orthonormalbasis by, ..., by, durch die Matriz A dargestellt
wird. Dann sind dquivalent:

a) f ist orthogonal.

b) flof=idy.

c) ATA=1

d) f(b1),..., f(by) ist eine Orthonormalbasis.

Beweis. Die Aquivalenz von E[), und |c) folgt aus und besagt,

dafs die Spalten von A orthonormal sind. |c| und@) sind also auch dquivalent. [

Fiir die Aquivalenz von @) und @) gebe ich noch einen eigenen Beweis: f ist
genau dann ein Automorphismus, wenn die Bilinearform

(”U,’”U)f = (f(u)v f(U))
mit (z,y) ﬁbereinstimm Beziiglich by, ..., b, hat aber (, )/ die Matrix

(£ (ba), f(b;))-

Also ist f genau dann orthogonal, wenn (f(b;), f(b;)) = 6;;. Wir iiberlegen uns
noch, dafs eine orthonormale Familie (¢;) immer linear unabhéngig ist:

OZZ&CZ- = 0= (Z&%Cj) =&

Folgerung 7.3.6. Orthogonale Abbildungen haben die Determinante 1 oder -1.

4Wenn (, ) =(, ), ist f injektiv, weil
WF 0= (u,u) £ 0= (Fu), f(w) # 0 = f(u) #0.
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Beweis. Aus und folgt det(f?) = det(f). Also ist mit
det(f)? = det(f*) det(f) = det(f! o f) = det(idy) = 1.

Die reelle orthogonale Gruppe
O0,(R)={AeM,(R)|ATA=T}

ist die Gruppe aller orthogonalen n-n—Matrizen. Die orthogonalen Abbildungen
mit Determinante 1 bilden die spezielle orthogonale Gruppe SO, (R). SO, (R)
und das Komplement O, (R) \ SO, (R) sind Zusammenhangskomponenten von
0O,,(R). Weil sich jedes Element von SO, (R) mit der Einheitsmatrix durch eine
stetige Familie von orthogonalen Matrizen verbinden 1at, nennt man die Ele-
mente von SO, (R) Drehungen. Im Abschnitt (ab Seite haben wir die
Drehungen der euklidischen Ebene R? bestimmt.

Sei V ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum. Eine n—Form p heif$t nor-
maiert, wenn

by, by) € {~1,1}

fir alle Orthonormalbasen bq,...,b,.

Lemma 7.3.7. FEin euklidischer Vektorraum der Dimension n hat genau zwei
normierte n—Formen. Die beiden Formen gehen durch Multiplikation mit —1
auseinander hervor.

Beweis. Jede Volumenform p, die auf (nur) einer Orthonormalbasis b, ..., b,
den Wert +£1 hat, ist schon normiert. Denn, wenn cq, ..., ¢, eine andere Ortho-
normalbasis ist, ist die lineare Abbildung f(b;) = ¢; orthogonal. Also ist (vgl.
4.5.2))

ey, ... en) =det(f) u(by, ... bn) = £u(by, ..., by) = £1.
Die Behauptung folgt jetzt aus [£:3.1] O

Man nennt (fiir eine normierte Volumenform )

|M0(a‘1>"‘7an)|

das Volumen des Parallelepipeds PE(ayq, ..., a,). Fiir den R mit Skalarprodukt
ist die Standardvolumenform normiert. Also stimmt unsere Definition mit [4.5.1]
uberein.

Man beachte, daf die Bilinearform eines euklidischen Raumes keine Orientie-
rung festlegt, aber auf jedem Unterraum U wieder eine euklidische Struktur E|

5mit der auf U x U eingeschrinkten Bilinearform
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induziert. Eine Volumenform auf V liefert uns eine Orientierung, kann aber auf
Unterrdumen keine Struktur induzieren.

Satz 7.3.8 (Gramsche Determinante). Das Volumen des won ai,...,a,
aufgespannten Parallelepipeds ist die Quadratwurzel der Gramschen Determi-
nante

(a1,a1) (a1,a2) - (a1,an)
et (az,a1) (az,a2) - (az,an)
(an;al) (an;az) e (an, ap)

Beweis. Wir konnen annehmen, daff wir uns im R™ mit dem Standardskalar-
produkt befinden. Die Spalten a; fassen wir zu einer Matrix A zusammen. Die
Gramsche Determinante ist die Determinante von

(a;raj) = AT A,

also gleich dem Quadrat von det(A). Der Betrag von det(A) ist aber das Volu-

men von PE(ay, ..., a,). O
1 4
Zum Beispiel ist die Flache des von a; = |2 | und as = | 5| aufspannten
3 6
Parallelogrammsﬁ die Quadratwurzel von
(a1,a1) (al,ag) o 14 32 _54
((12, al) (az, a2) o 32 77 -

7.4 Die Hauptachsentransformation

Sei V ein euklidischer Vektorraum. Der Satz von der Hauptachsentransformation
erscheint in drei dquivalenten Formen.

Satz 7.4.1 (Hauptachsen einer symmetrischen Bilinearform). Sei [ , | eine
symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V.,
beziiglich der [, ]| durch eine Diagonalmatriz dargestellt wird.

Man nennt die Elemente der diagonalisierenden Orthonormalbasis die Haupt-
achsen von [, |.

WEeil sich vermoge
[z,y] = (=, f(y))

symmetrische Bilinearformen und selbstadjungierte Endomorphismen entspre-

chen (7.1.2| und , ist der Satz gleichbedeutend mit

6 Also sein Volumen in dem Unterraum, den a; und as aufspannen.
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Satz 7.4.2 (Hauptachsen eines selbstadjungierten Endomorphismus). Sei f ein
selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V
aus Figenvektoren von f.

Fir Matrizen formuliert:

Satz 7.4.3 (Hauptachsen einer symmetrischen Matrix). Zu jeder symmetri-
schen reellen Matriz A gibt es eine orthogonale Matriz D, sodafi DT AD Dia-
gonalgestalt hat.

Im R™ werden symmetrische Bilinearformen durch symmetrische Matrizen A
beschrieben. Wenn man mit D einen Basiswechsel vornimmt, #ndert sich A

(nach [6.3.1) zu DT AD. Die neue Basis ist genau dann orthonormal, wenn D
orthogonal ist. Damit ist die Aquivalenz von und gezeigt.

[T-42] bedeutet im R™, daR fiir symmetrische A der Endomorphismus f4 durch
einen orthonormalen Basiswechsel in Diagonalgestalt gebracht werden kann.
Wenn D den Basiswechsel beschreibt, bedeutet das, daf D~'AD Diagonalge-
stalt hat. Weil D! = DT ist das wieder fiquivalent zu m

Beweis. Ich gebe zwei unabhéngige Beweise fiir [7.4.1] und [7.4.2] Wir kénnen
dabei ohne weiteres annehmen, daf V' mindestens die Dimension 2 hat.

Sei [, ] eine eine symmetrische Bilinearform auf R”™.

Behauptung 1: Es gibt einen Vektor x; der Lénge 1, fiir den
(x1,2) =0 = [z1,2] =0.
Beweis: Die stetige Funktion [z, z] nimmt auf der Einheitskugel
S={zeR"| (z,z) =1}
ein Maximum an. Sagen wir bei z;. Dann ist das Differential
d[z, z] = [dz, z] + [z,dz] = 2]z, dz]

Null an jedem Tangentenvektor X von S an der Stelle x1. Das heiftt, dafl fiir
alle X

(7.6) (21,X)=0 = [21,X]=0.

Wenn man Differentialrechnung vermeiden will, kann man so argumentieren: Betrachte
die symmetrische Bilinearform [z,y] = X - (z,y) — [z,y], wobei A = [z1,z1]. [, ] ist
positiv semidefinit; nach Folgerung gibt es eine Basis b1, ...,b, mit [b;,b;] =0
fiir i # 7, [b1,b01] = -+ = [bp,bp) = 1 und [bp+1,bp+1] = -+ = [bn,bn) = 0. Weil
[x1,21] = 0, liegt =1 in (bpt1,...by). Damit ist [z1,y]" = 0 fiir alle y, woraus
folgt.
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Wir kénnen induktiv annehmen, dafs das orthogonale Komplement
e = {z | (x1,2) = 0}

eine Orthonormalbasis xa,...,x, hat, fiir die [ , ] Diagonalgestalt hat. Weil
[x1,22] = ... = [x1,2,] = 0, ist x1,29,...,z, die gesuchte Orthonormalbasis
von R™. Damit ist [[.4.1] bewiesen.

Sei nun f ein selbstadjungierter Endomorphismus von V.
Behauptung 2: f hat einen (reellen) Eigenwert.

Beweis: Sei V = R"™ und f = f4. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, hat das
charakteristische Polynom von A eine komplexe Nullstelle A. A ist ein Eigenwert
der kompleren Matrix A. Also gibt es ein x; € C™\ 0, mit Ax; = Azp. Durch
Konjugation (Seite erhalten wir A7y = A\Z7. Weil

(x1,77) = Z &&
i=1

als Summe der Betragsquadrat{] der Koeffizienten &; von x; ungleich Null ist,
und weil A symmetrisch ist, liefert das ndchste Lemma \ = .

Lemma (A). a sei Eigenwert von f und 3 Eigenwert von ft. Wenn o # §,
stehen die jeweiligen Eigenvektoren aufeinander senkrecht.

Beweis. Das Lemma gilt fiir beliebige duale Paare ( , ) : V x W — K und
Endomorphismen f:V — V: Sei f(v) = av und f*(w) = Bw. Dann ist

a(v,w) = (av,w) = (f(v),w) = (v, f'(w)) = (v, fw) = B(v, w).
Wenn a # 3, folgt (v, w) = 0. O

Damit ist die Behauptung 2 bewiesen. Sei z; ein Eigenvektor von f der Lénge

1. Rz ist invariant unter f, also ist nach dem nichsten Lemma =7 invariant

unter f! = f. Wir kénnen wieder annehmen, daf z1 eine Orthonormalbasis

To,...,T, aus Eigenvektoren von f hat. xg,x1,...,x, ist dann die gesuchte
Orthonormalbasis von R™. Damit ist [[.4.2] bewiesen. O

Lemma (B). Wenn U invariant ist unter f, ist UL invariant unter f*.

Beweis. Das Lemma gilt allgemein fiir duale Paare. Sei w € UL. Dann ist fiir
alle w € U

(u, ['(w)) = (f(u),w) = 0.
Also ft(w) € U*. -

"Der Betrag einer komplexe Zahl z = a + Bi ist die Wurzel aus 2z = o2 + 2.
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Eine Folgerung ist zum Beispiel:

Satz 7.4.4. Fiir jeden Endomorphismus f gibt es eine Orthonormalbasis
bi,...,bn, von V, sodaff f(b1),-.., f(by) paarweise orthogonal sind.

Beweis. Wir wihlen einfach einen Orthonormalbasis, die die symmetrische Bi-
linearform

[u7v] = (f(u)7 f(’U))
diagonalisiert. O

Folgerung 7.4.5 (Polarisationssatz). Jeder Endomorphismus von V ist ein
Produkt einer orthogonalen Abbildung und einer selbstadjungierten Abbildung.

Beweis. Sei f ein Endomorphismus und b4, ...,b, eine Orthonormalbasis, die
von f auf ein orthogonales System abgebildet wird. Wir finden dann eine Or-
thonormalbasis ¢y, ..., ¢, und reelle Zahlen \;, fiir die

f(bi) = Nici.

Sei nun g die (orthogonale) lineare Abbildung, die b; auf ¢; abbildet und h die
(selbstadjungierte) Abbildung, die ¢; auf A\;c; abbildet. Dann ist f = hg. O

Nehmen wir an, daf beziiglich einer Orthonormalbasis die symmetrische Biline-
arform [u,v] = (u, f(v)) durch die Diagonalmatrix

A 0 .00
0 X ... O
0 0 ... X\

gegeben ist. Durch Permutation der Basisvektoren kénnen wir immer erreichen,
dals A\ < Ao < ... < \y,. Die )\; sind dann als die Eigenwerte von f eindeutig
bestimmt. Der néchste Satz zeigt die Bedeutung der \; fiir die Bilinearform [, ].

Satz 7.4.6.
Am = min{max{[z,2] |z € U, ||z| =1} | U<V, dimU =m}

Beweis. Der Satz wird dhnlich bewiesen wie der Satz von Sylvester (7.2.6]).

Wir kénnen annehmen, daf V = R™ und daf [, ] in der kanonischen Basis die
angegebene Diagonalgestalt hat. Sei Uy aufgespannt von der ersten m Basis-
vektoren und = = (&1,...,&m,0,...,0) ein Element von Uy der Linge 1. Dann
ist

[2,2]) = M& + ..+ Al S A&+ ...+ E5) = A

Weil andererseits [en,, €m] = Am, folgt

Am = max{[z,z] | x € Uy, ||z|| = 1}.

106



Wir miissen noch zeigen, daft dieses Maximum fiir keinen m—dimensionalen Un-
terraum U kleiner werden kann: Ein solches U schneidet den (n —m+1)-dimen-
sionalen Raum U; = (e, ..., €,) immer nicht—trivial. Es gibt also in UNU; ein
x der Lange 1. Weil

)\m = mln{[aj,x} ‘ S U17 HxH = 1}7

folgt [z, x] > A, und daraus die Behauptung. O

Quadriken

Eine Quadrik im R™ ist die Losungsmenge
Q={(--.&) (&, &) =0}
einer quadratischen Gleichung. Dabei ist ¢ ein Polynom zweiten Grades

q(x1,. .. ) = E QT + g oL + o
i i

Wir kénnen ohne weiteres annehmen, daf A = (o;;) symmetrisch ist. Wir setzen
a = (ay. ..an)T. Dann schreibt sich unsere quadratische Gleichung in x =

(51 s §n)T als
2 Az +a'z+a=0

oder, in einem abstrakten euklidischen Raum fiir ein selbstadjungiertes f, als
(7.7) (@, f(x)) + (a,2) + = 0.
Wir wollen alle Quadriken klassifizieren, wobei wir Quadriken, die durch eine
euklidische affine Abbildungﬂ

x+— Bx+0b

(B orthogonal) ineinander tibergehen, nicht unterscheiden.

Die Hauptunterscheidung ist, ob a im Bild von f liegt oder nicht.
Fall1l a € Im f.

Die Verschiebung des Nullpunkts z = b + y transformiert ([7.7]) nach

(y, f(y) + (2f (b) + a,y) + (b, f(b)) + (a,b) + & = 0.

Wir wihlen b so, daf 2f(b) + a = 0. Der lineare Term fallt jetzt weg und wir
erhalten eine Gleichung der Form (z, f(x)) + a = 0. Wir kénnen die Gleichung
noch mit einem geeigneten Faktor multiplizieren und bekommen oo = 0 oder o =

8 Affine Abbildungen sind Abbildungen der Form x — Bx + b fiir beliebige Matrizen B.
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—1. Wenn wir eine geeignete Orthonormalbasis wéhlen, hat f Diagonalgestalt.

1
Wir schreiben die positiven Eigenwerte als — und die negativen als h Die
a; ,
J

1
Gleichungen in den neuen Koordinaten sind dann die Normalformen

(7.8) (2>2+'”+(Z)2<&>2"'(§Z)21

(7.9) (2)2+---+(§2)2_(&)2_..._(2)2:0

Fall2 a ¢ Im f.

Wir wihlen b so, daf 2f(b) + a senkrecht auf dem Bild von f steht. Wir kénnen
dadurch annehmen, dafs in a senkrecht auf dem Bild von f stehtﬂ Durch
Multiplikation erreichen wir, daf a die Linge 1 hat. Wir verschieben (noch
einmal) um —aa:

(v /() + (—a2f(a) + a.y) + o*(a, f(a)) - a(a, a) + a = 0.
Weil f(a) =0, ergibt sich die Gleichung
(y, f(v)) + (a,y) = 0.

Wir diagonalisieren f mit einer Orthonormalbasis, die wir so wiahlen kénnen,
daf sie —a enthélt. Die resultierende Gleichung ist die dritte Normalform

N N S

Der projektive Raum
Sei K Korper und V ein Vektorraum iiber K. Der zugeordnete projektive Raum
P(V) ist die Menge aller eindimensionalen Unterrdume von V:

P(V) ={{v) [veV\0}

Wir definieren
dim(P(V)) = dim(V) — 1.

Unterrdume von P(V) sind Teilmengen der Form P(U) fiir Unterrdume U < V.

9Das ist gleichbedeutend mit a € Ker f. Man rechnet leicht nach, daf in dualen Paaren

(Im f)* = Ker(f*).
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Abbildung 7.1: Quadriken im R™ fiir n = 1,2,3
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Der leere Unterraum P(0) hat Dimension —1. Die Elemente (oder Punkte) von
P(V) sind Unterrdume der Dimension 0. Geraden sind Unterrdume der Dimen-
sion 1, Ebenen haben die Dimension 2.

Aus 259 folgt

Bemerkung. Fiir Unterriume @, R eines endlichdimensionalen projektiven
Raumes P gilt:

dim(Q N R) > dim(Q) + dim(R) — dim(P).

Insbesondere schneiden sich alle Geraden in einer projektiven Ebene. Und im
dreidimensionalen projektiven Raum schneiden sich Ebenen und Geraden.

Lineare Abbildungen zwischen projektiven Rdumen P(f) : P(U) — P(V) wer-
den induziert von injektiven linearen Abbildungen f: U — V als

P(f)((w)) = (f(w)).

Seien F4 und E5 zwei Ebenen in einem dreidimensionalen projektiven Raum P
und pg ein Punkt, der zu keiner der beiden Ebenen gehort. Wir kénnen von pg
aus F7 auf Fs in folgender Weise projizieren: Wir verbinden einen beliebigen
Punkt p; von E; durch eine Gerade g mit py. Dann schneidet g die Ebene E5 in
einem Punkt ps. Man rechnet leicht nach, daf diese Projektion p; — po linear

1st.

Po
D2

—
" /\;"

Ey

Betrachten wir zum Beispiel P*(R) = P(R"*!). Wir beschreiben die Punkte
((&o,...,&n)) durch ihre homogenen Koordinaten

(o:. ).
Die ¢; diirfen nicht simultan verschwinden. Es ist ({9 :...:&,) = (o : ... : ()
genau dann wenn §; = A(; (1 =0,...,n) fir ein A # 0. Wenn man den n — 1-

dimensionalen Unterraum

Ho={(0:&:...: &) [ (& :...: &) € PPTHR)}
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der unendlich fernen Punkte entfernt, erhdlt man die Menge

Up=P"(R)\Ho={(1:& :...: &) [ (&,...,&) €R™},

die wir mit R” identifizieren wollen. Man kann sich vorstellen, daf auf diese Wei-
se P"(R) aus R"™ entsteht, indem man den Raum der unendlich fernen Punkte
P"~1(R) hinzufiigt.

Die Unterrdume von P"(R), die Uy schneiden, schneiden Uy in affinen Unter-
r@umen von R™. Das sind Teilmengen der Form a + U (U < R"). Jeder affine
Unterraum vom Uy entsteht auf diese Weise.

Die affine Gerade
g= (a17""an)+R' (517-'-7571)

zum Beispiel ist der Schnitt von Uy mit der projektiven Geraden
y: P(R (1,0{1,...,0&n) +R (O7§1a'- '7511))’

die aus g durch Hinzufiigen des unendlich fernen Punktes (0 : & : ... : &)
entsteht.

In dhnlicher Weise lassen sich affine Quadriken

Q= {(ﬁl,n-,ﬁn) ’ Zn: aij§i§j+i:az‘€i+a=0}
=1

3,j=1
durch Hinzufiigen unendlich ferner Punkte fortsetzen zu projektiven Quadriken
Q= {(Eo 2 n) ’ D i€+ kol + aly = 0}-
ij=1 i=1

Allgemein werden Projektive Quadriken definiert durch eine homogene quadra-
tische Gleichung:

{(50 2 Ey) ‘ i 0568 = 0}.

4,J=0

Identifiziert man Quadriken, die sich durch Automorphismen von P"(R) inein-
ander {iberfithren lassen, ergibt sich nach [7.2.5] die folgende Normalform:

(711) R L)

7.5 Unitare Raume

Wir betrachten in diesem Abschnitt Vektorrdume U, V... iiber dem Koérper C
der komplexen Zahlen.
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n=1: z2=0  Ein Punkt ((0: 1))
2 — 2?2 =0  Zwei Punkte ((1:1) und (1: —1))
n=2: 32— 22 =0  Zwei Geraden
w2 -2t —22=0 Kreis
n=3: r3— 23 —23=0  Zylinder
w2 —a? —a2—22=0  Kugel

22+ 2? — 23 —23=0  Hyperboloid
Abbildung 7.2: Quadriken im P"(R) fiir n =1,2,3

Wir erinnern uns an die Definition der Konjugationsabbildung
a+bi=a—0b

Die Konjugation ist ein Automorphismus der R—Algebra C.

Definition. Fine Abbildung f: U — V heifft antilinear, wenn
1. flutwv) = f(u) + f(v)
2. f(hu) = Af(u)

FEine sesquilinearﬂ Form ist eine Abbildung (, ) : U x U — C, die antilinear
im ersten und linear im zweiten Argument ist.

Sei by ...b, eine Basis von U. Eine Sesquilinearform ( , ) ist bestimmt durch
ihre Matrix B = ((bi,bj)). Denn wenn z und y die Koeffizientenspalten von
u=73,&b; und v =3, (5b; sind, ist

(u,v) = &¢;(bi,b;) = 2" By,
]

Hier steht z* fiir den Zeilenvektor Z'. Diese Schreibweise verwenden wir fiir
beliebige Matrizen:

Ar=AT
A* heifit die zu A adjungierte Matrix.

Mit Hilfe des konjugierten Vektorraums lassen sich die beiden neuen Begriffe
auf Bekanntes zuriickfithren. Sei V' ein Vektorraum iiber C. Der konjugierte
Vektorraum V() hat die gleichen Elemente wie V und die gleiche Addition. Die
Multiplikation -(®) mit Elementen von C ist aber definiert durch

a-@y=av

10Djie Horer der Vorlesung haben mir erklirt, daff sesquilinear eineinhalblinear bedeutet.
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Man iiberlegt sofort, daf V(°) die gleichen Basen, Unterrdume und Endomor-
phismen wie V hat.

Lemma 7.5.1.
1. f:U =V ist genau dann antilinear, wenn f : U =V linear ist.

2. (,):UxU — C ist genau dann sesquilinear, wenn (, ): U xU — C
bilinear ist.

Beweis. f:U©) — V ist genau dann linear, wenn fiir alle v € U und a € C
f@u) = fla-9u) = af(u).
Fiir @ = X bedeutet das f(\u) = \f(u). O

Wenn (, ) eine Sesquilinearform ist, ist auch

[u,v] = (v, u)

sesquilinear. Zum Beispiel ist

Au,v] = (v, \u) = M(v,u) = A[u, v].

Definition. Fine Sesquilinearform heifit hermitesch, wenn

(u,v) = (v,u)

fir alle u,v.

Eine beziiglich einer Basis by, ..., b, durch die Matrix B gegebene Sesquilinear-
form ist genau dann hermitesch, wenn B hermitesch oder selbstadjungiert ist.
Das heifst, wenn

B*=B.

Beweis: Die Matrizen (b;,b;) und [b;,b;] = (b;, ;) sind adjungiert.

Wenn (, ) hermitesch ist, ist (v,v) = (v,v) fiir alle v. Das bedeutet (v,v) € R.
Darum ist die néchste Definition sinnvoll:

Definition. FEine hermitesche Sesquilinearfarnﬂ heifst positiv definit, wenn
(v,v) > 0 fiir alle von Null verschiedenen v. Fin unitirer Vektorraum ist ein
endlichdimensionaler C—Vektorraum zusammen mit einer positiv definiten her-
miteschen Sesquilinearform.

11Tch danke F.Windisch fiir den Hinweis auf einen friitheren Fehler in der Definition.
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C™ mit der Standardsesquilinearform x*y ist unitar.

Wir setzen wieder ||a|| = +/(a,a) .

Es ist ||Aa|| = |A|||a||. Die Dreiecksungleichung ||a + b|| < ||a|| + ||b]| folgt wie in
aus dem nédchsten Lemma.

Lemma 7.5.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). In unitdren Rdumen ist
|(a, 0)| < lall[|b]]

Gleichheit gilt genau dann, wenn a und b linear abhdngig sind.

Beweis. Wenn a = 0, sind beide Seiten der Ungleichung Null. Wenn nicht,
kénnen wir annehmen, daf ||a|| = 1. (Sonst dividieren wir durch ||a]|.) Jetzt ist
fiir « = (a,b)

0<(b—aab—aa)=(bb) —alba) —ala,b) +|af*(a,a) = [[b]]* —|af>.
Daraus folgt || < ||b]|. Wenn Gleichheit eintritt, ist b — aa = 0. O
Lemma 7.5.3. V sei ein unitdrer Raum mit Sesquilinearform ( , ).

1. (, ) macht (V) V) zu einem dualen Paar.

2. Sei U ein Unterraum von V. Dann ist V direkte Summe von U und U+.

3. V hat eine Orthonormalbasis. (Also ist V' zum unitiren Raum C" iso-
morph.)

4. Sei by, ..., b, eine Orthonormalbasis. Dann ist fir alle a € V

a = (bl, a)b1 +...+ (bn,a)bn

Beuweis. [1)): folgt sofort aus well (v,v) =0=v=0

2): Wir wiederholen den Beweis von Sei Sei vg ein beliebiger Vektor aus
V. Weil (U(©),U) ein duales Paar bilden ist, gibt es nach Mein eindeutig
bestimmtes ug € U mit

(vo, u) = (uo, u)

fiir alle w € U. Es folgt (v — ug,u) = 0 fiir alle v € U. Das heift vg —ug € U™*.

3): Durch Induktion iiber die Dimension von V. Wenn V = 0, ist nichts zu
zeigen. Sonst gibt es einen Vektor b; der Lange 1. V ist direkte Summe von U =
Cb; und U+*. Die Induktionsvoraussetzung liefert uns eine Orthonormalbasis
by, ...,b, von UL, by, by, ..., b, ist die gesuchte Orthonormalbasis von V.

: Sei a = a1b1 + - - - + by, Linksmultiplikation mit b; ergibt
(bj,a) = ai(bj,br) + -+ an(bj, bn) = (b, b)) = ;.
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Satz 7.5.4. Sei V ein unitirer Vektorraum. Zu jedem Endomorphismus f von
V' gibt es einen durch (ft(u),v) = (u, f(v)) eindeutig bestimmten adjungierten
Endomorphismus ft. Wenn f beziiglich einer Orthonormalbasis durch die Matriz
A dargestellt wird, wird ft durch die adjungierte Matriz A* dargestellt.

Beweis. Die eindeutie Existenz von f! folgt sofort aus Die zweite Behaup-
tung kann man wie beweisen. Eine Alternative ist folgende Uberlegung;:
Sei by,...,b, eine Orthonormalbasm und f durch A = (a;;) dargestellt. Dann

folgt aus[7.5.3| (), dak
aij = (bi, f(b))).

Die Matrix von f! berechnet sich dann als
(bi, f1(b5)) = (f(bi), bs) = (bj, £ (b)) = .
O

Sei V unitédr. Der Beweis von [7.1.2) zeigt, daR sich Sesquilinearformen und En-
domorphismen von V' vermoge

[u,v] = (u, f(v))

entsprechen. [, ] ist genau dann hermitesch, wenn f selbstadjungiert ist, weil

[v,u] = (v, f(w)) = (f(u),v) = (u, f*(v)).

Automorphismen eines unitidren Vektorraums heifen unitdr.

Lemma 7.5.5. Sei f ein Endomorphismus des unitdren Vektorraums V', der
beziiglich einer Orthonormalbasis by, . .., by, durch die Matriz A dargestellt wird.
Dann sind dquivalent:

1. f ist unitdr.

2. flof=idy.

3. A*A=1L

4. f(b1),..., f(by) ist eine Orthonormalbasis.

Beweis. f ist ein Automorphismus, wenn

(uvv) = (f(u)a f(v)) - (ftf(u)av)

Damit ist die Aquivalenz von und [2) klar. Die Aquivalenz von [2) und [3) folgt
aus besagt, daft die Spalten von A orthonormal sind. [3) und 4 sind
also auch dquivalent. O
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Folgerung 7.5.6. Der Absolutbetrag einer Determinante einer unitdren Abbil-
dung st 1.

Beweis. Aus und folgt det(f?) = det(f). Also ist
|det(f)|? = det(f?) det(f) = det(f* o f) = det(idy) = 1.

Die unitdre Gruppe
U,={AeM,(C)| A*A =1}

ist die Gruppe aller unitdren n-n—Matrizen. Die unitdren Abbildungen mit De-
terminante 1 bilden die spezielle Gruppe SU,,.

Beispiel

Man rechnet leicht nach, daf

SU, — {(g ‘f) ol + 112 = 1}.

Setzt man « = x1 + 21 und 8 = 3+ x41, ergibt sich eine (in beiden Richtungen
stetige) Bijektion von SUs mit der 3—Sphiire

%= {($1’$27$37x4) eR* | IE% +33§ +x§ —&—xi = 1}.

Definition. Fin Endomorphismus eines unitiren Vektorraums heifst normal,

wenn fo ft = ftof.
Selbstadjungierte und unitédre Endomorphismen sind normal.

Satz 7.5.7. Ein Endomorphismus f eines unitdren Vektorraums V ist genau
dann normal, wenn V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f hat.

Beweis. Wenn f in einer Orthonormalbasis durch die Diagonalmatrix A darge-
stellt wird, wird f* durch die Matrix A* = A dargestellt (7.5.4)), die natiirlich
mit A kommutiert.

Sei umgekehrt f normal. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion {iber die
Dimension von V. Wenn dim(V) = 0, ist nichts zu zeigen. Sonst hat f, weil C
algebraisch abgeschlossen ist, einen Eigenwert A. Wenn ¢ mit ¢ kommutiert, ist
der Eigenraum U = {v | ¢(v) = Az} invariant unter ¢, weil

P(v) = M = ¢p(v) = Po(v) = P(Av) = A(v).
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Insbesondere ist U = {v | f(v) = Az} invariant unter f’. Lemma B (Seite ,
das fiir duale Paare bewiesen wurde, impliziert, daf U~ invariant unter f* = f
ist. Wir konnen jetzt die Induktionsvoraussetzung auf die Einschrankung von f
auf U+ anwenden und erhalten eine Orthonormalbasis von U+, die aus Eigen-
vektoren von f besteht. Wenn wir diese Basis mit irgendeiner Orthonormalbasis
von U zusammensetzen, erhalten wir das Gewiinschte. O

Ein normaler Endomorphismus ist selbstadjungiert, wenn seine Eigenwerte reell
sind. Und unitér, wenn die Eigenwerte den Betrag 1 haben.

Beispiel
Die Drehmatrix

D= (0} )

ist normal. Thr charakteristisches Polynom

Pp = (z — cos(¢))? + sin?(¢) = 2% — 2cos(¢)z + 1
hat die Nullstellen

A1 = cos(¢) +isin(¢) und Ay = cos(¢p) — isin(¢)

Die zugehorigen Eigenvektoren
1 1
v = (—i) und vy = (1>
sind orthogonal. Normiert bilden sie die Spalten einer unitédren Matrix
11
B= < VR ) .
V2 V2

B 'DB=B*DB = <A1 0> )

und wir haben

0 Ao
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Kapitel 8

Multilineare Algebra

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper
K.

8.1 Tensorprodukt

U und V seien zwei Vektorrdume. Ein Vektorraum 7' zusammen mit einer
bilinearen Abbildung ® : U x V. — T heilt Tensorprodukt von U und V
wenn man die folgende universelle Eigenschaft hat: Jede bilineare Abbildung
(,):UxV — W lakt sich als Komposition von ® mit einer eindeutig be-
stimmten linearen Abbildung f : T — W schreiben.

UxV ® .7

Satz 8.1.1. Je zwei Vektorrdaume U und V' haben ein Tensorprodukt
®:UxV =T.

T ist eindeutig bestimmt in folgendem Sinn: Wenn Q@' : U x V. — T ein zweites
Tensorprodukt ist, gibt es genau einen Isomorphismus t : T — T', der das
Diagramm
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UxV T

T/

kommutativ macht.

Beweis. Wir wihlen Basen (a;);er und (b;);es von U und V. Fir T nehmen
wir einen Vektorraum mit einer nach I x J indizierten Basis (c; ;). Schlieslich
definieren wir die bilineare Abbildung ® : U x V' — T durch a; ® b; = ¢; ; (wie
in [2.6.1)). Sei die Abbildung @' : U x V — T” bilinear. Wenn ¢ : T — T" linear
ist, ist ¢ o ® bilinear und stimmt mit &’ genau dann i{iberein, wenn fiir alle 7 und

J
t(ai ® bj) = t(ci,j) = a; ®, bj.

Man kann aber Werte von ¢ auf der Basis (¢; ;) beliebig vorschreiben und ¢ ist
dadurch eindeutig bestimmt. O

Wir wéhlen fiir alle Paare U und V ein Tensorprodukt aus und bezeichnen es
mit UQRQ V.

Aus dem Beweis des Satzes ergibt sich sofort Teil |1)) der Folgerung:
Folgerung 8.1.2. Sei (a;)ics eine Basis von U.

1. Wenn (bj)jes eine Basis von V ist, ist (a; ® bj)icr, jes eine Basis von

URQV.
2. Jedes Element von U QV lafst sich schreiben als

Zai®vi

fir eindeutig bestimmte v; € V.

Beweis. Man hat 3~; ;v j(a; ® bj) = 32, a; ® v; fiir
v = Z ambj.
J

Das beweist Teil . O
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Aus 1)) folgt, dafs fiir endlichdimensionale Vektorrdume
dim(U®V)=dimU -dim V.

Aus folgt, daf jedes Element von U Q) V' eine Summe von reinen Tensoren u®
v ist. Nicht jeder Tensor ist rein. Man kann sich ndmlich leicht iiberlegen, daf ¢ =
> i @ij(a; ®bj) genau dann ein reiner Tensor ist, wenn die Matrix A = («;,5)
hoéchstens den Rang 1 hat. Der Rang von A, der auch im unendlichdimensionalen
existiert, hangt nur von ¢ ab und nicht von der Wahl der Basis. Er heifst der
Rang von c.

Lemma 8.1.3. Die kanonische Abbildung K QV — V, definiert durch
a®u=av

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Umkehrabbildung ist v — 1 ® v, weil

a®uv=a(l®v)=1& (av).

f:U—=U und g:V — V' seien lineare Abbildungen. Weil

(u,v) = f(u) © g(v)

bilinear ist, gibt es wegen der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts genau
eine lineare Abbildung

feg:UQRV U RV’

mit (f ® g)(u®v) = f(u) © g(v).

& wird auf diese Weise zu einem linearen Bifunktor:
Lemma 8.1.4.

1 idy ®idy =idy g v

2. (fof)®(geg)=(f@g)e(f @)

3. (f+feg=({[09+ (" ®y9)

4 (ef)@g=a(f@g)

@ und gelten auch fir das zweite Argument.
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Beweis. Um zu zeigen, daft die linearen Abbildungen, die jeweils auf den bei-
den Seiten der Gleichungen stehen, gleich sind, geniigt es zu zeigen, daf diese
Abbildungen auf den Erzeugenden u®wv iibereinstimmen. Das sind leichte Rech-
nungen:

: Klar

2):
(ff®@gd)uev)=ffueggv
=(feg(fuegv)
=(fogf @) (udwv)

(f+feguev)=(f+fluegy
= (fu+ f'u) @ gv
= fu®gv+ flu®gv
=(feg(uev)+(f @g)(uew)
=(feg+f @9 (ucw)

[4):
(af ® g)(u®v) = (afu) ® gv
= a(fu® gv)
=a(f®g)(u®v)
O
Beispiel

Sei V' ein R—Vektorraum. Dann ist C @ V ein C—Vektorraum mit der Skalar-
multiplikation

(8.1) Ma®v)=(\a)®@wv.

Man nennt C @@ V' die Komplexifizierung von V. Daf eine C—Vektorraum-
struktur definiert, kann man schnell so einsehen: Sei py : C — C die Multipli-
kation mit A. Dann ist A(a®v) = (u\ ® idy ) (e ®v). Jetzt kann man das letzte
Lemma anwenden.

Definition. Das Tensorprodukt einer endlichen Familie Vy,...,V, von Vektor-

rdumen ist ein Vektorraum
hR @

zusammen mit einer multilinearen Abbildung

®:V1><~-~><Vn—>V1®~--®Vn,

so daf sich jede multilineare Abbildung p: Vi X «-- x V,, = W eindeutig in der
Form p= fo® fir ein lineares f: V1 Q-+ QV, — W schreiben lift.
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Wir schreiben immer v; ® - - - ® vy, statt @(v1,...,v,). f ist dann gegeben durch

fo1 @ @uy) = p(vy,...,0,).

Man sagt, daft p durch ® faktorisiert.

Existenz und Eindeutigkeit zeigt man wie in Wenn (b})ier,,- -, (b7 )icr,
Basen der V7, ..., V, sind, ist

(bj, @ @b

Z")ilellw--yineln

eine Basis von V1 Q- -- @ V,.

Fiir das Tensorprodukt eines einzigen Vektorraums V (der Fall n = 1) kann
man offensichtlich V' selbst nehmen (mit der identischen Abbildung V' — V).

Satz 8.1.5.
1. Durch (U1 @+ Upm) @ (V1 Q-+ V) = UL R+ R Uy, @V R+ + - Uy, wird ein
Isomorphismus
TR JRUAL S SRR R - 11 I
definiert.

2.UQV und VQRU sind kanonisch isomorph. Der Isomorphismus wird
durch u ® v — v @ u gegeben.

Beweis.

1): Wir verwenden die Abkiirzungen U = U1 Q-+ U, V = V1 Q-+ V;, und
W=t  UnQVi® V.

Fiir jedes festgehaltene m—Tupel @ = (ug, ..., u,,) ist die Abbildung
(V1,00 V) P U R @ Uy, QU @ -+ Uy
multilinear und 1&£t sich daher schreiben als
WD DUp @V ® Uy = fa(v1 D 0n)
fiir ein lineares f: V — W.
Die Abbildung (w1, ..., um) — fz ist multilinear und daher von der Form
Ja=flu1 @ up)

fiir eine lineare Abbildung f: U — L(V,W).

Weil (u,v) — f(u)(v) bilinear ist, gibt es ein lineares g : UQV — W mit
g(u®v) = f(u)(v). Es gilt offenbar

g((u1®...um)®(ul®...vn)):u1®...®um®v1®...vn'
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Die in der Behauptung angegebene Abbildung ist also tatsdchlich wohldefiniert.

Um zu zeigen, dafl g ein Isomorphismus ist, geben wir eine Umkehrabbildung
an.
(Uly ey Uy V1, ey Up) 2 (UL @ U ® (V1 ® -+ 0p)

ist multilinear. Also gibt es lineares h: W — U @ V' mit
h(u1®...um®vl®...vn) — (u1®...um)®(vl®...vn).
h ist offensichtlich die Umkehrabbildung von g.

2): Weil (u,v) — v ® u multilinear ist, gibt es ein lineares g : UQV — V QU
mit g(u ® v) = v ®u. g ist ein Isomorphismus: Man kann sofort die Umkehrab-
bildung h(v ® u) = u ® v angeben, O

Sei ®O = K und (fiir positive p) @ V das Tensorprodukt von p Kopien von V.
Dann ist nach dem vorhergehenden Satz fiir alle p und ¢ eine bilineare Abbildung
®: RV xQIV = ®"TV definiert. Wenn p oder ¢ Null sind, soll diese
Abbildung Multiplikation mit Elementen von K sein.

Satz 8.1.6. Die Abbildungen @ : @'V x ®*V — @ 1V machen

T(V) = (é v)

peEN

zu einer assoziativen Algebra mit Finselement, der Tensoralgebra von V.

Beweis. Das Einselement von ®0 V = K ist natiirlich Einselement. Es bleibt
zu zeigen, daf die auf T(V') definierte bilineare Operation ® assoziativ ist. Es
geniigt, das fiir Elemente der direkten Summanden @” V zu zeigen. Sei also
v=v® - aus @ 'V, u=u1 @ aus Q?V und w = w; ® --- aus Q" V.
Dann ist
(u@v)@w: (U1®Ul®)®w
:u1®...ful®...w1®...
=uU® - w R ) =u® (vROw).

Beispiel

Wir wollen T(K) berechnen. Alle Tensorpotenzen von K sind kanonisch iso-
morph zu K. Wir bezeichnen das Einselement von ®1 K mit z. Dann ist fiir
jedes p
—_————
p—mal
Basis von @ V. Die Elemente 1, z, 22, ... bilden also eine Basis von T(K) und
T(V) ist kanonisch isomorph zum Polynomring K[X].
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8.2 Tensorprodukt und Dualitat

Definition. Die durch die bilineare Abbildung (A, x) — A(z) gegebene lineare
Abbildung

viVERV - K
heifit Verjlingung.

Allgemeiner definiert man die Verjlingung iiber V; und V;
P P
v ® Vi — ® Vi,
k=1 k#i,j
wenn fiir ein Indexpaar V; = V', durc}ﬂ

V(U1®""Ui"'vj"'®7}p):Ui(ﬂj)'U1®"‘{)\i"'vj"‘®vp-

Die Elemente von

P q
V= QY Qv
nennt man p—fach kontravariante und g—fach kovariante Tensoren (oder auch

Tensoren der Stufe (p,q)). Tensorieren liefert eine bilineare Abbildung

’ /
‘/q ‘/q Vq-&-q
p X P’ p+p’ *

Verjiingen iiber der i—ten Kopie von V und der j—ten Kopie von V* liefert eine
Abbildung
j -1
I V5= qu-1 .

Die Verjiingung
VTRV RV —»U
liefert fiir jedes a € U @ V* eine lineare Abbildung f, : V' — U, definiert durch
fav) = via®v).
Die Abbildung a +— f, ist offensichtlich linear und es gilt

Juox (’U) = )‘(U)U“

1Die Schreibweise bedeutet, daf im rechten Produkt die Faktoren v; und v; weggelassen
werden.
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Satz 8.2.1. Die Abbildung a — f, ist ein Isomorphismus zwischen U Q) V*
und dem Raum Le(V,U) der lineare Abbildungen V- — U, die endlichen Rang
haben.

Beweis. Wenn a = u1 @ A1 + + -+ + Uy @ A\, liegt das Bild von f, in dem von
den u; aufgespannten Raum. f, hat also hochstens den Rang m.

Sei uy, ..., U, eine Basis von Im(f). Jedes f(v) 148t sich schreiben als
f(0) = pa()ur + -+ pim (0)um
mit eindeutig bestimmten Linearformen p;. Fiir
a=u @ uU1+ -+ Un & lm
ist dann f = f,. Daraus folgt die Behauptung. O

Man kann daher (im endlichdimensionalen) U @ V* und L(V, U) identifizieren.
Dabei ergeben sich folgende Entsprechungen:

1. Matrizen:
Sei (v;) eine Basis von V, (u;) eine Basis von U und die lineare Abbildung
f 'V — U gegeben durch die Matrix (o ;). Sei ();) die zu (v;) duale
Basis von V*. Dann ist (bei der obigen Identifizierung)

f = Zai’j(ui X )\J)
,J

Beweis:

O ujui @ Xj) (vr) =D i jhi(vp)us = Y aigui = f(vg)
1,7 1,7 i

2. Komposition:
Die Komposition von linearen Abbildungen ist eine bilineare Abbildung

o: L(V,U) x L(W,V) — L(W,U).
Sie entspricht der Verjiingung

TR VHIRQVRW*) = UKW

Beweis: Einerseits verjiingt sich (u @A) ® (v® p) zu A(v)(u® p). Andererseits berechnet
sich die Komposition der Abbildungen ©v ® A und v ® p als

(v @ N (v @ p)(w) = (u® A)(p(w)v) = Av)p(w)u = A(v)(u @ p)(w).

3. Duale Abbildung:
Die Dualisierung L(V,U) — L(U*,V*), definiert durch f +— f* entspricht

der Abbildung
URV* >V QU =V QU*
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aus Satz [8.1.5([2]).

Beweis: Die zu (u ® ) duale Abbildung f* ist charakterisiert durch
F00@) = x((u® N)(v)).

** nach. Dabei ist ©v** das Bild von u unter dem kanonischen

Das rechnen wir fiir A®@ u
Isomorphismus U — U™**.

A®@u™)(0(v) = (u ()A) (v) = x(w)A(v) = x(AM(v)u) = x((u @ A)(v))

4. Die Spurabbildung:
Tr : End(V) — K ist nichts anderes als die Verjiingung

VRV - K.
Beweis: Wenn man
F=2aij(ui@x)

i,J
verjlingt, ergibt sich

V() =D eiA(u) =D ciidi(u) =Y oy = Tr(f).
oy i i

Zweimalige Verjiingung
(A @ ) ® () > Auu(v)
liefert eine bilineare Abbildung (U* @ V*) x (UQV) — K.

Satz 8.2.2. Wenn U und V endlichdimensional sind, bilden U* Q@ V* und
U@V mit der eben definierten bilinearen Abbildung ein duales Paar.

Beweis. Sei (u;) ein Basis von U mit dualer Basis (\;). (v;) sei eine Basis von
V und (p;) die duale Basis. Dann ist die Basis (A\; ® u;) dual zu (u; @ v;), denn

1 wenn (i,5) = (k1)

()\k & i, u; ® Uj) = Ae(ui)pu(v;) = {0 sonst

Daraus folgt die Behauptung. O

(U V)* kann also mit U* Q) V* identifiziert Werdenﬂ

8.3 Die aulsere Algebra

Definition. Eine k-stellige multilineare Abbildung pn: V¥ — W heifit alternie-
rend, wenn

wlay,...,ax) =0
fir alle k=Tupel ay, ..., ar, in denen ein Vektor zweimal vorkommt.

2Dafiir geniigt es, wenn einer der beiden Vektorrdume endlichdimensional ist.
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Alle Satze, die im Abschnitt iiber k—Formen, also fiir alternierende Abbil-
dungen nach K, bewiesen worden sind, gelten fiir beliebige alternierende Abbil-
dungen.

Sei V ein K—Vektorraum und p eine natiirliche Zahl. Ein Vektorraum A zusam-
men mit einer (p-stelligen) multilinearen alternierenden Abbildung A? : VP — A
heiftt p-fache dufere Potenz von V, wenn sich jede alternierende multilineare
Abbildung a : VP — W als Komposition von AP mit einer eindeutig bestimmten
linearen Abbildung f: A — W schreiben laft.

%2 AP ~A

Wir schreiben
V1 /\'UQ/\"‘/\UP

fiir AP(v1,v2,- -+, Up).

Satz 8.3.1. V hat fiir alle p eine p—fache duflere Potenz NP : VP — A. A ist
eindeutig bestimmt in folgendem Sinn: Wenn A : VP — A’ eine zweite p—fache
duflere Potenz von V ist, gibt es genau einen Isomorphismus a : A — A’, der
das Diagramm

'3
Ve A - A
N ¢
A/

kommutativ macht.

Beweis. Sei (e;);ez eine Basis von V. Fiir A wéhlen wir einen Vektorraum mit
einer Basis (er), die mit den p—elementigen Teilmengen I von Z indiziert ist.
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Um AP zu definieren, fixieren wir eine lineare Ordnun@ von Z und definieren
€y /\(31‘2 /\"’/\eip
als 0, wenn I = {41,...,4,} weniger als p Elemente hat. Und sonst als
€iq-vip €1,

wobei €;,...;, die Signatur der Permutation ¢ € Sym([) ist, fiir die o(iy) <
o(iz) < --- < o(ip). Wir verifizieren, wie im Beweis von daf die mul-
tilineare Abbildung AP alterniert. Der Einfachheit halber zeigen wir nur, daf
AP Null ist, wenn die ersten beiden Argumente gleich sind. Dazu geniigt es zu
zeigen, dak a Aa Aej, A+ Ae;, =0 fiir alle i3,...,4,. Wenn a = Zj &je;j, ist

a/\a/\eis/\-u/\eip:ijgk((ej/\ek/\o-~)+(ek/\ej/\~~~))

i<k
Dabei summieren wir iiber alle ¢, k, die in {is,...,%,} nicht vorkommen. Weil
€jkig--ip = —Ckjig---ip
verschwinden alle Summanden, wie gewiinscht. O

Wir wéhlen fiir alle V und p eine p—fache dufsere Potenz aus und bezeichnen sie
mit A” V. Fiir p = 0 ist der Sinn der Definition nicht ganz klar; man vereinbart
A’V = K. A' V kann mit V identifiziert werden. Die Elemente von A” V heifen
die p—Vektoren von V.

Betrachtet man die Definition der dufferen Potenz im Fall W = K, sieht man,
daf sich der Raum APV aller p-Formen auf V mit dem Dualraum (A" V)*
identifizieren 1aft: Jedes u € APV 14t sich schreiben als

(o1, ...,vp) = AMvr A2 Aup)
fir ein A € (AP V)*.

Sei e1, e, ... e, eine Basis von V. Fiir alle p— Teilmengen I von {1,...,n} sei
er = e€;; Nej, /\-"/\t’:’l‘l77

wobei i1 < ip < ... < %, eine monotone Aufzéhlung von I ist. Aus dem Beweis
des Satzes ergibt sich:

Folgerung 8.3.2. Die e; bilden eine Basis von \'V.

Wenn dim V' = n, ist also
P
dim(A\ V) = (Z)

3Zorns Lemma liefert die Existenz einer maximalen partiellen Ordnung auf Z. Maximale
partielle Ordnungen sind linear.
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Insbesondere ist dim(A" V) = 1 und dim(A” V) = 0 fiir alle p > n.

Nehmen wir, an die Vektoren vy, ..., v, seien vermoge
(vi...vp) =(e1...en)A

durch die n—p—Matrix A gegeben. Dann koénnen wir das dufere Produkt der
v; folgendermafen berechnen. (I liuft iiber alle p—elementigen Teilmengen von

1,...,n}.)

VI A ANy = E E ail,leilA"'AaiP,peip

— Z( Z €iymriy E[aik,k)el

Dabei besteht die p—p—Matrix Ay aus den Zeilen von A, deren Zeilennummern
zu I gehoren.

Lemma 8.3.3. Zu jeder linearen Abbildung ¢ : 'V — U gibt es eine lineare
Abbildung NPo : NPV — AP U, die eindeutig bestimmt ist durch

APO(1r A= Avp) = d(v1) A=+ A d(up).

N’ wird dadurch zu einem Funktor.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit folgen aus der universellen Eigenschaft der
duferen Potenz, weil ¢(v1) A -+ A ¢(vp) ein alternierender Ausdruck in den v;
ist. Dafs APid = id ist klar. Schlieflich folgt AP (1)) = AP(@) AP () aus
N (P) (o1 A=) = (¢hor) A -
— APG(thy A )
=NONP Yo A~

Sei ey, ...,e, eine Basis von U, fi,..., f, eine Basis von V und ¢ : V — U
durch die m—n—Matrix A gegeben. Wir wollen die Matrixdarstellung von AP¢
berechnen.

Sei J = {j1 < ... < jp} eine p-elementige Teilmenge von {1,...,n} und A/

die Matrix, die aus den Spalten von A besteht, deren Index in J liegt. Dann ist

(¢(f31) e ¢(fgp)) = (e1--em)A”’. Also
NG(f2) = () A A O(E,) = 3 det(A])es
1

Daraus folgt sofort
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Lemma 8.3.4. Wenn dimV = n und ¢ ein Endomorphismus von V ist, ist

A" = det(g)). O

Man beachte, daft ein Endomorphismus eines eindimensionalen Raumes Multi-
plikation mit einem Korperelement ist.

Satz 8.3.5. Fir alle p und q gibt es eine bilineare Abbildung

p q p+q
N AVXAV = AV
gegeben durch (vi A -+ Avp) A (Upp1 A+ AVpgq) = U1 A=+ AVpiq.

Wenn p oder g gleich Null sind, nehmen wir fiir A die Multiplikation mit Ele-
menten von K.

Beweis. Der Beweis folgt dem ersten Teil des Beweis von 1): Fiir jedes
festgehaltene p-Tupel T = (v1,...,vp) ist die Abbildung

(Up+1, R 7’Up+q) A AREREA VUp+q
alternierend und l&ft sich daher schreiben als

vy A A Uptq = fg(’l)p+1 A=A ’Up+q)
fiir ein lineares fz: AV — APTIV.
Die Abbildung (vy,...,v,) — fz ist alternierend und daher von der Form
fo=FiA-op)

fiir eine lineare Abbildung f : A*V — LAV, AT V). uAv = f(u)(v) ist also
wohldefiniert und bilinear. O
Sei ey, ea,...e, eine Basis von V. Wenn I eine p—elementige Teilmenge und J
eine g—elementige Teilmenge von {1,...n} ist, ist

0 , wenn INJ#0
erNejy=
€1,J€rug , sonst.

Dabei ist, wenn 47 < ... < 1ip, J1 <...<jgund kg < ... < kpyq die aufstei-
genden Aufziahlungen von I, J und TUJ sind, €, ; die Signatur der Permutation

(il...ipjl...jq>
ki... kpiq ’
die 41 ...4pj1 ... jq der Reihe nach auf k; ...k, abbildet.
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Folgerung 8.3.6. Die direkte Summe
P
Av-@(Av)
peN

wird durch die Abbildungen A zu einer assoziativen Algebra mit Finselement.

Wennv e NPV und w e NV, ist

(8.2) vAw=(—1)PwAw.
AV heifst die duflere Algebra von V.

Beweis. Wie in beweist man die Assoziativitdt. v Aw = (—1)P?w A v folgt
aus €57 = (—1)P%er 7, was wiederum aus

. : p p+1 -+ p+gq
— _1pq

folgt. O

Satz 8.3.7. Sein = dim(V) und p + ¢ = n. Wenn wir einen Isomorphismus
pw: \"V = K firieren, werden NPV und NV vermdge

/\:/}'\VX/q\V—>/\Vi>K

zu einem dualen Paar.

Beweis. Sei e; eine Basis von V und ey, n)) = a. Dann sind die ey eine
Basis von A"V und die

f] = a_lelj 67
die dazu duale Basis von A?V. Die I laufen dabei iiber alle p—elementigen

Teilmengen von {1,...,n} und I = {1,...,n} \ I bezeichnet die Komplement-
menge. O

Folgerung 8.3.8 (Cramersche Regel). Sei n = dim(V) und p eine n—Form,
dann ist fir alle vy,...,v, und allex € V

n
/J/('Ul,...,’Un>l‘ = Z/J/(’Ulw"?vi—lamvvi-i-la-- .,’Un)'Ui
i=1

Beweis. Zuerst iiberlegt man sich, daf fiir festes = die beide Seiten der be-
haupteten Gleichung alternierend in wvy,...,v, sind. Wenn zum Beispiel v; =
vg, verschwinden alle Summanden der rechten Seite bis auf u(x,ve,...)v; und
w(vy, x, .. .)vs, die sich aber gegenseitig autheben.
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Das bedeutet, daff wir annehmen koénnen, daf wvy,...,v, eine Basis ist. Wir
koénnen jetzt dem Beweis von folgen, oder dem folgenden Gedankengang.
Wenn p = 0, ist alles klar. Sonst definiert u eine Isomorphismus zwischen A" V/
und K, den wir ebenfalls mit p bezeichnen. Sei wieder o = p(vy,...,v,). Fir
die duale Basis

wi = Q7€ v
miissen wir zeigen, dafl
P(UL, - Vi1, T, Vig 1, -, V) = (T A w;).
In der Tat
(U1, U1, By Vi 1y ey V) = eij,u(:zj,vl, ey Vi1, Vigdy ey Up)

=63 p(z A UZ‘)
= o p(x A w;)

O

Sei ¢ ein Endomorphismus von V und adj(¢) : V. — V der zu A" 14 : /\”71 V-
/\n*1 V adjungierte Endomorphismus. adj(¢) wird also bestimmt durch die Giil-
tigkeit von

adj(@)(v1) Ava A== Avy =v1 Ad(va) A+ A d(uy,)
fir alle vq,...,v, aus V.

Lemma 8.3.9. Wenn ¢ (beziglich einer Basis von V') durch die Matriz A
dargestellt wird, wird adj(¢) durch die Adjunkte adj(A) dargestellt.

Man nennt daher adj(¢) die Adjunkte von ¢.

Beweis. Sei ey, ..., e, eine Basis von V. ¢ sei in dieser Basis durch die Matrix
A dargestellt und adj(¢) durch B. Wir fixieren zwei Indizes 7 und j. Dann ist
einerseitd]

adj(@)(ej) Nex A€o Nen = (Bijes) Ner A &i-- Nen
= (_l)iilﬁij(ﬁ A Ney)

und andererseits, wenn aq, ..., a, die Spalten von A sind,

—

ej Ndler) N dle;) - Ag(en) =det(ejar @ ---an)(er A+ Aep)
= (—1)7"'det(Aj;)(e1 A+ Aey).

Daraus folgt 8;; = (—1)"7 det(4;;). Das ist die Behauptung. O

4ngi" bedeutet, daR dieser Term fehlt
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8.4 Aufere Algebra und Dualitit

V sei diesem Abschnitt ein n—dimensionaler K—Vektorraum.

Lemma 8.4.1. Durch
(M A AAXp,v1 Ao Avy) = det

wird eine bilineare Abbildung

p

(,):/\V*xpV—>K

definiert.
Wenn p = 0, nehmen wir fiir (, ) die Multiplikation K x K — K.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf det(\;(v;)) alternierend in Aq,..., A, und al-
ternierend in wvy,...,v, ist. Das folgt aber sofort aus der Tatsache, daf die
Determinante eine alternierende Funktion sowohl ihrer Zeilen als auch
ihrer Spalten ist. O

Der néchste Satz zeigt, daf man fiir endlichdimensionale V' den Raum APV der
p-Formen auf V mit A”(V*) identifizieren kann.

Satz 8.4.2. Wenn V endlichdimensional ist, bilden A\’ V* und NPV vermdge
der eben definierten bilinearen Abbildung ein duales Paar.

Beweis. Sei ey, ..., ey, eine Basis von V und ej, ..., e} die duale Basis von V*.
Dann sind die Basen (er) und (e}) von A’V und A” V* dual zueinander. Wenn
nédmlich I = {ky,...,kp}, ist

(e1,er) = det(e, (ex,)) = det(I) = 1.

Wenn J # I, ist (e}, ey) Determinante einer Matrix, die eine Nullspalte (und
eine Nullzeile) hat, also gleich Null. O

Mit Hilfe der kanonischen Isomorphismen

P P
ATV = (AV) = AV
iibertragen wir die Algebrastruktur von A(V*) auf

AV = ary,

p=>0

die Algebra der alternierenden Formen.
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Satz 8.4.3. Sei V endlichdimensional, v eine p—Form und v eine g—Form auf
V. Dann berechnet sich die p + q—Form p A v durch

(8.3) (LWAV)(V1,. . Vppg) = ZGI’J Wiy 05, V(U505 ).

Dabei wird iber alle Zerlegungen von {1,...,p+ q} in eine Menge I = {i; <
... <'ip} und eine Menge J = {ji < ... < jq} summiert.

Beweis. Wenn wir die Summanden der rechten Seite schreiben als

e iy e i 1 ... j
RSy j =sign <1 ; 1 e p—iq) (igs 05, V(05 5,)
sehen wir, dal der Wert nur von I = {i1,...,4,} und J = {j1,...,J,} abhéngt,
nicht aber von der richtigen Anordnung der i1, ...,%, und ji, ..., j;. Denn, wenn
wir zum Beispiel die Reihenfolge der i1, ... &ndern, dndert sich die Signatur der

Permutation in der gleichen Weise wie das Vorzeichen von . Daraus folgt nun
leicht, dafs die rechte Seite von alternierend in vq,...,vp4q ist. Um das
einzusehen, nehmen wir an, daf v; = v; fiir zwei verschieden ¢ und j. Dann ist
RSy ; =0, wenn ¢ und j beide in I oder beide in J liegen. Wenn ¢ € I und
J € J, heben sich RSy ; und RSy {i1,70{i)\{;j} gegenseitig weg, weil

FRREEEY RESIE . g Jaq

i1 fee Ay J1 i g
1 e p p+1 e p+q

verschiedene Vorzeichen haben.

und

Wir kénnen also annehmen, daf die v; die ersten p + g Elemente einer Basis
e1,...,e, sind. Weil beide Seiten von bilinear in p und v sind, kénnen wir
annehmen, daf y und v zwei Basiselemente ey, und e, von A’ V und A?V sind.
Dann ist, fiir aufsteigend geordnete Indizes, p(e;,, ..., e;,) (bzw. v(ej,...,€;,))
gleich 1, wenn I = I (bzw. J = Jy), und gleich 0 sonst.

Beide Seiten von (8.3) sind Null, auker wenn Iy und Jy eine Partition von
{1,...,p + ¢} bilden. Dann ist aber u A v = €1, j,€{1,... p+q} und

(mAV)(er,... eptq) = €1y, Jo-
Auf der rechten Seite ist der einzige nicht verschwindende Summand

RIO,JO = €Io,Jo-

Wenn p =1, d.h. u € V*, hat die Formel die einfache Gestalt:

g+1
(uAV)(01, . vg1) = > (=1 p(vi)v(vr, . By, g 11).

i=1

Dabei bedeutet v, daft die Variable v ausgelassen wird.
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Folgerung 8.4.4. Wenn K die Charakteristik 0 hat, ist

sign(m
(LAV)(v1,. . vpgg) = Z ( ) (Ur )55 Vn(p) V(Vr(p1)s - s Un(pta))-

8.5 Die aultere Algebra eines euklidischen Raum-
es

Sei V' ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum. Jede Linearform hat die
Form z +— (a,z) fir ein eindeutig bestimmtes a € V. Wir konnen auf diese
Weise V* mit V identifizieren. Daraus ergibt sich auf natiirliche Weise eine
Identifizierung von A" V* und A" V. Es ist dann fiir x1,...,2p, Y1,...,yp € V

(xlvyl) (xlvyp)
(TAI A Axp,yn A Ayp) = det : :
(@p, 1) -+ (Tpsyp)

Lemma 8.5.1. Die A"V mit der Bilinearform ( , ) sind euklidische Vektor-
rgume.

Beweis. Wenn ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von V ist, ist (ey) eine Ortho-
normalbasis von AP V. O

Lemma 8.5.2. Eine n-Form u € N"V* = N\"V ist genau dann normiert
(siehe Seite , wenn ||u]| = 1.

Beweis. Sei ey, ...,e, eine Orthonormalbasis und p =e; A --- A e, als n-Form
aufgefalt. Die Gleichung (e; A--- Aen,e1 A--- Ae,) = det(e;, e;) = 1 hat dann
eine doppelte Bedeutung;:

1. p(er,...,en) =1, dh. u ist normiert.
2. (pyp) =1, dh ||l = 1.

WEeil alle n—Formen Vielfache von p sind, folgt die Behauptung. O

Wir fixieren eine Orientierung von V, indem wir eine der zwei normierten n—
Formen festhalten. Nennen wir sie p. Nachwerden, wenn p+q =n, N\°V
und A7V vermége x,y — po(z Ay) zu einem dualen Paar. Es gibt also einen
Vektorraumisomorphismus (die Hodge-Abbildung) — : N°V — AV, deﬁniertﬂ

to(z Ay) = (T,y)
(fiir alle y € A7V).

5Die Hodgeabbildung setzt sich also zusammen aus zwei Isomorphismen APV = ATV —
A?V. Der erste Isomorphismus kommt von der Paarung po(z,y) zwischen APV und A2V,
der zweite durch die euklidische Bilinearform (x,y) auf A? V.
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Satz 8.5.3.
1. mo=1

2. Wenn eq,...,e, eine positiv orientierte Orthonormalbasis von V istﬂ ist
fir alle I C {1,...,n}
€1 =€ €T

Dabei ist I ={1,...,n}\ I.
T=(-1)Pz.

3.
4. respektiert die euklidische Bilinearform: (T,z) = (x, z)

Beweis.

Eigentlich meinen wir statt po den entsprechenden n—Vektor fy. Es gilt
wo(fo) = (fo, fo) = 1. Also

po(foNy) =y = (1,y).

} Beziiglich der Paarung po(z A y) ist die Basis (ejj e7) dual zur Basis (e)
Beweis von [8.3.7). Beziiglich der Paarung ( , ) ist (e;) zu sich selbst dual.
Daraus folgt die Behauptung.

Das folgt aus und €55 = (—1)P¢r ;.

Folgt aus .

O

Sei schlieklich V' ein dreidimensionaler euklidischer Vektorraum mit einer einer
ausgezeichneten normierten 3—Form p. (Bis auf Isomorphie ist das der R3 mit der
Standardbilinearform und der Standarddeterminantenform mit p(eq,eq,e3) =1
fiir die kanonische Basis.)

Definition. Das Kreuzprodukt x : V XV — V ist definiert durch xxy =z Ay.

Fiir den R? mit der Standardbilinearform und der Standarddeterminanten-
form stimmt das jetzt definierte Kreuzprodukt mit dem auf Seite [39] definierten
Kreuzprodukt iiberein. Aus der Definition folgt, daf x unter der Wirkung aller
¢ € SO3(R) invariant bleibt, daf also ¢(z x y) = ¢(z) x ¢(y) fiir alle z,y € R3.

x X y ist eindeutig bestimmt durch die Giiltigkeit von

wz,y,2) = (x xy,z)

fur alle z € V.

6Das heift, wenn pg(e1,...,en) =1
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Satz 8.5.4. Fir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln:

(1) axb = -bxa

(2) (axbec) = pla,b,c)

(3) ((a x b), (C xd)) = (a, C)(b, d) — (a7d)(b7 C)
(4) (axb)yxe = (a,0)b—(bc)a

(5) (axb)yxc+(bxec)xa+(cxa)xb = 0

Bemerkung. FEine Algebra, in der und die Jacobiidentitdt gelten, heifit
Liealgebral]

Beweis.

Das folgt aus a A b = —b A a (Gleichung (8.2)), Seite [131]).

Das ist die Definition des Kreuzprodukts.

(3) Weil — das Skalarprodukt erhélt, ist
((axb),(ecxd)=(anbcAnd) = (a,c)(b,d) — (a,d)(b,c).
Wir multiplizieren (a X b) x ¢ mit einem beliebigen Vektor x.

((axb)xe,z)=plaxbex)=plc,x,axb)
=(cxz,axb)=(c,a)(z,b) — (¢,b)(z,a)
= ((a,e)b— (b,0)a, x)

Daraus folgt die Behauptung.

Folgt sofort aus (4)). O

7 Wenn der Grundkérper die Charakteristik 2 hat, fordert man a x a = 0. statt , vgl.

Lemma @
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za, [20]

Abbildung

affine, [I07]
euklidische, [107]

alternierende, [126]

antilineare, [112

bijektive,

bilineare, [14] 25 38|

duale, [86]

identische, 21]
injektive,
Komponente,
lineare, siehe lineare Abbildung
multilineare, [39]
sesquilineare, [T12]
surjektive,
abelsche
Halbgruppe,
adjungierte
Endomorphismen, [92] [94] [115]
Matrix, [112]

Adjunkte

einer Matrix,

eines Endomorphismus,
Aquivalenzrelation,
dhnliche Matrizen, [50]

dufere
Algebra,
Potenz,

affine

Abbildung,
euklidische,

Ebene,
Gerade, [ [111]
Quadrik, [107]
Unterrdume, [I11]

Algebra,
K-Algebra,

alternierende
Abbildung, [126]
Form,

normierte, 102} [I35]
antilineare Abbildung,

Antisymmetrie, [3]]
Assoziativgesetz, [I7]
aufgespannter Unterraum, 2§

Automorphismus, 91

Basis, 25] 28] 1]
duale,
Basiswechsel,
Betrag einer komplexen Zahl,
Bijektion, [20]
bijektive Abbildung, [20]
Bild einer Abbildung, 20} 1]
bilineare Abbildung,

Bilinearform, 9]
euklidische, 0§
indefinite, [08]
negativ (semi)definite,
nicht ausgeartete,
positiv definite, [0}
positiv semidefinite, 0]
regulire, [94]
symmetrische, [0} [05]
Blockmatrix, [77]

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, [I0}
ey

Cayley, Satz von,

Charakteristik,

charakteristisches Polynom,

Cramersche Regel, [62} [[31]

Determinante

einer Matrix,

eines Endomorphismus, [65]
Diagonalisierbarkeit
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einer symmetrischen Bilinearform, Form

90) k—Form, siehe alternierende Form
eines Endomorphismus, [67] alternierende, siehe alternierende
Diagonalmatrix, [67] Form
Dimension, [30] bilineare, siehe Bilinearform
eines projektiven Raumes, [I08] lineare, siehe Linearform
direkte Summe, multilineare, siehe Multilinearform
einer Familie von Unterrdumen, [69] quadratische, siehe quadratische Form
Distributivgesetze, [36] sesquilineare, siehe Sesquilinearform
Distributivitét, [32] Funktional, [T1]
Drehung, [15] [102] Funktor, [86]
Dreiecksmatrix
obere, Gerade, B[]
Dreiecksungleichung, affine, [8} [I11]
duale projektive, [I10]
Abbildung, [86] Gleichungssystem
Basis, 85} 0] homogenes,
duales Paar, Normalform, [2]
Dualraum, quadratisches, 2]
Rang, 2]
Ebene, Grad eines Polynoms, [70]
affine, Gramsche Determinante, [103
projektive, grofites Element,
Eigenraum, [6§| Gruppe, [T7H23]
Eigenvektor, [68] abelsche, [T9]
Eigenwert, [68] kommutative, [I9]
Einheit,
Einheitsmatrix, Halbgruppe,
Einheitsvektor, [I] abelsche, [I7]
Einschrinkung einer Funktion, 2] kommutative,
Einselement, [T8} [57] Hamilton, Satz von, [74]
Einsetzungshomomorphismus, [70] Hauptachsen einer symmetrischen Bi-
Elementarmatrizen, [46] [47] linearform, [T03]
Endomorphismus, Hauptachsentransformation, [T03]
adjungierter, [92] [94] Hauptraum, [76]
Adjunkte eines, [[32] hermitesche
diagonalisierbarer, [67] Form, [113
nilpotenter, [79] positiv definite,
normaler, [T16] Matrix, [TT3]
orthogonaler, Hodge-Abbildung, [[35]
selbstadjungiert, [96] Homomorphismus,
unitarer, ) . )
Erzeugendensgm, identische Abbildung, 2]
erzeugter Unterraum, .In'fimt.nn, @ .
cuklidische injektive Abbildung,
Bilinearform, 0§ Inklusionsabbildung,
Ebene, [1 integritéitsbereic}g ) -
- nvariante eines Endomorphismus,
Réume, Inverses, [I§|
Fehlstand einer Permutation, 53] Isomorphismus,
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von Vektorraumen, @7 IZII

Jordanmatrix, [83]
Jordansche Normalform, [83]

k—Form, siche alternierende Form
kanonische

Basis, [T1]

Projektion,
Kern einer Abbildung,
Kette, [32]
kleinstes Element, [32]
Kodimension, [35]
Korper, 40|

algebraisch abgeschlossener, [79]
kommutative

Halbgruppe, [17]
kommutatives Diagramm, [27]
Komplement, [33]

orthogonales,
komplexe Zahlen,

Komplexifizierung,
Komponente einer Abbildung, [T]]

Komposition von Funktionen, 21} [25]
Konjugation,
konjugiert komplexe Zahl,
konjugierte Matrizen,
konjugierter Vektorraum, [I12]
kontravarianter Tensor, [124]
Koordinaten,

homogene, |110
Koordinatensystem,
kovarianter Tensor,

Kreuzprodukt, [39] [136]

Kroneckers Delta, [12]

Léinge, [10} 09} [I14]

Laplacescher Entwicklungssatz, [62]

Liealgebra, [39] [137]

lineare

Abbildung,

Linearfaktoren, [72]
Linearform,
Linksinverses,
linksneutrales Element, [I§]
Losung

einer Gleichung, []

eines Gleichungssystems,
Losungsmenge, siehe Losung eines Glei-

chungssystems

Losungsmenge

k-parametrig,

Matrix,
adjungierte, [T12]
eines Gleichungssystems, [2]
hermitesche,
orthogonale,
Produkt,
quadratische, [2] [12]
regulire, [16]
selbstadjungierte, [113]
singulére, [46]
symmetrische, 06]
transponierte, [61]

maximales Element, [32]

metrischer Raum, [I1]

Modul, [40]
R-,

L, @
Modularitét, [32]
Monoid, [I§]
multilineare Abbildung,
Multilinearform,

n—Form, siehe alternierende Form
Nebendiagonale,

Nebenklasse,

neutrales Element,

nilpotenter Endomorphismus, [79]
Noetherscher Isomorphiesatz, 1]

Norm, [0} 09} [T

zwischen projektiven Raumen,[TI0hormaler Endomorphismus, {116

Gleichung, [TH6|
Gruppe, [45] (7]
spezielle,
Ordnung,
Unabhéngigkeit, [6] 28] [3]]

lineares

Funktional, [T1]
Gleichungssystem,

Normalform,

fiir lineare Abbildungen, [50]
normierte alternierende Form, [102] [I35]
Nullelement, [T§]
Nullmatrix,
Nullraum, [7]
Nullstelle

eines Polynoms, [7]]
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Vielfachheit, [79] Quadrik

Nullteiler, affine,
Nullvektor, [7] projektive, [I1]]
obere Dreiecksmatrix, gﬁgtiﬁzgif;iifr
Operation, [I7] ,
Ordnung Rang
lineare, [32] [12§] einer Bilinearform, [01]
partielle, einer linearen Abbildung, [44]
totale, einer Matrix, [2] [44]
Orientierung, [64] eines Tensors, [120
Orthogonalbasis, [96] rationaler Funktionenkorper,
orthogonale Rechtsinverses, [1§]
Endomorphismen, [101 rechtsneutrales Element, [T§]
Gruppe, [102 Reflexivitét, [31]
spezielle, regulire
Matrix, [102] Bilinearform, [94]
Vektoren, [10], [96] Matrix, [46]
orthogonales Komplement, [T00] reiner Tensor, [120]
Orthonormalbasis, Richtungsraum, [8} ]
p—Vektoren, [128 Ring,

kommutativer,

Parallelepiped, [64] nullteilerfreier,

Parallelitat,

partielle Ordnung, @ Satz
Partition, [36] von Cayley,
Permutation, von Hamilton, [74]
Fehlstand, von Pythagoras, [I0]
gerade, Schmidtsches Orthonormalisierungsver-
Signatur, [52] [53] fahren,
ungerade, [53] Schranke,
Polynom, [70] selbstadjungierte
konstantes, [70] Endomorphismen, [96]
normiertes, [70] Matrix, [[13]

Polyl?omring', [0 senkrechte Vektoren, siehe orthogonale
positiv definite Vektoren

Bilinearform, [J} [08] Sesquilinearform, [112)

hermitesche Form, 113 hermitesche,
Potenzmenge, Signatur
Produ.kt einer Abbildung, [50]

direktes, [7] einer Bilinearform,
Projektion, A2 einer Permutation,

kanonische, singulére Matrix, [46]
projektive Skalar, [7]

Ebene, Skalarprodukt, [9]

Gerade, [110] Spalte, 2] [[4HI5]

Quadrik, [IT1] Spaltenoperation,
projektiver Raum, [I0§ Spaltenrang,
Punkt, [7] Spaltenvektor, [5]
quadratische Form, Spur einer Matrix, 72
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Standard n—Form, [5§ Verkniipfung von Funktionen, [21] [25]

Standardbilinearform, Volumen,
Standardsesquilinearform, Volumen eines Parallelepipeds,
Standardskalarprodukt, 09| Volumenform, [65]

Supremumn, [32] Vorzeichen, siehe Signatur einer Per-
surjektive Abbildung, [20] mutation

Symmetrie,

Symmetrische Gruppe, Winkel, [T0]

symmetrische Matrix, [96]
Zeile, P [T

Tensor, Zeilenoperation, 2] [47]
Rang, Zeilenrang,
reiner, [T20] Zeilenvektor, [12]
Tensoralgebra, [123] Zornsches Lemma,
Tensorprodukt, [T1§] Zyklus,

einer endlichen Familie,
Transitivitét,
transponierte Matrix,
Transposition, [54]

Umkehrabbildung,
Unabhéngigkeit von Unterrdumen, [33]
09)
unitére Gruppe, [116]
spezielle,
unitarer
Endomorphismus, [115)
Vektorraum, [T13]
Untergruppe, [21]
Unterraum,
¢—invarianter,
affiner, [I11]
eines projektiven Raumes, [I08]
zyklischer, []]

Vektor, [7]
Lénge, [10] 09 [114]
Norm, [I0} 09} [I14]
Vektorraum, [T7H40|

K-,
Axiome, [7]

endlich erzeugter, [29]
konjugierter, [I12]
unendlichdimensionaler, [30H32]
unitérer, [I13]
Verband,
distributiver, [32]
modularer, [32]
Vergleichbarkeit, [32]
Verjiingung,
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