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1 Die Axiome von Bernays-Godel

Die betrachteten Gegenstédnde unserer Theorie heifsen Klassen, die wir mit Variablen A, B, ..., X,Y,
Z bezeichnen. Klassen konnen Elemente von einander sein. Wir schreiben

AeB

fiir “A ist Element von B”.

Die naive Mengenlehre (im Sinne von [0]) hat zwei Axiome:

Axiom (Extensionalitit)
Zwei Klassen, die dieselben Elemente haben, sind gleich.

Axiom (Naives Komprehensionsaxiom)
Zu jeder FEigenschaft von Klassen gibt es eine Klasse, deren Elemente genau die Klassen mit dieser
Eigenschaft sind.

Wegen des Extensionalitatsaxioms ist diese Klasse eindeutig bestimmt.
Satz 1.1 (Russellsches Paradox) Die naive Mengenlehre ist widerspriichlich.

Beweis:

Sei R die Klasse aller Klassen, die sich selbst nicht als Element enthalten; fiir die also
AeR<<= A¢A.

Dann hat man das unmogliche
ReR<+<= R¢R.

O

Der in der Bernays—Gadelschen Mengenlehre BG vorgeschlagene Ausweg besteht darin, “kleine”
Klassen, Mengen, auszuzeichnen und als Elemente von Klassen nur Mengen zuzulassen. Mengen be-
zeichnen wir mit kleinen Buchstaben a,b,...x,y, z. (Vergleiche dazu die Artikel von Paul Bernays A
system of axiomatic set theory I-VII im Journal of Symbolic Logic, Binde 2,6,7,8,13 und 19.)

Das Komprehensionsaxiom von BG ist

Axiom (Komprehension)
Zu jeder Figenschaft von Mengen gibt es eine (wegen des Extensionalititsazioms eindeutig bestimmte)
Klasse, deren Elemente genau die Mengen mit dieser Figenschaft sind.

Wir schreiben

{z| E(x)}
fiir die Klasse aller Mengen z, die die Eigenschaft E haben.

Wir werden gleich sehen, dafs Extensionalitdt und Komprehension keinen Widerspruch ergeben
kénnen. Der Grund ist aber leider, daf die beiden Axiome allein viel zu schwach sind, um unsere
Vorstellung von der Welt der Mengen und Klassen zu formalisieren. BG besteht aus einer Reihe
weiterer Axiome, die wir in diesem Kapitel vorstellen.

Damit die Mengenlehre eine Theorie im Sinne der Pradikatenlogik ist (und die Beweise im Pré-
dikatenkalkiil formalisierbar) miissen ihre Axiome elementare Aussagen sein: Die Sprache von BG



hat ein Pradikat Men fiir “Menge sein” und ein Relationszeichen e fiir die Elementbeziehung. Unsere
Konvention, daft Klassen nur Mengen enthalten kénnen, driickt sich dann durch

VXVY X €Y — Men(X)
aus. Das Extensionalitidtsaxiom ist
VXVY (Ve(zeX «—zeY)) — X =Y.

Um das Komprehensionsaxiom elementar auszudriicken zu konnen, miissen wir uns darauf festlegen,
nur elementare — also durch Formeln — ausdriickbare Eigenschaften von Mengen zuzulassen. BG fordert
eine weitere Einschriankung: Wir betrachten im Komprehensionsaxiom nur beschrinkte Formeln, in
denen alle Quantoren nur iiber Mengen laufen — das heifit, nur in der Form Vz (Men(z) — ...) und
Jz (Men(z) A ...) vorkommen. Fiir jede beschriankte Formel ¢(Xo,...,X,) in der Sprache von BG
haben wir dann ein elementares Komprehensionsaxiom

VX1 ... VX, IV VX, (XoeY +— (Men(Xo) A ¢(Xo, ..., X)) .

Das Komprehensionsaxiom ist also nicht ein einzelnes Axiom, sondern ein Axiomenschema. Laft man
beliebige Formeln zu, erhdlt man die Morse—Kelley—Mengenlehre.

Man iiberzeugt sich leicht, daff sich auch die iibrigen Axiome von BG, die wir in diesem Kapitel
angeben, elementar formulieren lassen.

Logischer Exkurs
Wenn man in einer Theorie T fiir eine Formel ¢

Va1, ...,z xod(x0, ..., Tp)

beweisen kann (3! bedeutet “es gibt genau ein”), geht man hiufig zu einer definitorischen Erweiterung
T {iber. Man fiihrt ein neues n—stelliges Funktionszeichen fy ein und erweitert 7" um das Axiom

Vaq .. Ve, ¢(fe(z,...,Tn),T1.. ., Tp).

Jede Formel der erweiterten Sprache ist in Ty zu einer Formel der alten Sprache dquivalent. Auferdem
ist Ty eine konservative Erweiterung von T Jede Aussage der alten Sprache, die sich in T} beweisen
1&t, ist auch in T beweisbar. Wir machen im folgenden von diesem Prinzip stillschweigend extensiven
Gebrauch. Die oben eingefiihrte Klassenklammer zum Beispiel,

{y | ¢(yaxla s ,il'n)} )
ist ein durch die Formel
dj(XOv B XTL) =VZ (Z€X0 — (Men(Z) A ¢(Z7 Xla s 7X7L)))

definiertes neues Relationszeichen.

Aus unseren beiden Axiomen folgt die Existenz von zwei Klassen:

Notation
V ist die Allklasse {z | © = z}.
() ist die leere Klasse {x | -z = z}.

Die Existenz von V hat zur Folge, daft jede Menge Element einer Klasse ist. Also ist eine Klasse
A genau dann eine Menge, wenn sie Element einer Klasse ist. “Menge” ist daher als Grundbegriff
eigentlich iiberfliissig. Statt “A ist Menge” schreiben wir auch “A € V”.

Das Russellsche Paradox wird ein Lemma:



Lemma 1.2 FEs gibt eine echte Klasse.

Beweis:

Die Klasse R aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, kann keine Menge sein.

Notation Fir Klassen A und B bedeutet

O

e A C B, A ist Teilklasse (oder wenn A eine Menge ist: Teilmenge) von B, dafl alle Elemente von

A auch Elemente von B sind.

AUB ={x |z € A oderx € B} die Vereinigung von A und B.

schnitt leer ist.

A\ B ={z|x € Aundx ¢ B} die Differenz von A und B.

A={zx |z ¢ A} das Komplement von A.

e UA={z|3yxeyAnye A} die Vereinigung der Elemente von A.

e MA={z|Vyye A— z €y} der Durchschnitt der Elemente von A.
o P(A) = {z | x C A} die Potenzklasse von A.

Mengenlehre in der Schule beschéftigt sich mit Theoremen wie zum Beispiel

AUB=ANB,

eine der sogenannte de Morganschen Regeln.

Das Aussonderungsaxiom driickt aus, dafs Mengen kleine Klassen sind.

Axiom (Aussonderung)
aNAeV

Folgerung 1.3

1. VgV
2. A£0=NAeV

Beweis:

1. Die Russelsche Klasse ist eine Teilklasse von V.
2. Wenna € A, ist an(NA=)A.

Ein Modell der bisherigen Axiome ist

m() = (MOa E0)7

ANB = {z | z € A und x € B} der Durchschnitt. Zwei Klassen heifien disjunkt, wenn ihr Durch-

wobei My nur ein Element m hat und Ej leer ist. Es ist dann V7o = m die einzige Klasse. m ist keine

Menge in 9.

Axiom (Leere Menge)
DeVv



Ein Modell muf jetzt mindestens zwei Elemente haben: Eine Interpretation von V und eine von ().
M enthalte zwei Elemente a und b, F; sei die zweistellige Relation, die nur zwischen a und b besteht.
Dann ist in der Tat 9t; = (M7, Eq) ein Modell der bisherigen Axiome.

Fiir zwei Mengen a und b sei {a,b} = {z | = a V z = b} die Paarklasse aus a und b. Allgemeiner
bezeichnet fiir eine Folge ag, ..., a,—1 von Mengen {ao,...,a,—1} die Klasse, deren Elemente gerade
die a; sind.

Axiom (Paarmenge)
{a,b} € V

Wir konnen jetzt die ersten vier natiirlichen Zahlen definieren: 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,1},
3 = {0,1,2}. Wir sollten eigentlich zwischen den “naiven” natiirlichen Zahlen, von denen wir zum
Beispiel bei der Definition der Ausdriicke {ao,...,a,—1} Gebrauch gemacht haben und den ihnen
zugeordneten Termen in unserem formalen System BG unterscheiden. Wir sollten fiir diese Terme
besser "0, "17 usw. schreiben.

Wir kénnen auf der Basis der bisherigen Axiome noch nicht beweisen, daf 3 eine Menge ist. Zum
Beispiel ist das System Mj aller Mengen (im naiven Sinn), die sich aus der leeren Menge durch iteriertes
Anwenden der Paarbildung gewinnen lassen (die Mengen, die erblich hochstens zwei Elemente haben)
zusammen mit allen anderen Teilmengen von M als echten Klassen ein Modell unserer Axiome, in
dem 3 eine echte Klasse ist.

Axiom (Vereinigungsmenge)

UaeV

Wir konnen schliefen, dafl die Vereinigung a U b = (J{a,b} zweier Mengen wieder eine Menge
ist. Auerdem wissen wir jetzt, dak alle {ag,...,a,—1} Mengen sind: das folgt aus {ag,...,a,} =
{ag,...,an—1} U{a,} per Induktion.

Wir definieren rekursiv fiir jedes n die Menge "n' durch
M1 ={"0",....,"n—17}
Man zeigt leicht durch Induktion, daf alle "n verschieden sind. Im folgenden schreiben wir ein-

fach n fir "n". Aus dem Kontext ergibt sich, ob wir eine natiirliche Zahl unserer mathematischen
Umgangssprache oder einen Term der Mengenlehre meinen.

Wir definieren nach Kuratowski das geordnete Paar
< a,b>= {{a,b},{a}}.

Lemma 1.4 < a,b >=<d',t/ > genau dann, wenn a =a’ und b=1'".

Beweis:

Sei ¢ =< a,b >=< a/,b' >. Wenn ¢ nur ein Element hat, ist {a,b} = {a} = {d/,b'} = {a'}. Daraus
folgt a = b =a’ = b'. Wenn c zwei Elemente hat, haben {a,b} und {a’,b'} jeweils zwei Elemente. Es

folgt {a,b} = {a’,b'} und {a} = {a’}. Daraus folgt die Behauptung. O
Allgemeiner definiert man fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n das n—Tupel der Mengen x1, ..., T,
rekursiv durch
< T >=T
und
Xy Ty S=L LYy e ey Tyl >, Ty >

Aus [ folgt, dak zwei n—Tupel genau dann gleich sind, wenn sie dieselben Komponenten haben.



Axiom (Potenzmenge)

PB(a) €V

Das cartesische Produkt A x B zweler Klassen ist definiert als {z |Ja € A, b€ Bx =<a,b>}.
Allgemeiner definieren wir Ag X ... x A, rekursiv durch Ag x ... x 4, = (Ag X ... X A,,_1) X A,. Die
n—fache cartesische Potenz von A sei mit A™ bezeichnet.

Aus dem Potenzmengenaxiom folgt
Folgerung 1.5 ag X ... X a, € V

Beweis:

Wenn « € a und y € b, sind {z,y} und {z} Elemente von JB(a U b) und folglich < z,y > ein Element
von P(P(a Ub)). a x b ist damit eine Teilklasse der Menge P(P(a U b)) und daher selbst eine Menge.
Die Behauptung folgt daraus durch Induktion. O

Eine Klasse
RCVxV

von Paaren heifst Relation. Zum Beispiel sind €= {< z,y >| z € y},5= {< z,y >| y € =} und =, die
Gleichheit {< xz,x >| x € V}, Relationen. Wie hier schreiben wir auch fiir andere Relationen héufig

aRb
flir < a,b >€ R. Wir definieren das Bild einer Klasse A unter R als
R[A] = {y | 3= € AzRy}.
Eine Relation F' heifit Funktional, wenn
rFy&aFys = y1 = y2
fiir alle y1, y2. Die Gleichheit ist zum Beispiel ein Funktional.

Axiom (Ersetzungsaxiom)
Fiir alle Funktionale F ist Fla] € V.

Fiir beliebige Relationen R und @ definieren wir

1. R A= RN (A x V) ist die Finschrinkung von R auf A. Die Identitit von A ist idy = (= A).
2. D(R) = {z | Jy xRy}, der Definitionsbereich von R.

3. Wb(R) = {y | 3z xRy}, der Wertebereich von R.
Es ist also F[A] = Wb(F | A).

4. Qo R={w|3z,y,z xRy NyQz Nw =< x,z >}, die Verknipfung von Q mit R.
5. R7Y ={w | 3z,y aRy Aw =< y,x >}, die inverse Relation.
Wenn @ und R Funktionale sind, haben die eben definierten Begriffe die iibliche Bedeutung. Die

Notation
F:A— B,

F ist ein Funktional von A nach B , bedeutet, dafs F' ein Funktional mit Definitionsbereich A ist,
dessen Wertebereich in B liegt. Fiir Elemente a von A bezeichnet dann F'(a) das eindeutig bestimmte
Element b von B mit aFb (sonst sei F'(a) = ). Wenn F auf A™ definiert ist, schreiben wir F'(ay, ..., ay,)



statt F(< a1,...,a, >). {F(ay...,a,) | E(ai,...,a,)} ist die Klasse aller F(a;...,a,), mit a; € A
und E(a; ...,a,). Ein Funktional, das eine Menge ist, heift Funktion.

Ein F : I — B nennt man auch eine mit Elementen von I indizierte Famsilie von Elementen
von B und man schreibt F; fiir F'(i). Die Gleichung F = (F; | i € I) erldutert den Gebrauch von
Ausdriicken der Form (... |...).

Das folgende Lemma macht noch keinen Gebrauch vom Ersetzungsaxiom.

Lemma 1.6

1. Wenn die Relationen q und r Mengen sind und a eine Menge ist, sind auch r [ a, D(r), Wb(r),
gor, r~ ' und id, Mengen.

2. Wenn D(R) und Wb(R) Mengen sind, ist auch die Relation R eine Menge.

Beweis:

1. 7 | a ist eine Teilklasse von r , also selbst eine Menge.

Wenn < z,y >€ r, ist {z,y} € Jr und daher z und y Elemente von |J{Jr. D(r) und Wh(r) sind also
Teilklassen von |JJr.

gor ist in D(r) x Wb(qg), einer Menge nach Lemma I3, enthalten und also selbst eine Menge.

r~ 1 ist Teilklasse von Wh(r) x D(r) und id, Teilklasse von a X a.

2. R ist Teilklasse von D(R) x Wb(R). a

Folgerung 1.7 Wenn der Definitionsbereich eines Funktionals F' eine Menge ist, ist F' eine Funktion.

Beweis:

Wenn D(F') eine Menge ist, ist nach dem Ersetzungsaxiom Wh(F') = F[D(F')] eine Menge, also nach
dem letzten Lemma auch F. m

Ein Funktional F': ¢« — B ist also immer eine Funktion. Es macht daher Sinn die Klasse B aller
Funktionen von a nach B zu bilden. Weil B C PB(a x B), ist *B eine Menge, wenn B eine Menge ist.

Bis auf das Extensionalitétsaxiom kann man alle bisherigen Axiome als Spezialfille des naiven
Komprehensionsaxioms auffassen. Das gilt nicht fiir die letzten drei Axiome von BG: Das Fundie-
rungsaxiom, das Unendlichkeitsaxiom und das Auswahlaxiom.

Axiom (Fundierungsaxiom)
Jede nicht-leere Klasse A hat ein Element, das von A disjunkt ist.

Aus dem Fundierungsaxiom folgt, daf die Russelsche Klasse gleich der Klasse V aller Mengen
ist: Wenn sich a selbst als Element enthielte, wéren A = {a} und das einzige Element von A nicht
disjunkt. Allgemeiner kann es fiir kein n eine Folge

ToDT1D...2 Ty

mit zg = x,, geben. Die Menge A = {z, ... 2,1} wiirde sonst dem Fundierungsaxiom widersprechen.
Das Fundierungsaxiom sagt, dafs sich das Mengenuniversum V schrittweise so konstruieren léft: Man
startet mit der leeren Menge, dann nimmt man immer wieder alle Mengen hinzu, deren Elemente
man schon konstruiert hat. Der néchste Satz, das Prinzip der €-Induktion, ist eine Prézisierung dieser
Vorstellung.

Folgerung 1.8 V ist die einzige Klasse A, die alle Mengen enthdlt, deren Elemente zu A gehdren.



Beweis:

Wenn B # V, ist A =V \ B nicht leer. Das Fundierungsaxiom liefert ein z € A, da zu A disjunkt
ist. Dann gehoéren die Elemente von = zu B, x selbst aber nicht. o

Ubung 1.1 Sei P,,(N) die Menge aller endlichen Mengen von natiirlichen Zahlen und x — [x] eine
Bijektion zwischen B, (N) und N, der Menge der natirlichen Zahlen. Zum Beispiel sei [| gegeben

durch
[{ny,...nx}] = Z2n

Die echten Klassen des Modells M seien die unendlichen Teilmengen von N und die Mengen von M
die Elemente von N. Die Elementbeziehung E sei zwischen Mengen und echten Klassen die natirliche
und zwischen Mengen und Mengen definiert durch

zE[{ni,...ng}] <=z € {n1,...nx}.

Dann ist M ein Modell aller bisherigen Aziome mit moglicher Ausnahme des Fundierungsazioms. Das
Fundierungsaziom gilt, wenn n; < [{n1,...ng}].

Wir werden spéter sehen, dafs man aus jedem Modell von BG ohne Fundierung ein Modell von
BG machen kann, indem man sich auf die fundierten Mengen beschrinkt (siche Ubung 53). Die
Beschrankung auf fundierte Mengen bedeutet keine wesentliche Einschriankung, weil man (ohne das
Fundierungsaxiom) zeigen kann (siehe P23), daf jede Menge in Bijektion mit einer fundierten Menge
steht.

Eine Klasse, die die leere Menge enthélt und unter der Nachfolgeroperation
= axU{z}

abgeschlossen ist, muf alle natiirlichen Zahlen "n™ (n = 0,1, ...) enthalten. Das Unendlichkeitsaxiom
soll ausdriicken, daff die (noch zu definierende) Klasse der natiirlichen Zahlen eine Menge ist:

Axiom (Unendlichkeitsaxiom) FEs gibt eine Menge, die die leere Menge enthdlt und unter der
Nachfolgeroperation abgeschlossen ist.

Sei A eine Klasse von nicht-leeren Mengen. Eine Auswahlfunktion von A ist ein Funktional F' :
A — V, mit
F(z)ex

fiir alle z € A.
Axiom (Auswahlaxiom) Jede Menge von nicht-leeren Mengen hat eine Auswahlfunktion.

Auf das Auswahlaxiom beziehen wir uns héufig mit AC, “Axiom of choice”. Wenn die iibrigen
Axiome von BG widerspruchsfrei sind, kann man das Auswahlaxiom weder widerlegen noch beweisen:
Das Auswahlaxiom ist unabhdngig von den iibrigen Axiomen.

Das System BG hat durch Verwendung von Klassen den Vorteil formaler Einfachheit. Der Modell-
begriff ist allerdings etwas kompliziert, weil man immer zwischen Klassen und Mengen unterscheiden
mufs. Das (dquivalente) System ZFC — Zermelo—Frinkel mit Auswahlaxiom — spricht nur von Men-
gen. Das Komprehensionsaxiom féllt weg, dafiir werden die in den iibrigen Axiomen vorkommenden
Klassen durch Formeln ersetzt. Auf diese Weise werden das Aussonderungsaxiom, das Ersetzungsaxi-
om und das Fundierungsaxiom zu Axiomenschemata.

Die Axiome von ZFC:
Die ¢ = ¢(xo, ..., zy) laufen iiber beliebige Formeln (in denen keine Klassenvariablen vorkommen.)




Axiom (Extensionalitit)

VxVy((Vz ZET & zEY) — T iy)

Axiom (Aussonderung)

Vi,... ,anxEly(Vmo xo€ey +— (zoex A (;5))

Axiom (Leere Menge)
JaVy ~yex

Axiom (Paarmenge)
V1, vo3xVy (yex +— (y=x1Vy= xg))
Axiom (Vereinigungsmenge)
VoIyVz (zey +— Jw (zew Awex))

Axiom (Potenzmenge)

VrIyVz (zey%)‘dw (wez%wex))

Axiom (Ersetzungsaxiom)

Vg ... anx((Vxlﬂlxo @) — FyWVao(zoey < Jri(r1ex A qb)))

Axiom (Fundierungsaxiom)

Vay ...z, (3ze ¢ — Jzo(d AVylyexo = —o(y,z1 ..., 2,))))

Axiom (Unendlichkeitsaxiom)

Jr(Fy(yex AVz—zey) AVy(lyex — Fz(zex AVw(wez < (wey Vw =1y)))))

Das Auswahlaxiom formulieren wir etwas anders (aber dquivalent) als in BG, weil sonst die Formel
zu unhandlich wiirde. Es sagt hier, dafs eine Menge = von nicht—leeren, paarweise disjunkten Mengen
eine Transversale besitzt: eine Menge, die mit jedem Element von z genau ein Element gemeinsam
hat.

Axiom (Auswahlaxiom)

Ve((Vy(yex — Jz zey))A(VyVz(yexNzexr — ~Fw(weyhwez))) — FyVz(zex — Fw(wezAwey)))

C steht fiir choice, das Auswahlaxiom. ZF bezeichnet das Axiomensystem ohne das Auswahlaxi-
om. Frénkel hat dem Zermeloschen Axiomensystem das Ersetzungsaxiom hinzugefiigt. Z ist unser
Axiomensystem ohne Auswahlaxiom und Ersetzungsaxiom.

Satz 1.9 BG ist eine konservative Erweiterung von ZFC.

10



Beweis:

Was wir meinen ist: in BG und ZFC sind die gleichen nur mit Mengenvariablen formulierbaren Aus-
sagen beweisbar.

Daft man alle Axiome von ZFC in BG beweisen kann, ist klar. Wenn eine Mengen—Aussage ¢
nicht aus ZFC folgt, gibt es ein Modell 9 = (M, E), in dem ¢ falsch ist. Sei K das System aller in
M definierbaren Teilmengen von M, die nicht die Ausdehnung eines Elementes a von M sind (d.h.
von der Form {m € M | mFEa}). Dann ist (M U K, FU €] (M x K)) ein Modell von BG, in dem
die Mengen die Elemente von M sind. Einzig der Nachweis des Komprehensionsaxioms verlangt eine
kleine Uberlegung: Wenn man in der zu komprehendierenden Formel die Klassenparameter durch
ihre definierenden Formeln ersetzt, erhélt man einen dquivalenten Ausdruck, der keine Klassen mehr
enthélt und also ein Element von M oder von K definiert. Jetzt hat man ein Modell von BG, in dem
¢ falsch ist. |

Wir werden spéter sehen, daf man das Komprehensionsaxiomenschema von BG durch endlich viele
Spezialfille ersetzen kann, daf aber dagegen ZFC nicht endlich axiomatisierbar ist.

Die Axiomatisierung von ZFC stammt von E. Zermelo ([I7]) — bis auf das Ersetzungsaxiom, das
von Frénkel ([8]) hinzugefiigt wurde. Man verwendet darum die Bezeichnung Z fiir ZEC ohne Erset-
zungsaxiom und Auswahlaxiom und ZC fiir Z mit Auswahlaxiom.

11



2  Wohlordnungen

Eine Wohlordnung ist ein Paar @ =< u,r >, wobei r eine lineare Ordnung auf w ist, die fundiert ist. Das
heifst, daf jede nicht—leere Teilmenge von u ein (bzgl. r) minimales Element hat. Eine wohlgeordnete
Klasse ist gegeben durch eine Klasse U und eine fundierte lineare Ordnung R auf U, die vorgdngerklein
ist. Das heifst, daf fiir alle a € U die Klasse U(q) = {b € U | bRa} der Vorgénger von a eine Menge ist.

Eine nichtleere wohlgeordnete Klasse U hat ein kleinstes Element. Wenn a € U nicht grofites
Element von U ist, gibt es ein kleinstes Element, das grofer ist als a, den Nachfolger von a. Ein
Element von U, das nicht kleinstes Element von U und kein Nachfolger ist, ist Limeselement.

Wenn die Teilmenge v nicht kofinal in U ist, gibt es in U eine kleinste echte obere Schranke b von
v. b heikt echtes Supremum sup® v von v. Es gilt immer a = sup® U(,). Dabei heifit V' kofinal in U,
wenn es fiir alle a € U ein b € V' gibt, das gréfer—gleich a ist.

Ein Anfangsstiick einer Wohlordnung ist eine Teilklasse, die mit jedem Element auch jedes kleinere
enthélt. Wie jede Teilklasse einer Wohlordnung sind auch Anfangsstiicke mit der induzierten Ordnung
wieder Wohlordnungen. Wenn das Anfangsstiick V' von U kofinal ist, ist V' = U. Sonst ist V ein
Anfangsstiick der Form U(,).

Ubung 2.1

1. Die leere Menge (mit der leeren Ordnung) ist eine Wohlordnung.

2. Jede Wohlordnung u laft sich um ein Element verldngern: Wdihle ein Element a, das nicht zu
u gehort (z.B. u). v =< v,8 >, wobei v =uU {a} und s = rU (u x {a}), ist dann wieder eine
Wohlordnung. u ist ein Anfangsstiick von v.

3. Sei(u; |i€lI), u; =<wuy,r; >, eine Familie von Wohlordnungen, die Anfangsstiicke voneinander
sind, d.h. daf fir alle i,j aus I U; ein Anfangsstiick von @; oder G; ein Anfangsstiick von u; ist.
Dann ist die Vereinigung der u; mit der Vereinigung der r; eine wohlgeordnete Klasse. Die u;
sind Anfangssticke dieser Wohlordnung.

Definition Auf den Klassen U und V seien die Relationen R und S gegeben. Ein Isomorphismus
zwischen U und V ist eine Bijektion F': U — V', die R in S dberfiihrt. Das heifst, dafS

R(a,b) & S(F(a), F(b))

fir alle a,b € U. Wenn ein Isomorphismus ezistiert, heiffen U und V isomorph. Fir Wohlordnungen
schreiben wir u =2 v.

Lemma 2.1 U und V seien zwei wohlgeordnete Klassen und F' und G zwei Isomorphismen von U
mit Anfangsstiicken von V. Dann ist F' = G.

Beweis:

Weil F[U] ein Anfangsstiick von V' ist, ist F[U(q))] = V(p(a)) fiir alle a € U. Daraus folgt die Rekursi-
onsgleichung
F(a) = sup™ F[U(q))],

die angibt, wie sich der Funktionswert F'(a) aus den Werten F'(b) fiir b € U,y bestimmt. Weil G die
gleiche Rekursionsgleichung erfiillt, miissen G und F auf der Wohlordnung U iibereinstimmen. En
detail: Sei a ein Element mit F(a) # G(a). Aus der Rekursionsgleichung fiir F und G folgt dann
FlU(q)] # G[U(a)]. Es gibt also ein b mit bRa und F'(b) # G(b). Die Klasse der Elemente a, auf denen
F und G nicht iibereinstimmen hat kein kleinstes Element und ist darum leer. O
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Definition FEine Wohlordnung u heifit kiirzer als die Wohlordnung v, wenn @ zu einem echten An-
fangsstiick von v isomorph ist. Wir schreiben @ < ©. Die Definition erweitert sich sinngemdfl auf
wohlgeordnete Klassen.

Es ist klar, daft < transitiv ist. Aus dem Lemma folgt die Irreflexivitét:
Folgerung 2.2 Keine Wohlordnung ist kiirzer als sie selbst.

Beweis:

id,, ist ein Isomorphismus von @ auf ein Anfangsstiick. o

Satz 2.3 Je zwei wohlgeordnete Klassen U und V' sind vergleichbar: Fs ist entweder U kiirzer als V
oder V ist kiirzer als U oder beide Wohlordnungen sind isomorph.

Beweis:

Sei U durch R und V durch S wohlgeordnet. Setze F' = {< a,b >€ U x V | U,y = V(3,}". Wegen
2 ist durch aF'b ay eindeutig durch b und b eindeutig durch a bestimmt. F' ist also eine Bijektion
zwischen Uy = D(F) und Vo = Wh(F). Wenn f ein Isomorphismus zwischen U,y und V{3 ist und
a’'Ra, dann ist f [ Uy ein Isomorphismus zwischen U,y und V(4. Es ist also ' Fb' fiir ein 0'Sb.
Daraus folgt, datt Uy und V;; Anfangsstiicke sind und F' ein Isomorphismus zwischen Uy und V. Wir
sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, daft Uy = U oder Vy = V. Sonst giibe es aber a € U und b € V
mit Uy = Uq) und Vo = V(3. Das hiefe aber, dak aF'b und a € Uy, was nicht geht. O

Folgerung 2.4 Es gibt bis auf Isomorphie hichstens eine wohlgeordnete Klasse. Alle Wohlordnungen
sind kirzer als eine solche Klasse.

Beweis:
Alle echten Anfangsstiicke einer wohlgeordneten Klasse sind Mengen. o

Aus dem Auswahlaxiom folgt:
Satz 2.5 (Wohlordnungssatz) Jede Menge lifit sich wohlordnen.

Dieser Satz, von Cantor noch fiir evident gehalten, wurde von Zermelo ([IB]) bewiesen.
Beweis:
Sei a eine Menge. Wihle mit Hilfe des Auswahlaxioms eine Funktion f : B(a) \ {a} — V mit f(x) €
a\ z. Wir nennen eine Wohlordnung < u,r > gut, wenn u C a und

(%) z = f(u(y) fiir alle z € u.

Hilfssatz Wenn @ und v gut sind, ist @ ein Anfangsstick von U (mit der induzierten Ordnung) oder
umgekehrt.

Beweis: Sei zum Beispiel g : © — v ein Isomorphismus auf ein Anfangsstiick. Dann erfiillt g die
Rekursionsgleichung g(a) = sup* glu,)] = f(g[u(s)]). Die Identitdt auf u erfiillt dieselbe Gleichung.
Also ist f =1id,.

1U<a) ist eine Menge. Darum ldRt sich U,y = V(;) mit einer Formel ausdriicken, in der nur Mengenquantoren
vorkommen.
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Nach der Ubung 271.3 ist die Vereinigung % aller guten Wohlordnungen wieder eine gute Wohlord-
nung. Wire u eine echte Teilmenge von a, kénnte man % wie in der Ubung 1.2 um das neue Element
f(u) zu einer guten Wohlordnung ¢ verldngern. v miifste dann aber Teilmenge von u sein, was nicht
geht. Also ist u = a. m]

Umgekehrt folgt das Auswahlaxiom aus dem Wohlordnungssatz: Sei a eine Menge von nicht—leeren
Mengen. Wéhle eine Wohlordnung < von |Ja. Dann ist f(z) = min(z) eine Auswahlfunktion von a.
Eine anderes zum Auswahlaxiom dquivalentes Prinzip ist Zorns Lemma ([I]).

Satz 2.6 (Zorns Lemma) Sei (a,<) eine partielle Ordnung. Wenn jede totalgeordnete Teilmenge
von a eine obere Schranke hat, gibt es ein maximales Element.

Beweis:

Wenn a kein maximales Element hétte, hitte jede totalgeordnete Menge (eine “Kette”) u eine echte
obere Schranke. Wir konnen annehmen, daf diese oberen Schranken durch eine Auswahlfunktion als
f(u) gegeben sind. Wir nennen eine wohlgeordnete Kette u gut, wenn x = f(u(,)) fiir alle z € u. Wie
im Beweis des Wohlordnungssatzes zeigt man, daf alle guten Ketten Anfangsstiicke voneinander sind.
Die Vereinigung aller guten Ketten ist wieder eine gute Kette u, die keine Erweiterung mehr zulaft.
wU {f(u)} ist aber eine solche Erweiterung. Widerspruch. O

Das Auswahlaxiom folgt aus dem Zornschen Lemma auf folgende Weise: Sei a eine Menge von
nicht-leeren Mengen. Die Menge p aller Auswahlfunktionen von Teilmengen von a wird durch C partiell
geordnet. Die Vereinigung einer Kette von Auswahlfunktionen aus p ist wieder eine Auswahlfunktion.
Ein maximales Element von p muff aber eine auf ganz a definierte Auswahlfunktion sein, weil man
jede auf einer echten Teilmenge definierte Auswahlfunktion noch fortsetzen kann.
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3 Ordinalzahlen

Cantor hat Ordinalzahlen als die Ordnungstypen von wohlgeordneten Mengen definiert. Eine Ordi-
nalzahl hat also die Form
v}

fiir eine Wohlordnung v. Das Problem dieser Definition ist, daf Ordinalzahlen — bis auf den Ordnungs-
typ der leeren Menge — keine Mengen sind; man kann also keine Klassen von Ordinalzahlen bilden.
Die unten angegebene Definition stammt von Zermelo und J.v.Neumann.

1%

{ula

Satz 3.1 Fs gibt eine wohlgeordnete echte Klasse (On, <).

Jede Wohlordnung ist dann nach P23 zu einem eindeutig bestimmten echten Anfangsstiick On,,
von On isomorph. Zum Beweis von Bl definieren wir daher On als die Klasse aller Ordinalzahlen im
folgenden Sinn:

Definition Fine Ordinalzahl ist eine Menge o mit einer Wohlordnung < , so daf$ fir alle 8 € «
B = ).

Wir erinnern uns, dak a(g) = {y € a | v < 8} (siehe Kapitel B). Zum Beispiel sind 0,1,2,... Ordinal-
zahlen. Die Gleichung 8 = «g) ist gleichbedeutend mit der gleichzeitigen Giiltigkeit von

BNa=agp,

und
B C a.

Die erste Gleichung bedeutet, daf auf a die Ordnung < mit der €—Relation iibereinstimmt. Die
Inklusion sagt, dafl « eine transitive Menge ist; das heifst, dal

reyca=—xcao.

Die Ordinalzahlen sind also die transitiven Mengen «, die durch €] « wohlgeordnet werden. Wir
bemerken noch, dafs offensichtlich die Elemente einer Ordinalzahl — also ihre echten Anfangsstiicke —
wieder Ordinalzahlen sind.

Wir ordnen On durch
b<a<— fB<a.

Es ist nach Kapitel B klar, daff < transitiv und irreflexiv ist. Wir miissen noch zeigen, daf < konnex
ist, das heiftt, dal o < 8, @ = 8 oder 8 < « fiir alle a, 8 € On. Wegen 3 folgt das aus dem néchsten
Lemma.

Lemma 3.2 Ordinalzahlen sind durch ihren Isomorphietyp eindeutig bestimmt.

Beweis:

Sei f: a — f der Isomorphismus. Dann gilt fiir alle x € «

f(2) = Bis)) = flaw] = flz].
Das ist eine Rekursionsgleichung fiir f, die auch von id,, erfiillt wird. Also ist f = id,,. O

Wir kénnen sofort folgern, daf die Relation < auf On fundiert und vorgéngerklein ist, denn die
Ordinalzahlen, die kleiner sind als a entsprechen gerade den echten Anfangsstiicken von « und sind
also durch < wie diese Anfangsstiicke durch echte Inklusion wohlgeordnet. Weiter 1afst sich aus dem
Lemma folgern:
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Folgerung 3.3 Fir Ordinalzahlen a und B gilt
a<f<<—aef

und
a< p<< acCsp.

Beweis:

a < f8 bedeutet, dak o zu einem echten Anfangsstiick 3,y = @ von (3 isomorph ist, dak also a = x.
Die zweite Behauptung folgt sofort aus der ersten. |

Wire On eine Menge, so wire On eine Ordinalzahl, also Element von sich selbst, was wegen des
Fundierungsaxioms nicht geht. Man braucht aber hier das Fundierungsaxiom nicht: On < On geht
nicht nach (der Klassenversion von ) EZ2. Damit ist Satz B bewiesen. |

Folgerung 3.4 Jede Wohlordnung ist zu (genau) einer Ordinalzahl, ihrem Ordnungstyp, isomorph.

Beweis:

Sei u eine Wohlordnung. Nach P33 ist # mit On vergleichbar. Weil On keine Menge ist, ist @ zu einem
echten Anfangsstiick von On, also zu einer Ordinalzahl isomorph. O

Den Ordnungstyp einer Wohlordnung @ bezeichnen wir mit otp(@). Fiir Mengen a von Ordinal-
zahlen schreiben wir einfach otp(a) fiir den Ordnungstyp von a mit seiner natiirlichen Ordnung.

Sei A eine Teilklasse von On. Wenn A eine echte Klasse ist, gibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus F' zwischen On und A. Wenn A eine Menge ist, finden wir einen eindeutig (siehe E7)
bestimmten Isomorphismus F' zwischen einer Ordinalzahl, ndmlich dem Ordnungstyp von A, und A.
Wir nennen F' die Aufzihlungsfunktion von A. Es ergibt sich so eine ein-eindeutige Beziehung zwischen
auf Ordinalzahlen oder auf On definierten streng monotonen Funktionen nach On und Teilklassen von
On.

Satz 3.5 Sei a eine Menge. Dann sind dquivalent:

1. « ist Ordinalzahl.
2. « ist transitiv und € konnex auf o.

3. « ist erblich transitiv, das heif$t o und alle seine Elemente sind transitiv.

Beweis:

Dafs Ordinalzahlen transitiv und konnex sind, wissen wir schon. Ordinalzahlen sind erblich transitiv,
weil ihre Elemente wieder Ordinalzahlen sind.

O=10m:

Das Fundierungsaxiom hat zur Folge, dafs € irreflexiv und fundiert auf « ist. Es bleibt zu zeigen, dafs
€] a transitiv ist. Seien also z,y und z Elemente von o und = € y € z. Das Fundierungsaxiom schliefst
x =z und z € x aus, also bleibt nur noch x € z iibrig.

B=10:

Wir zeigen durch €-Induktion, daf alle erblich transitiven x Ordinalzahlen sind. Sei also z erblich
transitiv. Sei y ein Element von z. Dann ist y transitiv. Weil y eine Teilmenge von z ist, sind auch die
Elemente von y transitiv. Die Induktionsvoraussetzung ergibt, daf y eine Ordinalzahl ist. x ist also
eine Menge von Ordinalzahlen und daher konnex. B = [ ergibt, daft x Ordinalzahl ist. O

Lemma 3.6

16



1. Wenn « eine Ordinalzahl ist, ist « U {a} der Nachfolger o + 1 von «, das heifst, die kleinste
Ordinalzahl, die gréfler ist als .

2. Wenn (a;)ier eine Familie von Ordinalzahlen ist, so ist|J;c; a; das Supremum der o, das heifit,
die kleinste Ordinalzahl, die gréfier-gleich allen oy ist.

Beweis:

0: o« U {a} ist offensichtlich erblich transitiv, also eine Ordinalzahl. Zwischen o und a U {a} gibt es
keine echte Teilmenge mehr, also auch keine Ordinalzahl.

B: Die Vereinigung ist erblich transitiv —also eine Ordinalzahl- und die kleinste gemeinsame Obermenge
aller o;. Damit folgt die Behauptung aus B=3. O

Wir haben im Beweis Gebrauch vom Fundierungsaxiom gemacht. In Wahrheit wird das Fundie-
rungsaxiom nicht gebraucht.

Eine Limeszahl ist eine Ordinalzahl > 0, die keine Nachfolgerzahl ist. Die Klasse w aller Ordinal-
zahlen, die kleiner sind als alle Limeszahlen, ist ein Anfangsstiick von On. Wenn es keine Limeszahlen
gibt (Wir zeigen gleich, dafs das dem Unendlichkeitsaxiom widerspricht.), ist w = On. Sonst ist w eine
Ordinalzahl, die kleinste Limeszahl.

Lemma 3.7 weV

Beweis:

Das Lemma folgt aus dem Unendlichkeitsaxiom: Sei a eine Menge mit der im Unendlichkeitsaxiom
geforderten Eigenschaft. Wir miissen zeigen, daf es mindestens eine Limeszahl gibt. Sei a die kleinste
Ordinalzahl, die grofer ist als alle Ordinalzahlen, die in a enthalten sind. Dann ist « eine Limeszahl.
Denn wenn v < q, ist v < f fiir eine Ordinalzahl 8 aus a. Dann ist auch § + 1 aus a und wir haben
7Y+ 1< pB+1< a. aist nicht Null, weil 0 € a. o

Umgekehrt impliziert das Lemma das Unendlichkeitsaxiom. Denn w hat die Eigenschaft der Menge
a, deren Existenz im Unendlichkeitsaxiom gefordert wird :

0cwund z € w=— 2z U {2} € w.
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4 Ordinalzahlarithmetik

Die arithmetischen Operationen auf On werden rekursiv definiert. Die Moglichkeit dafiir liefert der
folgende Satz.

Satz 4.1 (Rekursionssatz) Sei G : V. — V ein Funktional. Dann gibt es ein eindeutig bestimmites
Funktional F : On — V, das fiir alle o € On die Rekursionsgleichung F(a) = G(F | «) erfillt.

Beweis:

Eindeutigkeit: Sei F” ein zweites Funktional, das die Rekursionsgleichung erfiillt. Wir zeigen, daf
F(a) = F'(a) durch Induktion {iber : Wenn die Behauptung schon fiir alle 8 < « gilt, ist F | a =
F' 1 a,alsoist F(a) =G(F | a) = G(F' | a) = F'(a).

Existenz: Wir zeigen durch Induktion, daf es fiir alle a ein f : a«+1 — V gibt, das fiir alle 8 < a+1
die Rekursionsgleichung erfiillt. Nehmen wir also an, daf es fiir alle @’ < « ein solches f: a2’ +1 — V
gibt. Weil ein solches f = f,/ jeweils eindeutig bestimmt ist, sind die f,» Anfangsstiicke voneinander.
Die Vereinigung der f,- ist also ein f’ : @« — V, das wieder die Rekursionsgleichung erfiillt. Die
Funktion f = f'U{< o, G(f’) >} ist dann auf « + 1 definiert und erfiillt die Rekursionsgleichung fiir
alle 8 < a + 1. Schlieflich setzen wir

F= U {f | fiir ein « ist f eine auf o + 1 definierte Funktion, die die Rekursionsgleichung erfiillt}
O

Aus dem Rekursionssatz folgt sofort die Moglichkeit, rekursiv Funktionen f auf Ordinalzahlen o
durch eine Gleichung f(8) = G(f | ) zu definieren, wobei G ein Funktional Uﬁ<aBV — V ist.

Haufig wird eine Rekursionsgleichung in der folgenden Form angegeben:

f0)  =a
fla+1)=yg(a, f(a))
f =Ups<x f(B), wenn A Limeszahl.

Wir nennen die dritte Bedingung die Stetigkeit von F

Folgerung 4.2 Fir jedes Funktional G : V. x V — V gibt es ein eindeutig bestimmtes Funktional
F :VxO0n —V, das die Rekursionsgleichung F(z,a) = G(x, F, | «) erfillt, wobei F,(8) = F(x, ).
Beweis:

Fiir jedes = und jedes a gibt es genau eine Funktion f : o +1 — V, die die Rekursionsgleichung
f(B)=G(z, f | B) (B < ) erfiillt. Wir setzen F(z,a) = f(«). O

Wir kénnen jetzt die Addition, Multiplikation und Exponentiation fiir Ordinalzahlen definieren.

Definition

Addition a+0 = «

a+(B+1) = (a+pB)+1

a+ A = supg.,(a+B) A Limeszahl
Multiplikation  « -0 =0

a-(B+1) = (a-B+a

a- A = supg.y(a-fB) A Limeszahl
Ezxponentiation o = 1

aB+1) = (@)«

a? = Supgcy (a?) A Limeszahl
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Es ist klar, dafs hier die bekannten Rechenoperationen auf den natiirlichen Zahlen fortgesetzt
werden, daf also 2 +3 =5, 2-3 = 6 und 2% = 8 usw. Ubrigens ist a + 1 doppelt definiert, einmal als
Nachfolger von « und dann als Ergebnis der Addition. Wenn wir die Nachfolgeroperation hier einmal
mit S bezeichnen, ist aber a + 1 = a + S(0) = S(a + 0) = S(a).

Addition und Multiplikation sind nicht mehr kommutativ. Es ist zum Beispiel 14w = w < w+1 und
2-w = w < wtw = w-2. Damit sind auch zwei andere Rechengesetze falsch: Esist (1+1)-w < 1-w+1-w
und (w-2)? =w? 2 <w?-4=w?- 22 Sonst gelten die iiblichen Rechenregeln.

Lemma 4.3

0. a-l=a;al=00+a=0;0-a=0;1-a=a; 0“=0,(a>0); 1*=1

L (@+B)+y = a+(B+7)
2. a-(B+v) = a-Bt+a-vy
3 (a-B)y = a(B)
4. oPt = af.a

5. (aP) = aP
Beweis:

0. Das ist einfach zu beweisen. Fiir die letzten vier Gleichungen braucht man Induktion.

Wir beweisen 1. bis 5. durch Induktion nach 7. Fiir v = 0 ist alles klar. Alle zehn Seiten der fiinf
Gleichungen sind stetig in . Es bleibt also nur noch der Nachfolgerfall zu zeigen.

La+B)+@+)=(a+B8)+7)+1l=(a+(B+7)+1=a+((B+7)+1)=a+(B+(v+1))
2a-B+(y+)=a-(B+7)+1)=a-B+7)+a=a-B+a-y+a=a-f+a-(y+1)
3(a-B)-(v+)=(a-B)v+a-B=a-(B-7)+ta-B=a-(B-v+8)=a-(B-(y+1))

4. oBtO+) — BN — 0BT g =af oY ca=af - a7

5. (o)t = (@P)7 - af = P - af = PP = o (D) O

Lemma 4.4

1. Sei f: o — On streng monoton. Dann ist § < f(B) fir alle B < a.

2. Addition, Multiplikation und Ezxponentiation sind schwach monoton im ersten Arqument und
streng monoton im zweiten mit den folgenden Ausnahmen: « - B ist nur streng monoton in 3,
wenn o > 0. & ist nur streng monoton in B, wenn o > 1 und wenn o = 0 auch nicht schwach
monoton.

Beweis:

1. Induktion iiber 5.

2. Eine stetige Funktion f ist streng monoton, wenn f(8) < f(8 + 1) fiir alle 5. Es ist aber a + 8 <
a+ (B+1), also + streng monoton in 8. Daraus folgt —wenn o >0 —a-f<a-f+a=a-(8+1):
- ist streng monoton in 3. Damit hat man fiir « > 1, dak o” < of - a = &®*! und of ist streng
monoton in 3. O

Das folgende Lemma klért die Bedeutung der arithmetischen Operationen.

Lemma 4.5

1. Jede Ordinalzahl gréfier—gleich o laft sich in eindeutiger Weise schreiben als o + (5.
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2. Wenn a > 0, ldfit sich jede Ordinalzahl eindeutig in der Form o - B+ v mit v < a schreiben.

3. Wenn o > 1, lifit sich jede positive Ordinalzahl eindeutig in der Form o -+ 6 schreiben, wobei
0<~vy<aundd<al.

Beweis:

Wir geben uns ein p vor.

1. Sei p > . Weil a+ (p+1) > pist {8’ | a+ B’ < pu} beschrankt. Sei 8 das Supremum dieser Menge.
Weil + stetig im zweiten Argument ist, ist « + f < p. Wire o + 8 < p, wére o + (8 + 1) < p. Die
Eindeutigkeit folgt, weil 4 streng monoton im zweiten Argument ist.

2. Setze B = sup{f’ | a-B < p}. Das Supremum existiert, weil nach dem letzten Lemma a-(u+1) > p.
Wegen der Stetigkeit von - ist a- 8 < p. Schreibe

p=o-f+n.

Aus dieser Gleichung folgt
a-f+l)=a-f+a>p<=y<a.

Wenn 3 wie oben gewéhlt ist, ist also v < a. Umgekehrt folgt, wenn v < «a, daf 5 das obige Supremum
ist, und wir haben die Eindeutigkeit.
3. Weil at! > pu, existiert 8 = sup{8’ | o® < u}. Stetigkeitsgriinde ergeben o < u. Wir wenden 2.
an und erhalten

p=a y+8§ mit §<a’.

Hieraus folgt durch leichte Rechnung
P s =y <.
Wenn § das obige Supremum ist, ist also 7 < «. Umgekehrt schliefst man aus dieser Ungleichung, dafl

£ wie eben konstruiert sein muf. 5,7 und § sind also eindeutig bestimmt. O

Folgerung 4.6 Sei o und B zwei Ordinalzahlen. Dann gilt

1. Sei < auf w = (a x {0}) U (8 x {1}), der disjunkten Vereinigung von o und 3, definiert durch

r<yundi=j=0 oder
<T,i><<y,j>= < x<yundi=j=1 oder
t=0undj=1.

Dann ist o+ B der Ordnungstyp von < w, < >.
2. Die lexikographische Ordnung < sei auf w = a x 8 definiert durch

y <y oder

/ /
x x =4
SHY><<TLY > {x<x’undy:y.'

Dann ist o - B der Ordnungstyp von < w, < >.

3. Sei o > 1. Betracht die Menge w aller Funktionen von 8 nach «, die fir fast alle — das heifit
fiir alle bis auf endlich viele — Argumente den Wert 0 annehmen. Die lexikographische Ordnung
< auf w sei definiert durch:

f < g genau dann, wenn es ein x <  gibt, sodafl f(z) < g(x) und f(y) = g(y) fir alle y > x.
Dann ist & der Ordnungstyp von < w, < >.

Beweis:
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1. Ein Isomorphismus F' : a + f — w ist gegeben durch

F(y) = <7v,0>, wenn~y <«
] <4,1>, wenny=a-+9

2. Ein Isomorphismus F : a - f — w ist gegeben durch

F(y)=<e€d>, wenn v=c«a-d+e¢ und e<a.

3.8ei fewund By < ... < B,_1 € B die Elemente von 3, fiir die f(3;) = a; > 0. Setze
G(f) = a1 1+ + 0% - 0,

G ist der gesuchte Isomorphismus. Die Surjektivitit zeigt man durch Induktion: Sei v < of. Wir
koénnen annehmen, daf v positiv ist. Aus B3 folgt, dak v = a®-e+p fiir § < 3,0 < e < aund p < a®.
Nach Induktionsvoraussetzung ist p = a1 - ,_1 +---4+aP0 - oy. Wir setzen B, =06 > Brp_1, n = €
und erhalten vy = o -, + - + o - ay. O

Der Beweis zeigt, dafs man jede Ordinalzahl eindeutig in der Cantorschen Normalform schreiben
kann:

wﬁnfl . kn—l + ... _|_wﬁ0 . ko’

wobei By < ... < Bp_1 und 0 < k; < w.

Ubung 4.1 (Rekursionssatz fiir fundierte Klassen) Sei R eine fundierte Relation auf U. Das
heifst
1. R ist vorgingerklein: Fir alle a € U ist Uy = {b € U | bRa} eine Menge.

2. Jede nicht-leere Teilklasse A von U enthilt ein R-minimales Element a. D.h. ein a mit ANU,) =
0.

Dann gibt es fiir jedes auf Vdefinierte Funktional G genau ein Funktional F : U — V mit F(a) =
G(F | Upy) fiir alle a € UPe

Ubung 4.2 Sei R eine zweistellige Relation R auf der Klasse A. Man zeige: R ist genau dann fun-
diert, wenn es ein Funktional r : A — On mit
aRb = r(a) < r(b)

gibt. Wenn R fundiert ist, kann man r auflerdem so wdhlen, daff r(b) = sup{r(a) + 1| aRb}. r ist
dadurch eindeutig bestimmt und heif$t der Fundierungsrang. € ist fundiert auf V. Der entsprechende
Fundierungsrang von x heifst der Rang rang(zx) von x.

2Zeige durch ,Induktion”, da® es fiir alle a € U eine eindeutig bestimmte Funktion f : u — V gibt mit folgenden
Eigenschaften: 1. u is die kleinste Teilmenge von U, die a enthélt und vorgidngerabgeschlossen ist, 2. f erfiillt die
Rekursionsgleichung.
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5 Die natiirlichen Zahlen und die v. Neumann Hierarchie
Sei w die kleinste Limeszahl aus Kapitel B. Die Elemente von w heifsen natirliche Zahlen.

Lemma 5.1 Eine Ordinalzahl ist eine natiirliche Zahl genau dann, wenn sie durch €1 wohlgeordnet
wird.

Beweis:

Sei n € On. Wenn n ¢ w, ist w eine Teilmenge von n ohne Maximum. Wenn umgekehrt n eine
nichtleere Teilmenge a hat, die kein Maximum hat, ist supa < n eine Limeszahl, also n ¢ w. O

Im n#chsten Satz zeigen wir, daf das System der natiirlichen Zahlen durch die sogenannten Pea-
noaxiome charakterisiert wird. Sei dazu s die Nachfolgerfunktion von w. Wir betrachten die Struktur
N =< w,0,s >.

Satz 5.2 N ist durch folgende Figenschaften bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt:

1. s ist injektiv.
2. 0 ist nicht im Bild von s.

3. w hat keine echte Teilmenge A, die O enthdlt und unter s abgeschlossen ist.

Beweis:

I hat offenbar die angegebenen Eigenschaften. Die dritte Eigenschaft folgt aus der Fundiertheit von
w: Das Komplement einer echten Teilmenge A hat ein Minimum a. Wenn a = 0 ist, enthélt A nicht
die 0. Sonst ist a eine Nachfolgerordinalzahl und A ist nicht unter s abgeschlossen. Sei umgekehrt
M =< M,0,S > eine Struktur mit den drei Eigenschaften. Wir wollen einen Isomorphismus f zwi-
schen 91 und 9 angeben. Also eine Bijektion f : w — M, die ein Homomorphismus ist, das heifst
f(0) = O und f(s(n)) = S(f(n)) fir alle n € w erfiillt. Einen (eindeutig bestimmten) Homomor-
phismus f von 91 nach 90 liefert der Rekursionssatz. Das Bild von f enthélt O und ist unter .S
abgeschlossen, ist also nach 3. gleich M. Zu zeigen bleibt, daf f injektiv ist. Betrachte

A={mew]| f(m) # f(n) fur alle n > m}.

Jedes n > 0 hat die Form s(n’). Dann ist wegen 2. f(0) # S(f(n')) = f(n). A enthélt also 0. Sei weiter
m € A und s(m) < n. Dann schreibt sich n als s(n’) fiir ein n’ > m und wir haben f(m) # f(n'). Aus
1. ergibt sich f(s(m)) # f(n). Damit ist s(m) € A gezeigt und es folgt A = w: f ist injektiv. 0

Man zeigt leicht, daft w unter den drei Ordinalzahloperationen abgeschlossen ist.

Satz 5.3 Auf den natirlichen Zahlen sind die Ordinalzahloperationen und die Anordnung durch die
folgenden Rekursionen eindeutig bestimmt:

x+0 = z , z+s(y) = s(x+y)
z-0 =0, z-s(y = zxz-y+x
20 =1 , z5W = a¥.x
x£0 , ©<s(ly) & z=yoderz<y
O
Ubung 5.1

1. 4+ und - sind kommutativ auf w.
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Y B

2. Fir allel,m,n € w ist (n-m)" =n'-m".

Eine wunendliche Folge ist eine auf w definierte Funktion a : w — V, deren Elemente wir als
a; = a(i) schreiben. Endliche Folgen sind auf natiirlichen Zahlen definiert. Wir konnen jetzt das
Fundierungsaxiom so ausdriicken:

Satz 5.4 Es gibt keine unendlich absteigende € -Kette. Das heifst, keine unendliche Folge (a; | i € w)
mit a; 11 € a; fir alle i.

Beweis:
Sonst wiirde die Menge {a; | i € w} dem Fundierungsaxiom widersprechen. a

Wir werden gleich sehen, daf B4 zum Fundierungsaxiom dquivalent ist.

Definition Die transitive Hiille th(a) von a ist die kleinste transitive Menge, die a als Teilmenge
enthdlt.

Die transitive Hiille existiert als Durchschnitt aller transitiven Mengen, wenn es iiberhaupt eine
transitive Menge gibt, die a enthélt. Das folgt aber aus dem Unendlichkeitsaxiom:

Lemma 5.5 Jede Menge a ist in einer transitiven Menge enthalten.

Beweis:
Definiere f : w — V rekursiv durch f(0) = a und f(n + 1) = |J f(n). Dann ist b = {J,,, f(7)
transitiv. Denn, wenn x € y € f(n), ist z € f(n + 1). Man sieht leicht, daf b = th(a) O

Wir kénnen nun zeigen, daf das Fundierungsaxiom aus b4 folgt. (Natiirlich mufs man sich tiber-
zeugen, daf im Beweis das Fundierungsaxiom nirgendwo benutzt wird.) Sei A eine nicht—leere Klasse
ohne €-minimales Element und c ein Element von A. Dann hat auch a = ANth(c) kein €-minimales
Element. Das Auswahlaxiom liefert uns eine Funktion f : @ — a mit f(z) € x fiir alle x € a. Definiere
die unendliche Folge b rekursiv durch: by = ein beliebiges Element von a, b; 11 = f(b;). b widerspricht
b4.

Ubung 5.2 Zeige, daf sich th: V — V rekursiv durch

th(z) =z U th(y)

yex

definieren lifit. (Eine solche Definition ist natirlich nur sinnvoll, wenn das Fundierungsaziom gilt.)

Ubung 5.3 Das Fundierungsaziom sei hier nicht vorausgesetzt. Man zeige

1. Fir eine Menge a sind dquivalent

(a) Es gibt keine unendliche €-Kette, die bei a beginnt.
(b) th(a) ist fundiert. D.h. jede nicht-leere Teilmenge von th(a) hat ein €-minimales Element.

2. Die Klasse aller Mengen, deren transitive Hiille fundiert ist, ist ein Modell von ZFC inklusive
Fundierung.

Das System aller Mengen, deren transitive Hiille fundiert ist, ldfst sich mit der von Neumann
Hierarchie ausschopfen.
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Definition (von Neumann Hierarchie)

Vo = 0
Va+1 = W(Va)
Vi = Uacr Va, A Limeszahl

Lemma 5.6
1. Alle V,, sind transitiv.

2. a<fB=V,CVg

Beweis:

1. Durch Induktion: Vg ist transitiv. Wenn x transitiv ist, ist auch §(x) transitiv. Also ist mit V,,
auch V1 transitiv. Eine Vereinigung von transitiven Mengen ist transitiv. Also ist fiir Limeszahlen
AV, transitiv, wenn fiir alle o < A die V,, transitiv sind.

2. Aus 1. folgt, dak V, C V,41. Daraus folgt die Behauptung leicht durch Induktion. o

Aus dem Fundierungsaxiom folgt nun:
Satz 5.7 V =U,.0on Va

Beweis:

Wir zeigen durch €-Induktion, dafs jedes = in einem V,, liegt: Angenommen alle Elemente von x liegen
in einem der V,. Fiir jedes y € z sei a(y) minimal mit y € V(). Wenn 8 = sup,, a(y), liegen alle
Elemente von z in V. (Das folgt aus dem letzten Lemma.) Dann ist € Vgy;. g

Ubung 5.4 Der Rang von x ist das kleinste o mit x € V1.
Ubung 5.5 Hier setzen wir das Fundierungsaziom nicht voraus.

1. Die Elemente von |J V. sind genau die Mengen, deren transitive Hiille fundiert ist.

aEOH

2. Satz BT impliziert das Fundierungsaxiom.
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6 Kardinalzahlen

Definition Zwei Mengen x und y heiffen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion zwischen x und y
gibt. In Zeichen x ~ y.

Man zeigt leicht, daf ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Nach dem Wohlordnungssatz ist jede Menge zu einer Ordinalzahl gleichméchtig. Wir nennen die
kleinste Ordinalzahl, die zu = gleichméchtig ist, die Mdachtigkeit oder auch die Kardinalitit |z| von x.
Die Ordinalzahlen, die Méachtigkeiten sind, heifsen Kardinalzahlen.

Lemma 6.1 Es ist immer |a] < a. Gleichheit gilt genau dann, wenn « Kardinalzahl ist.
Beweis: klar

Lemma 6.2

1. x ~y genau dann, wenn |x| = |y|.

2. FEs sind dquivalent

(a) || <ly|
(b) Es gibt eine injektive Abbildung f :x — y.
(¢) x ist leer oder es gibt eine surjektive Abbildung. [ :y — x.

Beweis:

1. ist klar

2. (a)=(Db)

Seien f:x — |z| und ¢ : y — |y| Bijektionen. Wenn |z| < |y, ist |x| eine Teilmenge von |y|. Dann
ist 4 = g~ o f eine injektive Abbildung von x nach y.

(b)=(a)

Sei i : * — y injektiv und g wie eben. Dann ist g o i eine Bijektion zwischen x und einer Teilmenge
a von |y|. Sei h : @« — a die Aufzédhlungsfunktion von a. Nach Lemma B2 ist § < h(8) < |y| fiir alle
B < a. Es folgt |z] < a < |y|.

(b)= (e)

Sei i : x — y injektiv. Wenn z nichtleer ist, wahle ein a € x. Definiere s : y — x durch

.71 .
s(2) = { i7'(z) wenn z € i[x]
a sonst

(c)=(b)

Wenn z leer ist, ist () eine injektive Abbildung von x nach y. Wenn s : y — x eine Surjektion ist,
wihlen wir mit Hilfe des Auswahlaxioms fiir jedes z € x ein i(z) aus {i € y | s(i) = z}. i : @ —> y ist
injektiv. O

Folgerung 6.3 (Satz von Bernstein) Wenn es eine Injektion f : © — y und eine Injektion g :
y — x gibt, gibt es eine Bijektion h zwischen x und y.

Verfolgt man den Beweis der Folgerung zuriick, sieht man, dafs vom Auswahlaxiom Gebrauch
gemacht wurde: Man braucht den Wohlordnungssatz. Man kann aber auch einen konstruktiven Beweis
angeben. Sei a € x. Dann unterscheiden wir zwei Félle.
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1. Wenn es ein n < w und ein b € y gibt mit

go(fog)o(fo g)o---o(fog)(b)=a

n

und b ¢ f[z], setze h(a) = g~ 1(a).
2. Sonst setze h(a) = f(a).

Wie man leicht sieht, ist i die gesuchte Bijektion.
Lemma 6.4 Alle natirlichen Zahlen und w selbst sind Kardinalzahlen.

Beweis:

Wir zeigen durch Induktion iber m € w, dafs m o n fir alle natiirlichen Zahlen n > m. Fiir m = 0 ist
die Behauptung klar. Wenn 0 < m < n, schreiben wir m =m’ + 1 und n = n’ + 1. Dann ist m’ < n/.
Wenn es eine Bijektion f : m — n geben wiirde, wiirde durch

F(m'), wenn f(z) =’
9(2) = { f(2) sonst

eine Bijektion zwischen m’ und n’ definiert, was der Induktionsvoraussetzung widerspricht.
DaR w Kardinalzahl ist, folgt aus |n| < |n + 1| < |w| (n < w). O

Eine Menge heifit endlich, wenn ihre Méchtigkeit eine natiirliche Zahl ist und abzdhlbar, wenn ihre
Méchtigkeit w ist.
Definition Fine Klasse A von Ordinalzahlen heifit abgeschlossen in On, wenn das Supremum jeder
nichtleeren Teilmenge von A wieder zu A gehort. Gleichbedeutend ist:
sup(ANA)=Ad=Xe A
fiir jede Limeszahl \. Eine Teilmenge a einer Ordinalzahl o heifit abgeschlossen in «, wenn sup(aNA) =
A= X € a fir alle Limeszahlen \ € a.

Satz 6.5 Die Klasse der Kardinalzahlen ist unbeschrinkt und abgeschlossen in On.

Beweis:

Die Unbeschrénktheit folgt aus dem Satz von Cantor:
Lemma 6.6 |B(z)| > |z| fir alle x.

Beweis:

Da B(z) nichtleer ist, miissen wir zeigen, dal keine Abbildung ¢ : * — R(z) surjektiv ist: in der Tat
ist

{zex|zdg(2)} ¢ Wh(g).

O(Lemma)

Es bleibt zu zeigen, dak das Supremum A einer Menge a von Kardinalzahlen wieder eine Kardi-
nalzahl ist: Fiir alle 8 < X gibt es ein k € a mit § < k. Es ist also 8 < k = |k < |A|. Also ist A = |A[.
O

Die kleinste Kardinalzahl, die groRer ist als x nennt man den Nachfolger k™ von x. Kardinalzahlen
ungleich 0, die keine Nachfolgerkardinalzahlen sind heiften Limeskardinalzahlen.

Eine Klasse von Ordinalzahlen ist gegeben durch ihre Aufzéhlungsfunktion. Es gilt
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Lemma 6.7 Eine unbeschrinkte Klasse von Ordinalzahlen ist genau dann abgeschlossen, wenn ihre
Aufzihlungsfunktion stetig ist.

Stetige Aufzdhlungsfunktionen heiffen Normalfunktionen.
Beweis:

Sei I die Aufzdhlungsfunktion von A.

Die Abgeschlossenheit von A bedeutet, dal das Supremum eines nicht—leeren Anfangsstiicks von A
ohne grofites Element wieder zu A gehort. Solche Anfangsstiicke sind aber gerade Mengen der Form
F[p] fiir eine Limeszahl p. Das Supremum von F'[u] gehort genau dann zu A, wenn sup(F[u]) = F(u).
O

Man zeigt leicht, dafk das folgende gilt: Sei f : a — [ schwach monoton, stetig und das Bild von f
sei kofinal in 8. Dann ist das Bild von f abgeschlossen in .

Die Aufzéhlungsfunktion von Card, der Klasse der unendlichen Kardinalzahlen, nennen wir X. Es
ist Ng = w, Ny ist die erste iiberabzdhlbare Kardinalzahl, X, die a—te unendliche Kardinalzahl. Man
schreibt auch w, fiir R,. Es ist NT=R, ;. Ry ist genau dann Limeskardinalzahl, wenn A = 0 oder
Limesordinalzahl ist.

Wir bemerken hier, daff unendliche Kardinalzahlen Limesordinalzahlen sind: Unendliche Ordinal-
zahlen A haben die Form w+a. Esist dann 14+ A = 14w+a = w+a = Aund also |A+1] = |14+ A] = |A|.

Definition (Kardinalzahlarithmetik) s und p seien Kardinalzahlen. Wir definieren

1. k+ep=|(kx{0}) U (ux {1})]
2. K/'CMZ|HXIU’|

3. (k") = |"K|

Nach Lemma EB ist T < 2%. Die Kontinuumshypothese CH besagt, daf w™ = 2¢. Die verall-
gemeinerte Kontinuumshypothese GCH (generalized continuum hypothesis) fordert £t = 27 fiir alle
unendlichen k.

Es ist klar, da |[(u x {0}) U (v x {1})] = |u| + [0], [ux v| = |u| -« |v] und |“v] = (|v|‘"') . Die
Ordinalzahloperationen sind natiirlich nicht mit den Kardinalzahloperationen identisch. Man hat K+
p=1|k+plund K -c p = |k - p|. Im allgemeinen ist aber (k*), grofer als |k#].

Man zeigt leicht, daf in der Kardinalzahlarithmetik alle von den natiirlichen Zahlen gewohnten
Rechenregeln gelten. +. und -. sind assoziativ und kommutativ; es gilt das Distributivgesetz. Fiir die
Exponentiation gilt (/f“‘“‘)‘)c = (K/\)C o (kM) (n‘“‘)‘)C = (((/{/\)5)0, und (k- A = (k) e (A\H),.
Das zeigt man leicht durch Angabe von Bijektionen. Zum Beispiel folgt die letzte Gleichung aus
(A x B) ~ YA x “B. Die Bijektion ordnet hier jeder Funktion f : C — A x B das Paar < g, h >
zu, wobei f(c) =< g(c), h(c) >.

Alle drei Kardinalzahloperationen sind schwach monoton in allen Argumenten, wie man leicht
einsehen kann.

Fiir eine Familie (x;),.; definiert man die Summe ), ; x; und das Produkt [[,.; #; als die Méch-
tigkeit von (J;c; (ki x {i}) baw. von {f : I — U, ki | f(i) € & fiir alle i} (diese Menge nennt man
ebenfalls das Produkt der Mengen ;).

Lemma 6.8 Fir natiirliche Zahlen stimmen Ordinalzahloperationen und Kardinalzahloperationen
tiberein.

Beweis:
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Aus Lemma B8, Satz 6523 und Lemma BG4 a

Aus dem néchsten Satz folgt, daf Addition und Multiplikation fiir unendliche Kardinalzahlen
trivial sind.

Satz 6.9 k. k = k fiir alle k € Card.

Beweis:
Der Beweis geht durch Induktion nach k.

Wir definieren eine Wohlordnung auf x x &:

max{a, 8} < max{a’,8'} oder
<a,B><<d,f > { max{a, B} = max{a/,'} und B < B oder
B=pF und a<a’

< wird vermoge der Einbettung < a, 8 >—< «, 8, max{a, 8} > von der lexikographischen Ordnung
auf Kk X k X k induziert, ist also eine Wohlordnung. Wir zeigen, dafs alle echten Anfangsstiicke von k x k
eine kleinere Michtigkeit als k haben. Daraus folgt, daf alle Ordinalzahlen kleiner als der Ordnungstyp
von k X k kleiner als k sind. Weil andererseits die Méchtigkeit von x X x mindestens x ist, folgt daf
der Ordnungstyp gleich « ist. Damit ist dann der Satz bewiesen.

Fixiere ein Paar pg =< ayg, By >. Sei v = max{ap, Bo} + 1. Dann liegen alle Paare, die kleiner als pq
sind in 7 x 7. Das durch py bestimmte Anfangsstiick hat also hochstens die Méchtigkeit ko = || ¢ |7]-
Wenn ~ endlich ist, ist auch k¢ endlich und kleiner als . Sonst wenden wir die Induktionsvoraussetzung
an und erhalten kg = |y| < k. O

Folgerung 6.10 « und p seien Kardinalzahlen und x unendlich. Dann ist

1. £ 4¢p=max{r, u}

9 o= 0, wenn (1t =0
PR = max{k,u} sonst

3.(27), = (k").

Beweis:

Sei A = max{x, u}.

LASKEA <A+ A=2 A< A A=A

2.Wenn > 0,ist A<k -cpu <A A=A

3.(2) < (k7). < ((27);), = (2¥<%), = (27), o

Folgerung 6.11 Wenn I unendlich ist und die k; grofier als 0, ist

Z k; = max{|I|,sup K, }
iel

el

Beweis:
Sei A = >, c;ki. Weil k; < X fiir alle 4, ist sup;e; /s < A Weil die x; groker als 0 sind, ist [I] <
> icr 1 < A Andererseits ist X < 7, (supser i) = 1| e supe vy = max{|I|,sup;c; i} 0

Ubung 6.1 || = max{|a|, |B|}, wenn a > 1, > 0 und nicht beide Ordinalzahlen endlich sind.
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7 Kardinalzahlexponentiation

Wir schreiben Exponentiation fiir Kardinalzahlen ab jetzt ohne den Index c. Aufer in Ubung &I
kommt Ordinalzahlexponentiation nicht mehr vor.

Definition Die Kofinalitit cf () einer Ordinalzahl o ist die kleinste Mdchtigkeit einer kofinalen
Teilmenge von c.

Entsprechend 14t sich die Kofinalitéit beliebiger linearer Ordnungen definieren. Man beachte, daft
cf(0) =0und cf(a+1)=1.

Lemma 7.1

1. cf (o) < a
2. Wenn B kofinal in « ist, ist cf (o)) = cf (B).
3. « hat eine abgeschlossene, kofinale Teilmenge vom Ordnungstyp cf («).

4. cf(cf(a)) = cf ()

Beweis:

1. ist trivial.

2. Wenn b kofinal in B ist, ist b auch kofinal in «. Also ist cf («) < cf (B). Wenn umgekehrt a kofinal
in « ist, ist b = {min (B \ z) | « € a} kofinal in B und [b| < |a|. Also cf(B) < cf ().

3. Sei f: cf(a) — « eine Bijektion mit einer kofinalen Teilmenge. Definiere F' : cf (o) — On durch
F(x) = sup,, f(y). Weil kein z < cf (a) auf eine kofinale Teilmenge abgebildet werden kann, liegen
die Werte von F' in «. Das Bild a von F ist offensichtlich kofinal in .. Weil F' schwach monoton ist,
ist otp(a) < cf (). (g(z) = min{i < cf(a) | F(i) = x} definiert einen Isomorphismus zwischen ¢ und
einer Teilmenge von cf (a).) Wegen der Stetigkeit von F' ist a abgeschlossen.

4. Sei a kofinal in @ vom Ordnungstyp cf («). Dann ist cf (cf (a))) = cf (a). Nach 2. ist cf (a) = cf(a). O

Es ist leicht zu sehen, daft 1,2 und 4 nicht nur fiir Ordinalzahlen « gelten, sondern fiir beliebige
lineare Ordnungen. Wenn man Abgeschlossenheit nicht fordert, gilt auch 3.

Definition FEine unendliche Kardinalzahl  heifit regulir, wenn cf (k) = k.

Kofinalitdten sind regulidre Kardinalzahlen nach Lemma [ B. Unendliche Nachfolgerkardinalzahlen
xT sind reguldr. Wenn némlich sup;c (o) = &7, ist

U Q; = I<E+.
i€l

Also ist nach Folgerung B0 max {|I|],sup,c; ||} > w1, Weil |oy| < & fiir alle i, ist |I| = x*. Die
kleinste reguldre Limeskardinalzahl ist w. Fiir iiberabzahlbare Limeszahlen A ist cf (Ry) = cf (A). Die
Existenz iiberabzahlbarer regularer Limeskardinalzahlen, sogenannter schwach unerreichbarer Kardi-
nalzahlen, 1aft sich nicht beweisen (vgl.IZ=R, I59 und I510). Fiir eine schwach unerreichbare Kardi-
nalzahl Xy ist Xy = cf () < A < R, also Ny = A. Die Existenz solcher Kardinalzahlen & ist leicht zu
zeigen. Definiere ko = w, Ki41 = N, und setze kK = sup;¢,, #;. k hat aber die Kofinalitdt w und ist
nicht regular.

Definition Fiir unendliche x definiere
1. Kk H =supy ., A"
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2. p= =supy, i

Fiir unendliche Nachfolgerkardinalzahlen hat man «7 B = gr

Wir wollen versuchen x* zu berechnen. Wenn g endlich ist, und « unendlich, ist " = k. Wir
nehmen also im folgenden an, daf p unendlich ist. Fiir kleine £ hat man 0# = 0, 1* = 1, und fiir alle
K zwischen 2 und p ist k#* = 2¥. Denn 2# < g# < pt = 20,

Satz 7.2 Sei u unendlich. Dann ist
1. k= (k& )ctw

2. Fir unendliches k und p < cf (k) ist k* = max {n, 5/“} .
cf (v)
3. Fir unendliches k und cf (k) < p ist k* = (\I_{/“) .

Beweis:

L. Sei p = sup; ¢f(,,) - Setzt man p; = ||, so ist pu > Z'L<Cf(p,) [ = max {cf(u),supKCf(“) ui}.
Wenn p regulér ist, ist cf (1) = p; wenn p singulér ist, ist g Limeskardinalzahl und wir haben
SUD; cf () Mi = p- Bs folgt p = Zz‘<cf(u) i Also ist

KH = g2i<ef ) M — H kM < H ke = (H\A-L/ )Cf(“).

i<cf () i<ct (p)

Andererseits ist (k& )Cf(“) < ereeCl(n) — on

Allgemein gilt
cf (x)
@/“S,‘{“S(\l_ﬁ/“) .
Um die zweite Ungleichung einzusehen, schreiben wir x = ), <cf (i) Fi- Wenn die x; grofer als 1

n
sind — wie wir annehmen konnen —, ist Zi<Cf(ﬁ) Ki < Hi<cf(n) Ki. Also ist k¥ < (Hi<Cf(n) K',i> =

u B ; cf (k)
Hi<Cf(n) Ky < Hi<Cf(m) K= (@ ) .

2. Wenn p < cf(k), ist jede Funktion von p nach x beschrinkt, also s = J,., "o und daher
K<Y e laft = max {k,sup,, . |a|*} = max {ff7 \/3“} .

cf (k)
3. Wenn cf (k) < p, ist (@“) < (KM)Cf(H) < gHel = gh O
Aus dem Satz folgt, daf sich Potenzen berechnen lassen, wenn man nur die Funktion

ref(®)

kennt. Wenn x und p (p unendlich) gegeben sind, unterscheidet man zur Berechnung von x* fiinf (sich
nicht notwendig ausschliefsende) Félle:

1. Wenn cf(p) < p, fithrt s# = (5 & )Cf(") die Berechnung auf kleinere Exponenten zuriick.
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2. Wenn 2 < k <cf(u) = p, ist k# = ,qu(“).
3. Wenn « unendlich ist und g < cf (&), ist man durch x# = max {K, \/{/“} auf kleinere Basen (bei
gleichem Exponenten) zurtickgefiihrt.

cf (k)
4. Wenn x unendlich und cf (k) < p, braucht man zur Berechnung von x* = ( k* Ex-

ponentiation mit kleineren Basen (bei gleichem Exponenten) und eine Potenz mit kleinerem
Exponenten.

5. Wenn « unendlich und p = cf (k), ist k* = Kef o),

X X
Als Beispiel berechnen wir X¥~. Es ist X« = (Nw O ) - (supn<w ((Nw)N")) * . Weiter ist

flir gentigend grofte m berech-

No
(RN = ( Ny N) = (sup,ew (Nf‘,ﬁ))No . Jetzt miissen wir noch Rz

nen. Wir haben X» = max {Nm, I\ N"} = ... = max {Nm, 2““}. Zusammen ergibt das (Nw)N" =
(max (X, 2N"))N° = max (R}, 2%) . Schlieflich ist R» = max (ijo, (sup,,<,, (2“”))N0) . Wenn die
Folge der 2%~ konstant = 2870 wird, ist (sup,,.,, (ZN"))NO = 2% Sonst ist cf (sup, ., (2%")) = Ry.

Uber die Funktion /() weif man nur:
Satz 7.3 Fiir unendliche  ist k7% > k.

Beweis:

Sei kK = sup a; und f eine Funktion von s nach ¢/(®) k. Fiir jedes i < cf (k) ist

i<cf (i)
HfG)GE) |7 < i} < ay| < k.

Also gibt es ein 5 = g(i) aus k, das von allen f(j)(7) (j < ;) verschieden ist. Die Funktion g ist dann
verschieden von allen f(j). f kann also nicht surjektiv sein. a

Folgerung 7.4 Wenn p unendlich und k > 2, ist cf (k*) >

Beweis:
Sonst ist (/@“)Cf(”“) < (k") = kM. Das widerspricht 3 O
Fiir regulire r ist kCEG) = 9% Sonst gilt nur k* < kCE0) < wr = 2% Die verallgemeinerte

cf (r)

Kontinuumshypothese impliziert also x = kT fiir alle x.

cf(%) — g+ fiir alle & wieder GCH. Das ist klar fiir regulére k. Singulére x sind

cf(r) — cf(r)

Umgekehrt folgt aus k
Suprema von reguliren Kardinalzahlen. Wir haben also 2~ = x und daher 2% = (2°%)

Ubung 7.1 Aus GCH folgt fiir unendliche x

Kk, wenn 0<p<cf(k)
k=< kT, wenn cf(k) <p <k
ut, wenn k<pu

Ubung 7.2 (Satz von Kénig) Wenn r; < p; fiir alle i, ist Y., ki < [Lieq ti- (cf [9])

31



Nach einem Satz von Easton [2] kann man auf reguliren Kardinalzahlen die Funktion 2" be-
liebig vorschreiben (in einem zu prézisierenden Sinn), solange sie nur schwach monoton bleibt und
cf (27) > k. Fir singulidre Kardinalzahlen gibt es allerdings Zusammenhénge zwischen den verschie-
denen Werten. Im Kapitel 8 zeigen wir, daf fiir singuléres » von iiberabzihlbarer Kofinalitit 2% = kT
gilt, wenn GCH unterhalb von & richtig ist. Ein anderes Beispiel ist der néchste Satz.

Satz 7.5 (Heckler) Sei k singuldr und fiir geniigend grofe u < r sei 2* konstant gleich 2#°. Dann
ist auch 2" = 2F0,

Beweis:

27 = (2 K )Cf('f) = (2M0)Ho = 2o, O
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8 Clubs und stationare Mengen
Im folgenden sei eine unendliche Kardinalzahl x mit iiberabzdhlbarer Kofinalitdt festgehalten.

Definition Fine unbeschrinkte und abgeschlossene Teilmenge C' von k heifst club (closed unboun-
ded).

Ein club in On ist eine unbeschréankte und abgeschlossene Klasse von Ordinalzahlen.

Jeder nichtleere Endabschnitt von « ist ein club. Wenn A unbeschrankt in & ist, ist die Menge A’ =
{a < k| a=sup(an A)} der Hiufungspunkte von A ein club. Um die Unbeschrinktheit einzusehen,
beginnen wir mit einem 8 < k. Weil A unbeschréinkt ist, finden wir {iber 8 eine Folge ag < a3 < -+ <
a, < -+- von Elementen von A. Weil die Kofinalitdt von k iiberabzéhlbar ist, liegt das Supremum
der o; in k£ und gehort zu A’. Wenn & eine Limeskardinalzahl ist, ist die Menge der Kardinalzahlen
unterhalb von « ein club (cf B3).

Lemma 8.1 Der Durchschnitt zweier clubs ist wieder ein club.

Beweis:

Dafs der Durchschnitt von (beliebig vielen) abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen ist, ist klar.
Seien C' und D clubs und - aus x. Wir wihlen nun eine aufsteigende Folge v < ag < Bp < a3 < 1 < -~
von Elementen a; € C und 3; € D. Dann liegt sup;_, a; = sup;,, 3; in C N D. Der Durchschnitt ist
also auch unbeschrénkt. |

Lemma 8.2 Der Durchschnitt von weniger als cf (k)—vielen clubs ist wieder ein club.

Beweis:

Sei p eine Kardinalzahl kleiner als cf(x) und (Ca),., eine Familie von clubs. Wir zeigen durch
Induktion iiber p, daft der Durchschnitt D der C\, unbeschrankt ist. Fiir endliche p folgt das aus B
Sei also p unendlich und v < x. Nach Induktionsannahme sind alle Dy = (5, Cs unbeschrinkt.
Definiere rekursiv ein f : y — x durch

f(a) =min{e € D, | e grofer als v und alle Elemente von f[a]}.

Diese Definition ist sinnvoll, weil f[a] nicht kofinal in & sein kann. Weil p Limeszahl ist, ist 6 =
sup,«,, f(a) fiir jedes 8 < p gleich supg_,,, f(a), also Supremum von Elementen aus Cj. ¢ liegt also
in allen C3 und ist grofser als . a

Ubung 8.1 Fiir eine Teilmenge A von k definiere A durch Rekursion iber a: A©) = A, Ale+tD) =
(A(O‘))/ und AN = Na<x A fiir Limeszahlen . Nach B3 sind fir jeden club C alle C® fiir
a < cf (k) wieder clubs. Zeige, daff k(®) = {w*B | B < Kk} fiir alle a < k.2

Sei (4,)

a<r €ine Familie von Teilmengen von . Der Diagonaldurchschnitt der A, ist

Apcvda=qa<k|ac ﬂAﬂ

B<a

Satz 8.3 Wenn k regulir (und tberabzihlbar) ist, ist der Diagonaldurchschnitt von clubs wieder ein
clubd.

3In w® verwenden wir Ordinalzahlexponentation.
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Beweis:
Sei D der Diagonaldurchschnitt der clubs C.

D ist abgeschlossen:
Sei @ = sup(D N a) < k eine Limeszahl. Fixiere ein 8 < «. Dann ist o Supremum von Ordinalzahlen
aus D, die zwischen 8 und « liegen. Diese Ordinalzahlen liegen aber alle in C3. Also liegt auch « in
Cp. Es folgt o € D.

D ist unbeschrankt:
Wegen B2 kénnen wir eine monoton wachsende Funktion f : w — k mit beliebig vorgegebenen f(0)
konstruieren, sodak f(n+1) € (5 f(,) Cp fiir alle n. Das Supremum der f(n) gehért zu D.

Ubung 8.2 Fir Teilmengen A, B von k sei A = B, wenn ANC = BNC fir einen club C. = ist
eine Aquivalenzrelation auf B(k). In den Relationen ANB =F, AUB = F und x\ A = B kann man
A, B, E durch dquivalente Mengen ersetzen. B(k)/ = wird dadurch zu einer Booleschen Algebra. Der
Diagonaldurchschnitt D einer Familie (A) ist bis auf = charakterisiert durch

1. (D/ =) C (As/ =) fir alle o
2. Aus (E/ =) C (Ao/ =) fir alle a folgt (E/ =) C (D] =).

Der Diagonaldurchschnitt hangt also bis auf = nur von der Menge {A,/ =| a < k} ab, er ist das
Infimum der A,/ = in der Booleschen Algebra P(k)/ =.

Definition Fine Teilmenge S von k, die jeden club schneidet, heifit stationér.

S ist also stationdr, wenn (S/ =) in PB(x)/ = nicht das Nullelement ist. Wegen B ist jeder club
stationdr. Wenn p eine regulére Kardinalzahl ist, kleiner als cf (k), ist {o < & | cf (o) = p} stationér.
Sei ndmlich C' ein club. Nach Lemma 1.8 enthédlt C einen club D, der isomorph zu cf (k) ist. Sei
f:cf (k) — D die Aufzahlungsfunktion. Dann hat fiir jede Limeszahl A < cf (k)  f()) die Kofinalitét
cf(N\). f(p) ist also ein Element von D mit Kofinalitét p.

Die letzten drei Sdtze lassen sich als Eigenschaften stationdrer Mengen deuten. Lemma B besagt:
Die Vereinigung zweier nicht-stationdrer Mengen ist nicht stationdr. Lemma B2 wird zu: Die Vereini-
gung von weniger als cf (k) vielen nicht—stationdren Mengen ist nicht stationér. Satz B33 liest sich jetzt

a<r von nicht-stationéren

als: Die Diagonalvereinigung {a <rkla€Use, Ag} einer Familie (A,)
Mengen ist nicht stationédr. Das sieht man so: sei fiir jedes @« C,, ein zu A, disjunkter club, dann ist
die Diagonalvereinigung der A, disjunkt zum club A,<,C,. Eine andere Form dieser Aussage ist der

Satz von Fodor (cf [4]):

Satz 8.4 (Fodor) Sei S eine stationdre Teilmenge der dberabzihlbaren reguliren Kardinalzahl k und
f S — K eine regressive Funktion. Das heifst, daff f(a) < « fir alle o € S. Dann ist f auf einer
stationdren Teilmenge von S konstant.®

Beweis:

S ist die Diagonalvereinigung der A, = {8 € S | f(8) = a}. Weil S stationér ist, muf eine der Mengen
A,, stationar sein. O

Auf nicht-stationdren Mengen S, die 0 nicht enthalten, gibt es immer regressive Funktionen f, die
keinen Wert kofinal oft annehmen: Wenn C' ein club ist, der zu S disjunkt ist, setze f(s) = sup(sNC).

4Wir meinen eine Teilmenge A von S, die in k stationir ist. Ubung: Definiere ,,A stationér in S “ und zeige, daf A
genau dann in S stationér ist, wenn A in k stationér ist.
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Sei A eine Teilmenge von wy . Das “ A-Spiel” spielen zwei Spieler I und II. I wihlt eine Ordinalzahl «q
aus wy, [T wihlt eine grofere Zahl ap, dann wihlt I as > 1, und so weiter. Nach w vielen Schritten hat
I gewonnen, wenn sup, ., o; € A, sonst hat II gewonnen. Eine Gewinnstrategie fiir I ist eine Vorschrift,
die in Abhéngigkeit von den vorausgegangenen Ziigen den nichsten Zug von I festlegt. Dabei soll I, wie
auch II spielt, immer gewinnen. Eine Gewinnstrategie ist also eine Familie (f,),, <., von Funktionen
fn s W — wq, sodak fiir alle Folgen ap < a1 < ag... mit ag,, = fr (a1, a3, ..., a,—1) fiir alle n das
Supremum der Folge in A liegt. Eine Gewinnstrategie fiir IT wird analog definiert.

Satz 8.5 I bzw. II hat genau dann eine Gewinnstrategie, wenn A bzw. wy \ A einen club enthdlt.

Beweis:

Wir zeigen die Behauptung fiir I. (Der Beweis der Behauptung fiir IT geht genauso.) Wenn A den club
C enthélt, wihlt I einfach fiir oo, ein Element aus C, das grofer als oo, 1 ist. Das ist immer moglich,
weil C' unbeschrankt ist. Weil C' abgeschlossen ist, liegt das Supremum der so gewédhlten «; in C. Sei
(fn) eine Gewinnstrategie fiir I. Eine Ordinalzahl a@ < wq nennen wir abgeschlossen, wenn fir alle n

A1y ey <= fplag,...,an) < a.
Hilfssatz Die Menge C aller abgeschlossenen Ordinalzahlen ist ein club.

Beweis:

Dafs C' abgeschlossen ist, ist klar. Sei 3y eine beliebige Ordinalzahl aus w;. Definiere rekursiv §;41 =
max{f;,sup | f,[5}"]}. Dann ist sup,_,, f; € C. O(Hilfssatz)

Sei D die Menge der Limesordinalzahlen aus wy und o € C'N D. Wir lassen nun I nach seiner
Strategie spielen. Weil o Limeszahl ist, kann IT nach einem «s,, < « ein ag,11 < o wihlen. Die ganze
Partie spielt sich dann unterhalb von « ab. Wenn II seine Ordinalzahlen schlieklich geniigend grofs
wahlt, wird o das Supremum der Folge. Weil ja I das Spiel gewinnen muf, ist o in A. A enthélt den
club C N D. |

IT hat also genau dann keine Gewinnstrategie, wenn A stationér ist. Ein Spiel heifst determiniert,
wenn [ oder II eine Gewinnstrategie hat. Der niichste Satz liefert die Existenz nicht—determinierter
Spiele.

Satz 8.6 (Solovay) Jede iberabzihlbare requlire Kardinalzahl k laf$t sich in k—viele disjunkte statio-
ndre Mengen zerlegen. (cf [14])

Beweis:

Sei S die (stationdre) Menge der Limeszahlen in &, die die Kofinalitét w haben. Wir wéhlen fiir jedes
a € S eine echt aufsteigende Folge (Jf),_,,, die gegen a konvergiert.

Fixiere ein 8 < k. Fiir jedes « aus der stationiren Menge S\ 3 gibt es ein n(«) mit On(ey > P
Nach der “stationdren Version” von Lemma B2 gibt es ein ng, sodaf die Menge

R ={a € (5\p) | n(a) =ngs}

stationdr ist. Satz B4 angewendet auf die regressive Funktion a +— 6% 5 liefert eine stationére Teilmenge
Sg von Rg, auf der diese Funktion konstant einen Wert 6# annimmt.

Weil immer dg > 3, ist die Menge der vorkommenden d3 kofinal in x, hat also die Machtigkeit «.
Es gibt daher eine k—michtige Teilmenge I von &, fiir die alle 5 (8 € I) verschieden sind.

Weil cf (k) > w, gibt es ein n, sodal die Menge J = {5 € I | ng = n} die Méchtigkeit x hat. Jetzt
sind fiir alle 8 € J die stationiren Mengen Sg disjunkt. Denn, wenn o € Sg, ist 6& = 67, m]
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Folgerung 8.7 Jedes k mit tberabzdhlbarer Kofinalitdt lafit sich in cf (k)-viele disjunkte stationdre
Teilmengen zerlegen.

Beweis:

Sei C ein club in &, der isomorph zu cf () ist und f : c¢f (k) — C die Aufzéhlungsfunktion. Wenn
die S,, disjunkte stationéire Teilmengen von cf (k) sind, sind die f[S,] disjunkte stationére Teilmengen
von k. Die f[S,] sind stationir, weil wegen der Stetigkeit von f fiir jeden club D von x f~1[D] ein
club in cf (k) ist. a

WEeil alle stationdren Teilmengen von s nicht—leeren Schnitt mit C' haben, kann x nicht mehr als
|C| = cf (k)—viele stationére disjunkte Teilmengen haben.
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9 Der Satz von Silver

Satz 9.1 (Silver) Sei r eine singuldre Kardinalzahl von iberabzihlbarer Kofinalitit. Wenn 2 = pt
fiir eine stationire Menge von Kardinalzahlen p unterhalb von k, dann ist auch 2% = k*. (cf [13])

Wir beweisen den Satz im Rest des Kapitels.

Sei E C & eine stationire Menge von Kardinalzahlen p, fiir die 2¢ = p*. Wir wihlen eine echt
wachsende, stetige Folge (kq) von unendlichen Kardinalzahlen, deren Supremum & ist. Dann
ist

a<cf (k)
S={a<cf(k)]| ko € E}
stationér in cf (k).
Wir ordnen jeder Teilmenge A von k die Funktion
fa=(Ankq|aeS) e [] Blka)
a€sS

zu. Die Familie der Funktionen f4 ist fast disjunkt: Wenn A # B, gibt es ein «yg, sodak fa(a) # fp(a)
fiir alle a > «ay. Satz B folgt also aus dem néchsten Satz.

Satz 9.2 Sei \ eine reguldre, tiberabzihlbare Kardinalzahl. o — K sei eine Normalfunktion von A
nach Card mit Supremum k. Wir nehmen an, dafi X < k = 2= . Weiter seien fir alle o aus einer
stationdren Teilmenge So von A Mengen A, von hichstens der Michtigkeit k5 gegeben. Dann hat jede

fast disjunkte Teilmenge von HaGSO A, héchstens die Mdichtigkeit k™.

Wir brauchen zum Beweis das folgende Lemma.

Lemma 9.3 )\ und die Kk, seien wie in @3. Weiter seien fir alle a aus einer stationdren Teilmenge S
von X Mengen B, von héchstens der Mdachtigkeit ko gegeben. Dann hat jede fast disjunkte Teilmenge
von [[,ecg Ba hichstens die Mdichtigkeit k.

Beweis:

Sei § fast disjunkt. Dann ist jedes f € § innerhalb von § durch seine Werte auf den Limeszahlen
von S eindeutig bestimmt. Da die Menge der Limeszahlen aus S wieder stationér ist, kénnen wir also
annehmen, dafs S nur aus Limeszahlen besteht. Weiter kénnen wir annehmen, dal B, = k4.

Sei f € §. Dann istf(a) < ko fiir jedes o € S. Es gibt also ein 8, < o mit f(a) < kg,. Nach B4
gibt es eine stationédre Teilmenge Sy von S und ein f, sodah f(a) < kg fiir alle a« € Sy. Wegen der
Fastdisjunktheit von § ist f innnerhalb von § durch f [ Sy eindeutig bestimmt. Jedes f [ Sy gehort
aber zu

T:U{TN|TC/\, <K}
Weil |Tp| = pTh < p? < gmax{uAl < 9L — i fijralle T C A und p < &, ist
1T < k-2 ch=kK
O

Wir fahren im Beweis von B2 fort. Wir kénnen annehmen, da A, = xF. Sei § eine fast disjunkte

Teilmenge von Hae S A,. Wir definieren die Relation < auf §o durch

f < g gdw. es einen club C gibt mit f(a) < g(«) fiir alle a € Sy N C.

Hilfssatz (1) < ist eine partielle Ordnung.
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Beweis:
< ist irreflexiv, weil die Mengen Sy N C' nicht—leer sind und transitiv, weil der Durchschnitt von zwei
clubs wieder ein club ist ().

Hilfssatz (2) Fir alle g € §o ist |[{f | g £ f}| < k.

Beweis:

Wenn g £ f, enthélt die Menge

{a € So | gla) < fla)}U(A\So)

keinen club. Also ist {a € Sy | f(a) < g(a)} stationdr. Weil §y fast disjunkt ist, ist auch

S={ae S| fla) <g(a)}

stationér (wenn wir annehmen, dafs f # g). f gehort also zu

Ss—{fesolere Hg(a)}-

a€eS
Weil ein f € §g innerhalb von Fo durch f | S eindeutig bestimmt ist und die Menge der f [ S (f € Fo)
fast disjunkt ist, folgt aus Lemma B3, dab |Fs| < k. Also hat

{flg# f}=J{8s |5 C S, S stationar} U {g}

hochstens die Michtigkeit 22 - k = k. O

Satz B2 folgt schlieklich aus dem nédchsten Lemma.

Lemma 9.4 Sei < eine partielle Ordnung auf P. Wenn fir alle p € P die Menge

Py={qeP|pLq}

héchstens die Mdichtigkeit k € Card hat, hat P hichstens die Mdichtigkeit k™.

Beweis:

Wir wenden Zorns Lemma (E8) auf die Menge aller streng monotonen Abbildungen f : 6 — P
von Ordinalzahlen nach P an, die wir durch (echte) Inklusion ordnen. Sei fy : 69 — P maximal.
Dann gibt es zu jedem ¢ € P ein a < o mit fo(a) £ ¢. Es ist also P = |, s, Pfo(a) und daher
|P| < K -c|do| = max{k,|do|}. Weil aber fola] C Py, (q) fiir alle a < dp, haben alle a < dp hochstens
die Michtigkeit x. Es folgt g < k. O

Ubung 9.1

1. Sei )\ eine requldre, iberabzdihlbare Kardinalzahl. o — k., sei eine Normalfunktion von A nach
Card mit Supremum k. Wir nehmen an, dafi A < k = 2> . Weiter seien fir alle a aus einer
stationdren Teilmenge So von A Mengen A, von hichstens der Michtigkeit KT+ gegeben. Dann

hat jede fast disjunkte Teilmenge von HaESO A, héchstens die Mdchtigkeit k.

2. Sei k eine singulire Kardinalzahl von diberabzihlbarer Kofinalitit. Wenn 2¢ = pt+ fiir eine
stationdre Menge von Kardinalzahlen u unterhalb von w, dann ist auch 2F < k++,
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10 Pfeilrelationen

Das Schubfachprinzip in seiner einfachsten Form lautet: Teilt man eine unendliche Menge ein in endlich
viele Teile, so ist ein Teil unendlich. Oder anders ausgedriickt: Ist A unendlich und f: A — m eine
Abbildung von A in eine natiirliche Zahl m, dann ist f auf einer unendlichen Teilmenge von A konstant.
Der Satz von Ramsey ist eine Verallgemeinerung, die fiir n = 1 das Schubfachprinzip enthalt.

Notation [A]"={bC A| |b] =n}

Satz 10.1 (Ramsey) Sei A eine unendliche Menge und f : [A]* — m eine Abbildung der Men-
ge der n—elementigen Teilmengen von A in die natirliche Zahl m. Dann gibt es eine f—homogene
unendliche Teilmenge von A. Das ist eine Teilmenge B, fir die f auf [B]™ konstant ist. (cf [12])

Beweis:

Wir zeigen den Satz durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen, weil f auf [A]" = {0}
konstant ist. Sei also n > 0.

Wir definieren rekursiv eine absteigende Folge Ag D A; D - -+ von unendlichen Teilmengen von A
und eine Folge ap, a1, ... von Elementen von A mit a; € A; <=1 > j.

Wir beginnen mit Ay = A. Sei A; bereits konstruiert. Wir wéihlen ein beliebiges Element a; € A;.
Definiere f; : [4; \ {a;}]"* — m durch f;(b) = f({a;} Ub). Fiir A;;; wihlen wir eine unendliche
fi~homogene Teilmenge von A; \ {a;}.

Sei m; der Wert, den f; auf [A;11]""! annimmt. Dann ist fiir jedes k < m die Menge B =
{a; | m; =k} f-homogen: Jede n—elementige Teilmenge ¢ von B hat die Form {a;} Ub fiir ein b €
[Aix1]" 1. Es ist also f(c) = fi(b) = k. Nach dem Schubfachprinzip gibt es nun ein k < m, sodaf
m; = k fir unendlich viele i € w. B ist fiir dieses k auch unendlich. O

Definition «, p und v seien Kardinalzahlen und n eine natirliche Zahl. Wir schreiben

n
v

K — (p)

wenn es zu jeder Abbildung f : [k]* — v eine f-homogene Teilmenge von k der Mdachtigkeit yu gibt.

Der Satz von Ramsey bedeutet, dal w — (w)7, fiir alle natiirlichen Zahlen n,m. Wenn p <
cf (k) fiir eine unendliche Kardinalzahl , gilt x — (k),,, wie man sich leicht iiberlegt. Fiir grofere
Exponenten ist dergleichen falsch:

Bemerkung 2% /- (R;)2.

Beweis:

Die Menge R der reellen Zahlen hat die Miichtigkeit 2¥0. (Man identifiziere reelle Zahlen mit unend-
lichen Dezimalbriichen). Sei < die natiirliche Ordnung auf R und < eine Wohlordnung von R. Wir
definieren f : [R]? — 2, indem wir einer zwei—elementigen Menge b den Wert 1 zuordnen, wenn <
und < auf b iibereinstimmen und sonst den Wert 0. Wenn B C R f-homogen ist, ist B eine Teilmenge
von R, die durch < oder durch <~! wohlgeordnet ist. Solche Mengen sind aber héchstens abzihlbar.
Denn wenn (4 )q<s €ine Aufzdhlungsfunktion von B ist, liegt fiir alle a +1 < § zwischen 7, und r441
eine rationale Zahl g,. Da es aber nur abzdhlbar viele rationale Zahlen gibt, muf § abzédhlbar sein. O

Ubung 10.1 Ein partielle Ordnung < P, < > heifit partielle Wohlordnung, wenn P fundiert ist und
es keine unendliche Antikette, eine Menge von paarweise unvergleichbaren Elementen, gibt. Man zeige,
daf8 eine partielle Ordnung genau dann eine partielle Wohlordnung ist, wenn es zu jeder Folge (p;)i<w
Indizes i < j mit p; < p; gibt.
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Der Satz von Erdos-Rado (IOd), den wir spéter in diesem Kapitel beweisen, zeigt, daff es zu
jedem g, jedem v und jeder natiirlichen Zahl n eine Kardinalzahl x mit x — (u)? gibt. Zum Beweis
brauchen wir noch einige Vorbereitungen.

Definition Fin Baum ist eine partielle Ordnung < T, < >, in der fiir alle x € T die Menge
Twy={yly <=}

wohlgeordnet (insbesondere also linear geordnet) ist.

Béume sind also fundiert. Zum Beispiel wird <*4 = J,, _,
Baum. Man beachte, daff Baume kein kleinstes Element haben miissen.

®A, durch Inklusion geordnet, zu einem
8

Fiir einen Baum T verwenden wir folgende Notationen:
Ein Teilbaum S von T ist ein Anfangsstiick von T, erfiillt also t < s € S =t € S.
Ein Zweig ist ein linear geordneter (also wohlgeordneter) Teilbaum.
Der Ordnungstyp h(z) = otp(T(,)) ist die Hohe von z.
Die a—te Schicht T, von T ist die Menge der Elemente der Hohe «.
Fiir jedes ¢ € T,, und jedes 5 < «, gibt es genau ein Element y = = [ 8 aus T, das kleiner—gleich =
ist.
Die Hohe h(T') von T ist min{« | T,, = 0}.
Die Léinge eines Zweiges ist sein Ordnungstyp oder, was das gleiche ist, seine Hohe als Baum.
T heifit A-verzweigt, wenn fiir jeden Zweig z die Menge N(z) = {x | T(,) = z} der Nachfolger von z
hochstens die Machtigkeit A hat. Zum Beispiel ist <"\ A—verzweigt.
Fiir ein Element 2 von T" schreiben wir auch N(z) fiir die Menge der Nachfolger von T, U {z}. Es ist
klar, daf N(z) = {y € To41 | z < y}, wenn = € T,.

Lemma 10.2 Sei x € Card und h(T) < k. Wenn T A\-verzweigt ist (fiir ein X > 1), ist |T| < X< .

Beweis:

Wir wéhlen fiir jeden Zweig z eine Injektion f, : N(z) — A. Wir ordnen jedem x € T, (o < h(T"))
eine Funktion g, : (& + 1) — A zu, indem wir setzen

9o (B) = friayp (T B).

Wenn z # y, ist g, # g,. Denn sei f < a minimal mit z [ 8 # y | 8. Dann ist T, ) = T(,3) und
daher g, (8) # g,(8). Es folgt |T,| < Mot < X\ & und daraus |T| < [h(T)] . A& =15 O

Satz 10.3 Sei v < k. Dann folgt aus k™ — ()%, daff (2%)F — (u)"+L.
Weil kT — (k1)L, folgt daraus durch Induktion:

Folgerung 10.4 (Erdss-Rado) (Cf [3]) Definiere "Beth-n-x" durch Jo(k) = & und 3,11(k) =
27 (%) . Dann ist
(Fn(w)™ — (v

Beweis: (M3)

Sei A eine Menge der Michtigkeit (2%)*, mit einer Wohlordnung < versehen. Sei f : [A]"*! — v
gegeben. Sei B eine Teilmenge von A und a ein Element von A\ B. Der Typ von a ist eine Funktion
t(a/B) : [B]" — v, definiert durch t(a/B)(b) = f(bU {a}). Sei a € A gegeben. Wir versuchen, eine
Abbildung g, : On — A rekursiv zu definieren durch die Vorschrift: g,(«) ist das kleinste Element

5Biume ohne kleinstes Element sind sollte man eigentlich Wilder nennen.
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von A\ g.[a], das denselben Typ iber gq[a] hat wie a. Weil g, injektiv ist, muf die Rekursion abbrechen
bei einer Ordinalzahl d,, fiir die g,(d,) = a. g, ist also auf §, + 1 definiert. Wir machen nun A zu
einem Baum, indem wir a < b setzen, wenn g, ein echtes Anfangsstiick von g ist. Die Hohe von a ist
dann gerade 9.

Wenn A,y = Aw), ist 6, = & und g, und g, stimmen auf §, iiberein. Wenn a # b, miissen a
und b verschiedenen Typ iiber g,[d,] haben. Wir zeigen, dak h(A) groRer als x* ist: Sonst wiren
alle 0, kleiner als k™ und es géibe hichstens v < 2% viele Typen iiber g,[d,]. Der Baum wire also

Pha

2f—verzweigt und aus M2 folgte |A| < (2F) ~ = 2%, Wir haben aber |A| = (2%)" vorausgesetzt.

Sei also a ein Element der Hohe k. Wenn wir die Voraussetzung k* — (u)” auf die Funktion

t(a/A(;)) anwenden, erhalten wir ein B C A, der Michtigkeit i, sodak t(a/B) eine konstante
Funktion ist. Sei € der Wert der Funktion. Wenn ¢ € [B]"*!, schreiben wir ¢ = bU {z} fiir eine n—
elementige Teilmenge b von A(,y. Weil a und = denselben Typ iiber A(,) haben, ist f(c) = f(bU{z}) =
f(bU{a}) =e. Bist also f~homogen. O
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11 Der Satz von Konig

Ein Baum, in dem jeder Zweig nur endlich viele Nachfolger hat, heilst endlich verzweigt. Man zeigt
leicht durch Induktion nach m, daf in einem endlich verzweigten Baum T alle Schichten 7T, von
endlicher Hohe n endlich sind. Ein unendlicher, endlich verzweigter Baum hat also mindestens die
Hoéhe w.

Satz 11.1 (Konig) FEin unendlicher, endlich verzweigter Baum hat einen unendlichen Pfad. (cf [8])

Beweis:

Sei T" unendlich und endlich verzweigt. Wir konstruieren rekursiv eine aufsteigende Folge ag < a1 < ...
von Elementen a; der Hohe 7. Dabei halten wir als Nebenbedingung fest, dafs

T% ={beT|a; < b}

unendlich ist. Die Menge der a; ist dann der gesuchte unendliche Zweig. Weil T' = UceT0 T° und
Ty endlich ist, gibt es ein ag € Ty, mit unendlichem 7. Wenn a,, schon konstruiert ist, ist T% =
{an} U UceN(a, ) T'. Wir finden also ein ap 4y fiir das T"+* unendlich ist. ad

Ubung 11.1 Ein Baum T, dessen Schichten alle endlich sind, hat einen durchgehenden Zweig, d.h.
einen Zweig der Linge h(T).

Ein Baum, dessen Hhe « eine Limesordinalzahl ist, hat im allgemeinen keinen durchgehenden
Zweig. Ein Baum der Hoéhe « ohne durchgehenden Zweig ist zum Beispiel T' = {(,d) | v < 6 < a},
geordnet durch

(7,0) < (¢/,0) <= ~v<~ und §=4'

T besteht aus nebeneinandergelegten Zweigen der Lénge 6 fiir alle 6 < a. Die Méchtigkeit von T} ist
|a\ B]. Wenn a = k eine Kardinalzahl ist, haben alle Schichten die Méchtigkeit .

Definition Fin Baum der Héhe k € Card, ohne durchgehenden Zweig, heif$t k—Aronszajnbaum,
wenn alle Schichten eine kleinere Mdchtigkeit als k haben.

Der Satz von Konig sagt aus, daf es keinen w-Aronszajnbaum gibt.
Satz 11.2 Es gibt einen wy—Aronszajnbaum. (cf [10])

Beweis:

Der Baum P = <“w hat die Hohe wy, aber auch Zweige der Linge wy: Jede Funktion f :w; — w
liefert einen durchgehenden Zweig z = {f | | @« < w1} (jeder durchgehende Zweig hat diese Form).
Schrankt man sich auf den Teilbaum R der injektiven Funktionen von abzéhlbaren Ordinalzahlen nach
w ein, so kann es keine Zweige der Linge w; mehr geben, weil es keine injektiven Funktionen von w,
nach w gibt. R hat aber immer noch die Héhe w;.

R ist kein Aronszajnbaum, weil die Schichten zu breit sind: die Elemente von R,, sind die injektiven
Funktionen von « nach w. Wenn « unendlich ist, gibt es davon 2% viele. Wir gehen zunéchst zu einem
noch kleineren Teilbaum von R iber: S sei der Teilbaum, der aus denjenigen Elementen f von R
besteht, fiir die w \ Wb(f) unendlich ist.

Fiir zwei Elemente f : « — w und g : 8 — w von P definieren wir f C g, wenn a < § und g auf
« nur an endlich vielen Stellen nicht mit f iibereinstimmt. C ist offensichtlich reflexiv und transitiv.
C ist nicht antisymmetrisch, also keine partielle Ordnung. Trotzdem macht es Sinn von Ketten und
oberen Schranken bzgl. C zu sprechen.
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Hilfssatz In (S,C) hat jede abzihlbare Kette eine obere Schranke.

Beweis: des Hilfssatzes
Die aufsteigende Folge fo C f1 C fs ... sei kofinal in der Kette und f; : «; — w. Sei « die Vereinigung
der «;. Wir konstruieren g : « — w aus S mit f; C g fiir alle ¢. Wir definieren g rekursiv auf den «;,
sodafs

1. g; = g | «; injektiv ist,

2. g; auf o; auler an endlich vielen Stellen mit f; tibereinstimmt,

3. g; unendlich viele Werte auslafst.

Auferdem konstruieren wir rekursiv eine Folge (n;) von paarweise verschiedenen natiirlichen Zahlen,
sodafs g; die Werte no, ... n; auslaft. g laft dann die Werte {n; | i € w} aus.

Wir setzen go = fo. Sei nun g; und ng,...,n;_1 schon konstruiert. Fiir n; wahlen wir eine neue
Zahl, die von g; ausgelassen wird. f;11 stimmt auf «; mit g; an fast allen Stellen iiberein. Sei a die
(endliche) Menge der Elemente von a1\ «;, auf denen f; 1 einen Wert aus A = Wb(g;)U{no,...,n;}
annimmt. Wir wéhlen eine injektive Abbildung h : @ — w \ A und setzen

git1 =i U (fir1 [ (ait1 \ (2 Ua))) Uh.
O(Hilfssatz)

Der Hilfssatz liefert uns jetzt eine Folge f, : & — w von Elementen aus S mit f, T f3 fiir alle
a < B. Der gesuchte Teilbaum von S ist T = {g€ S| ¢gC f, fiirein a <w;}. T, besteht gerade
aus den Elementen g : @« — w von S, die fast iiberall mit f, {ibereinstimmen und hat also (wenn
a > 0) die Méchtigkeit max{w, |a|} < w;. O

Ubung 11.2 (Specker) (Cf [15]) Wenn x € Card regulir ist, und 2* < & fiir alle p < x, dann gibt
es einen kT —Aronszajnbaum.
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12 Schwach kompakte Kardinalzahlen

Uberabzihlbare, regulire Limeskardinalzahlen heifien unerreichbar. Eine Limeskardinalzahl x heifit
starke Limeskardinalzahl, wenn 2# < k fiir alle 4 < k. Eine unerreichbare starke Limeszahl heifst stark
unerreichbar.

Definition Fine tberabzihlbare Kardinalzahl k heiffit schwach kompakt, wenn
K — (K)3.

Lemma 12.1 Schwach kompakte Kardinalzahlen sind stark unerreichbar.

Beweis:

Sei x schwach kompakt.  ist disjunkte Vereinigung von cf (k)-vielen Mengen A, (o < cf(x)) von
kleinerer Miichtigkeit als . Definiere f : [x]> — 2 durch f{3,7} = 0, wenn 3 und ~ im gleichen A,
liegen, und = 1 sonst. Sei B homogen von der Méchtigkeit x. Weil B nicht in einer der Mengen A,
enthalten sein kann, liegen alle Elemente von B in verschiedenen A,. Also ist k = |B| < cf (k). Das
zeigt die Regularitit.

Wenn k keine starke Limeszahl ist, gibt es ein p < k mit 2#* > k. Wir wahlen @ minimal mit dieser
Eigenschaft und haben 2¥ < & fiir alle v < pu. Weil k regulér ist, gibt es ein A < k mit 2¥ < A fiir alle
v < p, also ist 2% < . Die lineare Ordnung des nichsten Lemmas hat die Méchtigkeit 2# und eine
dichte Teilmenge der Michtigkeit A. Der Beweis der Bemerkung nach I zeigt, daf 2 /— (AT)2.
Daraus folgt aber nun x /A (k)3. a

Lemma 12.2 Fir alle p € Card gibt es eine lineare Ordnung der Mdchtigkeit 2# mit einer dichten
Teilmenge der Ordnung 2% .
Beweis:

Wir geben dem Baum T = <#2 eine lineare Ordnung durch

fcg oder
f§9<:>{ fla) <gla)und fJa=g¢g [ a fireinae D(f)ND(g). }

Seien f < g aus <2 und a < p maximal mit f [ o = g [ @ = h. Dann liegt h U {< a, 1 >} zwischen
f und g. <#2 liegt also dicht in 7. T hat die MAchtigkeit 2* und <#2 die MAchtigkeit 2 £ . O

Satz 12.3 Fiir eine tiberabzdhlbare Kardinalzahl k sind dquivalent:

1. k ist schwach kompakt.
2. k — (k) fir allen € w und v < K.

3. k ist stark unerreichbar und es gibt keinen xk—Aronszajnbaum.

Beweis:
2. = 1. Klar

1. = 3. Sei < T, < > ein Baum der Hohe «, dessen Schichten alle kleinere Machtigkeit als « haben.
Wir wihlen fiir jeden Zweig z eine lineare Ordnung <’ der Nachfolgermenge N(z). Dann kénnen wir
auf T' wie im Beweis von 22 durch

T <y oder }

TRy = { rla<"ylauwdTga) = Tye firein a < min{h(z), h(y)}
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eine lineare Ordnung definieren mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle z,y € T, ist
<, y<y,x<y =2 <y.

Weil x schwach kompakt ist, hat T eine durch < oder durch <~! wohlgeordnete Teilmenge der
Méchtigkeit . Die beiden Fiélle sind symmetrisch. Also nehmen wir an, dal ()< eine beziiglich <
echt aufsteigende Folge ist. Wir halten ein a < k fest. Weil nach T2 « regulér ist, gibt es weniger als
k viele g mit hochstens der Hohe o und daher ist fiir geniigend grofie 3 die Héhe von xg grofer als
a. Wegen der besonderen Eigenschaft von < ist also fiir geniligend grofse 5 die Folge zg | a schwach
monoton wachsend. Wieder kénnen wir aus der Regularitét von x schlieffen, daf die Folge der z3 | a
schlieflich konstant ist. Sei y, € T, der Wert, der schliefflich angenommen wird. Die Menge der y,,
(o < k) ist ein Zweig der Lange .

3. = 2. Wir beweisen k — (x)! fiir alle n € w und v < k durch Induktion iiber n. Das
Schubfachprinzip £ — (k)1 gilt fiir alle reguliiren Kardinalzahlen.

Der Beweis des Induktionsschritts n — n + 1 folgt dem Beweis von MI3: Sei A eine Menge der
Miéchtigkeit x, mit einer Wohlordnung <. Sei f : [A]"*! — v gegeben. Sei B eine Teilmenge von A
und a ein Element von A\ B. Der Typ t(a/B) von a tiber B ist definiert wie in 3. Fiir jedes a € A
definieren wir g, : (6, + 1) — A rekursiv durch:

1. ga(a) ist das kleinste Element von A\ gq[a], das denselben Typ tiber gq[a] hat wie a.
2. ga(0a) = a.

a<b < g, C gp definiert eine Baumordnung auf A mit h(a) = 4,.

Wir behaupten, dak A einen Zweig B’ der Linge x hat: Wenn h(A) > &, setzen wir B’ = A,
fiir ein Element a der Hohe k. Sei also h(A4) < k und ein a < & festgehalten. Dann gibt es fiir alle a
mit h(a) < o héchstens max {w,v/%!} < max{w, v1*1} viele Typen iiber g4[0,]. Aus Lemma T2 folgt
|Ay| < max{w,v|®l} < k. Es muR also h(A) = & sein und, weil es keinen x-Aronszajnbaum gibt, muf
ein Zweig B’ der Linge k existieren.

Fiir alle by < ... < b, € B’ hdngt f({bo,...,bs}) nur von {bg,...,b,_1} ab. Wir schreiben

g({bo, ..., bn—1}) = f({bo, ..., bn}).

Aus k — (k)7 folgt, daf B’ eine Teilmenge B der Méichtigkeit x hat, die g-homogen, und daher
auch f-homogen ist. |

Wir haben im Beweis von 3. = 2. die Regularitit von s nicht verwendet. Man hat in der Tat:
Ubung 12.1 Wenn es keinen k—Aronszajnbaum gibt, ist k reguldr.

Der néchste Satz zeigt, dafs es unter jeder schwach kompakten Zahl kofinal viele stark unerreichbare
Kardinalzahlen gibt.

Satz 12.4 Schwach kompakte Kardinalzahlen x sind Mahlo—-Kardinalzahlen. Das heifst, daf$ die Men-
ge aller stark unerreichbaren Kardinalzahlen unterhalb von k stationdr in k ist.

Beweis:

Sei k stark unerreichbar und die Menge der stark unerreichbaren Kardinalzahlen unterhalb von k nicht
stationdr. Weil die Menge aller iiberabzahlbaren starken Limeskardinalzahlen ein club in k ist, ist die
Menge der reguldren Kardinalzahlen unterhalb von s nicht stationér. Es gibt also einen club C' von
singuléren ({iberabzihlbaren) Kardinalzahlen in x. Weil k reguléir ist, hat C' den Ordnungstyp «.
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Sei T' die Menge aller auf echten Anfangsstiicken von C' definierten regressiven injektiven Funk-
tionen. Durch Inklusion geordnet wird 7' zu einem Baum. Wir zeigen, daff T' ein k—Aronszajnbaum
ist.

T, besteht allen Funktionen von 7" mit Definitionsbereich u N C, wobei y das a—te Element von
C ist. Wir haben also |T,| < p* < k. Ein Zweig der Linge k ergiibe eine regressive injektive auf C
definierte Funktion. Das ist nach dem Satz von Fodor (und der Regularitét von x) unmdoglich.

Um zu zeigen, dafl T die Hohe k hat, miissen wir beweisen, daf es fiir jedes u € C' eine regressive
injektive Funktion f, : p N C — p gibt. Wir zeigen das durch Induktion nach .
Wenn £ N C ein Maximum v hat, ersetzen wir zuerst f, durch f)(8) = f.(8) + 1. f], ist immer noch
regressiv, nimmt aber nicht den Wert 0 an. Jetzt leistet f, = f, U{< v,0 >} das Gewiinschte.
Sonst ist 4N C ein club in p und nach Lemma [ gibt es eine Normalfunktion o — &, von A = cf (1)
nach p N C, deren Bild kofinal in g ist. Wir nehmen an, daf A < kg und verwenden die Abkiirzung
9o = fu,- Dann definieren wir fiir v € pNC

Ko+ Jat1(V) , wenn Ko < V < Kq41
fulv) = wgo(v) , wenn v < Ko
a+1 , Welll V = Kgq.

fu ist regressiv und injektiv. Um die Regressivitét einzusehen, beachte man, daf v eine unendliche
Kardinalzahl ist. Daraus folgt kq, gat1(V) <V = Ko + gat1(¥) <vund go(v) <v = wgo(v) < v.
O
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13 Meflibare Kardinalzahlen

Ein Filter F auf einer Menge [ ist ein System von Teilmengen von I mit den folgenden Eigenschaften.

1. 0¢F, I€F
2. F ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten.

3. F enthélt mit einer Menge A auch alle Teilmengen von I, die A enthalten.

Eine Abbildung f : I — J transportiert F auf J:
JF)={AcCJ|f'[A] eF}

ist ein Filter auf J, das Bild von F. Wenn I Teilmenge von J ist, induziert insbesondere (durch die
Inklusionsabbildung) jeder Filter auf I einen Filter auf J.

Zorns Lemma zeigt, daf jeder Filter in einem maximalen Filter auf I, einem Ultrafilter, enthalten
ist.

Lemma 13.1 Fir einen Filter F auf I sind dquivalent:

1. F ist ein Ultrafilter.
2. Fir alle Teilmengen A von I gehirt (entweder) A oder I\ A zu F.
3. Wenn AU B €T, dann gehiort A oder B zu F.

Beweis:
Sei A eine Teilmenge von I. Wenn A nichtleeren Schnitt mit allen Elementen von F hat, ist
{BeB(I)|IFeFANF C B}

ein Filter (der kleinste), der A und F enthélt. Also ist F ein Ultrafilter genau dann, wenn F alle Mengen
A enthalt, die alle Elemente von F schneiden.

Wenn nun weder B noch A zum Ultrafilter F gehoren, sind A und B disjunkt zu F und G aus F.
Dann ist AU B disjunkt zu F'N G und kann nicht zu F gehdren. Das beweist 1. = 3.

Nehmen wir an, daf F die Eigenschaft 2. (ein Spezialfall von 3. ) hat und G eine Erweiterung von
Fist. Fir alle Agilt dann Ae G= (I\A)¢G= (I\A) gF=AcF. Also ist F = G und F muf
ein Ultrafilter sein. ad

Man sieht nun leicht, daft das Bild eines Ultrafilters wieder ein Ultrafilter ist.

Der von ) # A C I erzeugte Hauptfilter ist der Filter F aller Teilmengen von I, die A enthalten.
F ist genau dann ein Ultrafilter, wenn A eine Einermenge ist. Wir nennen einen solchen Ultrafilter
trivial. Ein Filter, der eine Einermenge enthalt, ist ein trivialer Ultrafilter. Ein Ultrafilter, der eine
endliche Menge enthélt, enthélt wegen Lemma [3.3. auch eine Einermenge und ist daher trivial.

Lemma 13.2 Auf jeder unendlichen Menge gibt es einen nichttrivialen Ultrafilter.

Beweis:

Sei F das System
{ACTI|(I\A) endlich}

der koendlichen Teilmengen von I. Die nichttrivialen Ultrafilter auf I sind genau die Ultrafilter, die F
enthalten. Wenn I unendlich ist, ist F ein Filter und also in einem Ultrafilter enthalten. O
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Definition Fin Filter F heiffit k—vollstandig, wenn der Durchschnitt von weniger als k—vielen Ele-
menten von F wieder zu F gehort.

Jeder Filter ist w-vollstédndig. Hauptfilter sind x—vollstandig fiir jedes x. Das Bild eines xk—vollstandigen
Filters ist wieder k—vollstandig.

Lemma 13.3 Sei U ein Ultrafilter auf I und  eine Kardinalzahl. Dann sind dquivalent:

1. U ist k—vollstindig.
2. Der Durchschnitt von weniger als k-vielen Elementen von U ist nichtleer.

3. Wenn eine Vereinigung von weniger als k—vielen Mengen zu U gehort, dann gehort schon eine
dieser Mengen zu U.

Beweis:

2. folgt sofort aus der k—Vollstandigkeit. Wenn umgekehrt fiir ein u < & alle A, (o < p) zu U gehoren,
ihr Durchschnitt D aber nicht, dann gehéren alle (A4, \ D) zu U und ihr Durchschnitt ist leer.

Geht man zu Komplementen {iber, sieht man mit Hilfe von 3, daft 3. nur die duale Formulierung
der k—Vollstandigkeit ist. O

Aus 3. folgt, dafs jeder k—vollstdndige Ultrafilter, der eine Menge von kleinerer Méchtigkeit als
enthiilt, ein Hauptfilter sein muf. Insbesondere ist jeder kT —vollstindige Ultrafilter auf x ein Haupt-
filter.

Definition Fin nichttrivialer k—vollstindiger Ultrafilter auf einer tberabzdihlbaren Kardinalzahl k,
heifst melkbar. Eine dberabzdhlbare Kardinalzahl, die einen mef$baren Ultrafilter trigt, heiffit meRbare
Kardinalzahl.

Ein Filter F auf x heifst uniform, wenn er nicht von einem Filter auf einer Teilmenge induziert
wird, die kleinere Méchtigkeit als x hat. Oder dquivalent: wenn alle Elemente von F die Méchtigkeit
k haben. Es ist klar, dafs mefsbare Ultrafilter uniform sind.

Lemma 13.4 Wenn es fiir ein iberabzihlbares A einen nichttrivialen A—vollstindigen Ultrafilter auf
I gibt, gibt es eine mefbare Kardinalzahl k mit A < k < |I.

Beweis:

Sei U ein A-vollstandiger Ultrafilter auf 7. Weil U nicht |I|*-vollstindig ist, gibt es ein x < |I| und
eine Familie (A, )a<x von Elementen von U mit leerem Schnitt. Wenn wir x« minimal wéhlen, ist
die grofite Kardinalzahl, fiir die U k—vollstindig ist. Wihle nun fiir jedes a € I ein f(a) = « € k
mit a € A,. Der Bildfilter f(U) ist ein xk—vollstandiger Ultrafilter auf , der nichttrivial ist, weil alle
f~1[{a}] disjunkt zu A, sind und also nicht zu U gehéren. O

Satz 13.5 Mefbare Kardinalzahlen sind schwach kompakt.

Beweis:
Sei U ein nichttrivialer, k—vollstandiger Ultrafilter auf .

1. k ist regulér: Sonst ist k£ Vereinigung von weniger als x vielen Mengen A, von kleinerer Méchtigkeit.
Wegen [33 mufs dann eine der Mengen A, zu U gehoren. U enthélt aber keine Menge von kleinerer
Méchtigkeit als &.
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2. k ist starke Limeszahl: Sei p < x und f : K — P(u) eine Abbildung. Dann ist B = f(U) ein
r—vollstandiger Ultrafilter auf PB(u). Sei fir a € p H, der von a erzeugte Hauptfilter. Sei F der
Durchschnitt aller Mengen der Form H, und PB(u) \ H,, die zu U gehdren. Dann gehort F zu 0.
Andererseits ist F = {A}, wobei A = {a € pu | H, € U}. U ist also trivial, woraus folgt, daff f nicht
injektiv sein kann. Folglich ist 2# < k.

3. Es gibt keinen rk—Aronszajnbaum: Sei T' ein Baum der Hohe x, dessen Schichten alle kleinere
Miéchtigkeit als k haben. Weil |T'| = &, gibt es einen nichttrivialen k—vollstdndigen Ultrafilter auf 7.
Weil k regulédr ist, hat fur alle @ < x die Vereinigung aller T (8 < «) kleinere Méchtigkeit als &,
gehort also nicht zu U. Es folgt, daff UaeTa T° und also ein T% fiir® ein a, € T, zu U gehort. Die aq
(a0 < k) bilden einen Zweig der Léinge k. a

Definition FEin mefbarer Ultrafilter U auf k heifst normal, wenn es zu jeder auf einer Menge U € U
regressiven Funktion f eine Teilmenge V € U gibt, auf der f konstant ist (Fodoreigenschaft).

Die Elemente U eines normalen Ultrafilters U sind immer stationér: Denn sonst gébe es, wie wir
im Anschluft an Satz B4 gesehen haben, auf U\ {0} eine regressive Funktion f, die keinen Wert kofinal
oft annimmt, f ware also auf keiner Ultrafiltermenge konstant.

Daraus folgt, daf U alle clubs enthélt.

Ubung 13.1
1. Ein uniformer Ultrafilter auf k, der die Fodoreigenschaft hat, ist k—vollstindig.

2. Ein uniformer Ultrafilter F ist genau dann normal, wenn der Diagonaldurchschnitt von Elemen-
ten von F wieder zu F gehort.

Ubung 13.2 Sei U ein normaler Ultrafilter auf k und fir einn < w und X < K f : [£]™ — A. Dann
hat f eine homogene Menge aus U.

Satz 13.6 Auf mefsbaren Kardinalzahlen gibt es normale Ultrafilter.

Beweis:

Sei U ein mefbarer Ultrafilter auf . Sei R eine n-stellige Relation und fi,..., f,, auf s definierte
Funktionen. Wir sagen, dafl

R(f1,..., fn) (mod U)

wenn die Menge aller a € k fiir die R(f1(), ..., fn(a)) gilt, zum Ultrafilter gehoért. Man sieht leicht,
daf fiir beliebige Filter U sich Reflexivitit, Transitivitdt und Symmetrie von R auf R (mod U) iiber-
tragen. Die Gleichheit (mod U) ist also eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller auf x definierten
Funktionen. Die Ultrapotenz

alU

einer Menge a ist die Menge der Aquivalenzklassen aller Funktionen von s nach a. Das Bestehen
einer Relation R(f1,..., fn) (mod U) hingt nur von den Aquivalenzklassen der f; ab. Es ist also eine
Relation RY auf der Ultrapotenz definiert.

Wenn 7 eine lineare Ordnung auf a ist, ist ¥ eine lineare Ordnung auf aV. Denn weil ) = {a € & |
a < a} €U, ist 7V irreflexiv und damit eine partielle Ordnung. Weil fiir alle f, g € "a

r=A{al f(e) <gla)}U{a] fle) =g(@)} U{a|gla) < f(@)},

liegt eine dieser Mengen im Ultrafilter U. Das zeigt, dak rU eine totale Ordnung ist.

SErinnerung: 7% = {b € T | a < b}
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Wenn r fundiert ist, ist auch rU fundiert: Wenn f;17Vf; fiir i = 0,1..., sind die A; = {a |
fix1(a)rfi(a)} aus U. Fiir a aus dem Durchschnitt der A; ist dann (f;(«)) eine unendliche absteigende
Folge, die der Fundiertheit von r widerspricht.

Wir betrachten nun die Ultrapotenz V. Fiir jedes «@ € & sei & die Aquivalenzklasse der konstanten
Funktion mit Wert a. Y wird durch < (mod U) wohlgeordnet. Aus der x—Vollstindigkeit von U folgt
nun, dak die Abbildung o — @ eine ordnungstreue Abbildung von x auf ein Anfangsstiick von U ist:
Wenn die Aquivalenzklasse von f kleiner als 3 ist, gehort

{alfla) <8y = [J{al fla) =7}

y<B

zu U. Also muh fiir ein v die Menge {a | f(a) = v} zu U gehoren. Das heifit, 7 ist die Aquivalenzklasse
von f.

Sei f eine Funktion , deren Aquivalenzklasse das Supremum der & (o < &) in &Y ist. Wir setzen
V = f(U). V ist ein k—vollstandiger Ultrafilter auf x. V ist nichttrivial, weil f nicht auf einer Menge
aus U konstant ist. Sei nun g auf einer Menge aus V regressiv. Dann gehort {« | (go f)(a) < f(a)} zu
U. Nach der Wahl von f ist go f auf einer Menge U € U konstant. Dann ist g konstant auf f[U] € V.
O

Satz 13.7 Wenn U ein normaler Ultrafilter auf x ist, gehdrt die Menge aller schwach kompakten
Kardinalzahlen unterhalb von k zu U.

Beweis:

WEeil U normal ist, gehort der club der iiberabzéhlbaren Kardinalzahlen unterhalb von « zu U. Nehmen
wir an, daff der Satz falsch ist. Dann gibt es eine Ultrafiltermenge Uy von nicht schwach—kompakten
iiberabziihlbaren Kardinalzahlen unterhalb von k. Wihle fiir jedes A € Uy ein fy : [A\]*> — 2, das keine
homogene Menge der Michtigkeit A hat. Definiere das “Ultraprodukt” f : [k]?> — 2 der fy durch

fla)=i<={AeUy|aCAA fala) =i} €U.

Das ist eine wohldefinierte Funktion, weil fiir alle a die Menge der A\ aus Uy, die a enthalten, in U
liegt. Wir werden zeigen, daf f keine homogene Menge der Méachtigkeit x haben kann, und erhalten
damit den gewiinschten Widerspruch zu 3.

Jede Teilmenge B von k ist “Ultraprodukt” der B, = BNa (o < k), in dem Sinn, daf fiir alle
B <k
feB<«<{a|BeB,}el.

Wenn B homogen fiir f ist (sagen wir mit Wert 0), sind die B) homogen fiir fy mit Wert 0
fiir ultrafilterviele A\. Denn sonst gibt es fiir alle A aus einer Ultrafiltermenge U; C Uy Elemente
al < a3 < Xaus B mit fy(a},e?) = 1. Weil U normal ist, sind aber die Funktionen \ — o} auf
einer Ultrafiltermenge Us C Uy aus U konstant = o?. Auf einer weiteren Ultrafiltermenge Us C U, ist
Hlat,a?) = f(al,a?). Also ist f(al,a?) = 1. Widerspruch.

Wenn B die Méchtigkeit x hat, haben fiir ultrafilterviele o die B, die Méchtigkeit o. Um das
einzusehen, wihlen wir eine injektive Abbildung g : Kk — B. Sei C die Menge der unter g abgeschlos-
senen Kardinalzahlen unterhalb von x, das heifit der Kardinalzahlen o < s mit gla] C o. Man sieht
leicht, daff C' ein club ist. Dann bildet g alle @ € C injektiv nach B, ab. C' gehort aber zu U.

Jetzt sehen wir, daft f keine homogene Menge der Méchtigkeit x haben kann. Denn sonst wéren
fiir ultrafilterviele A die By Mengen der Méchtigkeit A und homogen fiir f. o
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14 Transitive Modelle der Mengenlehre

Ein Modell der Mengenlehre ist eine Struktur m =< m, e >, in der alle Axiome von ZFC (oder eines
Fragments von ZFC) gelten. Wenn wir von einer Menge m als einem Modell sprechen, meinen wir die
Struktur < m, €[ m >. Wenn das Modell m transitiv ist, nennen wir m ein transitives Modell.

Satz 14.1 (Isomorphiesatz von Mostowski) (Cf [1]) Fir eine Struktur m = < m,e > sind
dquivalent:

1. m ist isomorph zu einer transitiven Menge.

2. m ist ein Modell des Extensionalititsaxioms und e ist eine fundierte Relation.

Der in 1. behauptete Isomorphismus ist eindeutig bestimmd.

Wenn fiir eine Menge m die Struktur m = < m, €] m > das Extensionalitdtsaxiom erfiillt, nennen
wir die zu m isomorphe transitive Menge den transitiven Kollaps von m.

Beweis:

1.=2.

Die €—Relation ist fundiert. Wenn = und y zwei verschiedene Elemente der transitiven Menge a sind,
gibt es ein Element z von z, das nicht zu y gehdrt (oder umgekehrt). Wegen der Transitivitét ist z
Element von a. Also haben z und y auch in a nicht die gleichen Elemente. Das beweist, dafs a das
Extensionalitdtsaxiom erfiillt.

2.=1.

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit: Sei f : m — a ein Isomorphismus von m mit der Menge a. Dann
ist fiir jedes 2 € m f(x) Na = f[m(,)], wobei m(,) die Menge der e-Vorgénger von x ist. Wenn a
transitiv ist, erfiillt also f die Rekursionsgleichung

(*) f@) = flm).

Wegen Ubung BT und der Fundiertheit von e ist f (und a = f[m]) durch (*) eindeutig bestimmt.

Umgekehrt gibt es wegen B ein f : m — V, das (*) erfiillt. Das Bild a von f ist transitiv, weil jedes
Element von f(x) Bild eines Elements von m,y ist. Dak jedes b € a nur ein Urbild hat, zeigen wir durch
e-Induktion: Wenn f(z) = f(y) = b, ist nach (*) und Induktionsvoraussetzung m,) = f~1[b] = m,).
Weil das Extensionalitdtsaxiom in m gilt, folgt * = y. f : m — a ist also eine Bijektion. Daf
xzey & f(x) € f(y) folgt jetzt sofort aus (*). a

Man beachte, daf zwar ein fundiertes Modell m (damit meinen wir ein m =< m, e > mit fundiertem
e) das Fundierungsaxiom erfiillt, die Umkehrung aber nicht gelten muf. Der Kompaktheitssatz der
Modelltheorie hat vielmehr zur Folge, daft eine Theorie, die Modelle m mit beliebig langen Ketten
TpeT,_1€...exo hat, auch ein nicht fundiertes Modell haben muf. In 28 werden wir zeigen, daf die
Existenz von Modellen von ZFC nicht die Existenz von fundierten Modellen impliziert.

Wenn ZFC konsistent ist, 14#t sich nach dem zweiten Godelschen Unvollstédndigkeitssatz ([G]) in
ZFC nicht beweisen, daf ein Modell von ZFC existiert. Wir kénnen aber fiir jedes endliche Teilsystem
von ZFC zeigen, dak es sogar ein transitives Modell besitzt.

Definition Fine Menge a reflektiert die Formel ¢(x1,...,x,) (ohne Klassenvariablen), wenn fir
alle by,...,b, €a

Gy, ... bn) <> a = d(by, ... by).

Wir sagen auch: ¢ ist absolut fir a.

Es seien Formeln ¢, ..., ¢,, gegeben. Dann gilt:
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Satz 14.2 (Reflexionssatz) Die V,, reflektieren ¢1, ..., ¢m fir beliebig grofie a.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dak jede Formel ¢ von allen V,, « aus einem club Cy (einer unbeschrénkten
abgeschlossenen Teilklasse von On), reflektiert wird. Der Beweis geht durch Induktion tiber den Aufbau
von ¢. Formeln ohne Quantoren werden von allen Mengen reflektiert. Wir kénnen C4 = Cyp, Cyny =
Cy N Cy setzen.

Wenn ¢(x1,...,2,) = Iz (a0, ..., 2, ), definiere die Funktionale

_Jo0 , wenn —¢(by,...,by,)
Fbrosbn) = { min{« | 3xgeVy ¥(z0,b1,...,bn)}, sonst }

und
G(B) zsup{F(bl,...,bn) | bl,...,bn GVg}.

Dann kénnen wir fiir Cy den club der unter G abgeschlossenen Elemente von Cy nehmen (vgl. den
Beweis des Hilfssatzes fiir BH). Denn fiir « € Cy und by, ..., b, € V, ist dann

d(b1, ..., bn) < (weil @ G-abgeschlossen ist)
es gibt by € Vo mit ¥(bg,...,b,) < (weil v € Cy)
Va':(rb(bl,abn) U

Sei T ein endliches Fragment von ZFC. Dann gilt
Folgerung 14.3 T hat ein Modell der Form V.

Man beachte dafs wir nicht etwa gezeigt haben
ZFC F (Jedes endliche Fragment von ZFC hat ein Modell).
Sondern nur fiir jedes endliche Fragment T'
ZFC | (T hat ein Modell).
Mit Hilfe des (in ZFC beweisbaren) Kompaktheitssatzes wiirde aus der ersten Version folgen, dafs

ZFC I (ZFC hat ein Modell)

...und ZFC wére inkonsistent.

Ubung 14.1 Zeige in ZC, daf das Ersetzungsaziom genau dann gilt, wenn je endlich viele Formeln
von beliebig groflen Mengen reflektiert werden (das heifst, daf$ jede Menge in einer Menge enthalten
ist, die diese Formeln reflektiert).

Notation Def(m) bezeichne die Menge aller in m mit Parametern definierbaren Teilmengen von m.
Also die Menge aller Mengen der Form

{ao € m | m & é(ao,-..,an)},

fir Formeln ¢ und ay,...a, € m.

Lemma 14.4 FEine transitive Menge m ist genau dann ein Modell von ZFC, wenn
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1. aemAbeDef(m)=anbem

hem

a,bem= {a,b} €m

aem=Jaem

aem=Pla)Nmem

Wenn f € Def (m) eine Funktion ist, ist f[a] € m fir alle a € m.

wem

ST S A T S B R

Jedes a € m, das die leere Menge nicht enthdlt, hat eine Auswahlfunktion aus m.

Beweis:

Wir haben schon gesehen, dafs das Fatensionalitdtsaxiom und das Fundierungsariom in transitiven
Mengen gelten.

Fiir beliebige Mengen n besagt das Aussonderungsaziom, dak es fiir alle a € n und b € Def (n) ein
¢ € n gibt mit a Nb = nNc. Wenn n transitiv ist, bedeutet das aNb € n. . ist also zur Giiltigkeit
des Aussonderungsaxioms dquivalent.

Eine Menge n erfiillt das Leere Menge Aziom, wenn es ein a € n gibt mit n = (a ist leer). Fiir
transitive n ist aber
n = (aist leer) © anNn =0 < a ist leer.

D ist also das Leere Menge Axiom fiir m. Die eben hingeschriebene Aquivalenz heifst, daf$ fiir transitive
Mengen die Formel “...ist leer” absolut ist.

Sei a,b € m. Das Paarmengenaziom fiir m bedeutet, dafs es ein ¢ € m mit m = (¢ = {a,b}) gibt.
Man rechnet leicht nach, da® fiir transitive Mengen die Formel z = {z,y} absolut ist. m erfiillt also
das Paarmengenaxiom genau dann, wenn B. gilt.

Die Giiltigkeit des Vereinigungsmengenaxioms ist zu B. dquivalent, weil die Formel x = | Jy absolut
flir transitive Mengen ist.

Die Formel = € PB(y) ist absolut fiir transitive Mengen. Also ist m = b = P(a) dquivalent zu
b =P(a) N m. Daraus folgt, dal B. das Potenzmengenaxiom fiir m ist.

Das Ersetzungsaziom bedeutet fiir beliebige Mengen m, daf es fiir alle a € m und alle definierbaren
franm — mein b€ m mit bNm = fla Nm] gibt. Wenn m transitiv ist, bedeutet das gerade B.

Das Unendlichkeitsaziom ist (auf der Basis der tibrigen Axiome) dquivalent dazu, daf w eine Menge
ist. Weil (modulo der anderen Axiome) die Formel = w absolut fiir transitive Mengen ist (siehe IZ73),
sagt das Unendlichkeitsaxiom fiir m gerade w € m.

“z ist Auswahlfunktion von y” ist absolut fiir transitive Mengen (siehe [43). Also ist B. das Aus-
wahlaxiom fiir m. m

Definition Fine Formel (ohne Klassenvariable) heifst Ag—Formel, wenn alle Quantoren beschrankt

sind. Das heifst, nur in der Form 3z (vey A ...) oder Va (xey — ...) vorkommen. Eine Formel heifit
ZFC
A, , wenn sie, beweisbar in ZFC, zu einer Ag—Formel dquivalent ist.

Der Sinn der zweiten Definition ist, daf man sich z.B. kaum erinnern wird, wie der offizielle
Formelausdruck fiir x = w war. Man kann aber eine dquivalente Ag—Formel angegeben.
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ZFC
Die fiir transitive Mengen absoluten Formeln des letzten Beweises sind alle A, :

Beispiele: Ag—Formeln sind

=0 < VYyex—ye€x

x={y,z} <= (yex A zex NVwex(w =yVw = z))

r=<y,z> <= Juvex(r ={u,v}Au={z,y} Nv={z})
x = U y <= ((Vwex3zey wez) N (VzeyVwez wex))

rCy <= Vzex zey

x transitiv <= Vyery C x
zeOn < VyexVzey(zex A Vwez wey)

Lim(z) <= zeOn A -z = 0 A Vyex3zexr yez (x ist Limeszahl)
zew <=  xeOn A —Lim(z) A Vyex ~Lim(y)

r=w <= Lim(z)AVYyex ~Lim(y)

¢
Lemma 14.5 Ag-Formeln sind absolut fiir transitive Mengen. ASF —Formeln sind absolut fir tran-
sitive Modelle von ZFC.

Beweis:

Leicht, durch Induktion iiber den Aufbau der Ag—Formeln. |

Folgerung 14.6 V,, ist genau dann Modell von ZFC (mit eventueller Ausnahme des Unendlichkeits-
arioms und des Ersetzungsazioms), wenn o Limeszahl ist. Das Unendlichkeitsaziom gilt genau dann,
wenn a grofler als w ist. Wenn «a eine stark unerreichbare Kardinalzahl ist, gilt auch das Ersetzungs-
azxiom.

Beweis:

Nur die letzte Aussage bedarf noch eines Beweises: Sei x eine stark unerreichbare Kardinalzahl. Man
zeigt leicht durch Induktion tiber «, da [V,| < & fiir alle @ < x. Dann haben also alle a € V,; eine
kleinere Méchtigkeit als k. Wenn f : a — V, ist also {rang(f (b)) | b € a} beschrankt in k, sagen wir
durch S < k. Dann ist fla] C Vgi1. Also fla] € V.. O

Ubung 14.2 Wenn das in der Ubung I3 definierte Modell fundiert ist, ist es isomorph zu V.

Seien ¢ und 1 Aussagen der Mengenlehre, wie zum Beispiel “es gibt eine unerreichbare Kardinal-
zahl” oder “es gibt eine mefbare Kardinalzahl”. CON(¢) sei die Aussage “ZFC + ¢ ist konsistent”. Wir
sagen, daft die Konsistenzstdrke von ¢ grofer ist als die Konsistenzstirke von ¢, wenn

ZFC F CON(¢) —s CON(¥)).

Die Konsistenzstéarke ist echt grofer, wenn man unter der Voraussetzung, dafs ZFC+CON(¢)) konsistent
ist, zeigen kann, daf

ZFC i/ CON(1)) —» CON(¢)).

Es ist klar, daft die Konsistenzstidrke von ¢ grofer ist als die Konsistenzstéarke von ¢, wenn ZFC +
¢ —> 1.
Aus dem zweiten Godelschen Unvollstéandigkeitssatz folgt:
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Lemma 14.7 Die Konsistenzstirke von CON(¢) ist echt gréfler als die Konsistenzstirke von ¢.

Beweis:

(Wir notieren ZFC nicht mehr.) Daf F CON(CON(¢)) — CON(¢), ist ganz allgemein richtig. Aus
CON(¢) - CON(CON(¢)) folgt die Inkonsistenz von CON(¢) nach dem zweiten Godelschen Unvoll-
standigkeitssatz. |

Satz 14.8 Die folgenden Aussagen sind nach echt gréfier werdender Konsistenzstirke geordnet:

1.0=0

ZFC hat ein Modell.

ZFC hat ein transitives Modell.

Es gibt eine stark unerreichbare Kardinalzahl.

Es gibt eine schwach kompakte Kardinalzahl.

ST S N

Es gibt eine mefbare Kardinalzahl.

Beweis:
Die spéteren Aussagen implizieren die fritheren. Wir haben also nur die Echtheit zu zeigen.
2. ist echt konsistenzstérker als 1.: Das folgt aus [274.

3. ist echt konsistenzstéirker als 2.: Sei m ein transitives Modell von ZFC. Dann gilt natiirlich
CON(ZFC). Nach dem Vollsténdigkeitssatz ist eine Aussage der Form CON(¢) eine arithmetische
Aussage, also nach Kapitel I3 absolut fiir transitive Modelle von ZFC. m ist also auch ein Modell von
CON(ZFC). Wir haben gezeigt:

ZFC F (es gibt ein transitives Modell von ZFC) — CON(CON(ZFC))

Aus 77 folgt nun die Behauptung.

4. ist echt konsistenzstarker als 3.: Sei x eine stark unerreichbare Kardinalzahl. Der Satz von Lo-
wenheim-Skolem (Kapitel I3, S.62) liefert uns eine abzidhlbare Teilmenge a von V., die ebenfalls ein
Modell von ZFC ist. Nach [Z1 ist @ isomorph zu einem abzdhlbaren transitiven Modell m. Wie jede
erblich abzdhlbare Menge ist m Element von V,,, , also auch von V. (Eine Menge ist erblich abzahlbar,
wenn sie abzéhlbar ist und ihre Elemente erblich abzahlbar sind.) Nach Kapitel I sind Formeln der
Form = = ¢ absolut in transitiven Modellen. Also ist V,; |= (m ist transitives Modell von ZFC) und
wir haben gezeigt:

ZFC |- (es gibt eine stark unerreichbare Kardinalzahl) — CON(ZFC hat ein transitives Modell)

Die Behauptung folgt jetzt aus 477

5. ist echt konsistenzstérker als 4.: Wenn x schwach kompakt ist, gibt es nach 24 eine stark uner-
reichbare Kardinalzahl in V. Man tiberlegt leicht, daf die Formel

x ist stark unerreichbar

absolut ist fiir Modelle der Form V, (ebenso wie die Formeln (z ist schwach kompakt) und
(x ist mefbar)). Also ist

V. |E (ZFC + es gibt eine stark unerreichbare Kardinalzahl).

Jetzt folgt die Behauptung mit 274
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6. ist echt konsistenzstarker als 5.: Wie im letzten Teil des Beweises mit [374. O

Will man auch Klassen als Modelle zulassen, mufs man Vorsicht walten lassen. Zunéchst ziehen wir
uns auf ZFC zuriick und meinen, wenn wir von Klassen sprechen, nur Klassen, die durch Formeln (mit
eventuellen Parametern) definiert sind — wie zum Beispiel V durch die Formel 2 = x. Dann miissen
wir beachten, daft es keine Modelltheorie fiir Klassen gibt, weil es keine Formel gibt, die fiir Klassen
K

x ist eine Aussage A K =z

verniinftig ausdriickt. Es macht nur Sinn von einzelnen Aussagen ¢ die Formel

KEo

zu bilden. (Man relativiert einfach die Quantoren in ¢ nach K.) So ist zum Beispiel fiir jedes Axiom
¢ von ZFC

Vo

(trivialerweise) in ZFC beweisbar. Die “Aussage”
V = ZFC

ist aber gar nicht wirklich formulierbar. Wiirde eine solche Aussage doch irgendwie Sinn machen,
hétte man in ZFC die Existenz eines Modells von ZFC bewiesen, was nach Godels Satz nur bedeuten
kénnte, dafs ZFC inkonsistent wire. Wenn wir in Zukunft zum Beispiel K = ZFC schreiben, meinen
wir die unendlich vielen Aussagen K = ¢ fiir jedes Axiom ¢.

Satz 14.9 Sei eine Folge K, (o € On) von transitiven Mengen gegeben und es gelte K, € Ko7 fir
alle o und K = Ua<>\ K, fiir alle Limeszahlen \. Dann ist K = Uann K, genau dann ein Modell
von ZF, wenn Def (K,,) € K fir alle o € On.

Beweis:

Wir werden in Kapitel I3 sehen, daf die Formel z = Def (y) absolut fiir transitive Modelle ist (auch
fiir transitive Klassen, in denen ein geniigend grofes Fragment von ZF gilt). Wenn K ein Modell
von ZF ist, muf es ein ¢ € K mit K = a = Def(K,) geben. Nach unserer Vorbemerkung ist dann
a = Def (K,).

Fiir die Umkehrung machen wir von 27 Gebrauch, das sich sofort auf transitive Klassen tibertrégt.
Sei also Def (K,) € K fiir alle o.. Wir verifizieren die Bedingungen von 2 mit der Ausnahme von B.
Die Bedingungen 2,8,d. haben dhnliche Beweise. Zum Beispiel, wenn a € K, ist | Ja € Def (K,) € K.
Weil K transitiv ist, ist |Ja € K und B. ist verifiziert.

Um Bedingung B. zu zeigen, sei fiir ein @ € K die Ordinalzahl « so grofs gewéhlt, dafs alle b €
PB(a) N K in K, liegen. Jetzt ist aber P(a) N K € Def (K,) und wir sind fertig.

Fiir Bedingung [@. tiberlegen wir, daft aus dem bisher bewiesenen folgt, dafs alle natiirlichen Zahlen
in K und darum in einem geniigend grofen K, liegen. Weil zew absolut fiir transitive Mengen (und
Klassen) ist, ist w € Def (K, ). Daraus folgt die Bedingung.

Um . und B. zu verifizieren {iberzeugen wir uns zuerst, daf man 22 fiir K ebenso beweisen kann:
Fiir jedes ¢ gibt es beliebig grofse K, die ¢ in K reflektieren. Das heifst, dak fiir alle aq,...,a, € K,

K ¢(ar,....an) & Ko = ¢lar, ... an).

Wir beweisen . Sei also a € K und B C K definierbar in K. Fiir eine Formel ¢(z,y1,...,y,) und
Parameter by, ...,b, aus K ist also B={be€ K | K |= ¢(b,b1,...,b,)}. a sei nun so grof, dak K, a
und die Parameter enthélt und ¢ in K reflektiert. Dann ist

anNB={bca|KakEdbbi,... by} € Def(Ka).
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Bedingung B. folgt leicht aus M: Wenn a € K und F : a — K ein Funktional ist, gibt es ein
a mit Fla] C K,. Ist F zusétzlich definierbar in K, so ist auch Fla] definierbar in K. Es folgt
Fla]=K,NFla) € K. O

Folgerung 14.10 Definiere die konstruktible Hierarchie durch

Lo = 0

Lot1 = Def(Ly)

Ly = |J La (A Limeszahl)
a<

und setze L = Lo. L - die Klasse der konstruktiblen Mengen — ist ein Modell von ZF.

«cOn

Wir werden in Kapitel 3 sehen, dafs L ein Modell von ZFC ist, in dem GCH gilt.
Beweis:

Wenn L, transitiv ist, ist auch L1 = Def (L) transitiv, weil jedes Element a € L, eine definierbare
Teilmenge von L,, ist. Jetzt folgt durch Induktion, daf alle L, transitiv sind. Weil L, eine definierbare
Teilmenge von sich ist, ist L, € Lg41. O

Ubung 14.3 Fine Menge der Form

{a € Vo, | Vay E d(a,a1,...,04)},

mit einer Formel ¢ und Ordinalzahlparametern a; aus V., heifit ordinaldefinierbar. OD sei die Klasse
der ordinaldefinierbaren Mengen,
HOD = {a | th(a) C OD}

die Klasse der erblich (hereditir) ordinaldefinierbaren Mengen. Man zeige

1. Fine Menge der Form {a | ¢(a,a1,...,ay)} ist ordinaldefinierbar.
2. HOD st ein Modell von ZF.
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15 V=L
Wir zeigen in diesem Kapitel, daf L ein Modell von ZFC, GCH und V=L ist.

Definition FEine X1 -Formel ist eine Formel der Form
dz ¢,

wobei ¢ eine Ag—Formel ist. Eine X%YC-Formel ist eine Formel, die in ZFC beweisbar zu einer ¥y -
Formel dquivalent ist. Eine AT¥C-Formel ist eine S7¥C -Formel, deren Negation ebenfalls eine Y7FC -
Formel ist. Eine X7FC Funktion ist ein auf V" vermdge

ap = Flai,...,an) < d(ag,...,an)

durch eine X2¥C-Formel ¢ definiertes Funktional F, fiir das die Funktionalitdit

Va1, ..., x,3xo (X0, ...\ 20)
in ZFC beweisbar ist.
Lemma 15.1
1. X1—Formeln ¢ sind persistent fiir transitive Mengen: Fir Elemente a1, ..., a, einer transitiven

Menge m ist

mE é(ar,...,an) = da,...,a,).
2. AZ¥C_Formeln sind absolut fiir transitive Modelle von ZFC.
3. YEFC_Funktionen F sind absolut fiir transitive Modelle m von ZFC: Fiir alle ag, .. .,a, € m ist
m=ag = Flay,...,an) < ag = F(a1,...,an).

Transitive Modelle sind abgeschlossen unter S7¥C - Funktionen.

Beweis:

1. ist leicht.
2. folgt aus 1.
3. folgt aus der Tatsache, daf die definierende Formel einer X#¥C—Funktion auch AZFC ist. Wir haben
némlich
ZFCFE (m¢(x0, ..., zpn)) +— Ty (-y = 20 A O(y, 1, ..., Ty)).

Aus dem niichsten Lemma folgt, daf die rechte Seite wieder eine ©#F“~Formel ist. a

Lemma 15.2 X7FC-Formeln sind abgeschlossen unter

1. v
2. A
3.3
4. Vxey

5. Binsetzung von Y7¥C—Funktionen.
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Beweis:

Im folgenden seien ¢; = Jxoe;(xo,...,2n), i = 1,2, ¥;-Formeln. Die folgenden Aquivalenzen sind
in ZFC beweisbar.

(1) $1V g2 < Tzo (Y1 Va)

(2) P1Ag2 +— Ty ((Bzoey 1) A (Froey ib2))
(3) dry ¢ «— Jydwieydroey n

4) Veiey ¢ <— A2VrieyIrgez Yy

(5) D1(F(z2, ..., &n), T2y ... &y) +— Fxi(z1 = F(z2,...,20) A1)

Rechts stehen ¥ZF¢-Formeln. ]

Die folgenden Funktionale sind Y4FC—Funktionen: {z,y}, < z,y >, U=, z[y], y(x), y | =, = X y,
Uy, Ny, z\y, w (0-stellig). *P(z) ist der Prototyp eines Funktionals, das nicht L7FC ist. Das
zweistellige Funktional B(z) Ny ist dagegen eine L7FC-Funktion.

Das nichste Lemma ist die 2%F“—Version von E2.
Lemma 15.3 Fiir jede Y2¥C-Funktion G : V x V — V gibt es eine eindeutig bestimmte Y2FC -

Funktion F : V x On — V, die die Rekursionsgleichung F(z,«o) = G(x, F, | «) erfillt, wobei
F, : On — V definiert ist durch Fy(y) = F(z,y).

Beweis:
Es ist

y=F(z,a) < 3f(fist Funktion AVB € (a+ 1) f(B) =G(z, f | B) A f(a) = y).
Beachte, daff (x ist Funktion) eine Ag—Formel ist. O

Zum Beispiel ist |J" z, definiert durch |J°z = {z} und J"' 2 = JU" z, eine L4FC-Funktion.
Also nach dem Beweis von 53 auch die transitive Hiille th(z) = J{U" z | n € w}.

Aus dem Lemma folgt, daf die Ordinalzahloperationen +, - und Exponentiation ¥7FC-Funktionen
sind. In der Struktur < w,0,+,-, <> elementar definierbare Relationen heifsen arithmetisch.
Folgerung 15.4 Arithmetische Relationen sind AZFC.

Satz 15.5 z + Def (x) ist eine L9FC - Funktion.

Beweis:
Wir beweisen den Satz nur fiir transitive x. Das geniigt fiir die Konstruktion von L.

Def,,(x) sei (fiir n > 0) die Menge der n—stelligen ohne Parameter definierbaren Relationen auf x.
Zum Beispiel sind fiir i < j < n die Relationen

€i={< xg,...,Tn_1 >€ " | 3; € 7},

Shi={<zg,...,2p_1 >E 3" | 3; 3 25}
und N

=l={<z,...,tn1 >€2" | 2; = 25}

aus Def ,(z). Weil z.B. alle Tripel Paare sind, sind die verschiedenen Def ,(z) nicht disjunkt. Wir
setzen daher Def ., (z) = (Jy,,c,An} X Def ().
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Hilfssatz Def . (z) ist die kleinste Menge D, mit den folgenden Abschluffeigenschaften. (Es sei D,, =
{a |<n,a>€ D} und immer n > 0.)

1. Fiir allen ist x™ € D,,.

Fiir alle i < j < n gehéren €49 und 347 2u D,,.
Fiir alle i < j < n ist =b€ D,.

a,be D, =anbeD,.

a,be D, =a\be D,.

S v o

a € Dyy1 = 3na € Dy, wobei 3,a ={< bg,...,bp—1 >| 3, <bg,...,b, >€ a}.

Beweis:

Weil Def . (z) die angegebenen Eigenschaften hat, ist D C Def . (z). Fiir die umgekehrte Inklusion zeigt
man durch Induktion iiber den Aufbau von ¢, daf jede durch ¢(zo,...,z,—1) definierte Relation auf
x in D, liegt. Wenn ¢ atomar ist, macht man von B. und B. Gebrauch. Die dabei zunéchst vermifiten
Relationen €%, 35" und =%* sind 0 = 2™ \ 2" und z", die wegen [. und B. in D,, liegen. Wenn ¢ eine

Negation oder Konjunktion ist, verwendet man B. und B. Wenn ¢ eine Existenzformel ist, folgt die
Behauptung aus B. O(Hilfssatz)

Betrachte die folgenden elf X#¥C_Funktionen:

Ff(u,v) = €]a?

Fi(u,v) = {<abe>cz®|bec}
FY(u,v) = 3]a2°

Ff(u,v) = {<abc>ca®|b>c}
Fi(uo) = =]

F§(u,v) = uno

F?(u,v) = u\w

Fg(u,v) = uxz

Fg(u,v) = {<a,bc>|<a,c>cu, beuz}
Fy(u,v) = {<a,bc,d>|<a,ce,d>€u, beua}
Ff(u,v) = {alFex <a,b>cu}

Nun sei D(z) die kleinste Menge, die x enthélt und unter diesen Funktionen (bei festgehaltenem x)
abgeschlossen ist. Dann gilt fiir alle positiven n

(%) Def () = B(2™) N D(z).

Um Def,, () C D(x) einzusehen, geniigt es zu zeigen, daf das System der D, (z) = B(z™) N D(z)

die sechs Abschlufieigenschaften des letzten Hilfssatzes erfiillt:
0: Wenn wir die Funktion F¥ n — 1-mal auf z anwenden, erhalten wir 2" € D(z).

B: €'= Ff(z,z) und €y°= F¥(z,) sind in D(x). Fiir n > 3 ist Ffy(ep>"", ) =" 1" Also
gehdren alle €272~ zu D(z). Weil F§ (€1, z) =€, sind alle €5~ in D(z). Daraus erhalten
t,n—1

nik - Ebenso zeigt man, dak die hd

wir mit k—maliger Anwendung von F§ den allgemeinen Fall: €
zu D(z) gehoren: Man beginnt mit F§ und Fy.

B: Hier argumentiert man wie fiir B. aber beginnt mit F}.

@: D(z) ist abgeschlossen unter F¥.
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B: D(z) ist abgeschlossen unter F¥.
B: Wenn a € Dy 41(x), ist 3pa = F{(a,x) € Dy(x).

Die andere Richtung von (x) folgt sofort aus
(xx) {u|Vnunaz™ € Def,(x)} ist abgeschlossen unter den F}".

(#) ist leicht zu beweisen. Zum Beispiel die Abgeschlossenheit unter F¥: Zu zeigen ist, daf fiir alle n
die Menge
en = (€] 2%) Na™

in Def ,, () liegt. Weil x transitiv ist, 14t sich zum Beispiel < x1, 23 >= x5 in 2 definieren und es gilt
fir a; € x
ap €e1 & x = Trg,x1 ag =< X, L1 > AT €xy
< ap,a1 >€ ey <& T ’: ag € aq
<ag;...,p—2,ap—1 >€ €y = T ': Elyy =< A0y .-y Ap—2 > NY€EAp_1
Damit ist (%) bewiesen.

Sei nun u aus Def (z). Dann gibt es Parameter ay, ..., a,—1 aus x und eine Formel ¢, sodafs

u={bex|z} ¢ag,-..,an-1,b)}.

Sei v die durch ¢ definierte n + 1-stellige Relation auf z. Dann ist u = v,, wobei a =< ag, ..., ap_1 >
und
vg ={b€z|<a,b>c v}

Man sieht leicht, dak v € D(x) und a € | D(z). Also ist
(3 % %) Def(x) ={v, |v € D(x)ANa€ UD(a:)}

(Dak v, immer mit Parametern definierbar ist, folgt aus der einfach zu beweisenden Tatsache, dafs
alle Elemente von | J D(x) Tupel von Elementen von z sind.)

Setze nun F*(u) = Jyc;c1o F5°[u X u] und definiere G®(n) rekursiv durch G*(0) = {z} und
G*(n + 1) = G*(n) U F*(G*(n)). Dann ist D(z) = G%[w]. Weil F eine ©7F“-Funktion ist, sind
wegen [53 auch G und damit auch D(z) L#"C Funktionen. Man sieht leicht, daf (v,a) + v, eine
YZFC_Funktion ist. Aus (x * *) folgt nun die Behauptung des Satzes. a

Folgerung 15.6 Das Funktional a — L, ist eine X2FC—Funktion.

Beweis:

Das folgt leicht aus 538 und [BE33. a

Folgerung 15.7 (Godel) L ist absolut fiir transitive Modelle M von ZFC, die alle Ordinalzahlen
enthalten: Es st
LY =L

Beweis:

Sei M ein transitives Modell von ZFC. Weil M unter der ¥4¥C-Funktion o + L, abgeschlossen ist,
ist LM das Bild von On™. On ist aber ein Ao—Priidikat, also ist On™ = On N M. Wenn M alle
Ordinalzahlen enthilt, ist daher L™ = L. Sonst ist On N M eine Limesordinalzahl o und wir haben
LY =1L,. O
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Folgerung 15.8
LEV=L

Man iiberzeugt sich leicht, daft wir in Wirklichkeit bei der Konstruktion von L das Auswahlaxiom
nicht verwendet haben. Daraus folgt:

Folgerung 15.9 Wenn ZF konsistent ist, ist auch ZF+V=L konsistent.

Satz 15.10 (Goédel) (Cf [7])
ZFC+V =L+ GCH

Beweis:

Wir beginnen mit einem Lemma.
Lemma 15.11 Fiir unendliche « ist |Lo| = |a.

Beweis: (Lemma)

Wenn z endlich ist, ist Def (z) = B(x). Also ist L, = V., abzéhlbar unendlich. Fiir unendliche z ist
|Def (x)| = |z|. Denn |z| < Def (z)|, weil alle a fiir a € x definierbar sind. Umgekehrt ist

|Def (z)| < |Formeln| -, |[Parametertupel aus x| = w - |z| = |z|.
Es ist also fiir unendliche o immer |L,| = |Lq41| und fiir Limeszahlen ist [Ly| = |A| -c supg<y |Lal-
Daraus folgt die Behauptung leicht durch Induktion. O(Lemma)

Wir wihlen noch eine 31-Formel ¢(z¢, z1) die das Funktional a — L, definiert.

Sei jetzt V=L vorausgesetzt. Dann ist die Aussage

Y =Vry,z ¢(y,2) Nwey

wahr. Wir fixieren eine beliebige Teilmenge a einer unendlichen Kardinalzahl k. Sei « so grof, dafs
kU{a} C Ly. Wegen Satz 2 (der ebenso fiir die L,, gilt) kdnnen wir o so wihlen, daf

Lo =9

Wir wenden jetzt den Satz von Lowenheim-Skolem auf die Struktur < L, €[ L, > und die Teilmenge
kU{a} an:

Satz (Lowenheim-Skolem)
Sei 2 eine Struktur mit abz&hlbarer Sprache und B eine unendliche Teilmenge von A. Dann gibt es
eine elementare Unterstruktur C, die B enthilt und die gleiche Méchtigkeit wie B hat.

Dabei heifit eine Unterstruktur elementar, wenn sie alle Formeln reflektiert. Sei also jetzt C' eine
elementare Unterstruktur von L, die alle 5 < k und a enthélt und die Méchtigkeit x hat. Aus der
Elementaritat folgt

C' = ¢ A Extensionalitét.

Sei f: C — D der von [ gelieferte Isomorphismus von C' mit einer transitiven Menge D. Weil
rkU{a} transitiv ist, muf (wegen der in [0 bewiesenen Eindeutigkeit) f die Identitdt auf kU{a} sein.
Wir schliefien £k C D und a € D. Weil ¢ auch in D gilt, gibt es y,z € D mit a € y und D = ¢(y, 2).
¢ ist persistent fiir D, also ist ¢(y, z) wahr und y ist ein Lg € D. Weil D transitiv ist, ist Lg eine
Teilmenge von D und hat daher hochstens die Méchtigkeit . Weil 8 C Lg, folgt 8 < x™T.

Es ergibt sich so, daf jedes a C x in einem Lg (8 < k™) liegt. Also ist P(x) Teilmenge von L,+
und hat nach 5T hichstens die Michtigkeit x7. O
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Ubung 15.1 Verwende die Methode des Beweises von Satz IEd um zu zeigen, dafi BG endlich axio-
matisierbar ist.

Satz 15.12
ZF+V =LFAC

Beweis:

Daf die Menge aller Formeln der Mengenlehre abzéhlbar ist, 14t sich ohne AC beweisen. Sei also <
eine Wohlordnung aller Formeln (natiirlich ohne Klassenvariable). Sei x eine Menge, die () enthélt und
< eine Wohlordnung von z, die mit () beginnt. Die Menge z* aller unendlichen Folgen von Elementen
von z, die fast {iberall = ) sind, trigt eine kanonische Wohlordnung, wie in E08 angegeben. Die Menge
aller Paare {< ¢,a >| ¢ Formel, a € x*} versehen wir mit der lexikographischen Ordnung. Jedes
solche Paar definiert eine Menge ¢ aus Def (z) durch

c={bex|ek d(ba).

Damit hat man eine kanonische Wohlordnung von Def (x): Es ist ¢ < ¢/, wenn ¢ durch kein Paar
< ¢, a’ > definiert werden kann, das kleiner-gleich < ¢, a > ist.

Jetzt definieren wir rekursiv ein Funktional, daft jeder Ordinalzahl o eine Wohlordnung <, von
L, so zuordnet, daf fiir 8 < a, < Lg, <g> ein Anfangsstiick von < L, <,> ist. Fiir a = 0, 1 gibt es
keine Wahl und fiir Limeszahlen A kénnen wir fiir <, die Vereinigung der fritheren <, nehmen. Beim
Nachfolgerschritt nehmen wir an, dafs <, schon definiert ist. Wie oben beschrieben, ist damit eine na-
tiirliche Wohlordnung < auf L,4+1 = Def (L) gegeben, die aber im allgemeinen keine Enderweiterung
von <, sein wird. Wir setzen daher

c<oc fallsec,c €L,
c<ay1 ¢ & c<cd fallse,d €L,
c=c fallsceL,, ¢ ¢L,.

Jetzt ist |J < eine Wohlordnung von L. o

aEOIl

Folgerung 15.13 Wenn ZF konsistent ist, so ist auch ZFC konsistent.
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16 Anderungen

Version 3 (26.3.95) Gunter Geisler griindlich durchgesehene Version
Version 4: (5.2.97) Errata (neu)

Version 5: (26.7.97) Neu durchgesehen von Hans Scheuermann: Kleine Druckfehler und Unge-
nauigkeiten wurden verbessert, der Index erweitert.

Version 6: (6.2.2000) Geringfiigige Verbesserungen in den Abschnitten @, B, B, @, B,[3, [, [3
nach einer Fehlerliste von Immanuel Herrman.

Version 7: (28.8.2010) Verbesserungen nach einer Durchsicht von Nina Frohn. Korrektur von
15.5.

Version 7bis: (30.1.2014) Korrektur von Ubung 13.2.
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