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Kapitel 1

Grundbegriffe

1 Strukturen

Definition Eine Sprache L ist eine Menge von Konstanten, Funktionszeichen
und Relationszeichen®.

Funktionszeichen und Relationszeichen haben eine Stelligkeit > 1. Man kann
Konstanten auch als O—stellige Funktionszeichen auffassen. In vielen Diskussio-
nen wird der Fall der Konstanten iibergangen, wenn der Fall der Funktionszei-
chen sich auf den O-stelligen iibertrégt.

Eine Liste von Beispielen:

Ly =0 Die leere Sprache
Lac ={0,+,-} Die abelsche Gruppen—Sprache.
Lr =LagU{l,-} Die Ring—Sprache.
Leg ={eo0, 1} Die Gruppen—Sprache.
Lo ={<} Die Ordnungs—Sprache.
Lar =LrULo Die angeordneter Ring—Sprache.
Ly =1{0,S,4,-,<} Die Sprache der natiirlichen Zahlen.
Lye = {€} Die Mengenlehre-Sprache.
Dabei sind
Konstanten: 1, e
einstellige Funktionszeichen: , LS

0,
zweistellige Funktionszeichen: —+ o
<

zweistellige Relationszeichen: , €.
Definition Sei L eine Sprache. Eine L—Struktur ist ein Paar 2 = (A7 (Zm)ZGL),
wobei

1 Wir verwenden Relationszeichen und Pradikat synonym.



A eine nicht-leere Menge (die Grundmenge? von %) ist,

Z% € A, wenn Z eine Konstante ist,
Z% A" — A, wenn Z ein n-stelliges Funktionszeichen ist, und
Z% c A, wenn Z ein n—stelliges Relationszeichen ist.

Die Michtigkeit (oder Kardinalitét) von 2 ist die Méchtigkeit von A. Wir
schreiben dafiir |2 .

Definition 2l und 9% seien L—Strukturen. Eine Abbildung h : A — B heifit
Homomorphismus, wenn fiir alle aq,...,a, € 4

h(c*) = P
h(f(ar,...,an)) = f2(h(ar),...,hlay))
Rm(al,...,an) = R%(h(al),...,h(an))

fiir alle Konstanten ¢, n-stelligen Funktionszeichen f und Relationszeichen R
aus L. Wir schreiben dafiir
h:2A —B.

Wenn h injektiv ist und immer
R*(ai,...,a,) & R¥(h(ar),. .., h(a,))

ist h eine (isomorphe) Finbettung. Ein Isomorphismus ist eine surjektive iso-
morphe Einbettung. Man notiert Isomorphismen als

h:A5 9B,

Wenn es einen Isomorphismus zwischen 20 und 9B gibt, heiflen sie isomorph. In
Zeichen
A =B,

Man sieht leicht, daB Isomorphie eine Aquivalenzrelation ist.
Lemma 1.1 Sei 2 eine L-Struktur und h : A — B eine Bijektion. Dann

lafst sich B auf genau eine Weise zu einer L=Struktur B machen, sodaf$ h ein
Isomorphismus

h:AS B
wird.
Beweis:
Man definiert (Z%) durch
c® = h(c™
f%(h(al)a ah(an)) = h(fm(ala"wan))
R%(h’(al)a ah(an)) = Rm(al,...,an)

O

2 Wir nennen A auch Universum. Die Forderung, dafl A nicht leer sein soll, ist eine reine
(und gelegentlich listige) Konvention.



Definition 2 heifit Unterstruktur von 9, wenn A C B und die Inklusionsab-
bildung eine isomorphe Einbettung von 2 nach B ist. Schreibweise:

A C 8.

Manchmal schreibt man 8 [ A fiir 2.

Lemma 1.2 Sei B eine L-Struktur und A eine nicht-leere Teilmenge von B.
A ist genau dann Universum einer (eindeutig bestimmten) Unterstruktur 2A,
wenn A alle ¢® enthdlt und unter allen Operationen f2 abgeschlossen ist.

Beweis:

Klar. O
Manchmal sagt man dann einfach: A ist Unterstruktur von ‘B.

Folgerung 1.3 Wenn h : 2 — B, ist h(A) Universum einer Unterstruktur von
B.

Beweis:
Man rechnet leicht nach, da§ h(A) die Bedingung von 2 erfiillt. O

Lemma 1.4 Wenn alle A; Unterstrukturen von B sind, ist der Durchschnitt
der A; leer oder eine Unterstruktur von ‘8.

Beweis:
Klar mit 2. O

Folgerung 1.5 Sei S eine nicht-leere Teilmenge von B. Dann gibt es eine
kleinste Unterstruktur 21 = (S)®, die S enthilt.

Beweis:
Fiir A nimmt man den Durchschnitt aller Unterstrukturen von 98, die S enthal-

ten. Dieser Durchschnitt ist nicht leer, weil er S enthélt. O
Wir nennen 2 das Erzeugnis von S.

Wenn L eine Konstante enthélt, ist der Durchschnitt aller Unterstrukturen
von ‘B nicht leer, weil er die B-Interpretation dieser Konstanten enthélt. B hat
also eine kleinste Unterstruktur (9)%

Lemma 1.6 Wenn 2 von S erzeugt wird, wird ein Homomorphismus h : 2 —
B durch seine Werte auf S bestimmt.

Beweis:

Wenn ' : 2 — B ein anderer Homomorphismus ist, ist C = {b | h(b) = h/(b)}
eine Unterstruktur. Wenn h und h’ auf S iibereinstimmen, ist S Teilmenge von
C, und also C = A. O



Lemma 1.7 Sei h: A = A’ ein Isomorphismus und B eine Oberstruktur von
2A. Dann gibt es eine Oberstruktur B’ von A’ und eine Fortsetzung g : B — B’
von h.

Beweis:

Man setzt zuerst die Bijektion h : A — A’ zu einer Bijektion g : B — B’ fort
und wendet dann T an. O

Definition Sei (I, <) eine gerichtete partielle Ordnung®. Eine Familie (2;),
von L—Strukturen heiflt gerichtet, wenn

el
Wenn I linear geordnet ist, nennt man (%4;),.; eine Kette. Wenn zum Beispiel
eine Struktur 2(; isomorph zu einer Unterstruktur 2y C 2 ist,
ho : Q‘O :> 9(1,

liefert A eine Erweiterung
hl : 52[1 :> 912.

Wenn wir so fortfahren, ergibt sich eine Kette 20g C 20 C 2d5... und eine
aufsteigende Folge h; : A; = 2A;+1 von Isomorphismen.

Lemma 1.8 Sei (;),.; eine gerichtete Familie von L-Strukturen. Dann ist
A = U;er Ai Universum einer (eindeutig bestimmten) Struktur

2=,

iel
die Oberstruktur aller A; ist.
Beweis:
Sei R ein n—stelliges Relationszeichen und ay,...,a, € A. Weil I gerichtet ist,

gibt es einen Index k, sodaB alle a; in Ay liegen. Man definiert (und das ist die
einzige Moglichkeit)

R*(ay,...,a,) < R™(ay,..., a,).

Ahnlich verfihrt man mit Konstanten und Funktionszeichen. O

Eine Teilmenge K von L nennen wir eine Teilsprache. Eine L-Struktur wird
eine K—Struktur, wenn wir die Interpretation der Zeichen aus L \ K vergessen:

ANEK = (A, (Z")zex)

Wir nennen diesen Prozefl Restriktion. Umgekehrt heift 2 Expansion von A | K.
Dafiir einige Beispiele:

Wir halten ein L—Struktur 2 fest.
3 Das bedeutet, daB es fiir alle 4,j € I ein k € I gibt mit s < k und j < k.




2)

Wenn R eine n—stellige Relation auf A ist, fithren wir ein neues Relations-
zeichen R ein und bezeichnen mit

(2, R)

die Expansion von 24 zu einer LU{R}-Struktur, in der R durch R interpretiert
wird.

Fir Elemente ay,...,a, konnen wir neue Konstanten a;,...,a, und die
Lu{ay,...,a,}-Struktur
A, a1,...,an)

einfithren.

Sei B eine Teilmenge von A. Wir fassen jedes Element von B als neue Kon-
stante auf, das ergibt die Sprache

L(B)=LUB®

und die L(B)-Struktur
™Ap = (A 0)yeps -

4 Wenn C eine Mengen von Konstanten ist, schreiben wir hiaufig L(C) fiir L U C.



2 Formeln

L-Terme sind Zeichenfolgen, die aus den Konstanten, den Funktionszeichen von
L und den Variablen
Vo, V1y-- -

nach den folgenden Regeln gebildet sind.

Definition
Jede Variable v; ist ein L-Term.

Jede Konstante ¢ ist ein L—Term.

Wenn f ein n—stelliges Funktionszeichen ist und wenn ¢y, ...,t, L-Terme
sind, dann ist auch ft; ...t, ein L-Term.

Um Terme besser lesbar zu machen, schreiben wir hiufig f(¢y,...,t,) statt
ft1...t,. Wenn f einstellig ist, auch 1 f, wenn f zweistellig ist, auch ¢ fto.
Zum Beispiel steht (z +y) - (z + w) fiir - + 2y + 2w und (zoy)~! fiir ~! o ay.

Sei 2A eine L-Struktur und b = (bo, b1, . ..) eine Folge von Elementen, die wir
als Belegung der Variablen vg, v1, . .. auffassen. Wenn wir im Term ¢ die Variable
v; jeweils durch b; ersetzen, berechnet ¢ in naheliegender Weise ein Element ¢ [b]
von A:

Definition Fiir L-Terme ¢, L-Strukturen 20 und Belegungen b definieren wir
t*[b] durch

v = b
CQ[[B'] _ CQI
fto 2 = AR, D)

Diese (rekursive) Definition ist nur méglich, weil Terme eindeutig lesbar sind:
Wenn ftq...t, = fty...t,,ist t1 =t),...,t, = t,,. Der Beweis ist nicht schwer.

Lemma 2.1 t* [5] hdngt von b; nur ab, wenn v; in t vorkommt.

Beweis:
Klar. O
Wenn die Variablen x4, ..., , paarweise verschieden sind® und keine ande-

ren Variablen in ¢ vorkommen, schreiben wir
t=t(x1,...,%n).
Sei b eine Variablenbelegung die x; mit a; belegt. Dann ist

tm[al,...,an]

5Beachte z; € {vo,v1,...}.



durch t* [5] nach dem letzten Lemma eindeutig definiert. Wenn ¢4, ..., ¢, Terme
sind, bezeichnen wir mit

t(te,. .- tn)

den Term, der aus t entsteht, wenn wir xy,...,x, durch t¢i,... %, ersetzen
(Substitution). Man zeigt leicht, da

Lemma 2.2 (Substitutionslemma)

t(te, . b)Y ]B) = [tf‘[l?], D)

Expandiert man 2 zu einer L(A)-Struktur 24 (vgl. S. @), so hat man den
Spezialfall

tlay,...,a,)%* =t*a1,...,ap).
Lemma 2.3 h: A — B sei ein Homomorphismus und t(x1,...,x,) ein Term.
Dann ist fir alle aq,...,a, aus A

t®[h(ar),...,h(an)] = b (t a1, ..., a,)) .

Beweis:
Induktion iiber den Aufbau von ¢. O

Lemma 2.4 S sei eine nicht-leere Teilmenge der L-Struktur 2A. Dann ist

(S = {t*[s1,...,80] | t(x1,...,2n) L-Term, s1,...,s, € S}.

Beweis:

Aus 23 folgt, daB das Universum einer Unterstruktur unter t*[—, ..., —] abge-
schlossen ist. Daraus folgt, daf die rechte Seite in (S)* enthalten ist. Fiir die
Umkehrung zeigt man, daf die rechte Seite unter den Operationen f% abge-
schlossen ist. Daraus folgt die Behauptung mit 2. O

Ein konstanter Term ist ein Term ohne Variable. Wenn L mindestens eine
Konstante enthélt, hat man

(0)* = {+* | t konstanter L-Term} .

Aus dem letzten Lemma ergibt sich:

Folgerung
(9)*] < max{Ro, |L|, |5}



Beweis:

Es gibt hochstens max{Xg, |L|} viele L-Terme und fiir jeden Term hé&chstens
max{Ro, | S|} viele Einsetzungen aus S. O

L-Formeln sind Zeichenreihen, die aus den Zeichen aus L, den Klammern (
und ) als Hilfszeichen und den folgenden logischen Zeichen gebildet sind:

Variablen Vo, U1, . - -
Gleichheitszeichen =
Junktoren (Negationszeichen und Konjunktion) -, A
Existenzquantor 3

Definition L-Formeln sind

t1 = ta , wenn tq,ty L—Terme sind,
Rty ... t, , wenn R ein n-stelliges Relationszeichen aus L und
t1,...,tn, L—Terme sind,
- , wenn 1 eine L—-Formel ist,
(1)1 A 2) , wenn 1 und 1o L-Formeln sind,
dx 1 , wenn ¢ eine L-Formel und z eine Variable ist.
Formeln der Form t; = t, oder Rt; ...,t, heiflen Primformeln®.

Wir verwenden folgende Abkiirzungen:

(Y1 Vo) (=1 A ha)
(Y1 = h2) = (Y1 A—ie)
(Y1 Y2) = ((¥1 = ¢2) A (2 = ¢1))
Ve = -—-dx—

fiir die Disjunktion, die Implikation, die Aquivalenz und den Allquantor.

Statt Rtito schreiben wir auch ¢1 Rty und statt Jxq...dx, schreiben wir
31 ...x, (ebenso fiir V). Zur besseren Lesbarkeit der Formeln gebrauchen wir
iiberfliissige Klammern. Wir lassen auch Klammern weg und lesen die Formeln
gemafl der Bindungsstdrke der logischen Zeichen:

Ho6chste Bindungsstérke: -3V
A
V

Niedrigste Bindungsstérke: —

Definition Sei 2 eine L-Struktur. Wir definieren fiir Belegungen b und L-
Formeln ¢ die Relation

—

A= o]

6Primformeln werden gelegentlich auch atomar genannt. Wir verstehen unter atomaren
Formeln aber etwas anderes. (Vgl. Seite IX)

10



durch Rekursion iiber den Aufbau von :

Akt =t 0] & ][0 =t3[b]
AE Rty ..., [0 < Rm<tflﬂ, ,ti‘[l?])
A -] & AR
A= (Y1 A ) [b] & A= [b] und A = s [B)
Ql)zﬂxw[l_;] & es gibt einaeAmithlzz/J[l_)g}

Dabei ist (wenn z = v;)

—

a
b— = (b03 cee biflaav bi+1,...)~
T

Wenn 2 = gb[lﬂ sagt man ¢ trifft in A auf b zu” oder b erfillt ¢=

Damit diese Definition sinnvoll wird, mufl man sich von der eindeutigen
Lesbarkeit von Formeln iiberzeugen: Wenn Rty,...,t, = Rt},... t! soist t; =

n’

th,.. ., tp =1t,.Und (1 Aha) = (¥} Ah) impliziert tp1 = 1] und o = 5.

Es ist klar, dal unsere Abkiirzungen die intendierte Interpretation haben.
Also, daf} z.B.

A= (b1 — Yo)[b] < wenn A = 1 [b], dann A = s [b]

Ob ¢ in A auf b zutrifft, hdngt nur von den freien Variablen von ¢ ab:

Definition Die Variable z kommt frei in der Formel ¢ vor, wenn sie an einer
Stelle vorkommt, die nicht im Wirkungsbereich eines Quantors Jz liegt. Prézis
definiert durch Rekursion nach dem Aufbau von ¢:
rireiint; =to < o kommt in ¢; oder in ty vor.
x frei in Rty .. .1, x kommt in einem der ¢; vor.
x frei in ~¢
x frei in (¢ Atg)

x frei in Jy

x frei in ¢

54
54
&z frei in ¢ oder z frei in g
4

x # yund z frei in ¢

Zum Beispiel kommt in Yuvg(Jvi R(vg,v1) A P(v1)) die Variable vy nicht frei
vor. v1 kommt gebunden und frei vor.

Satz 2.5 Wenn b und ¢ an allen Variablen, die frei in ¢ vorkommen, tberein-
stimmen, st

-

A ] & A= old.

Beweis:
Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢. O

Wenn wir eine Formel in der Form ¢(z1,...,x,) schreiben, meinen wir:

11



e dafl die z; paarweise verschiedene Variable sind,

e daf} in ¢ nur Variable aus {z1,...,2,} frei vorkommen.
Wenn dann aq, ..., a, Elemente der Struktur 2 sind, ist wegen 23
A ): ¢[a1,...,an]

durch 2 = ¢[b] fiir eine Belegung b mit b(x;) = a; wohldefiniert.

Definition Eine Aussage ¢ ist eine Formel ohne freie Variable. Wir schreiben

-,

A = ¢, wenn 2 = ¢[b] fiir ein (alle) b.

2 heiit dann Modell von ¢. Man sagt auch ¢ gilt in 2.

Wenn ¢ = ¢(z1,...,2,), und ¢1,...,t, Terme sind, bezeichnen wir mit

d(t1, .- tn)

die Formel, die aus ¢ entsteht, wenn wir zuerst die gebundenen Variablen so um-
benennen, daf} sie verschieden sind von allen Variablen, die in den ¢; vorkommen.
Und wenn wir dann alle freien Vorkommen der z; durch t¢; ersetzen.

Lemma 2.6 (Substitutionslemma)
AE Ot ta)[B] == A [0, 1 [B]

Beweis:
Leicht, durch Induktion iiber den Aufbau von ¢. O

Beachte den (trivialen) Spezialfall
Aa Ed(ar,...,an) = AE=dlar,...,an)

Wir verwenden héufig eine légere Notation und schreiben einfach

AE d(ar,...,a,).

Sei P ein neues n-stelliges Relationszeichen und ¢ = ¢(P) eine L(P) =
L U {P}—Aussage. Weiter sei m(z1,...,%,) eine L-Formel. Wir ersetzen jetzt
jedes Vorkommen von P in ¢ durch 7. Das heifit, dafl jede Teilformel Pty ...t,
durch 7(¢;...t,) ersetzt wird. Die so gewonnen L-Aussage nennen wir ¢(m).
Man zeigt leicht:

Lemma 2.7

A o) < (A, 7(A) = o(P)

wobel () = {a | A E «[a]}.

Primformeln und negierte Primformeln nennen wir basic. Formeln ohne Quan-
toren (wir sagen auch quantorenfreie Formeln) sind boolesche Kombinationen
von basic Formeln, das heifit sie entstehen aus basic Formeln durch sukzessi-
ves Anwenden von — und A. Dieser Aufbauprozefl lit sich in zwei besonders
einfache Formen bringen, die konjunktive und disjunktive Normalform.

12



Lemma 2.8 Jede quantorenfreie Formel ist dquivalent zu einer Formel der

Form
AV
<m j<m;
und einer Formel der Form
VoA i
<m j<m;

fir basic Formeln m;;. Die erste Form ist die konjunktive Normalform, die zwei-
te die disjunktive Normalform.

Wir nennen dabei zwei Formeln &quivalent, wenn sie in allen Strukturen auf
die gleichen Variablenbelegungen zutreffen. A;_, 7; ist natiirlich die Konjunk-
tion der m; und \/,_,, m; die Disjunktion. Wir beachten die Konvention, daf
/\Z- <1 Ti = \/l <1 T = mo. Es ist manchmal bequem, auch die leere Konjunktion
und die leere Disjunktion zuzulassen. Wir fithren dazu zwei neue Formeln ein:
die immer wahre Aussage T und immer falsche Aussage 1. Dann setzt man
sinnvollerweise

Beweis:

Um zum Beispiel die konjunktive Normalform zu konstruieren, zieht man mit
Hilfe der Aquivalenzen

o~ ¢
(oAY) ~ (2o V )
(oVY) ~ (2P AY)

die Negationszeichen unmittelbar vor die Primformeln und mit Hilfe von
@V (Ap) ~ (eVP)A(PVp))

die Disjunktionen nach innen. O

Lemma 2.9 Jede Formel ist dquivalent zu einer Formel in prinexer Normal-
form:

Q171 ... Qnyd
Die Q; sind Quantoren (3 oder ¥) und ¢ ist quantorenfrei.

Beweis:
Wir betrachten Formeln, die mit —, A, 3,V aufgebaut sind, und ziehen die Quan-
toren mit

—Jdxp ~ Vr-op

13



=V ~ dr—¢
(¢ A Jzip(x,7)) 2 (@ A Y(2,9))
(¢ A Vaip(x,7)) Vz (¢ A (2,9))

nach auflen. Wir haben dabei die gebundene Variable x durch eine Variable z
ersetzt, die nicht frei in ¢ vorkommt. O

2

2

Folgerung Jede Formel lifst sich dquivalent umformen in eine Formel in Ne-
gationsnormalform. Das sind Formeln, die sich aus basic Formeln mit A\, V,3,V
aufbauen. O

Definition Eine Formel in Negationsnormalform, die keine Existenzquantoren
enthélt, heifft universell oder Allformel. Formeln in Negationsnormalform ohne
Allquantoren heiflen existentiell oder Existenzformeln.

Man sieht leicht ein, daf§ ein Isomorphismus h : 2 — B die Giiltigkeit von
Formeln praserviert. Man hat

A= glar,...,a,] <= B E dh(ar),...,h(ay)]

Isomorphe Einbettungen erhalten nur die Giiltigkeit von existentiellen Formeln:

Lemma 2.10 h : A — B sei eine Einbettung. Dann ist fiir alle existentiellen®
d(x1,...,2,) und alle ay,...,a, € A

AE dlar,...,an] = B E ¢[h(ar),...,h(a,)]

Beweis:

Leicht durch Induktion iiber den Aufbau von ¢: Fiir basic Formeln folgt die Be-
hauptung aus der Definition einer Einbettung und EZ3. Die Induktionsschritte
fiir A und V sind trivial. Sei schliefllich ¢(Z) = Iy (T, y). Wenn 2 = ¢[a], gibt
es ein a € A mit A |= ¢[a, a]. Nach Induktion ist dann B = ¢[h(a@), h(a)]. Es
folgt B = ¢[h(a)]. O

Sei 2 eine L-Struktur. Das atomare Diagramm von 2 ist
Diag(2) = {¢ basic L(A)-Aussage | A4 | ¢}
die Menge aller basic Aussagen mit Parametern aus A, die in 2 gelten.

Lemma 2.11 Die Modelle von Diag(2l) sind genau die Strukturen (8, h(a))
fiir Finbettungen h : A — B.

acA

7 fiir universelle ¢ gilt dual B & ¢[h(a1),...,h(an)] = A = Plai,...,an].

14



Beweis:

Daf die Strukturen (%8, h(a)),., Modelle des atomaren Diagramms sind, folgt
aus Z10. Die Umkehrung gilt, weil eine Abbildung h genau dann eine Einbettung
ist, wenn sie alle Formeln der Form

(7)) a1 = 22
c=2x
flxr,. .. xn) = 2
(ﬁ) R(l’l,. . 7.77”)

préserviert. O

15



3 Theorien
Definition Eine L-Theorie T ist eine Menge von L—Aussagen.

Eine L-Struktur 2l ist ein Modell von T,
AET,
wenn 24 Modell aller Aussagen aus T ist. Wenn T ein Modell hat, heiit T'

konsistent, oder widerspruchsfrei.

Lemma 3.1 Sei T eine L-Theorie und K eine Erweiterung von L. Dann ist
T genau dann als L—Theorie konsistent, wenn T als K—-Theorie konsistent ist.

Beweis:

Das folgt aus der (trivialen) Tatsache, daf§ sich jede L-Struktur zu einer K-
Struktur expandieren l4ft. O

BEISPIELE:

In den folgenden Beispielen schreiben wir, wie in der Algebra iiblich 0 und 1 fir
die Zeichen 0 und 1. Den Multiplikationspunkt - lassen wir weg und Punktrech-
nung geht vor Strichrechnung.

Taq, die Theorie der abelschen Gruppen, hat die Axiome

Vo,y,z (z+y)+z=a+ (y+2)
VeO+z =2
Ve (—z)+xz=0

Ve,yx+y=y+zx
TR, die Theorie der kommutativen Ringe:

e Tac

o Va,y,z (zy)z = 2(yz)

e Vxlx==x

o Vz,yzy=yx

o Va,y,zx(y+2) =ay+az
Tk, die Theorie der Korper:

o Ty

[ ) —\0 = ]_

o Vr(—x=0—Jyay=1)

16



Definition Eine Aussage ¢ folgt aus T, wenn ¢ in allen Modellen von T gilt.
Wir schreiben

TH ¢.
Aussagen, die aus () folgen, heiflen allgemeingiiltig.

Die wichtigsten Eigenschaften der Folgerungsrelation sind:

Lemma 3.2
1. WennTtH ¢ undThF (¢ — ), ist T+ .

2. Wenn T+ ¢(cq,...,cn) und die Konstanten ci, ..., c, weder in T noch in
d(x1,. .., x,) vorkommen, ist T F Va1 ... 2p p(x1,. .., 2Tp).
Beweis:

Wir beweisen B: Sei L’ = L\ {c1,...,¢,}. Wenn die L'-Struktur A ein Modell
von T ist und ay,...,a, beliebige Elemente, ist (A, a1,...,a,) E ¢(c1,...,cn),
das heifit A = Vry...2,0(x1,...,2,). Alsoist T F Vo ... x,¢(x1,...,2,) (Im
Sinne von L’ und daher wegen Bl auch im Sinne von L). O

Wir verallgemeinern diesen Begriff auf Theorien S: T F S heifit, dafl alle
Modelle von T' Modelle von S sind. S und T heiflen dquivalent, wenn S und T
die gleichen Modelle haben. In Zeichen: T = S.

Wir halten eine Sprache L fest. T sei eine L-Theorie und K eine Klasse von
L—Strukturen. Wir verwenden folgende Notationen

e Mod(T) = {2 | A = T}, die Modellklasse von T.
o Th(K) = {¢ | A |= ¢ fiir alle A € K}, die Theorie von K.
e Ded(T) ={¢ | T+ ¢}, der deduktive Abschluf von T'.

T heiit deduktiv abgeschlossen, wenn Ded(T") = T. Klassen der Form Mod(T)
heiflen elementar.

Satz 3.3 T, S seien Theorien und K ein Klasse von Strukturen.

1. T ist genau dann deduktiv abgeschlossen, wenn T die Theorie einer Klasse
von Strukturen ist.

2. THS < Ded(S) C Ded(T)
3. Ded(T) = Th(Mod(T))

Beweis:
Klar. O

Definition Eine konsistente L—Theorie T ist vollstdndig, wenn fiir alle L—
Aussagen ¢
ThH¢ oder TF —¢.
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Dieser Begriff hingt von L ab! Wenn T vollstindig ist und K eine Erwei-
terung von L ist, wird im allgemeinen T als K—Theorie nicht mehr vollstandig
sein. Typisches Beispiel einer vollstindigen Theorie ist die Theorie Th(2l) einer
einzelnen Struktur.

Lemma 3.4 FEine konsistente Theorie T ist genau dann vollstindig, wenn
Ded(T') mazimal konsistent ist. Das bedeutet, dafi T + S fiir jede konsisten-
te Erweiterung S von T.

Beweis:

Wenn weder ¢ noch —¢ aus T folgt, nennen wir ¢ unabhéingig von T. ¢ ist
genau dann unabhéngig von T, wenn T'U {¢} eine im Sinne von F echte und
konsistente Erweiterung von T ist. Daraus folgt die Behauptung sofort. O

Definition Zwei L-Strukturen 2l und 8 heiflen elementar dquivalent,
A =B,
wenn fiir alle L-Aussagen ¢

AE <= BEo

Isomorphe Strukturen sind immer elementar dquivalent.

Lemma 3.5 T sei eine konsistente Theorie. Dann sind dquivalent

a) T ist vollstindig.
b) Alle Modelle von T sind elementar dquivalent.

¢) T = Th() fir eine geeignete Struktur 2.

Beweis:

a=n: Sei A ein beliebiges Modell von T. Wenn ¢ in 2 gilt, ist T I/ —¢ und
daher T F ¢. Also ist Ded(7T") = Th(l).

o= B: Wenn B |= T ist B = Th() und daher B = 2. Man beachte, dafi =
eine Aquivalenzrelation ist.

B=m: Sei 2 ein Modell von T. Wenn ¢ in 2 gilt, gilt ¢ in allen Modellen von
T, also T+ ¢. Sonst gilt ¢ und wir haben T —¢. O
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Kapitel 2

Elementare
Unterstrukturen und der
Kompaktheitssatz

4 Elementare Unterstrukturen

2 und ‘B seien zwei L-Strukturen. Eine Abbildung h : A — B heifit elementar,
wenn sie die Giiltigkeit beliebiger Formeln ¢(x1, ..., x,) priserviert™. Das heifit,
daf

2 ': ¢[a17 s van] — B ': ¢[h(al)a ceey h(a’n)}

fir alle aq, ..., a, € A. Weil h insbesondere quantorenfreie Aussagen préserviert,
ist h eine Einbettung. Man nennt darum h auch elementare Einbettung. Wir
schreiben

h:fl =B

Das folgende Lemma ist klar.

Lemma 4.1 Die Modelle von Th(4) sind genau die Strukturen der Form
(B, h(a)),c 4 fiir elementare Einbettungen h : 2 =5 3.

Th(4) ist das elementare Diagramm von 2.

Eine Unterstruktur 2 von B ist elementar, wenn die Inklusionsabbildung
elementar ist, wenn also

A= dlar,...,an] <= B = dlar, ..., a).

Wir schreiben A < 5. B heifit elementare Erweiterung von 2.

1 Bigentlich heifit das nur, daf alle Formeln, die in 2 gelten, auch in 9B gelten. Wenn man
zur Negation iibergeht, sicht man aber, daf§ daraus die Umkehrung folgt.
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Satz 4.2 (Tarskis Test) Sei B eine L-Struktur und A eine Teilmenge von
B. Dann ist A genau dann Universum einer elementaren Unterstruktur, wenn
jede L(A)-Formel ¢(x), die in B erfillbar ist, von einem Element von A erfillt
wird.

Beweis:
Wenn 2 < B und B = Jzé(z), so gilt auch 2A = Jxd(z) und es gibt ein a € A
mit A = ¢(a). Es folgt B = ¢(a).

Sei umgekehrt die Bedingung von Tarskis Test erfiillt. Zuerst miissen wir zeigen,
daBl A Universum einer Unterstruktur 2 ist. Die L(A)-Formel = x ist in B
erfiillbar, also ist A nicht leer. Wenn f € L ein n-stelliges Funktionszeichen ist
(n>0) und aq,...,a, aus A, betrachten wir die Formel

o(x) = flai,...,an) = .

#(r) wird in A erfiillt, also ist A unter den Operationen f% abgeschlossen.
Jetzt zeigen wir durch Induktion iiber den Aufbau der L(A)—Aussage 1, daB fiir
alle 1

AEY <= BEY.

Fiir Primaussagen ist das klar. Die Induktionsschritte fiir v = —¢ und ¥ =
(¢1 A ¢2) sind trivial.

Sei schliefllich ¢ = Jzg(z). Wenn ¢ in 2 gilt, gibt es ein a € A, mit A |
¢(a). Die Induktionsvoraussetzung ergibt B = ¢(a) und daher B | . Wenn
umgekehrt ¢ in B gilt, finden wir ein ¢ € B mit B = ¢(a). Tarskis Test
erlaubt es anzunehmen, dafl a € A. Jetzt schlieen wir wieder mit Induktion,
dafl 2 = ¢(a) und daher A = ). O

Folgerung 4.3 S sei eine Teilmenge der L-Struktur 6. Dann hat B eine ele-
mentare Unterstruktur, die S enthdlt und héochstens die Mdchtigkeit

max{|S|, |L|,No}

hat.

Beweis:

Wir setzen Sy = S. Wenn S; schon definiert ist, wihlen wir fiir jede L(S;)—
Formel ¢(z) ein Element ay € B mit B = Jzé(x) — ¢(ay) und setzen
Sit1 = {ag | ¢ L(S;)-Formel}. Es ist klar, da A = (J;cySi Universum ei-
ner elementaren Unterstruktur ist. Wir miissen nur noch die M#chtigkeit von A
abschétzen.

Eine L-Formel ist eine Folge aus Zeichen aus L, Hilfszeichen und logischen Zei-
chen. Das sind insgesamt |L| + 8o = max(|L|,Rg) viele Zeichen. Also gibt es
nach BLIOYA genau max(|L|, Rg) viele L-Formeln.

Sei k = max(|S],|L|,No). Es gibt & viele L(S)-Formeln, also ist |S1| < k. Es
ergibt sich induktiv, da |S;| <  fiir alle 4. SchlieBlich ist |A] < k-Ng=k. O
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Ein gerichtete Familie (21;);.; von Strukturen heifit elementar, wenn 21; < ;
fiir alle # < j. Das folgende Lemma heifit Kettenlemma, weil es hauptséichlich
auf elementare Ketten angewendet wird.

Satz 4.4 (Tarskis Kettenlemma) Die Vereinigung einer elementaren gerich-
teten Familie ist elementare FErweiterung aller ihrer Mitglieder.

Beweis:

Sei A = (J;er (Ai);c;- Wir zeigen durch Induktion iiber den Aufbau von ¢(T),
daB fiir alle 4 und alle @ € ;

Ai = ¢(@) = 2A = ¢(a).

Wenn ¢ prim ist, ist nichts zu zeigen. Wenn ¢ eine Negation oder eine Konjunk-
tion ist, folgt die Behauptung sofort per Induktion.

Sei ¢(T) = JyY(T,y). ¢(a) gilt genau dann in A, wenn es ein b € A mit
2 = 9(a,b) gibt. Weil die Familie gerichtet ist, liegt b immer in A; fiir ein
geniigend grofies j > i. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber 2 |= ¢ (a, b) <=
2, = ¥(a,b). Also gilt ¢(a) in 2 genau dann, wenn es in einem 2; (j > ) gilt.
Aus ; < 2, folgt jetzt die Behauptung. O
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5 Der Kompaktheitssatz

Eine Theorie T heifit endlich erfillbar, wenn jede endliche Teilmenge von T ein
Modell hat.

Satz 5.1 (Kompaktheitssatz) Endlich erfillbare Theorien sind konsistent.

Sei L eine Sprache und C eine Menge von neuen Konstanten. Wir nennen
eine L(C')-Theorie T” eine Henkin—Theorie, wenn es fiir alle L(C')—Formeln ¢(z)
eine Konstante ¢ € C' gibt mit

Jzg(z) — ¢(c) € T".

Die Elemente von C sind die Henkin—Konstanten von T".

Eine L'-Theorie T” ist ,,vollstindig“, wenn sie endlich erfiillbar ist und ¢ € T"
oder —¢ € T" fiir alle L'-Aussagen ¢. Eine konsistente Theorie ist genau dann
wvollstédndig®, wenn sie vollstdndig und deduktiv abgeschlossen ist.

Der Kompaktheitssatz folgt aus den néchsten beiden Hilfssétzen.

Hilfssatz Jede endlich erfillbare L—Theorie T 1Gf$t sich zu einer wollstindi-
gen® Henkin—Theorie T* erweitern.

Der Hilfssatz folgt sofort aus dem Kompaktheitssatz: Wihle ein Modell 2 von
T. Dann ist Th(2(4) eine vollsténdige Henkin—-Theorie mit A als der Menge der
Henkin-Konstanten.

Beweis:

Wir definieren eine aufsteigende Folge ) = Cy C C ... von neuen Konstanten,
indem wir jeder L(C;)-Formel ¢(z) eine Konstante cg4(,) zuordnen und

Cit1 = {¢o(x) | ¢(z) L(C;)-Formel }
setzen. C sei die Vereinigung der C; und T# die Menge aller Henkin—Axiome

Frg(x) = P(Co(a))

fiir L(C)-Formeln ¢(x). Man sieht leicht, dal man jede L-Struktur zu einem
Modell von T expandieren kann. Daraus folgt, da8 T UT*H eine endlich erfiill-
bare Henkin—Theorie ist.

WEeil die Vereinigung einer Kette von endlich erfiillbaren Theorien wieder
endlich erfiillbar ist, kénnen wir Zorns Lemma anwenden und erhalten eine end-
liche erfiillbare L(C)-Theorie T*, die TUTH enthilt und maximal ist mit dieser
Eigenschaft. Wie in B4 zeigen wir, dafl T* ,vollstindig” sein mufl: Wenn we-
der ¢ noch —¢ zu T* gehorten, wiren weder T U {¢} noch T* U {—¢} endlich
erfiillbar. T hétte also eine endliche Teilmenge A, die weder mit ¢ noch mit
—¢ konsistent ist. A wiére also selbst inkonsistent und 7™ wére nicht endlich
erfiillbar. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O
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Hilfssatz Jede ,pollstindige” Henkin—Theorie T* hat ein bis auf Isomorphie
emndeutig bestimmtes Modell aus Konstanten. Das ist ein Modell

(917 ac)cEC |: T*,
fiir das zusdtzlich A = {a. | c € C}.

Beweis:

Wir sagen, dafl ¢ aus T* . folgt“, wenn ¢ aus einer endlichen Teilmenge von
T* folgt. Weil T' ,vollstindig” ist, gehoren alle Aussagen, die aus T™ ,folgen*
wieder zu T™.

Wir definieren fiir ¢,d € C
c~d < c¢c=deT”

Weil ¢ = ¢ allgemeingiiltig ist, und weil d = ¢ aus ¢ = d folgt und ¢ = e aus
¢ =d und d = e folgt, ist = eine Aquivalenzrelation. Wir bezeichnen mit a. die
Aquivalenzklasse von ¢ und setzen

A={a.|ceC}.
Wir machen A zu einer L-Struktur 2 durch die Definitionen
(1) R™(ac,,...,a.,) <= Rlci,...,cp) €T
(2) ey, .. ae,) =ae, <= flc1,...,¢c0) =co€T*

fiir Relationszeichen R und Funktionszeichen (n > 0-stellig) aus L.

Wir miissen die Wohldefiniertheit zeigen:
Fiir () ist zu zeigen, daB

L =aq,, Rlc1,...,cp) €T*

zur Folge hat, daf R(dy,...,d,) € T*. Das ist in der Tat der Fall, weil
R(dy,...,d,) aus

Ay = Qdyy .-, Q¢

c1=dy,...,cp =dn, Rlc1,...,cpn)

folgt.
Fiir (R) ist einerseits zu zeigen, daf} a., = aq,, wenn

Gey = Qqyy-- -y Qc, = aq,, f(c1,...,0n) =co€T*, f(dy,...,dn) =do€T".
Das geht so wie eben. Andererseits ist zu zeigen, daf} es fiir alle ¢1, ..., ¢, ein ¢

mit f(c1,...,cn) = co € T gibt. Weil T™* eine Henkin—Theorie ist, gibt es ein
co mit

Jxfler,. .. en) =z = fle1, .., cn) =co €T
Weil aber die allgemeingiiltige Aussage 3z f(c1, ..., ¢,) = x zu T gehort, gehort
auch f(eq,...,¢n) = ¢o zu T*. Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt.

Sei A* die L(C)-Struktur (2, a.)cec. Wir zeigen durch Induktion iiber die
Komplexitit? von ¢, dafl
W Ep= QT

fiir alle L(C)—Aussagen ¢. Es gibt vier Fille:

2Die Anzahl der logischen Zeichen + die Zahl der Funktionszeichen und Konstanten aus L
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a) ¢ ist prim.

Wenn ¢ die Gestalt ¢ = d oder R(cy,...,¢,) hat, gilt die Behauptung, weil
wir A* gerade so konstruiert haben. Andere Primaussagen enthalten Funk-
tionszeichen f (bzw. Konstanten) aus L und lassen sich schreiben als

o =1v(f(cr,... en))

fiir eine L(C)-Formel ¥ (x4, . .., xy). Wir wihlen uns ein ¢o mit f(cy,...,c,) =
¢o € T*. Nach Konstruktion gilt f(ci,...,cn) = co in A*. Es folgt 2A* =
¢ <= A" = Y(co) und ¢ € T* <= (cg) € T*. Also bleibt zu zeigen, daf
A* = 1(co) <= (o) € T*. Das gilt aber nach Induktionsvoraussetzung.

b) ¢ = —p.
Weil T* | vollstdndig® ist, ist ¢ € T* <= 1) ¢ T™ und mit der Induktionsan-
nahme folgt

W Ep—= A K= VgT <= pcT".

c) ¢ = (1 Ahg). Weil T* unter ,Folgerungen® abgeschlossen ist, gehort ¢ genau
dann zu 7%, wenn 1, und 99 zu T* gehoren. Es folgt

AW kEp—=A" =y (i=1,2)<= P, T " (i=12) <= ¢pcT".
d) ¢ =3xy(x)
Es ist
A=A =) fireince C e yY(c) eT" fireince C & peT™.

Die zweite Aquivalenz ist die Induktionsvoraussetzung, die dritte sieht man
so ein: Wenn ¢ € T*, wihlen wir ein ¢ mit ¢ — 9(c) € T*. Wenn dann
¢ € T*, muB auch ¥(c) zu T* gehoren.

Folgerung 5.2 T F ¢ genau dann wenn, A &F ¢ fiir eine endliche Teilmenge A
von T.

Beweis:

¢ folgt genau dann aus T, wenn T'U {—¢} inkonsistent ist. O

Definition Sei 2 eine L-Struktur und B eine Teilmenge von A. Eine Menge
¥(x) von L(B)-Formeln (mit hochstens der freien Variable x) heifit endlich
erfiillbar in 2, wenn fiir alle ¢1(z)... ¢,(z) aus X(x)

AE Tz (p1(x) Ao Adn(x)).

a € A realisiert 3(x), wenn a alle Formeln aus ¥(x) erfiillt. Man schreibt auch

A = 3(a)

A 148t X(z) aus, wenn X(z) nicht in 2 realisiert wird.
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Lemma 5.3 Wenn X(z) endlich erfillbar in 2 ist, wird ¥(x) in einer geeig-
neten elementaren Erweiterung von 2 realisiert.

Beweis:

Sei ¢ eine neue Konstante. ¥(z) ist genau dann endlich erfiillbar in 2(, wenn
T* =Th(A4) U 3X(c)

endlich erfiillbar ist. Die Modelle von T sind gerade elementare Erweiterungen
von 2 mit einem ausgezeichneten Element, das 3(x) realisiert. O

Definition Eine Menge p(z) von L(B)-Formeln ist ein Typ iiber B, wenn p(z)
maximal endlich erfiillbar ist. Wir bezeichnen mit

die Menge der Typen iiber B.
Maximal endlich erfiillbare Mengen von Formeln in den Variablen zq,...,z,
heiBen n-Typen. S, (B) = S¥(B) ist die Menge der n-Typen iiber B.

Jedes Element a bestimmt einen Typ

tp(a/B) = tp™(a/B) = {¢(z) | A £ ¢(a), ¢ eine L(B)-Formel}

a realisiert den Typ p genau dann, wenn p = tp(a/B).

Folgerung 5.4 Jede Struktur 2 hat eine elementare Erweiterung B, in der alle
Typen iiber A realisiert sind.

Beweis:

Wir wéhlen fiir jedes p € S(A) eine neue Konstante c¢,. Gesucht ist ein Modell
von

Th(Aa)U ) plep).
pES(A)

Man sieht leicht, daf3 diese Theorie endlich erfiillbar ist, weil die p endlich er-
fillbar sind.

Ich gebe einen zweiten Beweis der nur von 523 Gebrauch macht: Sei (pq)a<
eine Aufzéhlung von S(A), dabei sei A eine Ordinalzahl (siche BLEO). Wir kon-
struieren mit AL eine elementare Kette

Q[ZQ[0<Q[1<...Q[Q... (5§/\)

in der p, in A1 realisiert ist.

Nehmen wir an, daf§ die elementare Kette (o), s schon konstruiert sind.
Wenn f3 eine Limeszahl ist, nehmen wir fiir 25 die Vereinigung der Kette®. Die

3 Man nennt eine nach Ordinalzahlen indizierte elementare Kette (2lo) stetig, wenn Ag =
Ua<p ™o fir alle Limeszahlen 3.
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verlangerte Kette (o), < g st elementar wegen B4. Wenn 8 = a + 1, beach-
ten wir, dafl p, auch in 2l, endlich erfiillbar ist. Wir kdnnen also p, in einem
Ag > A, realisieren.

B = A, leistet das Gewlinschte. O
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6 Der Satz von Lowenheim—Skolem

Satz 6.1 (Lowenheim—Skolem) Sei B eine L-Struktur und S eine Teilmen-
ge von B. k sei eine Kardinalzahl.

1. Wenn
max{|L|, |S|3NO} S K S |%‘7

gibt es eine elementare Unterstruktur A < B der Mdchtigkeit k, die S
enthdlt.

2. Wenn B unendlich ist und
max{|L[, B[} < &,
hat B eine elementare Erweiterung der Mdachtigkeit k.

Beweis:
m: Wihle ein Menge S C S’ C B der Michtigkeit x und wende B=3 an.

B: Zuerst verschaffen wir uns eine elementare Erweiterung 98’, die mindestens die
Michtigkeit « hat. Dazu wéhlen wir uns eine Menge C' von neuen Konstanten,
die die Méchtigkeit x hat. Die Theorie

Th(Bp)U{-c=d|c,deC, c#d}

ist endlich erfiillbar, weil % unendlich ist?. Ein Modell (8’5, b.)c.cc liefert eine
elementare Erweiterung von 2 mit k—vielen verschiedenen Elementen (b,).
Schlieflich wenden wir auf %’ und S = B den ersten Teil des Satzes an. O

Folgerung 6.2 FEine Theorie, die ein unendliches Modell hat, hat Modelle in
jeder Mdchtigkeit k > max(|L|, Ro). O

Definition®  sei eine unendliche Kardinalzahl. Eine Theorie T heifit x—kategorisch,

wenn alle Modelle von T' der Méchtigkeit « isomorph sind.

Satz 6.3 (Vaughts Test) k—kategorische Theorien T sind vollstindig, wenn
man noch voraussetzt dafs

a) T konsistent ist,
b) T keine endlichen Modelle hat,

¢) und |L| < k.

4 Man findet Modelle durch geeignete Interpretation der neuen Konstanten in %
5 Vorldufige Definition (siehe S. )
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Beweis:

Wir miissen zeigen, dafl alle Modelle 2l und B von T' elementar dquivalent sind.
Weil 2 und B unendlich sind, haben Th() und Th(%B) Modelle 2" und B’ der
Michtigkeit k. Weil 20 und B’ isomorph sind, folgt

A=A =B =35.

Wir nehmen 623 zum Anlaf}, unsere Definition zu verschérfen. Eine k—kategorische
Theorie soll ab jetzt immer vollstdndig sein.
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Kapitel 3

Quantorenelimination

7 Erhaltungssitze

Wir halten eine Sprache L fest.

Lemma 7.1 (Trennungslemma) T) und T» seien zwei Theorien. H sei eine
Menge von Aussagen, die abgeschlossen ist unter A und V und T und 1 enthdlt,
die wahre und die falsche Aussage. Dann sind dquivalent:

a) Es gibt ein ¢ € H mit

Ti F ¢ und Tp - —6.

b) Fiir alle Modelle 2y von Ty und s von Ty gibt es ein ¢ € H mit
911 |: (b und 9(2 ': ﬁgb,

Wir sagen in m), dal ¢ T und T» trennt. Und in B), dal ¢ 2A; und 2, trennt.
Beweis:

a) = 0):

Wenn ¢ T7 und T3 trennt, trennt ¢ auch alle Modelle von 77 und T5.

B) = a):

Sei 2[4 ein Modell von T} und Hg, die Menge aller Aussagen aus H, die in 204
gelten. Wegen H) haben Hg, und 7% kein gemeinsames Modell. Der Kompakt-
heitssatz hat zur Folge, daf schon eine endliche Konjunktion ¢g, von Aussagen
aus Hg, mit T unvertriglich ist. Weil jedes 2(; ein Modell von ¢g, ist, ist

Ty U {~¢a, |2 ET1}

inkonsistent. Daraus folgt mit dem Kompaktheitssatz, dal T} schon eine endliche
Disjunktion ¢ der ¢g, impliziert. Dieses ¢ trennt 77 und 75. O

Satz 7.2 Ty und Ty seien Theorien. Dann sind dquivalent:
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a) Es gibt eine universelle Aussage, die Th und Ty trennt.

b) Wenn 2y ein Modell von Ty ist und s ein Modell von Ty, kann s keine
Unterstruktur von 24, sein.

Beweis:

a) = B):

Sei ¢ eine universelle Aussage, die T7 und 75 trennt. Sei [, ein Modell von T}
und 25 eine Unterstruktur. Weil 2(; ein Modell von ¢ ist, ist auch 25 ein Modell
von ¢ (Z10). s kann daher kein Modell von T4 sein.

B) = a):
Wir wenden das Trennungslemma an. Seien 2f; und 2> Modelle von T und 75,
die man nicht durch eine universelle Aussage trennen kann. Das kann man als

Ao =3 2y

notieren. Aus dem néchsten Lemma (I3, mit A = Menge der Existenzformeln)
folgt, daf 2y eine Oberstruktur A} hat, die elementar fiquivalent zu 2y ist. A}
ist wieder ein Modell von T3. Das widerspricht B). O

Sei A eine Menge von Formeln. Fiir eine Abbildung f : A — B bedeutet
f A —A B,
daB f alle Formeln aus A priserviert.

Lemma 7.3 Sei T eine Theorie, 2 eine Struktur und A eine Menge von For-
meln, die unter Ezistenzquantifizierung, Konjunktion und Variablensubstituti-
on® abgeschlossen ist. Dann sind dquivalent:

a) Alle Aussagen ¢ € A, die in A gelten, sind konsistent mit T.
b) Es gibt ein Modell B =T und eine Abbildung f : A —A B.

Wenn A eine Menge von Formeln ist, bedeutet
A =B,

dafl alle Aussagen aus A, die in 2 gelten, auch in B gelten. Wenn man das
Lemma auf 7' = Th(B) anwendet, sieht man, daf§ genau dann 2 = B, wenn
es ein

f:AA DB =B

gibt.

Beweis:

B) = a):
Sei f: A=A B =T gegeben. Wenn ¢ € A in A gilt, gilt ¢ auch in B und ist
folglich mit T" konsistent.

1Freie Variable diirfen umbenannt werden.
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a) = B):

Wir betrachten Tha(24), die Menge aller Aussagen §(a), (6(Z) € A), die in
A gelten. Die Modelle (B, f(a)sca) dieser Theorie entsprechen gerade den f :
A —a B. Wir suchen also ein Modell von T'U Tha (4). Dazu zeigen wir die
endliche Erfiillbarkeit. Wenn T' U Tha (24) nicht endlich erfiillbar wére, gébe
es (weil A unter Konjunktionen und Variablensubstitutionen abgeschlossen ist)
ein 0(a) € Tha(A4) mit T+ —=§(a). Wegen B2 ist T+ VZ =4(Z). ¢ = 3T (%)
ist eine A—Aussage, die in 2 gilt, aber inkonsistent mit T ist. O

Folgerung 7.4 T sei ein Theorie.

1. Sei ¢(x1,...,x,) eine Formel. Dann sind dquivalent:
a) Es gibt eine universelle Formel, die modulo T zu ¢(z1,...,xy) dquiva-
lent ist.

b) A C B seien Modelle von T und ay,...,a, € A. Dann gilt ¢(aq, ..., a,)
in A, wenn ¢(ay,...,a,) in B gill.

2. Wir nennen eine Theorie aus universellen Aussagen universell. T ist ge-
nau dann dquivalent zu einer universellen Theorie, wenn mit einem Modell
B von T auch alle Unterstrukturen von B Modell von T sind.

Beweis:

m): Nehmen wir an, daf b) gilt. Wir erweitern L um ein n—Tupel ¢ von neuen
Konstanten ¢y, ..., ¢, und betrachten die Theorien

T, =TU{¢@)} und To=TU{-¢()}.

b) besagt gerade, dafl Unterstrukturen von Modellen von 77 keine Modelle von
T5 sein konnen. Nach 2 kénnen wir 77 und T durch eine universelle L(¢)—
Aussage 1(¢) trennen. Aus Ty F 9(¢) folgt

T vz (6(z) = (7))
und aus T» F —¢(¢) folgt

T EVT (=¢(T) = ~9(T))-

2): Unterstrukturen von Modellen einer universellen Theorie sind natiirlich wie-
der Modelle dieser Theorie. Jetzt nehmen wir an, da8 7' diese Eigenschaft hat.
Sei ¢ ein Axiom von T. Wenn 2 eine Unterstruktur von 93, kann nicht B ein
Modell von T und gleichzeitig 2 ein Modell von —¢ sein. Nach 2 gibt es eine
universelle Aussage ¥ mit T F ¢ und —¢ F —). Alle Axiome von T folgen also
aus

Ty ={¢ | T+ 4, 1 universell}.
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Definition V3-Formeln haben die Form
Vry... o0

fiir existentielle Formeln .

Definition Eine Theorie T ist induktiv, wenn die Vereinigung jeder gerichteten
Familie von Modellen von T" wieder ein Modell von T ist.

Satz 7.5 Ty und Ty seien Theorien. Dann sind dquivalent:

a) Es gibt eine V3-Aussage, die Ty und Ty trennt.

b) Kein Modell von Ty ist Vereinigung einer Kette (oder einer gerichteten
Familie) von Modellen von T;.

Beweis:

a) = B):

Sei ¢ eine V3-Aussage, die T7 und T5 trennt, (2;);cs ein gerichtete Familie von
Modellen von 77 und *B die Vereinigung der 2;. Weil die 2(; Modelle von ¢ sind,
ist auch B ein Modell von ¢. Um das einzusehen, schreiben wir

¢ = VT §(T)

fiir existentielles . Wenn @ € B, gibt es ein A;, in dem die @ enthalten sind.
Weil ¢ in ; gilt, gilt ¥ (a) in ;. ¥(a) ist aber eine Existenzaussage und gilt
somit auch in B. Weil B |= ¢, kann B kein Modell von 75 sein.

—a) = —0):
Wenn a) nicht gilt, gibt es nach dem Trennungslemma Modelle 26 und B° von
T, und Tb, die man nicht durch eine V3-Aussage trennen kann, also?

%0 =gy 2.

Nach [3 gibt es ein
fiB0 oy
mit A° = A. Wir konnen annehmen, da8 B° C 2° und f die Inklusionsabbildung

ist. Dann ist
Q[% =3 %OB

Wir wenden nochmal 23 an und erhalten eine Oberstruktur B} von A% mit
BL = BY, das heift B° < B

BY C A0 C Bt
\/
<

Jetzt wenden wir das gleiche Verfahren auf 20 und %8B! an und erhalten zwei
Oberstrukturen 2A' € B2 mit A = A und B! < B2. SchlieBlich ergibt sich eine
unendliche Kette

2 3v-Formeln sind 3-quantifizierte universelle Formeln, und #quivalent zu negierten V3-
Formeln.
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%OCQLOC%1CQ[1C%2C“-
=< =< =<

mit A* = A und B! < B+, Sei nun B die Vereinigung der A'. Weil B auch
die Vereinigung der elementaren Kette (B¢) ist, ist B elementare Erweiterung
von B und damit ein Modell von T5. Die 2* sind aber Modelle von T} und wir
haben einen Gegenbeispiel zu B). O

Folgerung 7.6 T sei ein Theorie.

1. Sei ¢ eine Aussage. Dann sind dquivalent:

a) Es gibt eine V3-Aussage, die modulo T zu ¢ dquivalent ist.
b) Seien
A cAt ...
Modelle von T und ihre Vereinigung B ebenfalls ein Modell von T.
Dann gilt ¢ in B, wenn ¢ in allen A gilt.

2. T ist genau dann induktiv, wenn T sich mit Y3-Aussagen axiomatisieren

laft.

Beweis:

m): Wir haben in 3 bewiesen, dafl sich V3-Formeln auf die Vereinigung von
Ketten vererben. Also gilt a) = b). Nehmen wir umgekehrt an, daf§ b) gilt. Wir
betrachten die Theorien

Tl =TU {(,ZS} und T2 =TU {_|¢}

b) besagt gerade, dafi die Vereinigung einer Kette von Modellen von T; kein
Modell von T5 sein kann. Nach I3 kénnen wir 77 und T5 durch eine V3-Aussage
1 trennen. Aus Ty F 4 folgt T+ ¢ — ¢ und aus Ty F — folgt T+ —¢p — ).

B): Dafl V3-axiomatisierte Theorien induktiv sind, ist klar. Sei umgekehrt T'
induktiv und ¢ ein Axiom von 7. Wenn B Vereinigung von Modellen von T ist,
kann B kein Modell von —¢ sein. Nach [3 gibt es eine V3 Aussage ¢ mit T - 9
und —¢ F —p. Alle Axiome von T folgen also aus

Tys = {¢ | T+ 1), ) V3 Formel}.
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8 Quantorenelimination

Definition Eine Theorie T" hat Quantorenelimination , wenn es zu jeder L—
Formel ¢(x1,...,x,) eine quantorenfreie Formel p(z1,...,z,) gibt mit

TEVzy, ..o xy (Plar,...,20) & p(z1,. .., 2,) ).

Fiir n = 0 besagt das, dal modulo 7" jede Aussage zu einer quantorenfrei-
en Aussage dquivalent ist. Wenn L keine Konstanten enthélt, sind T und L
die einzigen quantorenfreien Aussagen. T ist dann entweder inkonsistent oder
vollsténdig.

Definition Eine einfache Existenzformel hat die Gestalt

() = Jy p(T,y)

fiir eine quantorenfreie Formel p. Wenn p eine Konjunktion von basic Formeln
ist, nennt man ¢ primitiv.

Lemma 8.1 T hat genau dann Quantorenelimination, wenn jede primitive Exi-
stenzformel modulo T zu einer quantorenfreien Formel dquivalent ist.

Beweis:

Weil jede einfache Existenzformel 3y \/, _, p; dquivalent ist zu einer Disjunktion
Vicn(3y pi) von primitiven Existenzformeln (vgl. E8), konnen wir annehmen,
daf jede einfache Existenzformel modulo T" dquivalent zu einer quantorenfreien
Formel ist.

Jetzt kénnen wir Quantoren in beliebigen Formeln (in prénexer Normalform)

Qi1 ... Quyp

eliminieren. Wenn @Q,, = 3, wihlen wir eine quantorenfreie Formel pg, die modulo
T zu 3z, p dquivalent ist. Dann fahren wir mit der Formel Q11 ... Qp_1Tn—_1p0
fort. Sonst finden wir ein quantorenfreies p;, das modulo 7" mit 3z, —p dquiva-
lent ist und fahren mit Qi1 ... Qp_12,—1p1 fort. O

Der folgende Satz ist das modelltheoretische Kriterium fiir Quantorenelimi-
nation.

Satz 8.2 Fiir eine Theorie T' sind dquivalent:

a) T hat Quantorenelimination.

b) Fir alle Modelle ' und M2 von T mit gemeinsamer Unterstruktur 2A
gilt
my =M.
c¢) Fir alle Modelle M* und M2 von T mit gemeinsamer endlich erzeug-
ter Unterstruktur 20 = {(ay,...,a,) und alle primitiven Ezistenzformeln

¢($1,...,In) gdt
om! Eolar,...,an) = M2 = o(ar, ..., an).
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Wenn L keine Konstanten enthdlt, ist fir 2 ausnahmsweise die leere Struktur
zugelassen.

Beweis:

a) = B):

Sei ¢(a) eine L(A)-Aussage, die in 9! gilt. Sei p(Z) quantorenfrei und modulo
T dquivalent zu ¢(Z). Dann ist

U p@;
M p@ = M b

B) = n):
Klar.

o) = a):
Sei ¢(T) eine primitive Existenzformel. Um zu zeigen, dafi ¢(Z) modulo T zu
einer quantorenfreien p(Z) Formel dquivalent ist, erweitern wir L um ein n—
Tupel ¢ von neuen Konstanten c¢1, . . ., ¢,. Wir miissen zeigen, dafl wir TU{¢(¢)}
und 7'U {—¢(¢)} mit einer quantorenfreien Aussage p(¢) trennen kénnen. Wir
wenden das Trennungslemma an. Seien 9! und 9M? zwei Modelle von T mit
zwei ausgezeichneten n-Tupeln @' und @>. Nehmen wir an, daf in (9!, a')
und (9M?,@?) die gleichen quantorenfreien L(¢)-Aussagen gelten. Wir haben zu
zeigen, dafl

m = o@') = M = ¢(@).
Seien jeweils A* = (@)™ die von den @ erzeugten Unterstrukturen. Wenn wir
zeigen konnen, dafl es einen Isomorphismus

bt — A2

gibt, der @' auf @? abbildet, kénnen wir (nach einer Anwendung von [=7) an-
nehmen, da8 A = 2A? = A und @' = a* = @. o) liefert dann das Gewiinschte.
Jedes Element von 2! hat die Form t™ [@!] fiir einen L-Term ¢(%), (24). Fiir
den gesuchten Isomorphismus muf} gelten:

h(t™ [@']) = ™ [a%].

Wir verwenden also diese Gleichung als Definition. h ist sicherlich surjektiv. Zu
zeigen ist aber noch die Wohldefiniertheit und Injektivitat: Sei

s™ [a'] = ™ [@).

Dann gilt s(¢) = t(¢) in (M, @), und daher nach Voraussetzung auch in
(9MM2,a?%). Das bedeutet dann, dafl
™2 = 7 [@2).

Wenn man in dieser Uberlegung 991" und 9M? vertauscht, erhélt man die Injek-
tivitédt von h.
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Schliellich ist noch zu zeigen, dal h mit der Interpretation der Relations— und
Funktionszeichen vertauscht. Dazu zeigen wir, dafl h die Giiltigkeit von quanto-
renfreien Formeln p(x1, ..., 2,,) erhilt: Dafl

m [t @, 80 [@]],

ist gleichbedeutend mit (M, @') = p(t1(€), ..., tm(¢)) und also auch mit (9?2, a?) =
p(t1(€), ..., tm(2)), was wiederum #quivalent ist mit

m? = [T (a2, .., ¢ [@%]].

Definition T ist modellvollstéindig, wenn fiir alle Modelle 9! und 9t? von T
mt C M = m' < M.

Es ist klar, daB Theorien mit Quantorenelimination modellvollstindig sind®.
Modellvollstandige Theorien sind induktiv. Das folgt aus B2.

Lemma 8.3 (Robinsons Test) Sei T ein Theorie. Dann sind dquivalent:
a) T ist modellvollstindig.
b) Fiir alle Modelle 9 C MM? und jede Ezistenzaussage ¢ aus L(M") ist
MEd = Mo
¢) Modulo T ist jede Formel dquivalent zu einer Allformel.

Beweis:

a)=M0) ist trivial. m)<n) folgt aus [CA.M.
Aus B) folgt, daf jede Existenzformel modulo T' zu einer Allformel dquivalent
ist. Wie im Beweis von B folgt daraus o). O

Wenn 9! € M2, die Eigenschaft B) haben, nennt man 9! existentiell abge-
schlossen in 9%, Man schreibt dafiir

ml <1 9.712.
Definition Sei T eine Theorie. Eine Theorie T* heifit Modellbegleiter von T,

wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind.

a) Jedes Modell von T it sich zu einem Modell von T™* erweitern.

b) Jedes Modell von T* 148t sich zu einem Modell von T erweitern.

3 Verwende B2.H) fiir 2 = M.
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c) T* ist modellvollsténdig.

Satz 8.4 Fine Theorie T hat, bis auf Aquivalenz, hichstens einen Modellbeglei-
ter T™.

Beweis:

Wenn T'F ein weiterer Modellbegleiter von T ist, Lt sich jedes Modell von T+
in ein Modell von T* einbetten und umgekehrt. Sei 20y ein Modell von T'F. 2,
ist in ein Modell By von T* einbettbar. B, ist wiederum enthalten in einem
Modell 2 von TF. Auf diese Weise finden wir zwei elementare Ketten (2l;) und
(%B;), die eine gemeinsame Vereinigung € haben. Aus 2y < € und B, < € folgt
Ao = By. Also ist Ag ein Modell von T*. Wenn man die Rollen von T* und T+
vertauscht, sieht man, dafl auch jedes Modell von T* ein Modell von T ist. O

Exkurs: Existentiell abgeschlossene Modelle und die Kaiserhiille

Sei T eine L-Theorie. Aus [3 folgt, dafl die Modelle von Ty genau die L—Strukturen
sind, die sich in Modelle von T einbetten lassen. Die Bedingungen a) und B) in der
Definition des Modellbegleiters lassen daher auch ausdriicken durch

Ty =T5.
Der Modellbegleiter einer Theorie 7" hiangt also nur von Ty ab.

Definition Eine L-Struktur 2 heifit T—existentiell abgeschlossen (oder kurz: T-e.a),
wenn

a) 2 sich in ein Modell von T einbetten 148t,

b) 2 existentiell abgeschlossen in jeder Oberstruktur ist, die ein Modell von T ist.

Eine Struktur ist genau dann T—e.a, wenn sie T'v—e.a ist. Denn jede Erweiterung ‘B
von 2, die ein Modell von T ist, 148t sich in ein Modell 9t von T einbetten. Wenn 2
existentiell abgeschlossen in 9 ist, ist 2 auch existentiell abgeschlossen in 5.

Lemma 8.5 Sei T eine Theorie. Dann lafit sich jedes Modell von T in eine T—e.a
Struktur einbetten.

Beweis:

Sei 2 ein Modell von Tv. Wir wihlen eine Aufzidhlung (da)a<w aller existentiellen
L(A)-Aussagen und konstruieren eine aufsteigende Kette (Ua)a<, von Modellen von
Tv. Wir beginnen mit 2y = 2. Sei 2, konstruiert. Wenn ¢, in einer Erweiterung
von A, gilt, die ein Modell von T ist, wihlen wir fiir 2,41 ein solches Modell. Sonst
setzen wir Aqo4+1 = Ay. Fiir Limeszahlen A nehmen wir fiir 2, die Vereinigung aller
e, (o < X) (die wieder ein Modell von T ist).

Die Struktur 2A' = 2, hat die folgende Eigenschaft: Jede existentielle L(A)-Aussage,
die in einer Erweiterung von ', die ein Modell von T ist, gilt, gilt in 2A*. Wir konstru-
ieren in der gleichen Weise 2* aus ' etc. Die Vereinigung der Kette 2° c 2! c 2. ..
ist die gesuchte T—e.a Struktur. O

Die im Beweis konstruierte Struktur 9t kann sehr grofl sein. Man sieht aber leicht,
dafl jede elementare Unterstruktur 9t einer T—e.a 9 wieder T—e.a ist: Sei 91 C A ein
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Modell von T'. Weil My =3 Ay, gibt es eine Einbettung von 9 in eine elementare
Erweiterung 8 von 2, die N festhilt. Weil 9t existentiell abgeschlossen in B ist, ist
91 ebenfalls in B existentiell abgeschlossen und daher auch in 2.

m/%\m
\ A

Lemma 8.6 Sei T eine Theorie. Dann gibt es eine gréfite induktive Theorie T™™ mit
Ty = T{;(H. Man nennt T¥® die Kaiserhiille von T'.

Beweis:

Seien T" und T? zwei induktive Theorien mit T = T3 = Ty. Wir miissen zeigen,
daf} (T1 @] TZ)V = Ty. Sei M ein Modell von T. Wir erweitern wie im Beweis von
B M durch eine Kette Ao C Vo C A1 C By ... von Modellen von T* und T?. Die
Vereinigung der Kette ist ein Modell von T U T2, O

Lemma 8.7 TXY st der V3-Teil der Theorie der T-e.a Strukturen.

Beweis:

Sei T* dieser V3-Teil. Weil T—e.a Strukturen Modelle von T sind, ist Tv C Tv. Aus
B3 folgt TV C Tv. Also ist T* in der Kaiserhiille enthalten.

Es bleibt zu zeigen, daf} jede T—e.a Struktur 9% ein Modell der Kaiserhiille ist. Wir
wihlen dazu ein Modell 9t von TKH7 das M enthélt. Dann ist 9 <1 1. Daraus folgt
N =v3 M und daraus die Behauptung. O

Aus dem Lemma folgt sofort, dal T—e.a. Strukturen immer Modelle von T3 sind.

Satz 8.8 Sei T eine Theorie. Dann sind dquivalent:

a) T hat einen Modellbegleiter T™
b) Alle Modelle von TX® sind T-e.a.

¢) Die T'-e.a Strukturen bilden eine elementare Klasse.

Wenn T™ existiert, ist

T* = T = Theorie der T—e.a Strukturen.

Beweis:

a) = B):

Sei T der Modellbegleiter von T'. Als modellvollstindige Theorie ist T induktiv. Also
ist 7™ in der Kaiserhiille enthalten und es geniigt zu zeigen, daf3 jedes Modell 99t von
T* T-e.a ist. Sei A ein Modell von T', dal 91 enthilt. A ist in ein Modell 9t von T
einbettbar. Aus 9t < M folgt M <1 A.
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B) = o):

Nach dem letzten Lemma sind alle T—e.a Strukturen Modelle von 75", Aus der An-
nahme folgt also, da die Klasse der Te.a Strukturen genau die Modellklasse von 75!
ist.

n) = a):

Nehmen wir an, da8 die T-e.a Strukturen gerade die Modelle der Theorie T sind.
Aus B3 folgt Ty = T\'}' . Mit dem Kriterium E3 ergibt sich, da 7t modellvollstindig
ist. Also ist T Modellbegleiter von 7.

Die letzte Behauptung des Satzes ergibt sich sofort aus unserer Argumentation. O
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9 Beispiele

Die Modelle der Theorie T, der unendlichen Mengen sind genau die unendlichen
Mengen ohne weitere Struktur. Die Sprache Ly ist leer, die Axiome sind (fiir
n=12,...)

L] 31’0...1‘”_1 /\i<j<n_"ri =T;

Satz 9.1 Die Theorie To, der unendlichen Mengen hat Quantorenelimination
und ist vollstindig.

Beweis:
Klar. O

Die Theorie Tpr,o der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte hat die
Axiome (in Lo)

o Vr <=z

Ve,y,z (x <yAy<z—x<2)

e Vzylx<yVa=yVy<az)
eV, z(x<z—oJylx<yAy<z)
o Vrdyx <y

e Vydz z <y

Satz 9.2 Tpro hat Quantorenelimination und ist vollstindig.

Beweis:

Sei A eine endliche Teilmenge der beiden Modelle O; und O5. Wir wihlen eine
aufsteigende Aufzihlung A = {a1,...,a,}. Sel Jy p(y) eine einfache Existenz—
L(A)-Aussage, die in O; gilt und sei O = p(b1). Wir wollen die ordnungstreue
Abbildung a; — a; auf AU {b;} fortsetzen. Es gibt vier Fille

i) by € A. Dann setzen wir by = by.

ii) by liegt zwischen a; und a;y1. Dann wihlen wir bs in Oy mit der gleichen
Eigenschaft.

iii) by ist kleiner als alle Elemente von A. Wir wihlen ein ebensolches by € Os.

iv) by ist grofler als alle a;. Wihle by ebenso.

Wenn wir by auf by abbilden, haben wir einen Isomorphismus AU{b; } — AU{b2},
der zeigt, dal O = p(b2).

Tpro muf vollsténdig sein, weil die Sprache keine Konstanten enthélt. O
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Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring mit Einselement. Ein R-
Modul
m = (M7 07 +7 ) r)rER

ist eine abelsche Gruppe (M, 0, 4+, —) mit einer Operation r : M — M fiir jedes
Ringelement r, die gewisse Axiome erfiillen. Die Axiome formulieren wir in der
Sprache Lypy = Lag U {r | r € R}. Die Theorie Tyy(g) der R-Moduln besteht

dann aus

e Tac

Ve,yr(z+y) =rez+ry

Vo (r+ s)x =re+ sx

Vo (rs)z = r(sx)
e Vzxlz==x

fiir beliebige Ringelemente 7,s. T U Ty(g) ist die Theorie der unendlichen
R-Moduln.

Satz 9.3 Sei K ein Korper. Dann hat die Theorie der unendlichen K—-Moduln
Quantorenelimination und ist vollstindig.

Ein K—Modul ist natiirlich nichts anderes als ein Vektorraum.

Beweis:

Sei A eine endlich erzeugte Unterstruktur (also ein Untervektorraum) der beiden
unendlichen K—Vektorrdume Vi und V, und Jyp(y) eine einfache Existenz-
L(A)-Aussage, die in V7 gilt. Sei b; ein Element von Vi, das p(y) erfiillt. Wenn
by zu A gehort, sind wir fertig, weil dann V5 = p(by). Sonst withlen wir ein
by € Vo\ A. Dabei miissen wir eventuell zu einer elementaren Erweiterung von V5
iibergehen. Die beiden Vektorrdume A+ Kby und A+ Kb, sind iiber A isomorph,
unter einem Isomorphismus, der by auf by abbildet. Also ist Va = p(ba).

Die Theorie ist vollstdndig, weil eine quantorenfreie Aussage in einem Vek-
torraum genau dann gilt, wenn sie im Null-Vektorraum gilt. O

Die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Korper (vgl. Abschnitt B.E2) 148t
sich axiomatisieren durch die Theorie Taaxk:

e Tx (Korperaxiome)
e Fiir jedes n > 0:
V2o, .. Tp_1 3y To+T Y+ .. F Ty Y =0

Satz 9.4 (Tarski) Die Theorie Taak der algebraisch abgeschlossenen Kirper
hat Quantorenelimination.
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Beweis:

K, und K> seien zwei algebraisch abgeschlossene Korper und R ein gemeinsamer
Unterring. 3y p(y) sei eine einfache Existenzaussage mit Parametern in R, die
in K gilt. Wir miissen zeigen, dafl Jy p(y) auch in K> gilt.

Zuerst gehen wir in K7 und K5 jeweils zu den Quotientenkoérpern F; und Fy
von R {iber. Nach B.EZI gibt es einen Isomorphismus f : F; — Fh, der R
elementweise festldfit. Dann bilden wir die relativen Abschliisse G; der F; in den
K;, (i = 1,2). Nach B.EZ3 setzt sich f zu einem Isomorphismus g : G; — Go
fort.

K, K,
|
Gl(‘bl)
Gl 9 ‘Gg
F1 f ‘Fg
R id ~R

Sei by ein Element von K7, das p(y) erfiillt. Es gibt zwei Félle:

Falll:b; € Gy
Dann erfiillt by = g(b;) die Formel p(y) in K.

Fall 2: bl € Gli

Dann ist by transzendent iiber G; und die Korpererweiterung Gi(by) ist iso-
morph zum rationalen Funktionenkorper G1(X). Wenn K eine echte Erweite-
rung von G ist, wihlen wir fiir bs irgendein Element aus K5 \ Go. Dann setzt
sich g zu einem Isomorphismus zwischen G1(b;) und Ga(by) fort, der by auf by
abbildet. Also erfiillt auch by die Formel p(y) in Ks. Wenn Ky = G5, withlen
wir eine echte elementare Erweiterung K von Ks. (K} existiert nach 6.8, weil
K unendlich ist (B.2Z4).) Dann gilt (aus dem gleichen Grund) 3y p(y) in K}
und daher in K. O

Fiir Primzahlen p sei
Taak, = Taaxk U{p-1=0}
die Theorie der algebraisch abgeschlossen Korper der Charakteristik p,
Taak, = Taak U{-n-1=0|n=12,...}
die Theorie der algebraisch abgeschlossen Korper der Charakteristik 0.

Folgerung 9.5 Die Theorien Taak, und Taak, sind vollstindig.
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Beweis:

Konsistente Theorien mit Quantorenelimination, die eine Primstruktur haben,
sind vollstdndig. Eine Primstruktur von 7T ist eine Struktur, die sich in alle
Modelle von T isomorph einbetten l43t. O

Folgerung 9.6 Taak ist modellvollstindig. O

Folgerung (Hilbertscher Nullstellensatz) Sei K ein Kdrper und
I aK[Xy,...,X,]

ein Polynomideal. Dann sind dquivalent:

a) I hat eine Nullstelle im algebraischen Abschluf$ acl(K).
b) 1¢1

Beweis:

Wenn 1 & I, ist [ in einem maximalen Ideal P enthalten (vgl. Abschnitt B.212).
L =K[Xy,...,X,]/P ist ein Erweiterungskorper von K, in dem die Restklassen
der X; eine Nullstelle von I bilden. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist I endlich
erzeugt, sagen wir von fo, ..., fr—1. Betrachte die Formel

¢:31‘1,...In/\fi(l'l,-”axn)io

i<k

Dann gilt ¢ in L und daher in acl(L). Wir kénnen annehmen, daf§ acl(K) in
acl(L) liegt. Wegen acl(K) < acl(L) gilt dann ¢ in acl(K). O

Die fiir den néchsten Satz gebrauchte Theorie der reell abgeschlossenen Kor-
per findet man im Abschnitt B.Z3. Wir formulieren Trak, die Theorie der reell
abgeschlossenen Korper, in der Sprache Lag fiir angeordnete Ringe.

Satz 9.7 Trak hat Quantorenelimination und ist vollstindig.

Beweis:

(K1,<) und (K3, <) seien zwei reell abgeschlossene Korper und R ein gemein-
samer Unterring. Jy p(y) (fiir ein quantorenfreies p) sei eine Lag(R)—-Aussage,
die in (K7, <) gilt. Wir miissen zeigen, da8 Jy p(y) auch in (K3, <) gilt.

Zuerst gehen wir in K7 und K5 jeweils zu den Quotientenkérpern F; und Fy
von R iiber. Nach B.ETT und B.EZ3 gibt es einen Isomorphismus f : (Fy, <) —
(F3, <), der R elementweise festlét. Die relativen algebraischen Abschliisse G;
der F; in den K;, (i = 1,2) sind reelle Abschliisse der (F;, <). Nach B.Z34 setzt
sich f zu einem Isomorphismus g : (G1, <) — (G2, <) fort.

Sei by ein Element von K, das p(y) erfiillt. Es gibt zwei Félle:
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Falll:b; € Gy
Dann erfiillt by = g(by) die Formel p(y) in Ks.

Fall 2: bl ¢ Gli

Dann ist by transzendent iiber G; und die Korpererweiterung Gq(by) ist iso-
morph zum rationalen Funktionenkérper G (X). Sei G} die Menge der Elemen-
te von G, die kleiner als by sind, G die Menge der Elemente von G, die grofier
als by sind. Die Elemente von G, = g(G}) sind kleiner als die Elemente von
G% = g(GY). Weil Korper dicht geordnet sind, finden wir in einer elementaren
Erweiterung (K}, <) von (K, <) ein by, das zwischen den Elementen von G}
und den Elementen von G5 liegt. Weil by nicht in G liegt, ist by transzen-
dent iiber Go. Also setzt sich g zu einem Isomorphismus h zwischen G(b1) und
G2(bs) fort, der by auf by abbildet.

Es bleibt noch zu zeigen, da3 h ordnungstreu ist. Es geniigt zu zeigen, dafl
h ordnungstreu auf Gy[b;] ist (B.ZZ). Sei p(b1) ein Element von G[by]. Nach
B.2Z38E hat man eine Zerlegung

p(X) =€ [](X —a) [J((X —¢;)* + ),
i<m j<n
mit positiven d;. Ob p(b1) positiv ist, hingt nur davon ab, wieviele der Faktoren
€, b1 —ag, ..., by — a;p—1 negativ sind. Ob h(p(by)) positiv ist, hingt in der
gleichen Weise davon ab, wieviele der Faktoren g(e€), ba —g(ao), - .., ba—g(am—1)
negativ sind. by ist aber so gewéhlt, dafl

by <a; & by <glay).
Also ist p(b1) genau dann positiv, wenn h(p(b1)) positiv ist.
SchliefSlich haben wir
(K1, <) Epb) = (Gi(b), <) Ep(b) = (Ga(b2), <) = plb2) =
= (K5 9QF3ely) = (K<) 3yely)

Tgraxk ist vollstdndig, weil der angeordnete Korper der rationalen Zahlen eine
Primstruktur ist. O

Folgerung (17. Hilbertsches Problem) Sei (K, <) ein reell abgeschlosse-

ner Korper. Ein Polynom f € K[X1,...,X,] ist genau dann eine Summe von
Quadraten
f=gi+.. +a
von rationalen Funktionen aus K(X1,...,X,), wenn
f(al,...,an) Z 0
fiir alle n—tupel a1, ...,a, aus K.
Beweis:

Sei f eine Summe von Quadraten von rationalen Funktionen, also
91 ) 2 ( 9k ) 2
f— = _|_ e _|_ = .
= hk
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Sei D die Menge aller @ € K™, fiir die keiner der Nenner h;(@) Null ist. Fiir die
ac D ist @)\ @
— gila gk\a
= e > 0.
/(@) (hl(a)) + +(hk(6)) -

In der natiirlichen Topologie des K™ ist D dicht (und offen). Die Menge aller @
mit f(@) > 0 ist abgeschlossen und enthélt D. Also ist f(a) > 0 fiir alle @.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dal f keine Summe von Quadraten ist.
Dann hat K(Xj,...,X,) nach B.ZZ3 eine Anordnung, beziiglich der f ne-
gativ wird. Weil in K die positiven Elemente Quadrate sind, setzt diese An-
ordnung, die wir wieder mit < bezeichnen, die Anordnung von K fort. Sei
(L, <) der reelle Abschlu von (K(Xi,...,X,),<). Weil in (L, <) die Aus-
sage 3x1,...,znf(x1,...,2,) < 0 wahr ist, gilt sie auch in (K, <). O
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Kapitel 4

Abziahlbare Modelle

10 Der Omitting Types Satz

Definition Sei T eine L-Theorie und X(z) eine Menge von L-Formeln. Eine
Formel ¢(x) realisiert 3(x) lokal, wenn

a) ¢(z) mit T konsistent? ist,

b) T HVz (p(x) — o(x)) fiir alle o(x) aus X(x)

T 148t X(z) lokal aus, wenn 3(x) nicht lokal realisiert wird.

Satz 10.1 (Omitting Types) Wenn T abzihlbar? und konsistent ist und %(x)
von T lokal ausgelassen wird, hat T ein Modell, das X(x) auslifst.

Wenn X(z) von ¢(x) lokal realisiert wird, wird ¥(x) in Modellen von T von

allen Realisierungen von ¢(x) realisiert. Wenn T' vollsténdig ist, gilt also auch

die Umkehrung des Satzes: Wenn X(z) von T lokal realisiert wird, wird X(z) in

allen Modellen von T realisiert.

Beweis:

Wir fixieren eine abzahlbare Menge C' von neuen Konstanten und erweitern T’

zu einer konsistenten Theorie T mit den folgenden Eigenschaften:

a) T* ist eine Henkin—-Theorie. Das heifit: fiir alle L(C)-Formeln ¢ (x) gibt es
ein ¢ € C mit Iz p(z) — P(c) € T*.

b) Fiir alle ¢ € C gibt es ein o(z) € X(z) mit —o(c) € T*.

Wir konstruieren 7* als Vereinigung einer aufsteigenden Folge

T=TyCcTiC...

I Das heift, da T U {3z ¢(x)} konsistent ist. Allgemeiner heiBt eine Formelmenge ®(x)
konsistent mit 7', wenn 7" ein Modell hat, in dem & realisiert wird.
2 Eine L-Theorie heifit abzdihlbar, wenn L héchstens abzihlbar ist.
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von konsistenten Erweiterungen von T' durch jeweils endlich viele Axiome. Da-
bei erfiillen wir schlieflich alle oben aufgefiithrten Bedingungen.

Sei T; schon konstruiert und sei eine der Aufgaben a) oder b) gestellt und dem-
gemif ¥ (x) oder ein ¢ vorgegeben.

Fall m): Wir wihlen ein ¢ € C, das weder in 7; noch in t(z) vorkommt. Dann
ist Ty = T; U {3z () — 1(c)} konsistent.
Fall B): Sei T; #dquivalent zu T U {d(c,¢)}. Setze ¢p(x) = Fjo(z, ). Dann ist

¢(x) mit T konsistent. Wenn nun 7; U {—o(c)} inkonsistent ist, das heiflt, wenn
T+ 6(c,c) — o(c), so folgt

TtV (¢(x) — o(x)).

Weil X(z) nicht lokal realisiert wird, gibt es also immer ein o(z) € X(z), fir das
Ti11 =T; U{-0(c)} konsistent ist.

Sei nun (2, a.)cec ein Modell von T*. Weil T* eine Henkin—Theorie ist, ist
A = {a, | ¢ € C} Universum einer elementaren Unterstruktur 2 (siehe Tarskis
Test B2 oder den Hilfssatz auf Seite E3). Wegen Eigenschaft B) wird X(z) von
2 ausgelassen. O

Folgerung 10.2 (aus dem Beweis) Sei T abzihlbar und konsistent und
(Ei(l‘h .. ,xn)) eine héchstens abzihlbare Familie von Formelmengen, die alle
von T lokal ausgelassen werden. Dann gibt es ein Modell, das alle 3; auslaft.

Beweis:
Klar. O
Sei T' eine Theorie. Ein n—Typ ist eine maximale Formelmenge p(x1, ..., x,),

die konsistent mit T ist. Wir bezeichnen mit S, (T") die Menge aller n—Typen
von T. Wenn T vollstdndig ist und 2l irgendein Modell von T, ist

Sn(T) = S2(0).

Sei p(z1,...,zy) ein n-Typ von T und ¢(z1,...,x,) eine Formel. Dann sind
dquivalent
a) ¢(x1,...,xy,) realisiert p(xy,...,x,) lokal.

b) p(z1,...,xy,) ist der einzige Typ, der ¢(xy,...,x,) enthilt. Man sagt
dazu, dal ¢(z1,...,2z,) den Typ p isoliert..
)

¢) p(x1,...,zn) = (d(x1,...,2Ty)), wobei

(@) = {¥(@) | T FVz (¢(T) — (7))}

Typen dieser Form heiflen Haupttypen. (¢(T)) ist der von ¢ erzeugte
Haupttyp.
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Wegen B) heiflen lokal realisierte Typen auch isolierte Typen. Wenn (¢(T)) ein
Typ ist, heiBt ¢(T) vollstindig. Man sieht leicht, dafi eine Formel genau dann
vollsténdig ist, wenn sie atomar ist. Das heiit, daf ¢(Z) konsistent mit 7" ist und
daf fiir alle ¥ (T) entweder ¢ A1) oder ¢ A—p mit T inkonsistent ist. Haupttypen
heiflen darum auch atomar.
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11 Ny—kategorische Theorien

Satz 11.1 (Ryll-Nardzewski) SeiT eine abzdihlbare vollstindige Theorie oh-
ne endliches Modell. Dann ist T' genau dann Ro-kategorisch, wenn es fir jedes
n bis auf T—Aquivalenz nur endliche viele Formeln ¢(x1,...,x,) gibt.

Beweis:

Zum Beweis brauchen wir einen neuen Begriff.

Definition Eine L-Struktur 2 ist Np-saturiert, wenn in 2 jeder Typ?® iiber
jeder endlichen Teilmenge realisiert ist.

Der Satz folgt nun aus den folgenden drei Behauptungen:

BEHAUPTUNG 1: Wenn es fiir jedes n nur endlich viele ¢(z1,...,x,) modulo T
gibt, sind alle Modelle von T' Ry—saturiert.

Beweis: Sei 2 ein Modell von T und B eine n—elementige Teilmenge. Wenn es
bis auf Aquivalenz nur N-viele Formeln in den Variablen z1, ... , Tnt1 gibt, gibt
es bis auf Aquivalenz in 2 héchstens N—viele L(B)-Formeln ¢(x). Also enthilt
jeder Typ p(z) € S(B) eine ,kleinste* Formel ¢,(x)?. Jedes Element von A, das
¢p(x) realisiert, realisiert auch p(z).

BEHAUPTUNG 2: Wenn alle abzédhlbaren Modelle von T Ny—saturiert sind, ist T’
No—kategorisch.

Beweis: Weil T' vollstindig ist, sind alle Modelle von T elementar dquivalent.
Wende jetzt das néchste Lemma ([172) an.

BEHAUPTUNG 3: Wenn T' Ryp—kategorisch ist, gibt es fiir jedes n nur endlich viele
Formeln ¢(z1,...,2,) modulo T.

Wenn T Ng—kategorisch ist, kann es keine Typen geben, die in einem Modell
ausgelassen werden konnen und (natiirlich) in anderen realisiert. Wegen des
Omitting Types Satzes (IT) bedeutet das, daf alle Typen aus S, (T") atomar
sind. Das bedeutet, dafl es keinen Typ gibt, der

A ={-¢(x1,...,z,) | &(z1,...,2z,) atomar}

enthélt, A ist also nicht konsistent mit 7. Es folgt, dal T' eine Disjunktion
o1(x1, .. xn) VooV dp(z1, ..., x,) von vollstindigen Formeln impliziert. Es
gibt dann modulo 7" hochstens 2¥—viele Formeln 9 (z1, . .., x,), weil

T+ Vi (1/;(@ & \/{:(@) | 6:(T) A (T) konsistent mit T }).

d

3Hier sind Typen in einer Variablen gemeint. Man sieht aber leicht, daf in Ro-saturierten
Strukturen auch alle n—Typen iiber endlichen Parametermengen realisiert sind (siehe Beweis
von [IA).

4 p(x) ist also atomar beziiglich Th(2g).
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Lemma 11.2 Zwei elementar dquivalente, hochstens abzdhlbare und No—satu-
rierte Strukturen sind isomorph.

Beweis:

2 und B seien wie im Lemma. Wie wihlen Aufzdhlungen A = {ag, a1, ...} und
B = {bg,b1,...}. Dann konstruieren wir eine aufsteigende Folge fo C f1 C ...
von endlichen elementaren Abbildungen®

filAi—>Bi.

Dabei sind A; und B; endliche Teilmengen von A und B und f; priserviert die
Giiltigkeit von Formeln:

AR o(@ = B k= o(fi(@).

Wir werden dafiir sorgen, dafl A die Vereinigung der A; und B die Vereinigung
der B; ist. Die Vereinigung der f; ist dann der gesuchte Isomorphismus zwischen
2 und B.

fo = 0 ist elementar, weil 2 und B elementar dquivalent sind. Nehmen wir
an, dal f; schon konstruiert ist. Es gibt zwei Félle:

i = 2n ist gerade
Dann versuchen wir f; auf 4,11 = A4; U {a,} fortzusetzen. Dazu betrachten wir
den Typ

p(z) = tp(an/A:).
Weil f; elementar ist, ist (wie man leicht sieht)
fi(p)(x) = {¢(x, fi(@)) | p(x, @) € p(x)}

in B ein Typ iiber B;. Weil 9B Rg—saturiert ist, gibt es eine Realisierung b/, dieses
Typs. Es ist dann fiir a € A;

2 ': ¢(a'n7a) = B ): (Z)(b/rmfz(a))
Wir kénnen also f; durch fi11(a,) = b, fortsetzen.

i = 2n + 1 ist ungerade
Wir vertauschen rechts und links: Weil 24 Rp—saturiert ist, finden wir f;;1 mit
BH—I = Bi @] {bn} O

Folgerung 11.3 L sei eine hdchstens abzdihlbare Sprache, A eine L-Struktur
und ai,...,a, Elemente von A. Dann ist Th(2) genau dann Ro—kategorisch,
wenn Th(2A, aq,...,a,) Ro—kategorisch ist.

BEISPIELE:
Die folgenden Theorien sind Np—kategorisch:

5Eine Abbildung f von einer Teilmenge einer Struktur 2{ in eine andere Struktur 9B heifit
elementar, wenn sie die Giiltigkeit von Formeln préserviert. Dieser Begriff hdngt nicht nur von
f sondern auch von 2l und B ab!
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T die Theorie der unendlichen Mengen
Fiir jeden endlichen Korper F, die Theorie der unendlichen F,—Vektorrdume

Die Theorie der Tpy,o der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte (Satz
von Cantor).

Das folgt aus I, weil Tpr,o Quantorenelimination hat: Es gibt fiir jedes n nur
endlich viele (sagen wir N, ) Moglichkeiten n (nicht notwendig verschiedene)
Elemente anzuordnen. Fiir n = 2 zum Beispiel gibt es die drei Moglichkeiten

a1 < ag, ap = as und as < aq. Jede diesqr Moglichkeiten entspricht einer
vollsténdigen Formel 9(z1,...,z,) (bis auf Aquivalenz). Also gibt es bis auf
Aquivalenz genau 2™ viele Formeln ¢(z1, ..., ;).

Wir studieren das Problem der Existenz von Np—saturierten Strukturen:

Definition Eine Theorie T heifit schmal, wenn S, (7T") fiir alle n hdchstens
abzéahlbar ist.

Eine abzéhlbare Theorie mit hochstens abzéhlbar vielen nicht—isomorphen h6chs-
tens abzéhlbaren Modellen ist zum Beispiel immer schmal. Die Umkehrung gilt
nicht.

Lemma 11.4 FEine abzihlbare® vollstindige konsistente Theorie hat genau dann
ein hochstens abzihlbares Ng—saturiertes Modell, wenn sie schmal ist.

Beweis:

Wenn alle Typen in einem einzigen hochstens abziahlbaren Modell realisiert wer-
den, kann es nur hochstens abzéhlbar viele Typen geben.

Wenn umgekehrt S,,11(T) hochstens abzihlbar ist, gibt es in Modellen von
T iiber jeder n—elementigen Menge ebenfalls hochstens abzéhlbar viele Typen.
Wir konstruieren eine elementare Kette

Apg <Ay < ...

von Modellen von T'. Fiir 2o nehmen wir ein beliebiges hochstens abzéhlbares
Modell. Wenn 2l; konstruiert ist, wihlt man 2;; 1 so, daf§ alle Typen iiber end-
lichen Teilmengen von A; in 2,1 realisiert werden. Nach Voraussetzung gibt es
hochstens abzahlbar viele solche Typen. Also kann man ;1 hochstens abzéhl-
bar wéhlen, vgl. B4 und E1.0. Die Vereinigung A = (J;cy Ui ist Ro-saturiert,
weil jeder Typ iiber einer endlichen Teilmenge von 2 schon iiber einer endlichen
Teilmenge eines A; definiert ist, und dann in 2;,; realisiert wird. O

Satz 11.5 (Vaught) FEine abzihlbare vollstindige Theorie kann nicht genau
zwei nicht—isomorphe abzdihlbare Modelle haben.

6 Die Behauptung gilt auch, wenn L iiberabzihlbar ist.
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Beweis:

Wir kénnen annehmen, dafl T schmal ist und nicht RXg—kategorisch. Wir zeigen,
dafl T' mindestens drei nicht—isomorphe abzéhlbare Modelle hat. T hat ein ab-
zéhlbares Np—saturiertes Modell 2 und ein abzéhlbares Modell B, in dem ein
Typ p(T) nicht realisiert wird. p(Z) sei in A durch @ realisiert. Weil Th(2, @)
nicht Ro—kategorisch ist, hat Th(2(, @) ein abzéhlbares Modell (€,¢), das nicht
No—saturiert ist. € ist nicht Rg—saturiert und daher nicht isomorph zu 2. € rea-
lisiert aber p(Z) und ist darum nicht isomorph zu B. O

Sei T eine L-Theorie und ¢(z1, ..., x,) eine L-Formel. Wir fithren ein neues
n-stelliges Relationszeichen R4 ein und setzen

L' = LU{Ry}
T = TU{Vzi...zn (Rp(z1,...,20) & O(x1,...,20)) }

T’ ist eine definitorische Erweiterung von T' (um ein Relationszeichen). Theo-
rien, die eine gemeinsame definitorische Erweiterung haben, nennt man defini-
torisch #quivalent. Man sieht leicht, da§ T genau dann vollstindig (oder No—
kategorisch) ist, wenn T vollstindig (oder Ro—kategorisch) ist.

Wenn man fiir jede Formel ¢ ein neues Relationszeichen einfiihrt, erhélt man
eine definitorische Erweiterung 7%, die offensichtlich Quantorenelimination hat?.

Wir untersuchen im Rest dieses Abschnitts vollstdndige Theorien, die defini-
torisch dquivalent zu Theorien sind, die Quantorenelimination haben und deren
Sprache endlich und relational ist (das heifit, keine Konstanten und Funktions-
zeichen enthilt). Aus [I6.0 folgt, dafl solche Theorien Ro—kategorisch sind.

Definition Eine L-Struktur 2 ist algebraisch w—homogen, wenn sich jeder
Isomorphismus
fg : BO — C()

zwischen endlichen Unterstrukturen von 2 auf jede endliche Oberstruktur von
By fortsetzen 148t. Das bedeutet, dafl es zu jedem b € A ein ¢ € A gibt, fiir das

f=/fu {<b7 C>}

ein Isomorphismus ist 5.

Wir halten fiir den Rest des Abschnitts eine endliche relationale Sprache
L fest.

Lemma 11.6 T sei eine vollstindige Theorie und M ein unendliches Modell
von T.

1) Wenn T Quantorenelimination hat, ist T No—kategorisch.

2) T hat genau dann Quantorenelimination, wenn M algebraisch w—homogen
15t.

"Man nennt T* die Morleyisierung von 7.
8Die Definition von w-homogen findet sich auf Seite BB.
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Beweis:

m): Es gibt fiir jedes n nur endlich viele nicht—iquivalente quantorenfreie Formeln
p(z1,...,2,). Wenn T Quantorenelimination hat, gibt es also fiir jedes n nur
endlich viele Formeln ¢(z1,...,x,) modulo T.

B): Nehmen wir an, dafl T Quantorenelimination hat. Dann ist T Rg—kategorisch
und 9 Rg—saturiert. Wie im Beweis von 12 sieht man, dal 9t w—homogen ist.
Weil Isomorphismen zwischen Teilmengen von A elementar sind, bedeutet das,
da 9 algebraisch w—homogen ist.

Sei schliefflich 9t algebraisch w—homogen. In 9 erfiillen n—Tupel @, die denselben
quantorenfreien Typ

tpge (@) = {p(@) | M |= p(a@), p(T) quantorenfrei}
haben, dieselben einfachen Existenzformeln. Wir wollen zeigen, daf} jede einfa-
che Existenzformel ¢(z1,...,2z,) = Iy p(x1,...,2n,y) modulo T zu einer quan-
torenfreien Formel dquivalent ist. Seien r1(Z),...,rx—1(Z) die quantorenfreien
Typen aller n-Tupel in M, die ¢(Z) erfiillen. Sei p;(T) dquivalent zur Konjunk-
tion aller Formeln aus r;(Z). Dann ist

T+vz (¢(z) ¢ \/ pi(T)).

i<k

Definition Das Skelett einer L-Struktur 9 ist die Klasse aller endlichen L—
Strukturen, die isomorph zu einer Unterstruktur von 9t sind. Die leere Struktur
ist dabei zugelassen.

Bemerkung Sei K das Skelett von 9. Dann ist I genau dann algebraisch w—
homogen, wenn 9 K—saturiert ist: Fir alle A, B aus K und alle Finbettungen
fo: ™A = Mund f1 : A — B gibt es eine Finbettung g1 : B — M mit fo = g10f1.

Beweis:

Seien A, B, fo und f; gegeben und g; gesucht. Weil B in K liegt, kénnen wir
annehmen, dafl 8 C 91. Dariiberhinaus kénnen wir annehmen, dafl 2( C 5 und
f1 die Inklusionsabbildung ist. Das gesuchte g; ist jetzt nichts anderes als eine
Fortsetzung des Isomorphismus fj : 2 — fo(21) auf B. O

Satz 11.7 Hdéchstens abzihlbare algebraisch w—homogene Strukturen sind durch
ihr Skelett bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis:

I und N seien hochstens abzdhlbar, algebraisch w—homogen und mit dem glei-
chen Skelett K. Ahnlich wie im Beweis von T2 konstruieren wir einen Iso-
morphismus zwischen 9t und 91 als Vereinigung einer aufsteigenden Folge von
Isomorphismen zwischen endlichen Teilmengen von M und N. Dazu geniigt of-
fenbar die folgende Tatsache (und ihr Pendant mit vertauschten 9t und M), die
sofort aus der K—Saturierheit folgt.
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BEHAUPTUNG: Jede isomorphe Einbettung f; : A — 91 einer endlichen Teil-
menge A von 9 nach 9 148t sich, fiir jedes a € M, zu einer Einbettung
g1 : AU {a} — N fortsetzen. O

Satz 11.8 Sei K eine Klasse von endlichen L—Strukturen. Dann gibt es genau
dann eine hochstens abzdhlbare, algebraisch w—homogene L—=Struktur M mit dem
Skelett IC, wenn

a) K enthilt die leere Struktur.

b) Wenn 2y zu K gehort, gehiren auch alle Elemente des Skelettes von gy zu
K.

¢) (Amalgamation) Seien 2, By, B1 € K und f; : A — B;, (i =0, 1) isomorphe
Einbettungen. Dann gibt es ein € € K und zwei Finbettungen g; : B; — €,

sodafl goo fo =g10 f1-
¢
N
B B,
\ A
A

Wir wollen zeigen, dafl das Skelett von 9t die Amalgamationseigenschaft hat,
wenn I algebraisch w-homogen ist. Dazu seien 2, By, B1, fo und f; gegeben.
Wir kénnen annehmen, dafl By C 2. Nach der obigen Bemerkung gibt es ein
g1 :B1 = M mit fo = g1 o f1. Wihle fiir € eine endliche Unterstruktur von 91,
die By und das Bild von g; enthélt. Schlielich nimmt man fiir gg : B¢ — € die
Inklusion.

Beweis:

Nehmen wir umgekehrt an, daf§ X die Eigenschaften a,b,c hat. Wir wéhlen
eine Aufzéhlung (*8;);c. aller Isomorphietypen aus K. 9t konstruieren wir als
Vereinigung einer aufsteigenden Folge

(Z):mOCgﬁlc...

von Elementen von K. Nehmen wir an, dafl 9%; schon konstruiert ist. Wenn
i = 2n gerade ist, wihlen wir 91,11 als Spitze des Diagramms

M1
" N\
m; B, ,
" A

0
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wobei wir annehmen, daf gy die Inklusionsabbildung idgy, ist. Wenn ¢ = 2n 41
ungerade ist, geben wir uns zwei Strukturen 20 und 8 aus K und zwei Einbet-
tungen fo : A — M; und f1 : A — B vor. M, wihlen wir dann mit dem
Diagramm

i+1

m
o s
M, B
N A
A

Welche Einbettungen man sich vorgeben muf}, werden wir gleich sehen. Es ist
klar, dafl 9t das richtige Skelett hat. Denn die endliche Unterstrukturen von
M sind die Unterstrukturen der ;. Weil die IM; zu K gehoren, gehdren auch
ihre Unterstrukturen zu K. Andererseits ist ®B,, jeweils isomorph zu einer Un-
terstruktur von My, 1.

Zu zeigen bleibt, dafl 2 algebraisch w-homogen ist. Seien dazu A, B aus K
und Einbettungen fy : 2 — 9% und f; : % — B gegeben. Das Bild von fj liegt
fiir gentigend grofies j in 9;. Wahrend der Konstruktion der 91; achten wir
darauf, daf} irgendwann, fiir ein ungerades ¢ > j bei der Konstruktion von 9; 4
die Einbettungen fo : 2 — 9 und f; : A — B behandelt worden sind. (Das
geht, weil es — bis auf Isomorphie — fiir festes j hochstens abzahlbar viele M6g-
lichkeiten gibt.) Es gibt dann eine Einbettung g1 : 8 — 9,41 mit fo = g10f1. O

BEISPIEL:

Die Klasse der endlichen Graphen® hat offensichtlich die Amalgamationseigen-
schaft. Die zugehorige hochstens abzéahlbare algebraisch w-homogene Struktur
ist der Randomgraph.

9 Ein Graph (G, R) ist eine Menge G mit einer symmetrischen, irreflexiven biniren Relation.
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12 Primmodelle

Wir halten in diesem Abschnitt eine abzéhlbare, vollsténdige Theorie ohne end-
liche Modelle fest.

Definition 2l ist ein Primmodell von T', wenn 2l in alle Modelle von T ele-
mentar einbettbar ist.

Weil T immer abzéhlbare Modelle hat, miissen Primmodelle abzéhlbar sein. Weil
nicht—isolierte Typen in geeigneten Modelle ausgelassen werden (), werden
in Primmodellen nur isolierte Typen realisiert.

Definition Ein Modell 2 von T heifit atomar, wenn alle n—Tupel @ von Ele-
menten von 2l atomar sind. Das wiederum bedeutet, da8 die Typen™

tp(ag,...,an)

atomar sind.

Ein Tupel @ ist genau dann atomar, wenn es eine vollstéandige Formel erfiillt.

Satz 12.1 FEin Modell von T ist genau dann prim, wenn es abzdihlbar und ato-
mar ist.

Beweis:

Sei My abzédhlbar und atomar und 9 ein beliebiges Modell von 7. Wir kon-
struieren eine elementare Einbettung von 9%y nach 21 als Vereinigung einer
aufsteigenden Folge von elementaren Abbildungen

f+tA—B

zwischen endlichen Teilmengen A von My und B von M. Wir beginnen mit der
leeren Abbildung, die elementar ist, weil My und N elementar dquivalent sind.
Es geniigt zu zeigen, dafl wir jedes f fortsetzen konnen auf jede vorgegebene
Erweiterung AU {a}. Wir zeigen zuerst, daf der Typ p(z) von a iiber A atomar
(beziiglich der Theorie Th((9%)a4)) ist. Das heiit, dal p von einer L(A)-Formel
7(z) erzeugt wird:™

p(x) = (d(x,a))a = {b(x) | Y(x) L(A)-Formel, My =V (7(z) = ¥(z))}

Sei @ ein Tupel, das die Elemente von A aufzihlt und ¢(x,Z) eine L-Formel,
die den Typ von aa erzeugt, dann wird offensichtlich p(x) von ¢(z,a) erzeugt.

Das Bild f(p) von p unter f (vgl. S. BO) ist ein {iber B definierter atomarer
Typ, der von ¢(z, f(a)) erzeugt wird. Atomare Typen lassen sich immer rea-
lisieren (nédmlich durch jede Realisierung der erzeugenden Formel). Sei b € M
eine Realisierung von f(p). Dann ist fU{(a,b)} ein elementare Fortsetzung von

f. 0

19 tp(@) = tp(a/0)
11 (Z) heiBt dann atomar, oder vollstindig, iiber A.
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Satz 12.2 Alle Primmodelle von T sind isomorph.

Beweis:

Seien My und N, zwei Primmodelle. Weil Primmodelle atomar sind, kénnen wir
endliche elementare Abbildungen zwischen My und M) auf beliebig vorgegebene
Elemente aus beiden Modellen fortsetzen. Weil 9ty und 9 abzahlbar sind, folgt
daraus (wie im Beweis von [T2) die Isomorphie. O

Definition In T liegen die isolierten Typen dicht, wenn eine der beiden fol-
genden #quivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Jede konsistente L-Formel ¢(z1,...,x,) gehort zu einem isolierten Typ
p(x1, ... xn) € Sp(T)

2. Jede konsistente L-Formel ¢(x1, ..., z,) wird von einer vollsténdigen For-
mel ¢(z1,...,x,) impliziert:

T VT (¢(T) = (7))

Satz 12.3 T hat genau dann ein Primmodell, wenn die isolierten Typen dicht
liegen.

Beweis:

Konsistente Formeln 1 (Z) werden in allen Modellen realisiert. Wenn es ein ato-
mares Modell gibt, wird ¢(Z) von einem atomaren Tupel @ realisiert. ¢(Z) gehort
also zum atomaren Typ tp(a).

My ist genau dann atomar, wenn es fiir alle n die Formelmenge

Yoz, .. xn) = {0d(x1, ... ) | @21, ..., 2,) vollstindig}

ausldBt. Wenn alle ¥,, lokal ausgelassen werden, gibt es also (nach der Fol-
gerung aus M) ein abzéihlbares atomares Modell. ¥,, wird genau dann lokal
ausgelassen, wenn es fiir alle konsistenten ¢(x1,...,x,) eine vollstindige For-
mel ¢(x1,...,x,) gibt, fiir die T VZ (¥(T) — —¢(T)). Weil ¢(Z) vollstéindig
ist, bedeutet das aber T+ VT (¢(ZT) — (T)). ¥y, wird also genau dann lokal
ausgelassen, wenn die isolierten n—Typen dicht liegen. O

BEISPIEL:

L besitzt fiir jedes s € <2 ein einstelliges Pridikat P;. Die Axiome von T'
driicken aus, dafl die P; das Universum binér zerlegen: (s durchlduft alle endli-
chen 0—1-Folgen)

Va Py(x)

Jz Ps(x)

o Vz ((Pso(z)V Pa(z)) < Ps(x))
Vo —(Pso(x) A Psi())
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T ist eine vollstéandige Theorie mit Quantorenelimination. Weil es keine voll-
stéandigen Formeln gibt, gibt es auch kein Primmodell.

Definition Eine Familie von Formeln ¢4(Z), (s € <“2) heifit binérer Baum,
wenn fiir alle s

a) W ((d)sO \ (bsl) — ¢s)
b) VZ —(¢s0 A Ps1)

Satz 12.4 Eine schmale Theorie hat keinen bindren Baum von konsistenten
Formeln. Wenn T keinen bindren Baum von konsistenten Formeln hat, liegen
die isolierten Typen dicht.

Tatséchlich gilt auch die Umkehrung der ersten Behauptung: Theorien ohne
bindre Badume von konsistenten Formeln sind schmal.

Beweis: (des Satzes)

Sei ((ﬁs(xl, ... ,xn)) ein bindrer Baum von konsistenten Formeln. Dann ist fiir
jedes n € “2 die Menge
{6:s@) | s <}

konsistent, 148t sich also zu einem p,(Z) € S,(T") erweitern. Die p,(Z) miissen
alle verschieden sein, und T ist nicht schmal.

Wenn die isolierten Typen nicht dicht liegen, gibt es eine konsistente Formel
o(x1,...,x,), die von keiner vollsténdigen Formel impliziert wird. Solche For-
meln nennen wir perfekt. Weil perfekte Formeln nicht vollstdndig sind, kann man
sie in zwei ,,disjunkte* konsistente Formeln zerlegen, die natiirlich selbst wieder
perfekt sind. So 148t sich ein bindrer Baum aus perfekten Formeln konstruieren.
O
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Kapitel 5

N;—kategorische Theorien

13 Indiscernibles

Definition [ sei eine lineare Ordnung und 2 eine L—Struktur. Eine Familie
(a;)ier von Elementen von A heifit Folge von Indiscernibles, wenn fiir alle L—-
Formeln ¢(z1,...,z,) und alle i1 < ... < i, und j; < ... < j, aus |

A ': (;ﬁ(ai“...,ain) <~ ¢(aj1,...,ajn).

Wenn zwei der a; gleich sind, miissen alle a; gleich sein. Man nimmt also im
allgemeinen an, dafl die a; paarweise verschieden sind.

Satz 13.1 Wenn T unendliche Modelle hat, hat T ein Modell mit einer Fol-
ge (a;)ier von (verschiedenen) Indiscernibles. Die lineare Ordnung I lafit sich
beliebig vorgeben.

Wir brauchen aus der Kombinatorik den Satz von Ramsey. Dabei verwenden
wir die Notation [A]™ fiir die Menge aller n—elementigen Teilmengen von A.

Hilfssatz (Satz von Ramsey) Sei A unendlich, n € N. [A]" sei zerlegt in
die Klassen Cq,...Cy. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge von A, deren
n—elementige Teilmengen alle in derselben Klasse liegen.

Beweis: (von [30)

Wir nehmen uns eine linear geordnete Menge C' von neuen Konstanten, die
isomorph zu I ist. Wir betrachten die Theorie

Te=TU{~c=d|c#de CtU{s@) < ¢(d) | $(F) L-Formel, ¢,d € C}.

Dabei durchlaufen die  und d aufsteigend geordnete Tupel aus C. Wir haben
zu zeigen, dafl T konsistent ist. Dazu sei C eine endliche Teilmenge von C' und
A eine endliche Menge von L-Formeln. Es geniigt zu zeigen, dafl

Teon =TU{-c=d|c#de Colu{e) < ¢(d) | () € A, e.d e Co}
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konsistent ist. Wir kénnen annehmen, daf} die Elemente von A Formeln in den
freien Variablen z1,...,z, sind und dafl alle Tupel ¢ und d dieselbe Linge n
haben.

Jetzt sei 9 ein unendliches Modell von 7" und A eine unendliche Teilmenge
von M. Wir versehen A mit einer linearen Ordnung und definieren mit

a~b & ME o(a@) < ob) fir alle ¢(x1,...,1,) € A,

wobei @ und b aufsteigend geordnete n-Tupel aus A, eine Aquivalenzrelation
auf [A]™, die héchstens 2I21 viele Klassen hat. Nach dem Satz von Ramsey gibt
es eine unendliche Teilmenge B von A, deren n—elementige Teilmengen alle in
derselben Aquivalenzklasse liegen. Wir interpretieren die ¢ € Cy durch b, in B,
die ebenso geordnet sind wie die ¢. Dann ist (9, b.)cec, ein Modell von T, -
O

Lemma 13.2 Wenn T abzdihlbar ist und das Modell N von einer wohlgeord-
neten Folge (a;) von Indiscernibles erzeugt wird, werden tber jeder abzihlbaren
Teilmenge von M nur abzdhlbar viele Typen realisiert.

Beweis:

Wenn A = {a; | i € I}, hat jedes Element b von M die Form b = ¢(a) fiir einen
L-Term t und ein Tupel @ aus A.
S sei eine abzihlbare Teilmenge von M. Wir schreiben

S = {t"(@") | n € N}.

Sei Ag = {a; | i € Iy} die (abzéhlbare) Menge der Elemente, die in den a"
vorkommen. Dann ist jeder Typ tp(b/S) bestimmt durch tp(b/Ag), weil jede
L(S)-Formel

o(z, t;m1 (a™),...)

als L(Ag)-Formel ¢(z,t,, (a™),...) aufgefalt werden kann.

Der Typ von b = (@) iiber Ag wiederum héingt nur von ¢(Z) (abzéhlbar viele
Moglichkeiten) und dem Typ tp(a/Ag) ab. Wir schreiben @ = a; fiir ein Tupel
i aus I. Weil die a; Indiscernibles sind, hingt der Typ nur vom quantorenfreien
Typ tpqe(i/Io) in der Struktur (I, <) ab. Dieser Typ wiederum von tpq¢ (i) (end-
lich viele Moglichkeiten) und von den Typen p(x) = tpge(i/ly) der Elemente i
von 4. Es gibt drei Arten solcher Typen:

1. 7 ist groBer als alle Elemente von Ij

2. 1 ist ein Element ig von I,

3. Fiir ein iy € I ist ¢ kleiner als iy aber grofler als alle Elemente von
{717 <o}

Im ersten Fall liegt der Typ schon fest, in den anderen Féllen wird der Typ von ig
bestimmt. Das ergibt fiir jede Komponente von 7 abzéhlbar viele Moglichkeiten.
O
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Definition Sei L eine Sprache. Eine Skolemtheorie Tgy (L) ist eine Theorie in
einer Spracherweiterung Lgi mit folgenden Eigenschaften:

a) Tgk(L) hat Quantorenelimination.

b) Tsk(L) ist universell.

c) Jede L-Struktur 148t sich zu einem Modell von Tgy(L) expandieren.

)
)
)
d) |Lgk| < max{|L|,Ro}

Satz 13.3 Flr jedes L gibt es eine Skolemtheorie.

Beweis:

Wir definieren eine aufsteigende Folge von Sprachen
L=LyClLiCLyC...,

indem wir fiir jede L;~Formel ¢(z1, ..., %y, y) eine n-stellige Skolemfunktion fq
einfithren und L;; definieren als die Vereinigung von L; und der Menge dieser
Funktionszeichen. Lgy ist die Vereinigung allerL;. Wir setzen

Tsx = {V;E (Hy o(T,y) — o(T, fo(T ‘ d(T,y) Lsk— Formel}

Folgerung 13.4 Wenn T abzdhlbar ist und unendliche Modelle hat, hat T in
jeder Machtigkeit ein Modell, in dem tiber jeder abzdhlbaren Teilmenge nur ab-
zdhlbar viele Typen realisiert werden.

Beweis:

Betrachte die Theorie T* = T'U Tgy(L). Es ist klar, da} T* abzédhlbar ist, ein
unendliches Modell hat und Quantorenelimination hat.

Behauptung: T ist universell

Beweis: Modulo Tgk (L) ist jedes Axiom ¢ von T' zu einer quantorenfreien Lgy—
Aussage ¢* dquivalent. T* ist also dquivalent zu der universellen Theorie {¢* |
¢ € T}HUTsk(L).

Sei I eine Wohlordnung der Méchtigkeit x und 91" ein Modell von T mit
Indiscernibles (a;);e;. Weil T* universell ist, ist die von den a; erzeugte Un-
terstruktur 9t* ein Modell von T*. 9* hat die Machtigkeit x. Weil T* Quan-
torenelimination hat, ist 9 < 9*, also ist die Familie (a;) auch indiscernible
in 9T*. Mit 332 schlieBen wir, dafl in 9™ iiber jeder abzihlbaren Menge nur
abzéhlbar viele Typen realisiert sind. Das gleiche gilt dann fiir 9 =9 | L. O
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14 w-—stabile Theorien

Wir halten in diesem Abschnitt eine abzéhlbare, vollsténdige Theorie ohne end-
liche Modelle fest.

Definition T heifit w-stabil, wenn fiir alle 9t |= T und alle abzéhlbaren Teil-
mengen A C M die Menge S(A) der Typen iiber A abzéhlbar ist.

Satz 14.1 Wenn T in einer tiberabzdhlbaren Kardinalzahl k kategorisch ist, ist
T w-stabil.

Beweis:

Sei 9 ein Modell mit einer abzéihlbaren Parametermenge A, iiber der es iiber-
abzihlbar viele Typen gibt. Seien (b;);e; Ri—viele Elemente mit paarweise ver-
schiedenen Typen iiber A. (Wir kénnen annehmen, dafl alle Typen iiber A in
N realisiert sind.) Wir wihlen zuerst eine elementare Unterstruktur 9y, die A
und die b; enthélt und die Méchtigkeit ¥; hat. Dann wéhlen wir eine elementare
Erweiterung 9 von My der Méchtigkeit x. 21 ist ein Modell der Méchtigkeit
K, in dem iiber einer abzadhlbaren Menge iiberabzdhlbar viele Typen realisiert
sind. Nach 33 hat T auch ein Modell, in dem es so etwas nicht gibt. T" kann
also nicht k—kategorisch sein. O

Definition T heifit total transzendent, wenn es in keinem Modell 91 von T
einen bindren Baum von konsistenten L(M )-Formeln gibt.

Satz 14.2 w-stabile Theorien sind total transzendent.

Fiir abzéhlbare Theorien gilt auch die Umkehrung (I6).

Beweis:

Sei M ein Modell mit einem bindren Baum von konsistenten L(M )-Formeln. Sei
A die Menge der in den Formeln des Baumes vorkommenden Parameter. Dann
gibt es (siehe [ZA) iiber A iiberabzihlbar viele Typen. O

Definition Ein Modell 9t von T heifit Primerweiterung der Teilmenge A, wenn
sich jede elementare Abbildung A — 91 zu einer elementaren Einbettung 9t — 9
fortsetzen 148t.

m

N
ida

A

Satz 14.3 Wenn T total transzendent ist, hat jede Teilmenge eines Modells von
T eine Primerweiterung. Primerweiterungen sind atomar.
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Beweis:

Sei M ein Modell von T und A eine Teilmenge von M. Wir nennen ein n—Tupel
b € M atomar iiber A, wenn der Typ tp(b/A) atomar ist.

Wir konstruieren jetzt eine elementare Unterstruktur 9ty < 91, die A enthélt
und konstruktibel iiber A ist. Das heifit, daf} fiir eine Ordinalzahl A

My=AU{as | a <A},
wobei jeweils a, atomar iiber
Ay =AU{ag | B < a}

ist. Dazu nehmen wir an, dafi (aq)a<x eine Konstruktion ist, die sich nicht
mehr um ein Element ay € M \ A, verlingern 1d8t, und zeigen mit Tarskis
Test, dafl Ay Universum einer elementaren Unterstruktur 9, ist. Sei dazu ¢(z)
eine L(A))-Formel und 9 |= 3z ¢(x). Weil die isolierten Typen iiber Ay dicht
liegen (IZ34), gibt es einen isolierten Typ p(z) € S(Ay), der ¢(x) enthilt. Sei b
eine Realisierung von p(x) in M. Wir kénnten mit ay = b unsere Konstruktion
fortsetzen, also ist b € Ay.

Konstruktible Erweiterungen sind immer prim. Denn sei f : A — 9 ei-
ne elementare Abbildung. Wir definieren induktiv eine aufsteigende Folge von
elementaren Abbildungen fo : Ao U{as} — 9. Wenn die fg fiir alle § < a
definiert sind, ist ihre Vereinigung® eine elementare Abbildung f/ : A, — .
Sei p(z) = tp(aa/Aq). Weil p isoliert ist, ist ¢(z) = fL(p) (itber dem Bild

von f!) isoliert. Also gibt es eine Realisierung b von ¢(z) in 9. Wir setzen

foc = fl; U {<aa7b>}-
SchlieBlich ist die Vereinigung aller f, (o < A) eine elementare Einbettung
93?0 — M.

Konstruktible Erweiterungen sind atomar. Sei ndmlich @ ein Tupel von Ele-
menten aus My. Wir wollen zeigen, dafl @ atomar iiber A ist. Es ist klar, daf3
wir annehmen koénnen, dafl die Elemente von @ paarweise verschieden sind und
nicht alle zu A gehoren. Auflerdem kommt es auf die Reihenfolge der Elemente
nicht an. Also kénnen wir annehmen, daf

a=aub

fiir ein Tupel b aus A,. Sei ¢(x,¢) eine Formel, die a, iiber A, isoliert. Dann
ist a, auch atomar iiber AU {bc}. Wenn wir induktiv vorgehen, wissen wir, daf
be atomar iiber A ist. Lemma 0273 liefert, dafl a,b¢ atomar iiber A ist?, woraus
wiederum folgt, daB @ = anb atomar iiber A ist.

Weil es mindestens eine konstruktible Erweiterung 91y von A gibt und weil
alle Primerweiterungen von A in 9 stecken®, sind alle Primerweiterungen ato-
mar. o

Lemma 14.4 Wenn T total transzendent ist, liegen tiber jeder Parametermenge
die isolierten Typen dicht.

! Fiir f) nehmen wir f.
2 Wir wenden das Lemma auf (o) 4 an.
3Sie sind iiber A isomorph zu elementaren Unterstrukturen von M.
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Beweis:

Sei A eine Teilmenge von 9. Th(9 4) hat keinen bindren Baum von konsistenten
Formeln (in einer Variablen). Daraus folgt, daff in Th(9t4) die isolierten 1-
Typen dicht liegen (IZA). O

Lemma 14.5 a und b seien zwei endliche Tupel von FElementen eines Modells
M. Dann ist tp(a,b) genau dann atomar, wenn tp(a/b) und tp(b) atomar sind.

Beweis:

Zuerst nehmen wir an, daf tp(a, b) von ¢(z,y) isoliert wird.

Dann wird, erstens, tp(a/b) von ¢(x,b) isoliert. Denn einerseits ist ¢(z,b) €
tp(a/b). Wenn andererseits p(x,b) € tp(a/b), ist p(z,y) € tp(a,b) und es folgt
M =V, y (6(x,y) = p(x,y)) und darum M | Vo (4(x,b) — p(a,b)).

Zweitens wird p(y) = tp(b) von Iz ¢(x, y) isoliert. Denn einerseits ist Iz ¢ (z,y) €
p(y). Andererseits, wenn o(y) € p(y), so ist M = Va,y (¢p(z,y) — o(y)), was
bedeutet, da8 M = Yy (3zp(x,y) — o(y)).

Dann sei, umgekehrt, tp(a/b) isoliert von p(z,b) und p(y) = tp(b) isoliert
von o(y). Dann wird tp(a, b) von p(z,y) A o(y) isoliert. Denn einerseits ist klar,
daBl p(z,y) A o(y) € tp(a,b). Sei andererseits ¢(x,y) € tp(a,b). Dann gehort
¢(z,b) zu tp(a/b) und es folgt M |= Vz (p(z,b) — ¢(x,b)). Also ist

Va (p(x,y) — ¢(x,y)) € py)

und es folgt
M = Vy (o(y) = Y (p(z,y) = ¢(z,y))).

Also M =V, y (p(z,y) No(y) = é(2,y)). O

Satz 14.6 (Lachlan) T sei total transzendent und 9 ein iberabzdihlbares Mo-
dell von T. Dann hat M fir jedes k > |M| eine elementare Erweiterung der
Mdchtigkeit x, in der jede abzihlbare Menge von L(M)-Formeln ausgelassen
wird, die in N ausgelassen wird.

Beweis:
Wir nennen eine L(M )-Formel ¢(z) tiberabzihlbar, wenn die Erfillungsmenge
(M) = {m € M | M= ¢(m)}

iiberabzéhlbar ist. Weil es keinen bindren Baum aus iiberabzéhlbaren Formeln
gibt, gibt es eine minimale iiberabzéhlbare Formel ¢p(x). Das heifit, daf fiir
jede L(M)-Formel 9(x) entweder ¢o(x) A (z) oder ¢o(z) A —tp(x) hdchstens
abzahlbar ist. Man sieht nun leicht, daf3

p(z) = {¥(x) | po(x) A 1p(z) iiberabziahlbar}
ein Typ aus S(M) ist.
p(z) enthiilt nur iiberabzéhlbare Formeln, also keine Formel der Form = = a

fiir ein a aus M. p(z) wird also nicht in M realisiert. Andererseits wird jede
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abzdhlbare Teilmenge II(x) von p(z) in 9 realisiert. Denn die ¢o(9M) \ (M)
sind fiir alle ¢(z) € II(z) hochstens abzdhlbar. Die Elemente von ¢o(90), die
auerhalb der Vereinigung dieser Mengen liegen, realisieren II(x).

Sei a eine Realisierung von p(z) in einer (echten) elementaren Erweiterung
M. Wegen @3 kénnen wir annehmen, dafl 91 atomar iiber M U {a} ist.

Wir halten ein b € N fest. Sei ¢(y) = tp(b/M U {a}) durch x(a,y) isoliert
(x(z,y) eine L(M)-Formel). Wenn b eine L(M)-Formel o(y) erfiillt, ist also
N = Yy (x(a,y) — o(y)). Die Formel

o*(z) =Yy (x(z,y) — o(y))

gehort also zu p(x). Wir vermerken auBerdem, dafi auch 3y x(z,y) zu p(x) ge-
hort.

Sei nun ¥(y) eine abzdhlbare Menge von L(M)-Formeln, die alle auf b zu-
treffen. Wir withlen uns ein o’ € M, das alle o*(z) (0 € X) und dazu Jy x(z,y)
erfiillt. Dazu gibt es dann ein &' € M mit M = x(a’,b’). Die Giiltigkeit von
o*(a’) hat zu Folge, dafl M = o(b'). Also wird 3(y) von b’ realisiert.

Wir haben gezeigt, dal 90t eine echte elementare Erweiterung hat, in der
keine neuen abzihlbaren Mengen von L(M )-Formeln realisiert werden. Durch
Tteration erhélt man beliebig lange Ketten von elementaren Erweiterungen mit
der behaupteten Eigenschaft. O
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15 Vaughtsche Paare

Wir halten in diesem Abschnitt eine abz#hlbare, vollstindige Theorie T' ohne
endliche Modelle fest.

Definition Eine L-Struktur 9% heiffit w—homogen, wenn sich jede elementare
Abbildung zwischen endlichen Teilmengen von 9t auf jede endliche Erweiterung
des Definitionsbereichs fortsetzen 1483t.

M ist genau dann w-homogen, wenn fiir alle endlichen Teilmengen A, alle ele-
mentaren Abbildungen f: A — M und alle p(z) € S(A)

p in M realisiert = f(p) in M realisiert .

Satz 15.1 T sei eine vollstindige, abzihlbare Theorie ohne endliche Modelle.

1. Jedes abzdhlbare Modell von T hat eine abzdhlbare, w—homogene elemen-
tare Erweiterung.

2. Die Vereinigung einer elementaren Kette von w—-homogenen Modellen ist
wieder w—homogen.

3. Zwei w-homogene abzihlbare Modelle von T sind isomorph, wenn sie die-
selben n—Typen realisieren.

Beweis:
M. Sei My ein abzdhlbares Modell von T'. Die abzidhlbar vielen Typen

{f(tp(a/A)) | A C My endlich, f: A — My elementar}

realisieren wir in der abzdhlbaren elementaren Erweiterung 91;. Dann wenden
wir auf 9t; dasselbe Verfahren an, etc. Wir erhalten eine elementare Kette

Mo <My < ...,

deren Vereinigung offensichtlich w—homogen ist. Man vergleiche den dhnlichen
Beweis von [TH.

2. Klar
B. Wie der Beweis von [I4. O

Definition Zwei Modelle 9 < 91 von T bilden ein Vaughtsches Paar® fiir die
L-Formel ¢(x), wenn

a) M#N,

4Man vergleiche die Definition auf Seite BS.
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b) (M) unendlich ist,
c) ¢(M) = (N

Sei M ein Modell von T, in dem ¢() unendlich ist, aber kleinere Miich-
tigkeit als 91 hat. Der Satz von Loéwenheim—Skolem liefert uns eine elementare
Unterstruktur 9 von N, die ¢(M) enthilt und die gleiche Méchtigkeit wie ¢(97)
hat. 9t < N ist ein Vaughtsches Paar fiir ¢(x). Der néchste Satz zeigt, daf man
diese Uberlegung umkehren kann.

Satz 15.2 (Vaughtscher Zwei-Kardinalzahlsatz) Wenn T ein Vaughtsches
Paar fir ¢(x) hat, hat T ein Modell M der Mdchtigkeit Ry, in dem ¢(9N) ab-
zdhlbar st.

Beweis:

Sei P ein neues Priadikat. Man kann leicht eine L(P)-Theorie Typ angeben,
deren Modelle (M, M) aus einer L-Struktur 91 und einer Teilmenge M bestehen,
die Universum einer elementaren Unterstruktur 9 ist und zusammen mit 2N
ein Vaughtsches Paar fiir ¢(x) bildet. Wir kénnen daraus schlielen, dafi T' ein
abzdhlbares Vaughtsches Paar 0y < 9y (fiir ¢(x)) hat.

Jetzt konstruieren wir eine elementare Kette
(mo,Mo) =< (‘ﬁl,Ml) < ...

von abzéhlbaren Vaughtschen Paaren, mit dem Ziel, dal beide Komponenten
des Vereinigungspaares
M <N

w—homogen sind und dieselben n—Typen realisieren. Wenn (9;, M;) gegeben ist,
wihlen wir zuerst eine abzihlbare elementare Erweiterung (91, M’) mit: in DV
werden alle n—Typen realisiert, die in 91; realisiert sind. Dann wéhlen wir, wie
im Beweis von A (M) eine abzihlbare elementare Erweiterung (11, M;11)
von (M, M), in der sowohl M, als auch M;+; w-homogen sind.

Aus 57 () folgt, dafl 9t und 91 isomorph sind.

Dann konstruieren wir eine stetige elementare Kette

M <M < <MY <., (@< Ny)
mit (ML, M) =2 (M, M) fiir alle . Wir starten mit 9° = 9. Wenn 9
konstruiert ist, wéahlen wir einen Isomorphismus 97 — 91“ und setzen ihn zu
einem Isomorphismus 9N — 9+ fort (siehe 7). Fiir abzéhlbare Limeszahlen A

nehmen fiir M die Vereinigung der M* (o < ). IM? ist abziihlbar, w-homogen
und erfiillt die gleichen n-Typen, wie M. Also ist I = M.

Schliellich setzen wir

m=[J m*
a<N;p
Weil die 9% echt wachsen, hat M die Michtigkeit R;. Weil ¢(IM*) = ¢(MO)
fiir alle o, ist ¢(9) = ¢(IM°) abziihlbar. O
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Folgerung 15.3 Wenn T total transzendent ist und ein Vaughtsches Paar fir
¢(x) hat, hat T fiir alle iberabzihlbaren x ein Modell der Michtigkeit k, in dem
d(OM) abzihlbar ist.

Beweis:

Sei M ein Modell der Méchtigkeit Xy mit abzdhlbaren A = ¢(9M). Sei N ei-
ne elementare Erweiterung der Méichtigkeit « wie in [Z@. Die Formelmenge
{¢p(x)}U{r #a|aec A} wird in 9t und darum auch in 9t ausgelassen. Es folgt

P(N) = (M) O

Definition T hat ein Vaughtsches Paar, wenn es ein Modell 9 gibt und eine
L(M)-Formel ¢(x,a), fiir die Th(9M,a) ein Vaughtsches Paar® hat.

T hat also genau dann ein Vaughtsches Paar, wenn es zwei Modelle 2t < 91 von
T gibt und eine L(M)-Formel ¢(z) mit

a) M#£AM,
b) (M) unendlich ist,
c) ¢(IM) = $(N)

Folgerung 15.4 Wenn T in einer iberabzdhlbaren Mdchtigkeit kategorisch ist,
hat T kein Vaughtsches Paar.

Beweis:

Wenn T in einer iiberabziahlbaren Méichtigkeit s kategorisch ist, ist T' total
transzendent (IZ1). Wenn 7' ein Vaughtsches Paar fiir ¢(x) hitte, gébe es ein
Modell Mt der Méchtigkeit , in dem ¢(90) abzihlbar ist. Andererseits gibt es
aber immer ein Modell 90t der Méchtigkeit x, in dem die Erfiillungsmenge aller
L(M)-Formeln entweder endlich ist oder ebenfalls die Méchtigkeit  hat. Man
konstruiert 9t als Vereinigung einer stetigen elementaren Kette (MMy)a<, von
Modellen der Méchtigkeit x, wobei 441 so gewéhlt ist, dafl fiir alle L(M,,)—
Formeln ¢(z) mit unendlicher Erfiillungsmenge

¢(ma) & ¢(£ma+1)~
T wiére also nicht xk—kategorisch. O
Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dafl ein k—kategorisches T auch

N; —kategorisch ist (IGA). Fiir I54 hiitte es also geniigt zu zeigen, daf N;—
kategorische Theorien keine Vaughtschen Paare haben.

5Im Sinne der Definition auf Seite BB.
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16 Morley abwirts

Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, daf§ eine total transzendente Theorie
ohne Vaughtsche Paare kategorisch in jeder iiberabzéhlbaren Méchtigkeit x ist
(X3). Daraus folgt insbesondere, dafl k—kategorische Theorien R\;—kategorisch
sind. Wir geben hier einen separaten Beweis dafiir.

Wir fixieren wieder eine abzéhlbare vollstdndige Theorie T ohne endliche
Modelle.

Definition Sei x eine unendliche Kardinalzahl. T heifit xk—stabil , wenn es in
jedem Modell von T iiber jeder Parametermenge, die hochstens die Méchtigkeit
x hat, hochstens xk—viele Typen gibt.

Ng-stabil ist ein Synonym fiir w—stabil.

Lemma 16.1 Wenn T total transzendent ist, ist T k—stabil fir alle k.

Beweis:

Nehmen wir an, daf§ es iiber der Menge A mehr als k—viele Typen gibt. Eine
grofie Formel ist eine L(A)-Formel, die zu mehr all k—vielen Typen aus S(A)
gehort. Unsere Annahme bedeutet, dafl = x grof ist. Wenn wir zeigen koénnen,
daf sich jede grofle Formel in zwei grofle Formeln zerlegen 148t, konnen wir einen
bindren Baum aus groflen Formeln konstruieren und sind fertig.

Sei also ¢ grofl. Weil jede kleine Formel hochstens zu x—vielen Typen gehort,
und weil es hochstens k—viele Formeln gibt, gibt es hochstens k—viele Typen, die
kleine Formeln enthalten. ¢ gehort also zu zwei verschiedenen Typen p und g,
die nur grofle Formeln enthalten. Wir trennen p und ¢ durch ¢ € p und - € ¢
und haben ¢ zerlegt in ¢ A und ¢ A —). O

Definition Ein Modell 9t der Michtigkeit « heifit saturiert, wenn in 9t al-
le Typen iiber Parametermengen, die eine kleinere Méchtigkeit als x haben,
realisiert sind.

Lemma 16.2 Elementar dquivalente, saturierte Strukturen von gleicher Mdch-
tigkeit sind isomorph.

Beweis:

2l und ‘B seien elementar dquivalent, saturiert und beide von der Méchtigkeit .
Wir withlen Aufzihlungen® (a4 )a<x und (b )a<x von A und B und konstruieren
eine aufsteigende Folge von elementaren Abbildungen f, : A, — B,. Wenn die
fs schon fiir alle 8 < a konstruiert sind, bilden wir zunéchst die Vereinigung
dieser fz und nennen sie f. f* : A% — B ist elementar”. Wir sehen aus der
Konstruktion, da$ A% und B hochstens die Méchtigkeit ||, also eine kleinere
Miéchtigkeit als x haben.

Wir schreiben oo = A + n (wie auf S. B3) und unterscheiden zwei Fille:

6Kardinalzahlen sind Ordinalzahlen. Vgl. S. Ea.
"Wenn o = 0 ist f* = () elementar, weil 2 und B elementar dquivalent sind.
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n = 21.
Dann betrachten wir p(z) = tp(ax+i/A%). Wir realisieren fX(p) durch b € N
und setzen

fa = f; U {<a>\+i7b>}'

n=2+1.
Wir finden in der gleichen Weise eine Fortsetzung

fo = faU{{a,bryi)}-

Die Vereinigung der f,, (o < k), ist der gesuchte Isomorphismus zwischen 2
und *B. O

Satz 16.3 T ist genau dann k—kategorisch, wenn alle Modelle der Mdchtigkeit
K saturiert sind.

Beweis:

Fiir K = N folgt der Satz aus (dem Beweis von) IT. Nehmen wir also an, dafl
k iiberabzéhlbar ist.

Wenn alle Modelle der Méchtigkeit x saturiert sind, ist wegen A T' k—katego-
risch. Sei, umgekehrt, T' k—kategorisch. Dann ist T total transzendent (20 und
[22) und daher x—stabil (IG).

Daraus folgt, daf T fiir alle A < & ein AT —saturiertes Modell 9t der Michtigkeit
# hat. Um das einzusehen konstruieren wir eine stetige elementare Kette

Moy <My ... <My < ... (a<AT),

aus Modellen von 7', die die Méchtigkeit x haben. Dabei realisieren wir in 90,41
alle p € S(M,,). Das ist moglich, weil S(M,,) die Méchtigkeit x hat und T k-
stabil ist. SchlieBlich sei das Modell 9t die Vereinigung dieser Kette. Dann ist 9t
AT—saturiert in folgendem Sinn: Jeder Typ iiber einer Teilmenge A C M, die
eine kleinere Michtigkeit als A* hat®, wird in 90 realisiert. Denn wenn a € A
in M, liegt, ist A = (J,c4 a(a) ein Anfangsstiick von AT, das hochstens die
Méchtigkeit A hat. A hat also eine obere Schranke p < A\*. Es folgt A C M,,.
Alle Typen iiber A werden in 9,1 realisiert.

Weil T x—kategorisch ist, sind alle Modelle der Michtigkeit x A*T—saturiert fiir
alle A < k und daher saturiert.

O

Folgerung 16.4 Wenn T k-kategorisch ist, ist T auch Ri-kategorisch.

Die Folgerung ist die Abwdirts—Halfte des Satzes von Morley, [Z4.

8 Also hochstens die Michtigkeit A hat.
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Beweis:

Wenn T nicht N;-kategorisch ist, gibt es ein Modell 90, der Méchtigkeit Ny,
das nicht saturiert ist. Es gibt also einen Typ p iiber einer abzéhlbaren Teil-
menge von M, der in 91 nicht realisiert wird. Wegen 2 und T2 kénnen wir
annehmen, da3 T total transzendent ist. Satz I4H liefert uns dann eine ele-
mentare Erweiterung 9 von 9, die die Méchtigkeit « hat und alle abzahlbaren
Formelmengen ausléflt, die auch in 91 ausgelassen werden. Insbesondere wird p
nicht realisiert. 91 ist also nicht saturiert, und 7" kann nicht x—kategorisch sein. O
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Kapitel 6

Die Baldwin—Lachlan
Theorie

Wir fixieren eine abzéhlbare vollstdndige Theorie T" ohne endliche Modelle.

17 Streng minimale Theorien

Sei M eine Struktur und A eine Teilmenge von M. Eine Menge der Form ¢(91)
fiir eine L(A)-Formel ¢(z) heiit A-definierbar.

Definition Sei 91 eine Struktur und A eine Teilmenge von M. Ein Element
a heifit algebraisch iiber A, wenn a Element einer endlichen A—definierbaren
Menge ist. acl(A), der algebraische Abschlufl von A, ist die Menge aller iiber A
algebraischen Elemente von 1.

In algebraisch abgeschlossenen Kérpern ist a € acl(A) genau dann wenn a al-
gebraisch (im Sinne der Korpertheorie) iiber dem von A erzeugten Korper ist.
Das liegt an der Quantorenelimination von Taak -

Der algebraische Abschluff von A wird nicht gréfler, wenn man zu einer
elementaren Erweiterung von 9t iibergeht. Denn eine L(A)-Formel, die in 9t
eine endliche Menge definiert®, definiert in jeder elementaren Erweiterung die
gleiche Menge. Man sicht leicht, daf |acl(A)| < max{|L|, |A|,No} (vgl. E).

Wir nennen einen Typ tp(a/A) algebraisch, wenn a algebraisch iiber A ist.
p(z) ist genau dann algebraisch, wenn p eine algebraische Formel ¢(x) enthilt.
Wenn man ¢(z) so wéhlt, dal ¢(91) minimal ist, wird p(z) von ¢(x) isoliert.
Die Zahl der Elemente von ¢(90t) nennt man den Grad oder die Multiplizitét
mult(p) von p.

Lemma 17.1 Sei p € S(A) nicht algebraisch und A C B. Dann hat p eine
nicht—algebraische Erweiterung q € S(B).

1Wir nennen eine solche Formel algebraisch.

72



Beweis:
qo(x) = p(x) U{—(x) | ¥(z) algebraische L(B)-Formel}

ist endlich erfiillbar. Denn sonst gibt es ein ¢(x) € p(z) und algebraische L(B)-
Formeln ¢y () ... 1, (x) mit

M = Vo (p(z) = 1(z) V... Vibn(2)).

Dann miifite aber auch ¢(z) endlich sein. Jetzt wihlen wir fiir ¢ einfach einen
Typ, der gg enthilt. O

Bemerkung p € S(A) ist genau dann algebraisch, wenn p in allen elemen-
taren Erweiterungen von 9 nur von endliche vielen (ndmlich mult(p) vielen)
Elementen realisiert wird.

Beweis:

Nehmen wir an, dafl p € S(A) nicht algebraisch ist und da8 wir schon Realisie-
rungen by,...,b, gefunden haben. Wir setzen p zu einem nicht—algebraischen
Typ g € S(AU {by,...,b,}) fort und wihlen fiir b, 1 eine Realisierung von q.
bn41 ist nicht algebraisch iiber A U {by,...,b,}, insbesondere verschieden von
b1,...,by. O

Lemma 17.2 9 und N seien elementar dquivalente Strukturen und f : A — B
eine elementare Bijektion zwischen zwei Teilmengen. Dann setzt sich f zu einer
elementaren Bijektion zwischen acl(A) und acl(B) fort.

Beweis:

Seig: A’ — B’ eine maximale Fortsetzung von f auf zwei Teilmengen von acl(A)
und acl(B). Sei a € acl(A). Weil a algebraisch tiber A’ ist, ist a atomar iiber A’.
Wir kénnen also den Typ g(tp(a/A’)) in 91 — durch b € acl(B) — realisieren und
erhalten eine Fortsetzung g U {(a,b)} von g. Es folgt a € A’. g ist also auf ganz
acl(A) definiert. Ebenso sieht man, dafl g surjektiv ist. O

Definition Sei X eine Menge und ¢l : P(X) — P(X). ¢l ist ein AbschluBope-
rator im Sinne von van der Waerden (oder ein Matroid), wenn fir alle A C X
und a,b € X

a) ACc(A)

b) cl(A) ist die Vereinigung aller cl(A’), wobei A’ alle endlichen Teilmengen von
A durchléuft.

¢) c(cl(A)) = cl(A)
d) Austauscheigenschaft .

a € cl(Ab) \ cl(A) = b € cl(Aa)
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Bemerkung Wenn X das Universum einer Struktur ist, hat acl die Eigen-
schaften m), B) und m).

Beweis:

Die Eigenschaften a) und B) sind klar. Fiir o) sei ¢ algebraisch iiber by,..., b,
und die b; algebraisch iiber A. Wir haben zu zeigen, daf} ¢ algebraisch iiber A
ist. ¢ erfiille die algebraische Formel ¢(z,b1,...,b,), die b; algebraische L(A)-
Formeln ¢;(y). Nehmen wir an, dal ¢(z,b,...,b,) von genau k Elementen
erfilllt wird. Die L(A)-Formel

Elyl . yn(agkz¢(z7yla s 7yﬂ) A ¢(Iay17 s 7yn))

ist dann algebraisch und wird von c erfiillt. O

Definition 7T heifit streng minimal, wenn in allen Modellen von T alle defi-
nierbaren Teilmengen endlich oder coendlich sind.

BEISPIELE:
Die folgenden Theorien sind streng minimal.

e T, die Theorie der unendlichen Mengen. In M sind {tiber der endlichen
Parametermenge A nur die Teilmengen S von A und ihre Komplemente
M\ S definierbar.

e Fiir einen Korper K die Theorie der unendlichen K-Vektorrdume. Uber
der endlichen Parametermenge A sind genau die endlichen Teilmengen des
von A erzeugten Unterraums und ihre Komplemente definierbar.

e Die Theorien Taak, und Taaxk, der algebraisch abgeschlossenen Korper
fester Charakteristik. Definierbare Mengen sind boolesche Kombinationen
von Nullstellenmengen {a € K | p(a) = 0} von Polynomen p(X) € K[X].
Nullstellenmengen sind entweder endlich oder, wenn p = 0, gleich K.

Bemerkung T ist genau dann streng minimal, wenn es tber jeder Parame-
termenge genau einen nicht—algebraischen Typ gibt.

Beweis: Der Beweis von Lemma [T zeigt auch, daf} sich jede nicht—algebraische
L(A)-Formel zu einem nicht-algebraischen Typ ¢ € S(A) fortsetzen 148t. Dar-
aus folgt leicht die Behauptung. O

Wenn T streng minimal ist, ist
1S(A)| < Jacl(A)] + 1.

Streng minimale Theorien sind also A—stabil fiir alle A und total transzendent.
Wenn ¢(9) koendlich ist und 9 eine echte elementare Erweiterung von 91, ist
auch ¢(M) eine echte Erweiterung von ¢(9M). Streng minimale Theorien kénnen
also keinen Vaughtschen Paare haben.
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Lemma 17.3 In Modellen einer streng minimalen Theorie definiert der alge-
braische Abschlufl eine Matroidstruktur.

Beweis:

Sei a nicht algebraisch tiber b und b nicht algebraisch iiber (). Wegen der obigen
Bemerkung haben alle derartigen Paare ab denselben Typ p(x,y). Sei B eine
unendliche Menge von nicht—algebraischen Elementen? und a’ nicht-algebraisch
iiber B. Weil alle b € B denselben Typ p(a’,y) iiber a’ haben, ist kein ¥’
algebraisch iiber a’. Also ist auch b nicht algebraisch iiber a. O

Definition Sei (X, cl) ein Matroid. Eine Teilmenge A von X ist

1. unabhingig, wenn a & cl(A\ {a}) fir alle a € A.
2. ein Erzeugendensystem, wenn X = cl(A).

3. Basis, wenn A ein unabhéngiges Erzeugendensystem ist.

Bemerkung Bijektionen zwischen unabhdngigen Teilmengen von Modellen ei-
ner streng minimalen Theorie sind elementar.

Beweis:

Wenn by, ..., b, unabhiingig sind, ist tp(b1) der (einzige) nicht—algebraische Typ
iiber (), tp(ba/b1) ist der nicht—algebraische Typ iiber b; und so fort. SchlieSlich
ist tp(bn /b1 ...by—1) der nicht—algebraische Typ iiber b; ...b,_1. Dadurch ist
tp(b1,...,b,) eindeutig bestimmt. O

Lemma 17.4 FEin unabhdingige Teilmenge eines Erzeugendensystems lafit sich
zu einer Basis erweitern.

Beweis:

Sei U eine unabhéngige Teilmenge des Erzeugendensystems E. B sei ein maxi-
male unabhéingige Teilmenge von E, die U enthélt. Wir zeigen, daf§ B eine Basis
ist. Dazu sei e ein beliebiges Element von E, das nicht zu cl(B) gehort. Sei b € B
beliebig. Dann ist b & cl(B \ {b}), woraus mit der Austauscheigenschaft folgt,
daB b & cl(B\ {b} U{e}). Also ist BU {e} unabhéngig, was der Maximalitéit von
B widerspricht. Wir haben also E C cl(B) und B ist ein Erzeugendensystem. O

Satz 17.5 Streng minimale Theorien sind kategorisch in allen tiberabzihlbaren
Mdichtigkeiten.

Beweis:

Sei k iiberabzéhlbar und 9%, und My zwei Modelle der Méchtigkeit x. Wir
wéhlen zwei Basen By und Bs von 917 und 91;. Weil « iiberabzdhlbar ist,

2Wir finden ein solches B in einer elementaren Erweiterung des betrachteten Modells.
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haben B; und By die Méichtigkeit . Sei f : By — By eine Bijektion. f ist
eine elementare Abbildung, die sich zu einem Isomorphismus der algebraischen
Abschliisse My und Ms fortsetzt (ICT2). O

Definition Sei (X,cl) ein Matroid und S eine Teilmenge. Man kann aus S
zwei neue Matroide definieren, die Einschrinkung (S, cI®) und die Relativierung
(X, clg), wobei

cd(A) = c(A)NS,
cs(A) = d(AUS).

Bemerkung Sei A eine Basis von (S,cl®) und B eine Basis von (X,clg).
Dann ist die (disjunkte) Vereinigung AU B eine Basis von (X, cl).

Beweis:

Dafl AU B ein Erzeugendensystem ist, ist klar. Weil B unabhéngig tiber S ist,
ist b clg(B\{b}) = cl(AUB\ {b}) fiir alle b € B. Sei a € Aund A’ = A\ {a}.
Wir miissen zeigen, dal a ¢ cl(A’ U B). Wenn nicht, gébe es eine Teilmenge
B’ von B und ein b € B mit a € cl(A"UB U{b}) und a & cl(A’ U B’), denn
a ¢ cl(A’). Daraus wiirde b € cl(AU B’) folgen. O

A nennt man eine Basis von S und B eine Basis tiber oder relativ zu S.

Lemma 17.6 Alle Basen eines Matroids haben dieselbe Mdchtigkeit.

Beweis:

Seien A und B zwei Basen von X. Zuerst wéhlen wir fiir jedes a € A eine
(minimale) endliche Teilmenge B, von B mit a € cl(B,). Weil die Vereinigung
der B, ein Erzeugendensystem ist, ist B = |J,c 4 Bs. Symmetrischerweise ist
A = Jpep A Daraus folgt, daBl A genau dann endlich ist, wenn B endlich ist,
und daf |A| = |BJ, wenn A und B unendlich sind.

Nehmen wir also an, dafl A und B endlich sind. Wir beweisen die Behauptung
durch Induktion iiber |A]. Wenn A leer ist, mufl auch B leer sein. Wenn A # ()
wéhlen wir ein a € A. Setze S = cl(B,). Weil B, nicht leer sein kann, kénnen
wir uns ein b € B, wihlen. Setze B’ = B, \ {b}.

Weil B, minimal gew#hlt war, ist a € c¢l(B’) und daher b € cl(B’U{a}). Daraus
folgt (wie in der obigen Bemerkung), dal B’ U {a} eine Basis von S ist. Weil
B\ B, eine Basis relativ zu S ist, ist (B’ U {a}) U (B \ B,) eine Basis von
X. Es folgt, dal A\ {a} und B\ {b} zwei Basen relativ zu {a} sind. Aus der
Induktionsvoraussetzung, angewendet auf cly,y, folgt, da8 [A\ {a}| = [B\ {b}|.
Also ist |A| = |B]. O

Definition Die Dimension dim(X) eines Matroids (X, ¢l) ist die Méchtigkeit
einer Basis. Fiir eine Teilmenge S von X ist dim(S) die Dimension von (S, cI°)
und dimg(X) die Dimension von (X clg).
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Aus der letzten Bemerkung folgt, dafl

dim(X) = dim(S) 4+ dimg(X).

Die Dimension dim(9t) eines Modells 90 einer streng minimalen Theorie ist
die Dimension des Matroids (M, acl).

Satz 17.7 Sei T streng minimal. Modelle von T sind durch ihre Dimension
eindeutig bestimmt. Die Menge der vorkommenden Dimensionen ist ein Endab-
schnitt der Kardinalzahlen. I ist w—saturiert genau dann, wenn dim (M) > Ng.
Alle Modelle sind w—homogen.

Beweis:
Dafl M durch dim(9M) eindeutig bestimmt ist, zeigt der Beweis von [CZ3.

Der gleiche Beweis zeigt auch, dal man in jedes Modell 9t jedes Modell von
kleinerer Dimension elementar einbetten kann. Wir zeigen, daf} jede unendliche
algebraisch abgeschlossene Teilmenge S von M Universum einer elementaren
Unterstruktur ist. Daraus folgt, dal die vorkommenden Dimensionen die Di-
mensionen der unendlichen algebraisch abgeschlossenen Teilmengen sind, also
ein Endabschnitt der Klasse aller Kardinalzahlen. Wir miissen zeigen, dafl jede
erfiillbare L(S)-Formel ¢(x) in S realisiert werden kann (E72). Wenn ¢(90t) end-
lich ist, sind alle Realisierungen algebraisch iiber .S und liegen daher in S selbst.
Wenn ¢(9) koendlich ist, schneidet ¢(9) alle unendlichen Mengen.

Sei A eine endliche Teilmenge von 97 und p der nicht algebraische Typ in
S(A). Wenn p in 9 realisiert wird, werden alle Typen iiber A realisiert. p wird in
M genau dann realisiert, wenn M # acl(A4), das heiit, wenn dim(9t) > dim(A).
Daraus folgt, dafl 9t genau dann w-saturiert ist, wenn 91 unendliche Dimension
hat.

Es bleibt noch zu zeigen, daf alle Modelle w—homogen sind. Sei f : A — B
eine elementare Bijektion zwischen zwei endlichen Teilmengen von M. Sei p der
nicht—algebraische Typ iiber A. Dann ist f(p) der nicht—algebraische Typ iiber
B. p wird genau dann in 97 realisiert, wenn dim(9%) > dim(A4) und f(p) wird
genau dann realisiert, wenn dim(9?) > dim(B). Weil dim(A) = dim(B), wird p
genau dann realisiert, wenn f(p) realisiert wird. O
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18 Der Satz von Baldwin—Lachlan

Sei T eine abzéhlbare vollstdndige Theorie ohne endliche Modelle. Wir wollen
in diesem Abschnitt zeigen, daf§ T' in allen iiberabzéhlbaren Kardinalzahlen
kategorisch ist, wenn 7" total transzendent ist und kein Vaughtsches Paar hat.

Lemma 18.1 Wenn T kein Vaughtsches Paar hat, gibt es zu jeder L—Formel
¢(x,7) eine Schranke F', sodaf in Modellen 9t von T fiir alle Parametera € M,

¢(9M,a)

entweder unendlich ist oder hochstens F' Elemente enthdlt.

Die im Lemma behauptete Eigenschaft von T bedeutet, dafl der Quantor 3z,
es gibt unendlich viele x, eliminierbar ist. Das heiit, dafl es fir alle ¢(x,7) ein
¥ (7) gibt, soda$ in allen Modellen 9t von T und fiir alle @ € M

M = 3% d(z,q) <= M = $(@).

Oder auch
T Yy (3%°z ¢(x,7) < ¢()).

Wenn F existiert, kénnen wir nimlich ¢ (y) = 3>z ¢(z,%) setzen. Wenn um-
gekehrt ¢ (7) eine Formel ist, die aus 3%z ¢(x,7) folgt, zeigt ein Kompaktheits-
argument, dafl es ein F' geben muf, sodafl schon

T3 2 é(z,9) - ¢(@)

Beweis:

Sei P ein neues unéres Pradikat und cy,...,c, neue Konstanten. T sei die
Theorie aller LU{P, cy,...,c,}-Strukturen

(M, N,aq,...,a,),

wobei 9 ein Modell von T ist, N Universum einer echten elementaren Unter-
struktur, aq,...,a, Elemente von N und ¢("M,a) C N. Nehmen wir an, die
Schranke F wiirde es nicht geben. Dann gibt es fiir jedes F' ein Modell 9t von T
und @ € N, sodafl ¢(9, @) endlich ist, aber mehr als F' Elemente hat. Sei 9t eine
echte elementare Erweiterung von 9. Dann ist ¢(9, @) = ¢(M,a@). Das Paar
(M, N, a) ist also ein Modell von T*. Diese Uberlegung zeigt, daB die Theorie

T*U{FFré(x,e) | F=1,2,...}

endlich erfiillbar ist. Ein Modell dieser Theorie liefert ein Vaughtsches Paar von
T. O

Definition Sei 9 ein Modell von T und p(z) eine nicht-algebraische L(M)-
Formel. p(z) heifit minimal in 9, wenn fiir alle L(M)-Formeln ¢(z) der Durch-
schnitt @(90) A ¢(M) entweder endlich oder koendlich in p(90) ist.

w(x) ist streng minimal, wenn p minimal in allen elementaren Erweiterungen
von 9N ist.
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Ob p(z,a) streng minimal ist, hingt nur vom Typ des Parametertupels @ ab
und nicht dem aktuellen Modell. Wenn T kein Vaughtsches Paar hat, ist das
klar, weil fiir alle L-Formeln ¢(z,Z%)

(3w (ula,) A d(2,7)) A T (ule,7) A —6(x, 7))

eine elementare Eigenschaft von Z und @ ist. Sonst iiberlegen wir uns, da§ u(z, @)
genau dann streng minimal ist, wenn fiir alle L-Formeln ¢(z, Z) die Formelmenge

24(z,a) = {FFo(u(z, @) A ¢(2,2)) A FFa(u(z, @) A —¢(2,%7)) |F=1,2,...}

in keiner elementaren Erweiterung realisiert werden kann. Das bedeutet, dafl es
fiir alle ¢(x,%) eine Schranke F' gibt, sodafl

M EVvz (HSFJ‘(/,L(J‘,E) A(x,2) Vv ISFa(u(z, @) A —¢(z,%))).

Das ist eine elementare Eigenschaft von @.

Sei p(z) eine streng minimale Formel ohne Parameter.

Man zeigt wie auf S. [[4, dafl es iiber jeder Parametermenge genau einen
nicht—algebraischen Typ p mit p(x) € p gibt, und wie in I723, dafl p(9) mit
dem Abschluloperator

cl(A) = acl(A) N ()

ein Matroid ist®. Daraus folgt, dal der Typ tp(by,...,b,) einer unabhiingigen
Folge von Elementen von p(9) eindeutig bestimmt ist. (Vergleiche die Bemer-
kung auf Seite [73.)

Lemma 18.2
1. Wenn T total transzendent ist, gibt es in jedem Modell 9N eine minimale
L(M)-Formel.

2. Wenn u(xz) minimal in M ist und wenn M w-saturiert ist, ist u(x) streng
minimal.

3. Wenn T den Quantor 3°° eliminiert, ist jede in einem Modell minimale
Formel auch streng minimal.

Beweis:

m) Wenn es in 9t keine minimale Formel gibt, l#8t sich jede nicht—algebraische
L(M)-Formel in zwei nicht-algebraische Formeln auspalten. Es gibt also einen
bindren Baum aus nicht—algebraischen Formeln und 7' ist nicht total transzen-
dent.

B) Wenn p(x,a) minimal in 97 ist, sind die Formelmengen ¥4(Z,@) (S. @) in
9 nicht erfiillbar. Wenn 90t w-saturiert sind, miissen die ¥4(Z,a) inkonsistent
sein und p(z,a) ist streng minimal.

B) Wenn sich der Quantor 3°° eliminieren 148t, ist jede der Formelmengen
Y4(Z,a@) dquivalent zu einer endlichen Teilmenge. O

3Es 148t sich mit einem etwas anderen Beweis zeigen, daf8 es geniigt, wenn p minimal in 9
ist.
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Satz 18.3 Wenn T total transzendent ist und keine Vaughtschen Paare hat, ist
T in allen tberabzdihlbaren Kardinalzahlen kategorisch.

Beweis:

Wenn T total transzendent ist gibt es ein Primmodell 9. (Das folgt aus 23
und [2ZA oder aus IZ3.) Sei p(z,do) minimal in My. Weil T keine Vaughtschen
Paare hat, ist der Quantor 3°° eliminierbar ist und p(z,@p) ist streng minimal.
Weil My prim ist, ist Gy atomar (vgl. [2).

Sei ¢(y) der Typ von agy. Die L(¢)-Theorie

T'(q) = Th(Mo,a0) = T U{¢(e) | 6(¥) € q(v)}

ist vollstdndig. Weil ¢ isoliert ist, 148t sich jedes Modell 9t von T zu einem
Modell (9, @) von T'(q) erweitern. Es geniigt also zu zeigen, dafl T'(¢) in allen
iiberabzéhlbaren Kardinalzahlen kategorisch ist. Natiirlich ist auch T'(q) total
transzendent und hat kein Vaughtsches Paar. Die L(¢)-Formel p(z,¢) ist immer
noch streng minimal, enthélt aber jetzt keine neuen Parameter mehr. Darum
haben wir T'(¢q) eingefiihrt: Wir kénnen annehmen, daf es fiir 7' eine streng
minimale Formel z ohne Parameter gibt?.

Sei M ein Modell von T. Und 9" < 9 eine Primerweiterung von p(9M) (vgl.
[23). Weil T kein Vaughtsches Paar hat, mufl 9V = 9 sein. Es folgt, daf§ 9t
minimale Primerweiterung von p(90) ist: <M hat keine echte elementare Un-
terstruktur, die p(9) enthélt. Der Satz von Lowenheim—Skolem liefert |90t =
| (907)|. Wenn 9t iiberabzéhlbarist, folgt dim(u(90)) = |9n].

Seien nun My und Mo zwei Modelle der gleichen iiberabzihlbaren Méch-
tigkeit. Wir withlen zwei Basen By und Bs von u(9%;) und u(9) und eine
Bijektion f : By — Bs. f ist eine elementare Abbildung, die sich zu einer ele-
mentaren Bijektion der algebraischen Abschliisse fortsetzt. Wir erhalten also
eine elementare Bijektion

g p(My) — p(My).

Weil 9; Primerweiterung von u(91;) ist, 148t sich g zu einer elementaren
Einbettung h : 9t; — My fortsetzen. Weil My eine minimale Erweiterung von
w(My) ist, ist h surjektiv und also ein Isomorphismus. O

Folgerung 18.4 (Morley) Sei T eine abzihlbare Theorie. Wenn T in einer
tiberabzdhlbaren Mdchtigkeit kategorisch ist, ist T in allen tiberabzdhlbaren Mdch-
tigkeiten kategorisch.

Beweis:

(Natiirlich kénnen wir annehmen, daf§ T vollstdndig ist und keine endlichen
Modelle hat.) Wenn T in einer iiberabzihlbaren Michtigkeit kategorisch ist, ist
T total transzendent (271 und [23) und hat keine Vaughtschen Paare (Ixd). O

40Ohne diese Annahme wire das Schriftbild etwas komplizierter.
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Anhang A

Mengenlehre

19 Kardinalzahlen

Zwei Mengen, zwischen denen es eine Bijektion gibt, heiflen gleichméchtig. Man
kann jeder Menge x eine Kardinalzahl |x| (die Mdchtigkeit von ) so zuord-
nen, daf je zwei Mengen genau dann die gleiche Méchtigkeit haben, wenn sie
gleichméchtig sind®.

Man bezeichnet mit 0 die Méchtigkeit der leeren Menge, mit 1 die Méchtig-
keit einer ein—elementigen Menge etc.

Definition Fiir zwei Kardinalzahlen x und A definieren wir
k<A

wenn A die Méchtigkeit einer Menge x ist und s die Méchtigkeit einer Teilmenge
von .

Man sieht leicht, dal < reflexiv und transitiv ist. Der Satz von Cantor—
Bernstein besagt, dafl zwei Mengen, die man ineinander injektiv abbilden kann,
gleichméchtig sind. Daraus folgt, dal < antisymmetrisch ist, und damit eine
partielle Ordnung auf der Klasse der Kardinalzahlen.

Fiir je zwei Mengen x, y existiert nach Zorns Lemma eine maximale Bijektion
f zwischen einer Teilmenge zy von x und einer Teilmenge yo von y. Wenn beide,
o und yg, echte Teilmengen wéren, konnte man f weiter fortsetzen. Also ist f
eine Bijektion zwischen xy und y oder zwischen x oder yy. Es folgt, dafl < eine
lineare Ordnung ist.

Definition Eine Wohlordnung von X ist eine lineare Ordnung, fiir die jede
nicht-leere Teilmenge von X ein kleinstes Element enthélt. Wenn X keine Menge
sondern nur eine Klasse ist, fordert man zusétzlich, daB fiir alle x € X die Menge
{y | y < x} der Vorgénger eine Menge ist.

1 Man kénnte |z| als die Klasse aller zu x gleichmiichtigen Mengen definieren. Dann wiren
allerdings Kardinalzahlen keine Mengen.
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Lemma 19.1 Die Klasse aller Kardinalzahlen wird durch < wohlgeordnet.

Beweis:

Nach dem Wohlordnungssatz (der aus dem Auswahlaxiom folgt) hat jede Men-
ge eine Wohlordnung. Wie oben sieht man mit Hilfe von Zorns Lemma, daf§ fiir
je zwei Wohlordnungen die eine isomorph zu einem Anfangsstiick? der anderen
ist, oder umgekehrt. Wenn x die Méchtigkeit der Wohlordnung x ist, ist daher
jede kleinere Kardinalzahl die Méchtigkeit eines Anfangsstiicks von x. Daraus
folgt die Behauptung, weil die Anfangsstiicke einer Wohlordnung selbst durch
Inklusion wohlgeordnet sind. O
Ny ist die Méchtigkeit der (wohlgeordneten) Menge der natiirlichen Zahlen. Men-
gen der Méchtigkeit Wy heiflen abzdhlbar. Alle echten Anfangsstiicke sind end-
lich, Ny ist daher die kleinste unendliche Kardinalzahl.

Jede Familie (k;);er von Kardinalzahlen hat eine obere Schranke(zum Bei-
spiel die Méchtigkeit von | J, . ; 2:;, wenn k; = |z;|). Es gibt also auch eine kleinste
Schranke sup;c; &;.

icl

Summe, Produkt und Potenz von Kardinalzahlen definiert man durch dis-
junkte Vereinigung, cartesisches Produkt und Mengenpotenz. Also

(1) [z[+ 1]y = [zUy|
(2) [z lyl = [z xyl
3) oVl = e

Dabei nehmen wir in (0) an, dafl z und y disjunkt sind. In (B) ist Y= die Menge
aller Funktion von y nach z.

Man zeigt leicht, dafl die gleichen Regeln wie fiir das Rechnen mit natiirlichen
Zahlen gelten. Zum Beispiel ist (ﬁ)‘)” = rME. Der folgende Satz wurde von
Cantor bewiesen.

Satz 19.2
1. Wenn k unendlich ist, ist k- kK = K.

2. 2% >k
Aus B. folgt, dafl es keine grofite Kardinalzahl gibt. Weil jede Menge von Kar-

dinalzahlen ein Supremum hat, ist die Klasse der Kardinalzahlen kein Menge.

Folgerung 19.3
1. Wenn X\ unendlich ist, ist £ + X = max(k, A).

2. Wenn k > 0 und A unendlich ist, ist k- A = max(k, \).

3. Wenn k unendlich ist, ist k¥ = 2.

Beweis:

Sei p = max(k,A). Dannist p <k + A< p+p <2 -p<p-pu=pund wenn
K>0,ist u< K- A< pu-p=pu.

2 Ein Anfangsstiick einer partiellen Ordnung X enthilt mit jedem Element auch alle klei-
neren Elemente von X.
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SchlieBlich ist
2}-1 S Hﬂ S (2/%)% — 2%% — 2/%.

Folgerung 19.4 Die Menge aller endlichen Folgen von Elementen der nicht—
leeren Menge x hat die Mdichtigkeit max(|x|,No).

Beweis:
Sei k die Zahle der endlichen Folgen aus . Es ist klar, da8§ |z| < x und 8y < k.
Andererseits ist

k=) 2" < (ilelglxl") - Ro = max(|z|, Ro),

neN
weil
1 wenn |z| =1
sup|z[* =< Vg wenn 2 < |z| <N
nen |z| wenn Ry < |z

Fiir jede Kardinalzahl x nennt man die kleinste Kardinalzahl «™, die gréfier
als k, die Nachfolgerkardinalzahl von x. Aus TIA.R folgt s < 27. Die allgemeine
Kontinuumshypothese (GCH) besagt, daf$ fiir alle unendlichen x

kT =2~

GCH ist unabhiingig von den Axiomen der Mengenlehre®.

3Wenn man die Konsistenz dieser Axiome annimmt.
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20 Ordinalzahlen

Die Klasse On der Ordinalzahlen wird bis auf Isomorphie durch Eigenschaften
charakterisiert, die auch die Klasse der Kardinalzahlen hat:

a) On ist wohlgeordnet
b) On ist keine Menge

Die Wohlgeordnetheit hat das folgende Induktionsprinzip zur Folge:

Sei £ eine Eigenschaft von Ordinalzahlen. Nehmen wir an, dafl
jedes «, fiir das alle kleineren Ordinalzahlen die Eigenschaft €
haben, selbst die Figenschaft £ hat. Dann haben alle Ordinalzahlen
die Eigenschaft £.

Sei (X, <) ein Wohlordnung und f ein maximaler Isomorphismus zwischen ei-
nem Anfangsstiick von X und einem Anfangsstiick von On. Man sieht leicht, dafl
f auf ganz X erklirt sein mufl. Wenn X eine echte Klasse ist, ist f ein Isomor-
phismus zwischen X und On. Wenn X eine Menge ist, ist f ein Isomorphismus
zwischen X und einem echten Anfangsstiick, das immer die Form

{Bl1B<a}

hat. Man sieht leicht®, daB f, und damit c, eindeutig durch X bestimmt ist.
Man nennt o den Ordnungstyp von (X, <)

a = otp(X, <).

WEeil viele Bezeichnungen erheblich vereinfacht werden, identifizieren wir jede
Ordinalzahl mit der Menge ihrer Vorginger®

a={B]|B<a}.

« ist also sein eigener Ordnungstyp.

Jede Kardinalzahl ist nach dem Wohlordnungssatz Méchtigkeit einer Ordinal-
zahl. In der axiomatischen Mengenlehre wird eine Kardinalzahl mit der kleinsten
Ordinalzahl identifiziert, die diese Méchtigkeit hat. Die Klasse der Kardinalzah-
len wird auf diese Weise eine Teilklasse von On:  ist genau dann eine Kardi-
nalzahl, wenn alle o < k eine kleinere Méchtigkeit als x haben.

Satz 20.1 Sei G eine Zuordnungsvorschrift, die jeder auf einer Ordinalzahl de-

finierten Funktion f eine Menge G(f) zuordnet. Dann gibt es genau eine auf
der Klasse On definierte Funktion F, die fir alle o die Rekursionsgleichung

erfillt.

4 Wenn g : X — On ein zweiter Isomorphismus auf ein Anfangsstiick ist, betrachte das
kleinste z mit f(z) # g(z).
5 In der axiomatischen Mengenlehre werden Ordinalzahlen tatséichlich so eingefiihrt.
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Beweis:

Man beweist leicht durch Induktion, dafl es fiir alle 5 eine eindeutig bestimmte
Funktion Fg gibt, die auf 8 definiert ist und fiir alle a < 8 die Rekursionsglei-
chung erfiillt. Wir setzen F' = Jgc, £ O
BEISPIEL:

Die Alephfunktion indiziert die unendlichen Kardinalzahlen durch Ordinalzah-
len. Man setzt

R, = Die kleinste unendliche Kardinalzahl, die gréfier als alle 85 (8 < «) ist.

Die kleinste Ordinalzahl ist 0 = @), die néchstgrofere ist 1 = {0}, dann 2 =
{0,1} und so weiter. Wir erhalten so die natiirlichen Zahlen. Der Ordnungstyp
der natiirlichen Zahlen ist w = {0,1,...}, die néchste Ordinalzahl ist w + 1 =
{0,1,....,w}, et cetera.

Die natiirlichen Zahlen und w = Xy sind Kardinalzahlen.

Allgemein nennen wir eine Ordinalzahl 3, die einen unmittelbaren Vorgénger

« hat, eine Nachfolgerzahl und schreiben 8 = « + 1. Fiir natiirliche Zahlen n ist
a+n=a+1+...4+1.
—_——

n— mal

Ordinalzahlen > 0, die keine Nachfolgerzahlen sind, heilen Limeszahlen. Wenn
die Menge {c; | i € I} nicht-leer ist und kein groBtes Element hat, ist sup;c; a;
eine Limeszahl. Jede Ordinalzahl schreibt sich eindeutig in der Form

A+n,

wobei A = 0 oder eine Limeszahl ist.

Eine endliche Folge der Lénge n mit Elementen aus A ist eine Funktion
s:n— A
“wA=|J"4A
n<w

bezeichnet die Menge alle endlichen Folgen von Elementen aus A.
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Anhang B

Korpertheorie

21 Ringe und Ko6rper

21.1 Homomorphiesatz

Sei R ein kommutativer Ring®. Ein Ideal I < R ist eine additive Untergruppe
von R, die unter Multiplikation mit beliebigen Elementen von R abgeschlossen
ist. R ist genau dann ein Kérper, wenn das Nullideal das einzige echte Ideal®
ist.

Die Nebenklassen a+ I bilden mit den Operationen (a+1)+(b+I)=(a+b)+I und
(a+I)(b+I) = ab+ I den Faktorring R/I. Wenn f : R — S ein Homomor-
phismus ist, ist der Kern

I=%erf={reR]| f(r)=0}
ein Ideal. Man faktorisiert f eindeutig als
R — R/kerf — S.

Der erste Pfeil ist der natiirliche Homomorphismus, der zweite eine isomorphe
Einbettung (Homomorphiesatz).

Sei R ein kommutativer Ring und a Element eines Oberrings. Dann kénnen
wir die von a erzeugte Ringerweiterung schreiben als

R[a] = {p(a) | p(X) € R[X]}

oder, wenn I < R[X] der Kern des Einsetzungshomomorphismus p(X) — p(a)
ist, als
Rla) = R[X]/I.

Die hier auftretenden I sind genau die Ideale von R[X], die R in 0 schneiden.

IWir betrachten nur Ringe mit Einselementy. Homomorphismen sollen das Einselement
erhalten, Unterringe das gleiche Einselement haben.
2dh. R#£1T
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21.2 Primideale

Ein Integritétsbereich ist ein nicht—trivialer kommutativer Ring, der keine Null-
teiler hat. Das heifit, da R # 0 und

a,b#0 = ab#0.

Sei I ein Ideal in R. Der Faktorring R/I ist genau dann ein Integritéitsbereich,
wenn P ein Primideal ist, das heifit, dal R # P und

a,be R\I = abe R\ I

Jedes echte Ideal 148t sich mit Zorns Lemma zu einem mazimalen Ideal M
(gemeint ist ein maximales echtes Ideal) erweitern. M ist genau dann maximal,
wenn R/M ein Korper ist.

Der Ring der ganzen Zahlen Z und Polynomringe K[X] iiber Kérpern K sind
Hauptidealringe. Das sind Integritétsbereiche, in denen jedes Ideal I von einem
Element a erzeugt wird: I = Ra. In Hauptidealringen ist ein I = Ra # 0 genau
dann prim, wenn I maximal ist, und genau dann, wenn a irreduzibel® ist.

21.3 Quotientenkorper

Unterringe von Koérpern sind immer Integritdtsbereiche. Umgekehrt 148t sich
jeder Integritétsbereich R in einen kleinsten Korper ) einbetten, den Quotien-
tenkdrper von R. Es ist

Q:{%|a€R,b€R,b7AO}

Lemma 21.1 Sei K ein Oberkdrper von R. Dann ist der von R in K erzeugte
Korper (iber R) isomorph zu Q. O

Der Quotientenkorper von Z ist der Korper Q der rationalen Zahlen. Der Quo-
tientenkérper eines Polynomrings K[X] iiber einem Korper K ist K(X), der
rationale Funktionenkorper iiber K.

21.4 Charakteristik
Jeder Korper K enthélt einen kleinsten Unterring:
R={z-1|z€Z}

R ist isomorph zu einem Faktorring von Z. Es gibt zwei Falle:

1. R =Z. Dann hat K die Charakteristik 0.

3 Elemente mit multiplikativen Inversen heilen Einheiten. a # 0 heifit irreduzibel, wenn
aus a = bc folgt, dafl entweder b oder ¢ eine Einheit ist.
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2. Fiir eine Primzahl p ist R = Z/pZ = F,, der Korper mit p Elementen. p
ist die Charakteristik von K9,

Im Fall der Charakteristik p ist I, der kleinste Unterkorper von K, der Prim-
korper. Wenn die Charakteristik 0 ist, ist der Primkorper Q.

4 Man spricht hier auch von positiver oder endlicher Charakteristik
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22 Algebraisch abgeschlossene Korper

Sei K C L eine Korpererweiterung und a ein Element von L. K(a), der von a
iiber K erzeugten Unterkdrper von L, ist der Quotientenkorper von K|a]. Es ist

Kla] = K[X]/P

fiir ein Primideal P < K[X]. Fiir P gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Wenn P = 0, heiit a transzendent iiber K. K[a] ist dann isomorph zum
Polynomring K[X] und K (a) isomorph zum rationalen Funktionenkérper.

2. Sonst wird P von einem irreduziblen Polynom p(x), dem Minimalpolynom
erzeugt. a heifit algebraisch iiber K. Weil P maximal ist, ist jetzt K(a) =
KI[X].

Eine Korpererweiterung K C L heifit algebraisch, wenn alle Elemente von L

algebraisch iiber K sind.

Lemma 22.1

1. Die Erweiterung K C K(a) ist genau dann algebraisch, wenn a algebraisch
iber K ist.

2. Wenn H C K und K C L algebraische Korpererweiterungen sind, ist L
algebraische Erweiterung von H

d

Definition Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht—
konstante Polynom mit Koeffizienten aus K eine Nullstelle in K hat.

Lemma 22.2
K sei ein Korper. Es sind dquivalent:

a) K ist algebraisch abgeschlossen.
b) K hat keine echte algebraische Kdrpererweiterunyg.

¢) Jedes Polynom aus K[X]| zerfillt in ein Produkt von linearen Polynomen.

O

Definition Eine algebraische Erweiterung L von K, die algebraisch abge-
schlossen ist, heifit algebraischer Abschlufl von K.

Satz 22.3 Jeder Korper K hat einen bis auf Isomorphie tiber K eindeutig be-
stimmten algebraischen Abschluf. O
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Wir bezeichnen mit
acl(K)
den algebraischen Abschluf3 von K.
Sei M eine Erweiterung von K. Nach E2Z.0) ist die Menge L aller Elemente
von M, die algebraisch iiber K sind ein algebraische Korpererweiterung von
K. Man nennt L den relativen algebraischen Abschlufl von K in M. Wenn M

algebraisch abgeschlossen ist, ist nach EZZ.B) auch L algebraisch abgeschlossen
und daher ein algebraischer Abschlufl von K.

Lemma 22.4 Algebraisch abgeschlossene Korper sind unendlich.

Beweis:
Wenn K endlich ist, ist

[[x-a+1

aceK

ein Polynom ohne Nullstelle in K. O
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23 Reell abgeschlossene Korper

Sei R ein Integritdtsbereich. Eine lineare < Ordnung auf R ist vertréiglich mit
der Ringstruktur, wenn fiir alle z,y,z € R

r<y — xtz<y+z
r<yN0O<z — z2z2<yz

Ein Korper (K, <) zusammen mit einer vertriglichen Anordnung ist ein ange-
ordneter Korper.

Lemma 23.1 Sei R ein Integrititsbereich und < eine vertrdigliche Anordnung
von R. Dann setzt sich < eindeutig zu einer Anordnung des Quotientenkdorpers
fort.

Beweis:
Setze

%>O<:>ab>().

Man zeigt leicht, dal in einem angeordneten Koérper Quadratsummen nie-
mals negativ sein konnen. Insbesondere sind alle 1,2, ... positiv. Die Charakte-
ristik angeordneter Korper ist also 0.

Ein Korper K, in dem —1 keine Quadratsumme ist, heiflt formal reell. Korper
mit einer Anordnung sind formal reell.

Lemma 23.2 Formal reelle Kérper haben eine Anordnung.

Beweis:

Wir stellen zuerst fest, dal X[, die Menge aller Quadratsummen in K, ein
Semipositivbereich ist. Ein Semipositivbereich ist eine Menge P mit

(1) >d c P
(2) P+P C P
(3) p.P c P
(4) -1 ¢ P

Man iiberlegt leicht, dafl aus der ersten und dritten Bedingung folgt, dafl
1
r€P\0 = ~€ P.
Die Bedingung (@) ist deshalb gleichbedeutend mit P N (—P) = 0. Man sieht
auch leicht, dafl fiir alle b die Menge P + bP wieder alle Eigenschaften eines

Semipositivbereich hat, bis vielleicht auf (@). Und da8 (8) genau dann gilt, wenn
b=0oder —b¢ P.
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Jetzt wihlen wir fiir P einen maximalen Semipositivbereich. Dann gilt P U
(—P) = K. Wir setzen
r<y&sy—zelP

und erhalten eine vertrigliche Anordnung von K. O

Folgerung 23.3 (aus dem Beweis) Sei K formal reell® und a ein Element
von K. Es gibt genau dann ein Anordnung von K, beziiglich der a negativ wird,
wenn a keine Summe von Quadraten ist.

Beweis:
Wenn a ¢ 300, ist X0 — a - X0 ein Semipositivbereich. O

Definition Ein angeordneter Korper (R, <) heifit reell abgeschlossen, wenn

a) jedes positive Element Quadrat ist,

b) jedes Polynom von ungeradem Grad eine Nullstelle hat.

(R, <) heift reeller Abschlufl des Unterkérpers (K, <), wenn R algebraisch iiber
K ist.

Der Korper der reellen Zahlen ist reell abgeschlossen. Ebenso der Korper der
reellen algebraischen Zahlen, der reeller Abschlufl von Q ist. Allgemein ist jeder
Korper der relativ abgeschlossen in einem reell abgeschlossenen Korper ist, selbst
reell abgeschlossen.

Satz 23.4 Jeder angeordnete Korper (K, <) hat einen bis auf Isomorphie iiber
K eindeutig bestimmten reellen Abschluf. O

Beweis: (Skizze)

Existenz: Sei Ko der Positivbereich von (K, <) und L ein Oberkérper von K. Die
Anordnung von K 148t sich genau dann auf R fortsetzen, wenn

P:{x1yf+---+:rnyﬁ\m€K20, yi € L}

ein Semipositivbereich von L ist, das heifit, wenn —1 ¢ P. Daraus folgt, dafl man
Zorns Lemma anwenden kann, um eine maximale algebraische Erweiterung R von K
zu finden, die eine Anordnung < besitzt, die die Anordnung K fortsetzt. Wir zeigen,
daBl R reell abgeschlossen ist.

Sei r ein positives Element von R, das kein Quadrat ist. Dann 148t sich die Anordnung
nicht auf L = R(/r) fortsetzen. Das bedeutet, dal

-1= Zri(si\ﬁthi)Q

fiir r; € R>o und s;,t; € R. Daraus folgt —1 = " r;(s3r +t7), was unmoglich ist, weil
die rechte Seite positiv ist. Also ist in R jedes positive Element Quadrat. (Und R hat

5Es geniigt vorauszusetzen, dal K nicht die Charakteristik 2 hat
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nur eine Anordnung.)

Sei f € R[X] ein Polynom von minimalem ungeraden Grad n, das in R keine Nullstelle
hat. f ist mufB irreduzibel sein. Sei a ein Nullstelle und L = R(«). Weil L keine
Anordnung hat, ist —1 in L eine Summe von Quadraten. Also gibt es Polynome g; €
R[X] von kleinerem Grad als n, soda h = 3" 14 g7 durch f teilbar ist. Die fiithrenden
Koeffizienten der g7 sind Quadrate und kénnen sich nicht wegheben. Also ist der Grad
von h gerade und kleiner als 2n. Das Polynom hf~! hat daher ungeraden Grad < n
und keine Nullstelle in R, weil h keine Nullstelle hat. Widerspruch.

Eindeutigkeit: Seien R und S zwei reelle Abschliisse von (K, <). Es geniigt, zu zeigen,
dafl R und S als Korper iiber K isomorph sind. Sei L ein Unterkérper von R, der iiber K
endlich erzeugt ist. Dann gibt es nur endlich viele Moglichkeiten L iiber K isomorph in
S einzubetten. Eine Kompaktheitsiiberlegung zeigt, dafl es deshalb geniigt zu zeigen,
daB jedes solche L iiber K isomorph in S einbettbar ist (und daf§ umgekehrt jeder
endlich erzeugte Zwischenkorper von S/K iiber K isomorph in R einbettbar ist). In
Charakteristik 0 sind endlich erzeugte algebraische Erweiterungen von einem einzelnen
Element erzeugt. Es folgt, dal es geniigt zu zeigen, dal in R und S die gleichen
irreduziblen f € K[X] Nullstellen haben. Das folgt aber sofort aus dem néchsten
Hilfssatz, den wir am Ende des Abschnitts beweisen.

Hilfssatz (M. Knebusch) Sei f irreduzibel® in K[X] und (R, <) eine reell abge-
schlossene Erweiterung von (K, <). Dann ist die Zahl der Nullstellen von f in R die
Signatur der Spurform der K-Algebra K[X]/(f).

Der Hauptsatz der Algebra gilt fiir beliebige reell abgeschlossene Korper®:

Satz 23.5 Sei R reell abgeschlossen. Dann ist C = R(v/—1) algebraisch abge-
schlossen.

Beweis:

Zuerst iiberlegen wir uns, daf in C alle Elemente Quadrate sind: Die (eine) Quadrat-
wurzel von a + by/—1 berechnet sich als

\/\/a2—|—2b2+a n \/\/a2+b2—a —

—1.
2

Unter der Wurzelzeichen stehen nur nicht—negative Elemente von R. Die inneren Wur-
zel wihlt man nicht-—negativ, die Vorzeichen der dufleren Wurzeln geeignet.

Sei I eine endliche Erweiterung von C'. Wir wollen zeigen, dafl F' = C. Dazu kénnen
wir annehmen, daf3 F' galoissch iiber R ist. Sei G eine 2-Sylowgruppe in Aut(F/R)
und L der Fixkorper von G. Dann ist der Grad der Erweiterung L/R ungerade. Das
Minimalpolynom eines erzeugenden Elements dieser Erweiterung hat denselben Grad
und ist irreduzibel. Weil aber iiber R alle irreduziblen Polynome ungeraden Grades
linear sind, mul L = R sein. Es folgt, daB G = Aut(F/R) und damit auch H =
Aut(F/C) eine 2-Gruppe ist. 2 Gruppen sind auflésbar (sogar nilpotent). Darum hétte

6Es geniigt, wenn f nicht konstant ist und keine doppelten Nullstellen in acl(K) hat.

7 Weil in reell abgeschlossenen Korpern (K, <) die nicht-negativen Elemente gerade die
Quadrate sind, wird die Anordnung < eindeutig durch die Korperstruktur bestimmt. Es hat
also Sinn zu sagen, dal K reell abgeschlossen ist.
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H, wenn nicht trivial, eine Untergruppe vom Index 2 und C' eine Koérpererweiterung
von Grad 2; was aber nicht geht, weil alle Elemente Quadratwurzeln sind. Also ist
H=1und F=C. O

Folgerung 23.6 In einem reell abgeschlossenen Korper R gibt es nur zwei Ar-
ten von (normierten) irreduziblen Polynomen:

e Lineare Polynome

X —a,
(a € R)
e Quadratische Polynome
(X —b)? +e,
(b,ce R, ¢c>0)
Beweis:

Weil alle nicht-konstanten f € R[X] Nullstellen in R(y/—1) haben, sind alle irredu-
ziblen Polynome linear oder quadratisch. Quadratische Polynome sind genau dann
irreduzibel, wenn sie keine Nullstelle haben. Jedes normierte quadratische Polynom
hat die Form (X —b)? 4 ¢ und genau dann eine Nullstelle = in R, wenn ¢ < 0 (némlich

x=b++/—c). O

Schliefllich beweisen wir noch Knebuschs Lemma (S. B3). Sei K ein angeord-
neter Korper mit reellem AbschluB R und f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Wir
betrachten die endlich—dimensionale K—Algebra A = K[X]/(f). Die Spur Trk (a) eines
Elements von A ist die Spur der Linksmultiplikation mit a, als Vektorraumendomor-
phismus aufgefafit. Die Spurform ist

(a,b)x = Tri (ab).
Sei aq,...,an eine Basis von A, in der (, )x Diagonalgestalt hat: (a;,a;)x = Xids;.
Die Signatur der Spurform ist die Zahl der positiven \; minus die Zahl der negativen

Ai. Der Satz von Sylvester (Lineare Algebra) besagt, dafl die Signatur unabhiingig ist
von der Wahl der diagonalisierenden Basis.

Wenn man A mit R tensoriert, erhilt man die R—Algebra
A®R = R[X]/(f).

Die Spurform dieser Algebra hat die gleiche diagonalisierende Basis (tensoriert mit R),
die gleichen \; und die gleiche Signatur wie die Spurform von A. Wir zerlegen nun f
in R[X] in irreduzible Polynome gi,...,gm. Weil f keine doppelten Nullstellen hat,
sind die g; paarweise verschieden. Also ist nach dem chinesischen Restsatz

R[X]/(f) = R[X]/(g1) x --- x R[X]/(gm)-

Die Spurform von R[X]/(f) ist also die direkte Summe der Spurformen der R[X]/(g:)
und die Signatur die Summe der zugehorigen Signaturen. Knebuschs Lemma folgt
nun sofort, wenn wir zeigen konnen, daf fiir lineares g die Signatur der Spurform von
R[X]/(g) gleich 1 ist, und gleich Null, wenn g irreduzibel quadratisch ist.

Wenn g linear ist, ist R[X]/(g) = R. Die Spurform (z,y)r = zy hat Signatur 1.
Wenn g irreduzibel quadratisch ist, ist R[X]/(g) = R(v/—1). Es ist Trr(z + yv/—1) =
2. Die Spurform wird also diagonalisiert von der Basis 1,+/—1. Fiir diese Basis ist
A1 =2 und A2 = —2 und die Signatur ist Null.
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Anderungen

Version 6.0 (28.2.1998)

Erste vollstéandige Version.

Version 6.1 (7.2.2000)

Anhand einer Liste von Immanuel Hermann wurden viele Druckfehler verbes-
sert.

Version 6.2 (8.5.2002)

Es gibt zusétzliches Material iiber Modellbegleiter und reelle Korper. Olaf Schii-
rer und Sebastian Holzmann haben viele Fehler gefunden und Anregungen ge-
geben.

Version 6.2c (26.10.2004)

Druckfehler von L. Stieber. Druckfehler. Definition Modellbegleiter verbessert.
Beweis von 77 verbessert. Fehler in der Formulierung von E373 verbessert.
Beweis der Bemerkung auf S. [[. Fufinote in EI.

Version 6.2e (8.9.2007)

Druckfehler in den Beweisen von 3, von B3 und der Bemerkung nach E&A.
Druckfehler in der Definition der leeren Disjunktion und Konjunktion.
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