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Teil 1

Grundlagen



Kapitel 1
Das Monstermodell

T sei immer eine vollstéindige Theorie ohne endliche Modelle in einer Sprache erster Stufe L. Wir
nehmen an, dafl ein saturiertes Modell € existiert, dessen zugrundeliegendes Universum eine echte
Klasse ist. € heifit Monstermodell fiir T'; es hat folgende Eigenschaften:

(i) Jedes (Mengen—)Modell von T' lafit sich elementar in € einbetten.

(ii) Sind M und N Modelle von T mit N < M und N < €, so ld8t sich M elementar iiber N in €
einbetten.

(iii) Sei A eine Teilmenge von €, und seien a’ und b’ Folgen aus € mit tp(al/A) = tp(b!/A), so
existiert ein Automorphismus f von € iiber A mit f(a) = b’.

Aus diesen Eigenschaften folgt, dafl wir nur noch Modelle betrachten miissen, die elementare Sub-
strukturen von € sind; ebenfalls brauchen wir als Parametermengen nur noch Teilmengen von € zu
betrachten. Wir kénnen damit verschiedene Sachverhalte einfacher formulieren. Beispielsweise werden
Primerweiterungen klassisch wie folgt definiert:

Das Modell M ist prim iiber A C M, wenn sich jede partielle elementare Einbettung f,: A — N
zu einer elementaren Einbettung f : M — N fortsetzen 1a8t.

Die €-Definition lautet wie folgt:

Das Modell M ist prim iiber A C M, wenn fiir alle N < € mit A C N ein A-Automorphismus f
von € existiert mit f(M) C N.

Das Monstermodell € dient zur Vereinfachung der Formulierung der Sétze; es wird aber nicht wirk-
lich gebraucht; in der Regel kann es durch ein ausreichend stark saturiertes Modell ersetzt werden.
Mengentheoretisch kann € in der Mengenlehre von Goédel-Bernays mit universeller Auswahl reali-
siert werden als Vereinigung einer elementaren Kette von (stark saturierten) Mengenmodellen. Diese
Mengenlehre ist eine konservative Erweiterung von ZFC (siehe [2]). Eine andere Méglichkeit, das Mon-
stermodell zu realisieren, besteht darin, die Existenz einer stark unerreichbaren Kardinalzahl x > |L|
anzunehmen und dann fiir € ein saturiertes Modell dieser Kardinalitét zu nehmen.

Wenn nichts anderes vereinbart wird, so stehen M, N immer fiir Modelle, die elementare Sub-
strukturen von € sind, A,B,C' fiir Teilmengen von € und ®,€ fiir Teilklassen von €". Eine Teilklasse
D von €" heifit definierbar iiber der Parametermenge A (oder einfach A-definierbar), wenn es eine
L(A)-Formel ¢(x1, ..., x,) gibt mit ® = p(€") := {a € €" | p(a)}.

Falls A und B Parametermengen sind, so schreibt man AB statt A U B; ebenso schreibt man A¢
fir AU{c1,...,cn}, falls € = (e, ..., ¢n).

Lemma 1.1 Sei ® eine definierbare Teilklasse von €. D ist genau dann A-definierbar, wenn jeder
A-Automorphismus von € die Klasse ® invariant lift.



Beweis A-definierbare Klassen sind trivialerweise invariant unter A—Automorphismen. Umge-
kehrt sei © invariant unter A-Automorphismen und definierbar durch die Formel o(Z;b). Die Ein-
schrinkungsabbildung 7 : S(Ab) — S(A) ist stetig und surjektiv. Sei D die Menge aller Typen
aus S(Ab), die die Formel ¢(Z;b) enthalten. Da ® unter A-Automorphismen invariant ist, sind
7(D) und r(S(Ab) \. D) disjunkt und somit clopen; folglich gibt es eine L(A)-Formel v(7;@) mit
r(D) = {p € S(A) | ¥(7;a) € p}. Da r(D) und r(S(Ab) \ D) disjunkt sind, gilt dann auch
D = {p € S(Ab) | ¥(z;a) € p}, und somit wird ® durch ¥ (F;a) definiert. O

Ein Tupel @ heifit algebraisch iiber A, wenn eine L(A)-Formel ¢(T) existiert, fiir die ¢(a) gilt und
(@) endlich ist (¢ ist algebraisch); @ heifit definierbar tiber A, wenn {a} definierbar iiber A ist. Die
Menge aller algebraischen Elemente iiber A heifit algebraischer Abschlufl von A (acl(A)), die Menge
aller A—definierbaren Elemente heifit definierbarer Abschlufl von A (dcl(A)).

Lemma 1.2

(i) @ ist genau dann algebraisch iber A, wenn die Bahn von @ unter Aut(€/A) endlich ist.

(i) @ ist genau dann definierbar iber A, wenn @ invariant unter Aut(€/A) ist.

Beweis (i) Dafl die Bahnen algebraischer Elemente endlich sind, ist klar. Sei nun umgekehrt
{@1,...,a,} die Bahn von @. Da endliche Mengen immer definierbar sind, ist diese Menge nach Lemma
1.1/ definierbar {iber A.

(ii) wird genau gleich bewiesen. a

Eine Theorie 1i8t Imagindrenelimination zu, wenn alle ()~definierbaren Aquivalenzrelationen E auf
¢" von der Form ZEY < f1(T) = fi([¥) A ... A fm(T) = fin(¥) sind, wo die f; }—definierbare Funktionen
sind. Die folgende Konstruktion ordnet einer beliebigen vollstdndigen Theorie eine Theorie in einer
erweiterten mehrsortigen Sprache zu, die Imaginéirenelimination zuléaft.

Sei R die Menge aller ()-definierbarer Aquivalenzrelationen auf den €; fiir £ € R sei n(F) die
Stelligkeit von E. ¢€°9 sei dann die mehrsortige Struktur (€, (¢"5) /E) ger), wobei €*(F) /E die Klasse
aller Aquivalenzklassen von ¢™(¥) beziiglich der Aquivalenzrelation E sei. Die dazugehorige Sprache
L°9 bestehe aus der alten Sprache L, deren Symbole die erste Sorte betreffen und dort wie in € inter-
pretiert werden, sowie aus Funktionszeichen fiir die Projektionsabbildungen 7z : ¢™£) — Q"(E)/ E.
Die L°4-Theorie von €° sei T°%. Die Theorie T°? bringt nichts wirklich Neues: die Modelle von T'
und von 7°Y sind gegenseitig ineinander interpretierbar. Viele modelltheoretische Eigenschaften von
T tibertragen sich auf 7°4, z.B. Modellvollstédndigkeit, Kategorizitit oder Stabilitét.

T°9 1aBt Imagindrenelimination zu: Sei E eine (—definierbare Aquivalenzrelation auf
¢ x ¢MEY B« ox eMEn) /B
dann ist auf € ,wobei s := n +n(F;) + ... + n(E,,), die Aquivalenzrelation
(T, T B (G010 T) - = (@7, (T1)s o T (o)) E W 7, (T2 03 T8, (i)
in € (—definierbar, und somit gibt es eine in €*4 (}—definierbare Abbildung
frerxenrEV/p x o xeMEn) B ¢S E,

so daB die Fasern dieser Abbildung gerade die Aquivalenzklassen von E sind.

Lemma 1.3 Lafit eine Theorie Imagindrenelimination zu, so gibt es zu jeder definierbaren Klasse
D ein Tupel a, fir welches Aut(€/a) gerade die Klasse aller Automorphismen ist, die © auf sich
abbilden. Dieses a heiffit kanonischer Parameter fiir ® und ist bis auf Interdefinierbarkeit eindeutig
bestimmt, das heift, wenn b ein weiterer kanonischer Parameter ist, so gilt a € dcl(b) und b € dcl(a).

Beweis Wenn @ und b kanonische Parameter fiir ® sind, so gilt Aut(¢/a) = Aut(¢/b), @ und b
sind folglich nach Lemma [1.2] (ii) interdefinierbar.



Sei nun ® = (€",¢); durch TEY : <= Vz(p(z,7) < ¢(%,7)) wird eine Aquivalenzrelation
definiert iiber der leeren Menge, und es gibt folglich (-definierbare Funktionen f1, ..., f,, mit TEY <
f1(@) = L@ A oo A fir(T) = f(@); @ := (f1(€), ..., fm(€)) ist dann der gesuchte Parameter, denn ein
Automorphismus « von € bildet © genau dann auf sich ab, wenn ¢F «(c). ad

Es ist klar, dal man fiir kanonische Parameter in €°¢ mit Elementen auskommt und keine Tupel
bendtigt.



Kapitel 2

Stabilitat

Sei o(T;y) eine Formel, und sei A eine Menge. Ein partieller p-Typ iiber A ist eine Menge von
Formeln der Form ¢(T;a) oder —¢(T;a) mit @ € A. Ein o-Typ iber A ist ein maximaler konsistenter
partieller o-Typ iiber A. Die Menge aller ¢-Typen iiber A wird mit S,(A) bezeichnet. S,(A4) sei
immer mit der booleschen Topologie versehen, in der die clopen Mengen gerade die Mengen der Form
{p € Sy(A) | ¥(Z) € p} sind, wobei 1(Z) eine boolesche Kombination von Formeln der Art o(xz;a) sei
(@e A).

Sei A eine unendliche Kardinalzahl. T" heifit A—stabil, wenn fiir alle n € N und fiir alle Parameter-
mengen A mit |A] < X auch |S™(A)| < A gilt; T heiit stabil, wenn T' A-stabil fir ein A ist. T heifit
A-stabil in ¢(T; ), wenn fiir alle Parametermengen A mit |A| < X auch |S,(A4)| < X gilt; ebenso heifit
T stabil in ¢, wenn T' A-stabil in ¢ fiir ein X ist. Ein ¢ -Typ p € S,(A) heiBt definierbar iber C,
wenn eine Formel d,T ¢(Z,7) mit Parametern aus C' und freien Variablen § existiert, so daf fir a € A
die Formel ¢(Z;a) genau dann zu p gehort, wenn d,T ¢(Z, @) gilt; p heiBit definierbar, wenn p iiber A
definierbar ist.

Ubung 2.1 Ist A eine unendliche Kardinalzahl mit |S*(A)| < A fiir alle Parametermengen A mit
|A] < A, so ist T' A-—stabil.

Fiir eine Ordinalzahl o sei I',(cr) die Menge {w"(TL)(fn;ﬂnrn) | n € *2An € a}, wobei ¢° := ¢ und

ol = .

Lemma 2.1 Fiir eine Formel o(T;y) sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:

(i) T ist stabil in .
(ii) T ist A\—stabil in o fir alle unendlichen Kardinalzahlen X.
(i1i) T, (w) ist inkonsistent.

() Fir jede Parametermenge A ist jeder o—Typ aus S,(A) definierbar, und zwar durch eine For-
mel der Form Jxy...3x,.A, wobei A fiir eine boolesche Kombination von Formeln o(Z;;7) und
o(Zi;@;) mit a; € A steht.

Beweis (ii)=(i) ist trivial.

(i)=(iii): Sei A eine unendliche Kardinalzahl, und p sei minimal mit 2 > X. Falls I, (w) konsistent
ist, so ist aus Kompaktheitsgriinden I', (1) ebenfalls konsistent und konnte realisiert werden durch
Tupel @, (n € #2) und be (¢ € <#2). Die Kardinalitit der Menge A := {b¢ | ¢ € <#2} ist dann hochstens
gleich A. Da die ¢p-Typen der @, iiber A paarweise verschieden sind, ist T folglich nicht A-stabil in ¢.

(iii)=(iv): Sei p € S,(A). Da I',(w) inkonsistent ist, existiert ein kleinstes k < w, fiir welches
G(k,p) := T,(k) U[U{p(Z,) | n € ¥2}] inkonsistent ist. Es gibt dann einen endlichen partiellen Typ



q C p, fiir den G(k, q) ebenfalls inkonsistent ist. Sei nun ¢(Z;a) € p; dann gilt G(k—1,qU{p(T;a)}) C
G(k — 1,p), und somit ist G(k — 1,q U {¢(Z;@)}) konsistent. Falls ¢(Z;a) nicht zu p gehort, so ist
G(k—1, qU{—¢(T;a)}) konsistent; dann kann G(k—1, ¢qU{p(T;@)}) nicht ebenfalls konsistent sein, denn
sonst wire auch G(k, ¢) konsistent. (%, @) gehort also genau dann zu p, wenn G(k — 1,qU {¢(Z,a)})
konsistent ist.

(iv)=-(ii) ist klar, denn {iber einer unendlichen Menge A gibt es hochstens |A| viele Moglichkeiten,
einen p—Typ in der in (iv) vorgeschriebenen Weise zu definieren. O

Eine andere instruktive Moglichkeit, in Lemma 2.1/ die Richtung (iii)=-(ii) zu beweisen, geht wie
folgt:

Sei T nicht A-stabil in ¢, und sei A eine Menge mit |S,(A4)| > A > |A|. Ein endlicher partieller ¢—
Typ ¢ iiber A heifit grofl, wenn die Kardinalitat der Menge ¢’ := {p € S,(A) | ¢ C p} groBer ist als A.
Sei K die Vereinigung aller ¢’, wobei q alle endlichen partiellen ¢—Typen iiber A durchlaufe, die nicht
grof§ sind. Die Kardinalitdt von K ist hochstens A; es gibt folglich zu jedem groflen endlichen partiellen
¢o-Typ ¢ Vervollstindigungen ¢; und g2 € S,(A), die nicht in K liegen. Es gibt dann ein Tupel b aus
A mit p(T;b) € ¢1 und —¢(T,b) € g2 (oder umgekehrt); folglich sind also sowohl ¢ U {¢(Z;b)} als
auch q U {—¢(z;b)} groB. Daher lassen sich rekursiv iiber n solche Mengen {@, | n € "2} von Tupeln
aus A konstruieren, daf§ die Mengen {¢""(F;a@y;) | 4 < n} fiir alle n € "2 groBe endliche partielle
¢-Typen sind. I', (w) ist folglich konsistent. a

Lemma 2.2 T ist genau dann stabil, wenn T in allen Formeln o(Z;7) (bzw o(z;7))

Beweis Ist 7' A-stabil, so gilt fiir jede Menge A mit |A| < X auch |S,(A4)] < |S(A)] < A Falls T
A-stabil ist in allen ¢(z;7), so gilt [S(A)| < [[], Sp(4)] < |A|ITl; T ist also A-stabil fiir alle A mit
A= AT o

Die Lemmas 2.1/ und [2.2| besagen unter anderem, dal man Stabilitét einer Theorie definieren kann,
ohne Bezug auf Kardinalzahlen zu nehmen.

Fiir eine totalgeordnete Menge I sei Ord,(I) die Menge {¢"<(Z;;7;) | i,j € I}, wobei p'</ := ¢
fir i < j und ¢*<J := = fiir ¢ > j. Eine Formel ¢ besitze die Ordnungseigenschaft genau dann,
wenn Ord, (w) konsistent sei. ¢(%;7) sei ¢(7;T), die Rolle der beiden Parametertupel  und 7 soll also
vertauscht werden.

Satz 2.3 Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(i) T ist stabil in o(T;7y)
(ii) ¢ hat die Ordnungseigenschaft nicht.
(iii) T ist stabil in ¢(T;7).

Beweis Eine Formel ¢ besitzt aus Kompaktheitsgriinden die Ordnungseigenschaft genau dann,
wenn Ord, () fiir eine beliebige unendliche geordnete Menge konsistent ist. Da Ordgs(w) genau dann
konsistent ist, wenn Ord,(w*) konsistent ist, geniigt es, die Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen.

(i)=(ii): ¢ besitze die Ordnungseigenschaft; dann ist Ord,(Q) konsistent und kann durch Tupel
s, b, (wobei s € Q) realisiert werden. Uber A := {b, | s € Q} gibt es dann 2%° viele verschiedene
¢-Typen, denn die partiellen ¢ -Typen p, := {p"<*(T;bs) | s € Q} (wobei r € R) sind konsistent,
aber paarweise inkonsistent.

(ii)=(i): Wenn T nicht stabil ist in ¢, so existiert eine unendliche Menge A mit |S,(A)| > |A;
es gibt dann eine Menge C' mit |C| = |A], in der alle endlichen konsistenten partiellen p—Typen iiber
A realisiert sind. Aus Kardinalitdtsgriinden gibt es einen ¢-Typ p aus S, (A), der nicht definierbar
ist durch eine boolesche Kombination von Formeln der Art ¢(¢; ), wobei ¢ € C. Es lassen sich dann
rekursiv drei Folgen (a@;)ien € N4, (b;)ien € VA und (;)sen € VO wie folgt konstruieren:



Fiir j <4 seien aj, Ej und ¢; schon definiert. Da p nicht definierbar ist durch boolesche Kombina-
tionen von Formeln der Art ¢(¢;;7) (wobei j < i), gibt es Tupel @; € A und b; € A mit (7, a;) € p,
—¢(Z,b;) € p und

(#) o(cj;a:) < () b;) fiir j <

Dann wiihle man fiir ¢; eine Realisierung von p | {@o, by, -.-, @i, b; }-

Fiir i > j gelten dann immer ¢(¢;,@;) und —p(¢;, b;). Fiir i < j gilt ¢(¢;,a;) <> (i, b;). Aus dem
Satz von Ramsey folgt, dal man 0.B.d.A. annehmen kann, daf8 = ¢(¢;,a;) fiir i < j immer wahr oder
immer falsch ist. Im ersten Falle folgt i < j <= = ¢(G;, b;), und somit wird Ord,(w) realisiert, im

zweiten Falle folgt i > j <= = ¢(¢;,@;41), und somit wird Ord,(w*) realisiert. O

Es folgt nun auch, daf eine Theorie T genau dann nicht stabil ist, wenn eine Formel ¢(7;7) und
eine Folge (@;)ien existieren mit ¢(@;,@;) <= i < j.

Ubung 2.2 Sei T stabil in ©(Z,7); jeder endliche partielle o—Typ tiber A werde in C realisiert. Dann
148t sich jeder p—Typ iiber A definieren durch eine positive boolesche Kombination von Formeln der
Form ¢(¢;7), ¢ € C. (Hinweis: Ohne die Forderung ,,positiv wurde das im obigen Beweis gezeigt; um
Definierbarkeit durch positive boolesche Kombinationen zu erhalten, ersetze man in diesem Beweis
die Forderung (#) durch ¢(¢;;a;) — ¢(Z;;b;) fiir j < i und verwende das folgende kombinatorische
Lemma: S ist genau dann eine positive boolesche Kombination aus den Mengen Ay, ..., A,, wenn gilt:

Vse SVE[Vi<n(s€e A —te A;) —»teS])

Ubung 2.3 (Satz von Erdés Makkai, ([1])) Sei S € P(A) mit ®; < |A| < |S|. Dann gibt es eine
Teilmenge Ag von A, fiir die S [ Ap eine unendliche durch Inklusion totalgeordnete Menge enthilt.
(Hinweis: Analoger Beweis wie in Satz 2.3])

Ubung 2.4 Sei T stabil; dann gibt es zu jeder Menge A und zu jeder Formel ¢(z; b) (mit b € €) eine
Formel 9 (x;@) mit @ € A und p(4;b) = ¢¥(4;a).

Ubung 2.5 Sei T stabil, p € S(M) und ¢(z;m) € p. Dann ist p die einzige Fortsetzung von p |
(p(M;m) u{m}) auf M.

Satz 2.4 T ist genau dann stabil, wenn jede unendliche Folge von Ordnungsindiscernibles eine Menge
von totalen Indiscernibles ist

Beweis Wenn T nicht stabil ist, so existieren eine Formel ¢(Z;7) und eine Folge (@;);eny mit
o(a;,a;) <= 1< j; die Folge (@;);en kann indiscernible gewahlt werden, ist aber keine Menge von
totalen Indiscernibles.

Sei nun (@;);eq eine Folge von Ordnungsindiscernibles, die keine Menge von totalen Indiscernibles
ist. Es gibt dann eine Formel ¢(Z1, ..., T,,) und eine Permutation 7 von {1, ...,n} mit = ¢(@y, ..., @,) und
= =@(@r(1); - Gr(ny). Da die Permutationsgruppe von {1,...,n} erzeugt wird durch Vertauschungen
benachbarter Zahlen, kann man 0.B.d.A. annehmen, daf es ein 4 gibt mit

': _‘QO(El, Q1,5 Qi 1, Ay Q42 ...,En).

Sei nun I C Q das Intervall (i — 1,4 + 2), sei ¢ das Tupel (@,...,G;—1,as,Tj42,...,0p) und sei
V(T5Yq, oy Upq) die Formel T # G, A @Yy, oo, i1y Ty Uss ooy Un—1), S0 gilt flir s,¢ aus I s < ¢ genau
dann, wenn = 1 (@s; ¢;). Die Formel ¥ hat daher die Ordnungseigenschaft, und somit ist 7' unstabil. O

Eine Formel o(Z;y) hat die starke Ordnungseigenschaft, wenn es eine Folge (@;);en gibt mit
o(&a;) S (€ ) fiir alle ¢ € N. o(Z;7) hat die Unabhingigkeitseigenschaft, wenn es zwei Fa-
milien (@;)ien und (bj);epayy gibt mit ¢(a;b;) <= i € j. Eine Theorie T hat die starke Ord-
nungseigenschaft beziehungsweise die Unabhdngigkeitseigenschaft, wenn T eine Formel besitzt, die



die starke Ordnungseigenschaft beziechungsweise die Unabhéngigkeitseigenschaft hat. Falls T" die star-
ke Ordnungseigenschaft hat, so existiert eine Formel o(x;7) (x ist dabei eine einfache Variable und
kein Tupel), die die starke Ordnungseigenschaft hat ([4]). Hat T die Unabhéngigkeitseigenschaft, so
existiert eine Formel ¢(z;7), die die Unabhéngigkeitseigenschaft hat ([5]).

ﬁbung 2.6 Die Theorie der randlosen dichten Ordnungen hat die strenge Ordnungseigenschaft, aber
nicht die Unabhéngigkeitseigenschaft.

(Hinweis: Man zeige, daf} es zu einer Formel ¢(z1, ...2z,;7) und zu einer endlichen Menge A hochstens
(2|A| + 1)(2|A| + 3)...(2|A| + 2n — 1) viele Typen gibt.)

Ubung 2.7 (Shelah) L bestehe aus den beiden einstelligen Relationssymbolen U und M sowie aus
dem zweistelligen Relationssymbol E. Die Theorie T" werde axiomatisiert durch

(A0) ,es existieren unendlich viele Elemente*
(A1) Va(U(z) < ~M(z))
(A2) VaVy(zEy — (U(z) A M(y))

(A3,

(A3

Vizo..Vn Vyo. vyn[(/\z<n( (zi) NU(yi)) A /\m’gn z; #y;) — 3z Azgn(szZ N~y Ez)]
Vit0- Y0750 g (A n (M (@) A M) A A,y 71 7 15) — 32 Asn (i A ~2Ei)].

T ist konsistent, vollstandig, Ng—kategorisch und 148t Quantorenelimination zu; T besitzt die Un-
abhangigkeitseigenschaft, aber nicht die starke Ordnungseigenschaft.

)
)

Ubung 2.8 Die Formel ¢(Z;7) besitzt die Unabhiingigkeitseigenschaft genau dann, wenn $(z;7) die
Unabhéngigkeitseigenschaft besitzt. (Hinweis: Identifiziere N mit der Menge der Hauptultrafilter von
N.)

Satz 2.5 T ist genau dann unstabil, wenn T die Unabhangigkeitseigenschaft oder die starke Ord-
nungseigenschaft hat.

Beweis Sowohl aus der Unabhangigkeitseigenschaft als auch aus der starken Ordnungseigenschaft
folgt unmittelbar, dafl T" nicht stabil ist.

Sei T nicht stabil; dann existiert eine Formel o(Z;%) und Folgen (@;)icq und (b;)icq mit
QD(EZ';E]') — 1< 7;
diese Folge kann indiscernible gewihlt werden. Es soll nun angenommen werden, dafl 7" die Un-
abhéngigkeitseigenschaft nicht hat. Dann existieren aus Kompaktheitsgriinden eine natiirliche Zahl
n und eine Menge S C {0,...,n — 1}, so daB kein Tupel b existiert mit p(a;;b) <= i € S fur
i =0,...,n — 1. Aus der Wahl von ¢ folgt, dal S kein Anfangsstiick von N ist. Es gibt dann eine
Folge So, S1, .., S = S von Teilmengen von {0, ...,n — 1}, wobei Sy ein Anfangsstiick von N ist, alle S;
gleichviele Elemente besitzen und S;41 aus S; entsteht indem man ein m € S; durch m + 1 ersetzt.

Man withle nun j so, da ein b existiert mit ¢(@;b) <= i € S;, aber daﬁ kein b existiert mit
o(@;;b) < i€ Sj11. Sei nun

U:=85Nn811,V:={0,1,...,n =1} N (S; USjt+1),
S;=U0uU{m}, Sjy1 =UU{m+1}
und
@) = N e@:;y A N\ ~e@;v);
€U eV
aus der Konstruktion von S und j folgt dann = 3g(¢(7) A ©(@m; T) A @ (@m1; )) und = =35 (7) A

_‘@(amvy) A @(am-‘rlv )) Fir X(J? y) w( ) A 90("13 y) fOIgt daraus X(amae) > X(am-‘rh ) Da die
Familie (@;);cq indiscernible ist, gilt x(€;a@;) 2 x(&;ay) fiir beliebige 7, j aus Q mit m < i < j < m+1.
O

10



Kapitel 3

Forking

Sei X ein kompakter, total unzusammenhéngender topologischer Raum; die Mengen X, (3)werden
rekursiv fiir alle Ordinalzahlen wie folgt definiert:

XO =X
X441 sei die Menge aller Haufungspunkte von X, .
Xy = ﬂa<)\ X, falls A eine Limesordinalzahl ist.

Der Cantor-Bendixon-Rang CBRx (z) von x € X ist die kleinste Ordinalzahl o mit « ¢ X1,
falls ein solches a existiert; falls so ein « nicht existiert, so setze man CBRx(z) := oo. Die X,
sind abgeschlossene Teilmengen von X. Sei U eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge von X; dann
existiert CBRx (U) := Max{CBRx(z) | x € U} und wird Cantor-Bendixon-Rang von U genannt;
der Cantor—-Bendixon—Rang der leeren Menge sei —1. Der Cantor—Bendixon—Rang eines Elementes x
ist gleich dem Minimum der Cantor—-Bendixon—Réange der clopen Mengen, die x enthalten.

Der Cantor-Bendixon—Grad einer abgeschlossenen Menge U mit CBRx(U) < oo sei die Anzahl
der Elemente von U mit maximalem Cantor-Bendixon-Rang und werde mit CBDx (U) bezeichnet.
Es gilt dann 1 < CBDx(U) < Rq (falls U # 0); fiir CBRx(U) = oo setze man CBDx (U) := 0.
CBRDx (U) sei das Paar (CBRx(U),CBDx(U)), wobei diese Paare lexikographisch angeordnet
werden.

Der Cantor-Bendixon—-Rang von clopen Mengen kann in der booleschen Algebra aller clopen Men-
gen bestimmt werden durch:

CBRx(A) >0, falls A # 0);

CBRx(A) > a+1, falls eine Folge (A;);en von paarweise disjunkten clopen nichtleeren Teilmengen
von A existiert mit CBRx (A;) > «;

fiir Limeszahlen A gilt CBRx(A) > A, falls CBRx(A) > o fir alle a < A

Ebenso ist der Cantor-Bendixon—Grad einer clopen Menge A die grofite natiirliche Zahl n, fiir
welche es eine Partition von A in n clopen Teilmengen gibt, die alle den selben Cantor-Bendixon—
Rang wie A haben.

Fiir beliebige abgeschlossene Teilmengen gibt es keine analoge Beschreibung des Cantor-Bendixon—
Ranges; z.B. konnen einelementige Mengen durchaus einen Cantor-Bendixon—-Rang haben, der grofier
als Null ist, obwohl sich diese Mengen nicht spalten lassen.

Die Berechnung des Cantor-Bendixon—Ranges und Grades einer abgeschlossenen Menge kann je-
doch wie folgt auf clopen Mengen zuriickgefiihrt werden: Sei U eine abgeschlossene Teilmenge von X
mit CBRx (U) = «; es gilt dann U N X411 = () und somit 148t sich U durch clopen Teilmengen von
X N\ X441 iiberdecken; aus der Kompaktheit von X folgt dann, dal es schon eine clopen Menge A
gibt mit U C A C X \ Xp41. Es gilt dann natiirlich CBRx (U) = CBRx(A); By := (ANU)N X,
ist endlich, und es existiert folglich eine clopen Menge B mit By C B und BNU = @; A\ B ist dann
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also eine clopen Obermenge von U mit CBRDx (U) = CBRDx (A \ B).

X heifit zerstreut, wenn fiir alle z € X der Cantor—Bendixon—Rang kleiner als unendlich ist.

Lemma 3.1 Ein Raum X ist genau dann zerstreut, wenn es keinen Bindrbaum {X, | v € <2} gibt,
wobei die X,, nichtleere clopen Teilmengen von X sind mit X, = X,0UX,1.

Beweis Sei {X, | v € <¥2} ein Bindrbaum von clopen Mengen. Wire dann CBRx (Xy) # oo,
so gébe es ein v € ¥2, so daf fiir jedes n < w CBRDx(X,n) > CBRDx (X, n+1) g0lte, was aber
unmoglich ist.

Umgekehrt 148t sich jede clopen Menge mit unendlichem Rang in zwei clopen Teile zerlegen, die
ebenfalls unendlichen Rang haben. O

Der Morleyrang M R(p) eines partiellen Typs p wird definiert als Cantor-Bendixon-Rang der
abgeschlossenen Teilklasse {p € S™(€) | p D p} von S™(€), der Morleygrad M D(p) als Cantor—
Bendixon—-Grad von {p € S™(C) | p D p}; das Paar (MR(p),MD(p)) wird mit M RD(p) bezeichnet.
Falls M R(p) < oo, so sagt man, dafi der Morleyrang von p existiert. Da die Klassen der Form {p €
S™(€) | ¢ € p} gerade die clopen Teilklassen von S™(€) sind, gelten fiir einen Typ p und fiir eine L(A)—
Formel (%) die Gleichungen M RD(p) = min({MRD(y¢) | ¢ € p}) und MR(¢(T)) = max({MR(q) |
Y € gAgq € S"(A)}). Fir eine Formel ¢(Z;a) hingt MRD(p(T;a)) nur vom Typ von @ iiber der
leeren Menge ab; die mengentheoretischen Schwierigkeiten bei der Definition von Morleyrédngen und
Morleygraden lassen sich so vermeiden.

Das folgende Lemma ist eine Ubersetzung von Lemma 3.1 fiir Morleyringe.

Lemma 3.2 Der Morleyrang einer L(€)—Formel ¢(T) ist genau dann kleiner als oo, wenn es keine
Menge {1, (%;7) | v € <¥2} von Formeln gibt, fir welche das System

{p@} UL @7) |v e “2An <w)
konsistent ist; dabei sei T = (x1,...,x,) ein festes Variablentupel, § hingegen hinge von der Formel
¥, (T;7) ab, in der es steht. (Wie in Kapitel 2 sei 1)° := 1 und ' := —.)

O

Satz 3.3 (|J]) Emistiert der Morleyrang einer Formel ¢ (oder eines Typs), so ist er kleiner als |T|T.

Beweis Sei M R(¢(%;a)) > |T|"; es sollen Formeln v, (Z;7)(v € <“2) konstruiert werden, so daf§
fir alle k¥ < w und fiir alle @ < |T|* Parameter @, existieren mit

MR <<p(33; A N\ vl @ am)> > a
i<k

fiir alle v € ¥*12. Seien die 1, (7;7) fiir v € <¥2 schon konstruiert. Fiir jedes o < |T'|* und fiir jedes

1 € *2 existieren dann Formeln X, ,(7;7) und Parameter @, mit M R(p(T;a) A A, ), 7,/15&)(?; Qypi) N

xz(ff)rk(f, @,1;)) > « fiir alle v € ¥+12. Man findet Formeln 1,,(7;7), fiir welche die Menge aller o mit

Yu(T;Y) = Xa,u(T;7) kofinal in |T|" ist. Fiir diese Formeln gilt die Induktionsbedingung ebenfalls,
und aus Lemma 3.2 folgt somit M R((Z;a)) = oo. O

Eine Theorie heifit total transzendent, wenn der Morleyrang aller Formeln existiert. Fiir abzahlbare
Theorien besagt der folgende Satz, dafl eine Theorie genau dann total transzendent ist, wenn sie w—
stabil ist.

Satz 3.4

(i) Sei T total transzendent; dann ist T A-stabil fir alle X > |T.
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(ii) Falls T w—-stabil ist, so ist T total transzendent.

Beweis Sei p € S™(A) ein Typ und ¢(Z;a) eine Formel aus p mit M RD(p) = M RD(y); dann ist
eine L(A)-Formel ¢ (%) genau dann in p, wenn M RD((Z) A ¢(T;a)) = M RD(p). Eine Abbildung,
die jedem p € S™(A) eine Formel ¢(Z) aus p mit MRD(p) = MRD(p(T)) zuordnet, ist also eine
Injektion von S™(A) in die Menge der L(A)-Formeln, und somit gilt [S™(A)| < |A| + |T.

Damit ist (i) gezeigt, und (ii) folgt unmittelbar aus Lemma [3.2. a

ﬁbung 3.1 Man zeige, daf3 es zu jeder Kardinalzahl x und zu jeder Ordinalzahl A < kT eine total
transzendente Theorie gibt mit |T'| = x und M R(z = x) = \. (Hinweis: L enthalte fiir jede Ordinalzahl
o < w? ein einstelliges Pridikat P,; T werde axiomatisiert durch Vo —Py(z), Vo (P, (x) — Ps(x)) und
312(Poy1(z) A = Py()) fiir alle a < 8 < w?.)

Ubung 3.2 Man zeige, daBf es zu jeder Kardinalzahl x eine Theorie T gibt mit |T| = k, und zu
jeder Ordinalzahl X\ < |T'|* existiert eine Formel mit Morleyrang . (Hinweis: T" sei die Theorie einer
Struktur, die durch disjunkte Vereinigung von Strukturen aus Ubung 3.1 entsteht.)

I"Jbung 3.3 Eine Theorie T ist genau dann total transzendent, wenn alle Redukte von T" auf abzahl-
bare Teilsprachen total transzendent sind.

I"Jbupg 3.4 Falls S1(€) zerstreut ist, so ist T total transzendent. (Hinweis: Man verwende Satz (3.4
und Ubung [3.31)

Sei p € S(A) und B D A; fir jede Erweiterung ¢ von p auf B gilt dann M R(p) > MR(q);
ferner gibt es immer Erweiterungen ¢ von p auf B mit M R(p) = M R(q), und zwar hochstens M D(p)
viele, falls p einen Morleyrang besitzt. Um solche ausgezeichneten Erweiterungen auch fiir Typen ohne
Morleyrang definieren zu kénnen, werden nun lokale Range eingefiihrt.

Sei A = {p1(%;71), -, on(T;7,,)} eine endliche Menge von Formeln; eine A(A)-Formel ist dann
eine Formel der Form ¢;(Z;a) oder —;(T;a), wobei @ € A. Ein A-Typ iiber A ist eine maximale
konsistente Menge von A(A)-Formeln; die Menge aller A—Typen iiber A sei Sa(A). Das System aller
Mengen {p € SA(A) | ¥ € p}, wobei ¢ iiber alle A(A)-Formeln laufe, ist eine Subbasis fiir eine
kompakte, total unzusammenhéangende Topologie auf Sa(A), und die clopen Teilmengen sind gerade
die booleschen Kombinationen dieser Mengen. Fiir eine beliebige L(A)-Formel ¢(Z) ist {p € Sa(4) |
pU{¢} ist konsistent } abgeschlossen, aber im allgemeinen nicht offen. Besteht A aus nur einer Formel
©, so sind die A-Typen gerade die p—Typen.

I"Jbung 3.5 Zu jedem A gibt es eine Formel v, so daf} fiir jede Menge A, die mindestens zwei Ele-
mente besitzt, sowohl durch boolesche Kombinationen von A(A)-Formeln als auch durch boolesche
Kombinationen von {t¢}(A)-Formeln dieselben Mengen definierbar sind. Es gibt dann folglich eine
Bijektion o : Sa(A) — Sy (A) mit p(€) = (a(p))(€) fiir alle p € SA(A).

Der A-Rang Ra(p) eines partiellen Typs p sei der Cantor-Bendixon—Rang der Menge
{p € SA(€) | p U p ist konsistent }

in SA(€), und der A-Grad Da(p) sei der Cantor-Bendixon-Grad dieser Menge. Das Paar

(Ra(p), Da(p))

wird mit RDa(p) bezeichnet.

Satz 3.5 Die folgenden drei Aussagen sind fiir eine Theorie T dquivalent:

(i) T ist stabil;
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(i) Ra(p) < oo fir alle ¢ und fir alle (endlichen) A;
(ii3) Ra(p) < w fir alle ¢ und fiir alle (endlichen) A.

Beweis

(iii)=-(i1) ist trivial; sei T instabil; dann gibt es eine Formel ¢(Z;7) fiir welche das System I'y(w)
aus Lemma 2.1 konsistent ist; aus Lemma [3.1] folgt dann R, (T = Z) = oo; somit folgt (i) aus (ii).

Sei nun Ra(p) > w; dann ist auch RA(Z = Z) > w, und man darf nach Ubung 3.5 0.B.d.A.
voraussetzen, dal A = {(Z;7)}. Fir jede boolesche Kombination x(Z) von Formeln ¢(%;a;) mit
RA(x) > n+1 gibt es ein @ mit RA(¥(T;a) A x(Z)) > n und Ra(—¢(T;a) A x(T)) > n. T'y(m) ist
folglich konsistent fiir alle m € N, und somit ist 7" instabil. m]

Ubung 3.6 Es gibt eine stabile Theorie, in welcher es zu jedem n € N ein A gibt mit Ra (T = Z) = n.
Ebenso gibt es eine unstabile Theorie, in welcher es ein A gibt, so da8 fiir jedes n € N eine Formel ¢
existiert mit Ra(p) = n.

Der folgende Satz besagt, dafl man die Morleyrédnge und A-Rénge (sowie auch die entsprechenden
Grade) schon in Rg—saturierten Modellen berechnen kann: Dabei verwende man fiir eine Menge A und
fiir eine L(A)-Formel ¢ die folgenden Definitionen:

CBRD(p) :== CBRDgna)({p € S"(A) A ¢ € p})

und
CBRDA(a)(¢) := CBRDg,a)({p € Sa(A) N pU {¢}ist konsistent})

Satz 3.6 Sei M ein Ro-saturiertes Modell, und sei o(T;@) eine L(M)-Formel. Dann gelten
MRD(p) = CBRD ()

und
RDA(p) = CBRD (M) (9).

Beweis Durch Induktion soll zuerst gezeigt werden, dafl aus
MRD(¢(w;a)) = (a,n)

auch CBRDy(¢(Z;a)) > (a,n) folgt; fir n = 1 ist der Induktionsschlufl leicht zu zeigen. Sei
nun M RD(p(Z;@)) > (a,n + 1); dann existiert eine Formel ¢ (F;b) mit M RD(p(T;a) A ¥ (T;b)) >
(a,n) und MRD(¢(Z;a) A —(Z;b)) > (a,1). Wihle nun ¢ aus M mit tp(¢/a) = tp(b/a); da
der Morleyrang und der Morleygrad nur vom Typ der auftauchenden Parameter abhéngen, folgt
MRD(o(Z;a) A p(T;¢)) > (a,n) und MRD(p(T;a)) A —)(Z;¢)) > (o, 1). Aus der Induktionsvoraus-
setzung folgt dann CBRD y(¢(T;a) A ¥(T;¢)) > (a,n) und CBRDy(p(T;a) A —9¢(T;¢)) > (o, 1),
woraus CBRD(o(Z;a)) > (a,n + 1) folgt. Es folgt MRD(p) < CBRD)(p). Da die umgekehrte
Ungleichung sogar fiir beliebige M gilt, wie leicht zu zeigen ist, gilt sogar Gleichheit. Auf die glei-
che Art und Weise beweist man RDa (@) = CBRDa(r)(¢), falls ¢ eine boolesche Kombination von
A(M)-Formeln ist.

Sei nun (T;a) eine beliebige Formel. Aus den am Anfang dieses Paragraphen gemachten Bemer-
kungen iiber den Cantor-Bendixon-Rang folgt, dafl man die Rénge fiir ¢ nicht direkt in der obigen
Art und Weise bestimmen kann, da die Menge aller mit ¢ konsistenten A—Typen zwar abgeschlossen,
aber im allgemeinen nicht clopen ist. Es gibt aber eine Formel ¢ (Z; b), die eine boolesche Kombination
von A(€)-Formeln ist, mit = ¢(F;a@) — ¥ (Z;b) und RDa(9(T;a)) = RDa((7;b)), denn zu jeder
abgeschlossenen Teilmenge U eines kompakten, total unzusammenhéngenden Raumes X gibt es eine
clopen Menge A mit U C A und CBRDx(U) = CBRDx(A). Da M XNp-saturiert ist, kann man
wieder 0.B.d.A. annehmen, dafl b in M liegt, und es gilt folglich RDa(¢(7;a)) = RDA(%(T;b)) =
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CBRD () (¥(T; b)) = CBRD (M) (¢(T;@)). Ebenso 188t sich RD(¢(%;@)) < CBRD A (¢(T;a))
beweisen. a

Seien A C B,p € S™(A), ¢ € S™(B) und p C ¢; dann gilt RDA(p) > RDa(q) fiir alle A.

Definition: ¢ heifit nichtforkende Erweiterung von p (bzw ¢ forkt nicht iiber A), wenn Ra(p) =
RAa(q) fir alle endlichen Formelmengen A gilt.

Ein FTyp iiber einer Parametermenge A ist eine maximale konsistente Menge von L(A)-Formeln
mit freien Variablen (x;);c; (die Méchtigkeit von I ist beliebig). A-Rénge und der Forkingbegriff
werden fiir FTypen wie oben definiert. Der FTyp tp(a/C) eines (unendlich langen) Tupels @ = (a;)ier
forkt genau dann nicht iiber B C C, wenn fiir alle endlichen Teiltupel @’ von @ der Typ tp(a’/C) {iber
B nicht forkt. Soweit nichts anderes erwahnt wird, gelten die folgenden Sétze auch fiir FTypen.

Es soll im folgenden gezeigt werden, daf fiir stabile Theorien nichtforkende Erweiterungen von p €
S(A) auf B D A immer existieren und daf sie eindeutig sind, falls A in €4 algebraisch abgeschlossen
ist.

I"Jbung 3.7 Sei ® eine definierbare Klasse, und sei A eine Menge; dann sind dquivalent:

(i) Uber A gibt es nur endlich viele Konjugierte von 9;

(ii) es gibt eine iiber A definierbare Aq_uivalenzrelation mit nur endlich vielen Aquivalenzklassen,
und ® ist eine Vereinigung solcher Aquivalenzklassen;

(iii) D ist definierbar iiber acl®d(A).
(iv) ® ist Uber allen Modellen definierbar, die A enthalten.

(Hinweis fiir (iv): acl(A) ist der Durchschnitt aller Modelle, die A enthalten.)

Lemma 3.7 SeiT stabil, und seip € S™(A) und A fest; es gibt dann globale Erweiterungen p € S™(€)
von p mit Ra(p) = Ra(p); firp | A gibt es nur endlich viele Méglichkeiten, und alle diese p | A sind
iber acl®d(A) definierbar.

Beweis Aus der Definition von Ra und Da folgt unmittelbar, dafl solche globalen Erweiterungen
p existieren und dafl es fiir die Anzahl der dazugehérigen Einschrankungen p [ A genau Da(p) viele
Méoglichkeiten gibt. Sei nun ¢(Z;7) € A; da T stabil ist, ist p definierbar. d,Zw(Z;7) sei eine definie-
rende Formel fiir die Klasse © der @ mit ¢(Z;a) € p; da es fiir p | A nur endlich viele Moglichkeiten
gibt, besitzt © nur endlich viele Konjugierte iiber A und ist folglich nach Ubung 3.7 iiber acl®d(A)
definierbar. |

Lemma 3.8 Jedes beliebige p € S™(acl(A)) forkt nicht iber A.

Beweis Zu jedem A gibt es ein ¢ € S™(acl(A)) mit p | A=¢ | A und Ra(q) = Ra(q | A); aber p
und ¢ sind iiber A konjugiert, folglich gilt Ra(p) = (q) = A(p [A). ad

Lemma 3.9 (Harrington) T sei stabil, p(Z) und q(y) seien globale Typen und ¢(T;y) eine Formel.
Dann gilt d,T ¢(T;7) € q genau dann, wenn dqy o(T;y) € p gilt.

Beweis Wenn das Lemma falsch wére, so golte z.B. dyT ¢(Z;7) € q und dyy ¢(T;7) ¢ p. A sei
eine Menge, die die Parameter von d,Z <p(x y) und von d,y »(T;7) enthalte. Man konstruiere zwei
Folgen (@,)n<w und (by)p<w, mit @, =p [ AU{b; | i <n}und b, =q | AU{a | i < n}. Aus
dyT ©(T;Y) € q folgt dann = dyT ¢(T;by,), und somit gilt ¢(z;b,) € p, woraus | (@, by,) folgt fiir
m > n; aus dq? @(f; ?) ¢ p folgt ): _‘dqy (P(am;y)’ und somit ﬁ(ﬂ(am;?) € g, woraus ': _‘4,0(67,”5”)
folgt fiir m < n; das bedeutet jedoch, dafl die Formel ¢(Z;y) die Ordnungseigenschaft hat, was der
Stabilitat von T' widerspricht. o
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Korollar 3.10 T sei stabil, A sei in €9 algebraisch abgeschlossen, p € S™(A) sei ein Typ, und ¢(T;7)
sei eine Formel; falls dann p1 und po globale Fortsetzungen von p sind, fir die p1 [ ¢ und po | @ tber
A definierbar sind, so gilt p1 | @ = p2 | .

Beweis Sei @ ein Tupel, das gleich lang wie 7 sei, und q(g) sei eine globale Erweiterung von tp(a/A),
fir die dqyp(T;7) iber A definierbar sei. Dann liegt ¢(Z;@) genau dann in p;, wenn = d,, To(T;a);
das ist aber dquivalent zu d,,T¢(Z,y) € q und somit nach Lemma 3.9/ auch zu dqgp(T;7) € p;; da
dao(T;7) iber A definierbar ist, ist letzteres auch dquivalent zu d,7p(Z;7) € p; ¢(T; @) gehort also
genau dann zu p1, wenn ¢(T; @) zu pa gehort. O

Satz 3.11 Sei T stabil, p € S(A) und A C B; dann gelten:

(i) Es gibt nichtforkende Erweiterungen von p auf B.

(ii) Ist A in €9 algebraisch abgeschlossen, so gibt es genau eine nichtforkende Erweiterung von p

auf B; statt A = acl®i(A) gendigt es zu fordern, daff del®d(A) = acl®d(A).

(#i1) Eine globaler Typ p forkt genau dann nicht iber A, wenn er uber acl®(A) definierbar ist.

Beweis (i): Nach Lemma (3.8 darf man 0.B.d.A. voraussetzen, da§ A in €°9 algebraisch abgeschlos-
sen ist; da die A—Rénge monoton sind, darf man ebenfalls B = € voraussetzen. Zu jedem A gibt es
dann einen mit p vertriiglichen globalen A -Typ p® mit Ra(p) = Ra(p?). Nach Lemma 3.7 ist p2
iiber A definierbar und nach Korollar 3.10] eindeutig bestimmt. Sei A; C Ay; dann ist p®2 | A; auch
definierbar iiber A, und somit folgt p®* = p»2 | A; C p®2. p sei nun die Vereinigung aller p2; p ist
dann ein globaler Typ, der iiber A nicht forkt.

(ii): Falls del®d(A) = acl®(A) gilt, so 1afit sich p eindeutig auf acl®d(A) fortsetzen. Nach Lemma
3.7 und Korollar 3.10 gibt es nur eine nichtforkende globale Erweiterung von p. Im allgemeinen ist eine
nichtforkende Erweiterung ¢ € S™(B) von p von der Form ¢ = p | B, wobei p die eindeutig bestimmte
globale nichtforkende Erweiterung von p ist.

(iii) Nichtforkende Erweiterungen sind nach Lemma [3.7) definierbar {iber acl®¥(A). Sei nun q iiber
acl®d(A) definierbar; dann ist q nach Korollar [3.10 gleich der eindeutig bestimmten globalen nichtfor-
kenden Erweiterung von q | acl®d(A). |

Ein Typ p heiit stationdr, wenn er genau eine nichtforkende globale Erweiterung p besitzt; die
Einschrankung von p auf eine Menge A wird dann mit p|A bezeichnet.

I"Jbung 3.8 Ein globaler Typ p ist {iber einer Menge A genau dann definierbar, wenn p iiber A nicht
forkt und wenn p [ A stationdr ist.

Ubung 3.9 Sei p € S(M) ein Typ und ¢(x;7m) eine Formel aus p. Dann forkt p nicht iiber o(M;m).
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Kapitel 4

Eigenschaften des Forking

In diesem Abschnitt sei T' immer eine stabile Theorie. Es werden vorerst einige einfache Eigenschaften
des Forking angegeben. Unmittelbar aus den Definitionen folgt:

Satz 4.1 (Transitivitit und Monotonie) Sei A C B C C und sei p € S(C); p forkt genau dann
nicht uber A, wenn p tiber B nicht forkt und p | B iber A nicht forkt.

Satz 4.2 (Algebraischer Abschlu8) (i) p € S(acl(A)) forkt nicht iber A.
(ii) Falls tp(a/Aa) tber A nicht forkt, so liegt @ in acl(A).

Beweis (i) ist Lemma [3.8.

(ii): Sei A := {T = 7}; wenn tp(a/Aa) iiber A nicht forkt, so gilt 0 = Ra(tp(a/Aa)) = Ra(tp(a/A)).
Sei o(Z; b) € tp(a/A) mit Ra(¢(T;b)) = Ra(tp(a/A)) = 0; p(€;b) ist folglich endlich, und somit ist @
algebraisch iber A. |

Satz 4.3 (Stetigkeit) (i) Seip € S(A); dann ezistiert eine Teilmenge B von A mit |B| < |T|, so
daf$ p tuber B nicht forkt. Falls p ein I-Typ ist, so existiert ein B mit |B| < |T| + |I|.)

(i) Sei A C B und seip € S(B); p forkt genau dann iber A, wenn eine endliche Teilmenge By von
B existiert, so daff p | ABy tuber A forkt.

Beweis (i): Man wihle fiir jedes endliche A eine Formel pa(T) € p mit Ra(va(Z)) = Ra(p); B
sei die Menge aller Parameter, die in den Formeln ¢ auftauchen; dann forkt p nicht iiber B, und es
gilt |B| < |T.

(ii): Wenn p tiber A forkt, so gibt es ein endliches A mit Ra(p) < Ra(p [ A). Sei ¢(T) € p mit
RA(p(T)) = Ra(p); fiir jede Teilmenge By von B, die die Parameter aus ¢(T) enthélt, forkt p [ ABy
iber A. a

Satz 4.4 (Konjugiertheit) Sei p € S1(A); dann sind alle nichtforkenden Erweiterungen von p auf
€9 konjugiert.

Beweis Sei p eine nichtforkende Fortsetzung von p auf €°. p ist dann durch p | acl®d(A) eindeutig
bestimmt; da alle Erweiterungen von p auf acl®(A) konjugiert sind, sind auch alle nichtforkenden
globalen Erweiterungen von p konjugiert. ]

Die Multiplizitdt eines Typs p sei die Zahl aller nichtforkenden globalen Fortsetzungen von p, und
sie werde mit mult(p) bezeichnet.
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Satz 4.5 (Beschrinktheit) Firp € S(A) gilt mult(p) < 271, (Fiir I-Typen gilt mult(p) < 2/71+11)

Beweis Aus Satz 4.3(i) folgt, da man 0.B.d.A. |A| < |T| voraussetzen kann. Sei p eine globale
nichtforkende Fortsetzung von p; dann ist p bestimmt durch p | acl®d(A). Aus |acl®(A)| < |A|+|T| <
|T| folgt, daB iiber acl®d(A) hochstens 2/7! viele Typen existieren, und somit folgt mult(p) < 217!, O

Ist p eine forkende Fortsetzung von p € S™(A), so gibt es zu p klassenviele Konjugierte iiber A;
denn dann existiert eine Formel ¢(7;b) € p, fiir die ® := d,Zp(T; €) iiber acl®®(A) nicht definierbar ist;
der kanonische Parameter von @ liegt folglich nicht in acl®d(A), und somit besitzt er wie © klassenviele
Konjugierte iiber A.

I"Jbung 4.1 Sei p ein Typ mit Morleyrang. Eine Erweiterung ¢ von p ist genau dann nichtforkend,
wenn sie denselben Morleyrang wie p hat; ferner ist die Multiplizitdt von p gleich dem Morleygrad
von p.

Beispiel 4.1 Aus Satz 4.5/ folgt, daB sich in einer stabilen Theorie jeder Typ p € S(A) auf hochstens
2171 viele Arten auf acl°d(A) erweitern 1i8t; fiir nichtstabile Theorien ist das falsch: Sei T die Theorie
der zweisortigen Struktur (R, A; E), die aus zwei unendlichen Mengen A und R und aus einer drei-
stelligen Relation E bestehe; fiir jedes r € R sei E(r;x,y) eine Aquivalenzrelation auf A mit zwei
Aqulvalenzklabsen Das System dieser Aqulvalenzrelatlonen sei frei, das heifit Durchschnitte endlich
vieler Aquivalenzklassen paarweise verschiedener Aquivalenzrelationen sind nicht leer. Zu je zwei end-
lichen, disjunkten Teilmengen A;, As von A gebe es ein r € R, so dal A; und A, in verschiedenen
Aquivalenzklassen von E(r;z,y) liegen. Sei p € S(R) der Typ eines Elementes aus A; es gibt dann
2/Blviele Erweiterungen von p auf acl®d(R).

Satz 4.6 (Symmetrie) Sei C eine Menge, und seien @,b (nicht notwendigerweise endliche) Tupel;
tp(@/Cb) forkt genau dann nicht iber C, wenn tp(b/Ca) nicht dber C forkt.

Beweis Man kann 0.B.d.A. annehmen, daf C' in €°9 algebraisch abgeschlossen ist, denn tp(a/Cb)
forkt genau dann nicht iiber C, wenn tp(a/acl®*(C)U{b}) iiber acl®d(C) nicht forkt. Seien nun p(z) :=
tp(@/C) und q(y) := tp(b/C); p und q seien die nichtforkenden globalen Erweiterungen. tp(a/Cb) forkt
genau dann nicht iiber C', wenn @ |= p | Cb, und das ist #quivalent dazu, daf fiir alle L(C)-Formeln
o(T;Y) gilt: E o(@b) < E dpyTo(T;b) < dpyTp(T;Y) € q; ebenso forkt tp(b/Ca) genau dann
nicht iiber C, wenn fiir alle L(C)-Formeln ¢(7;7) gilt: | ¢(@;b) <= dqyp(Z;7) € p; nach Lemma
3.9/ sind diese beiden Bedingungen dquivalent. m|

Seien @ und @* zwei Aufzdhlungen einer Menge A, und seien B und C' zwei weitere Mengen.
tp(a/BC) forkt genau dann nicht iber B, wenn tp(a . /BC) iiber B nicht forkt, denn falls ¢ eine
Aufzdhlung von C' ist, so folgt aus Satz 4.6, dafi sowohl tp(a/BC) als auch tp(a / B(C) genau dann
nicht iiber B forken, wenn tp(¢/BA) nicht iiber B forkt.

A und B heilen unabhingig iiber C (A |, B), wenn fiir ein Tupel @, das A aufzihlt, der Typ
tp(a/BC) tber C nicht forkt; die Unabhéngigkeit hangt nicht von der Aufzihlung @ ab.

Ubung 4.2 Man zeige: AB 1,0 = ALl,,CudB | C.

Ubung 4.3 Es gelte AB L, Cund DCC;dann gilt A |, B genau dann, wenn A | | B gilt.
Sei A C B; dann sei NF"™(B/A) die Menge aller Typen aus S™(B), die {iber A nicht forken.
Satz 4.7 (Abgeschlossenheit) NF"(B/A) ist eine abgeschlossene Teilmenge von S™(B).

Beweis Aus NF"(B/A) = NF"(BUacl®(A)/acl®d(A)) | B folgt, dafl man 0.B.d.A. voraussetzen
darf, da§ A in €% algebraisch abgeschlossen ist. Sei p € S (B), und ¢ sei eine Realisierung von p. Fiir
jedes Tupel b aus B sei q(Z) die nichtforkende globale Erweiterung von tp(b/A). p forkt genau dann
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nicht iiber A, wenn alle Tupel b € B Realisierungen von q; | AC sind; das ist genau dann der Fall,
wenn |= ¢(b;€) « dq, T (T; ) fiir alle L(A)-Formeln o(T;7) gilt. NF"(B/A) besteht folglich gerade
aus den Typen, die alle Formeln der Gestalt ¢(b;y) < dq;Tp(T;y) enthalten. O

Eine Formel ¢(7;a) forkt iiber einer Menge C, wenn jeder globale Typ, der ¢ enthilt, iber C
forkt. Aus dem obigen Satz folgt, daf ein Typ p € S™(A) genau dann iiber einer Teilmenge B von A
forkt, wenn er eine Formel enthalt, die tiber B forkt. Satz 4.7 ist folglich eine Verscharfung von Satz
4.3 (ii).

Satz 4.8 (Open mapping theorem) Sei A C B; dann ist die Einschrinkungsabbildung
m: NF(B/A) — S(A)

eine offene Surjektion.

Beweis Sei p die Einschrankungsabbildung von NF(€/A) auf NF(B/A). Falls 7p offen ist, so
ist auch 7 offen, und man kann daher 0.B.d.A. B = ¢ annehmen. Sei ¢ C NF(C/A) offen. Dann
gilt 7717 (€) = J{€ | @ € Aut(€/A)}; 7~ 1x(€) ist daher offen. Da 7 abgeschlossen ist, ist 7(&) =
S(A) N\ m(NF(€/A) ~ 77 (€)) offen. O

Sei p € NF(B/A) isoliert; aus dem open mapping Theorem folgt dann, dafl p [ A in S(A) isoliert
ist.

Satz 4.9 (Endliche Aquivalenzrelationen) Sei A C B, und q1 # q2 seien Typen aus NF™"(B/A);
dann gibt es eine tber acl®d(A) definierbare Formel o(T) mit o(T) € q1 und —p(T) € qo; ferner
gibt es eine tber A definierbare Aquivalenzrelation E mit nur endlich vielen Aquivalenzklassen mit
0(T) U a(9) - (7).

Beweis Sei p; eine Fortsetzung von ¢; auf B U acl®¥(A); es gibt dann eine L(acl®(A))-Formel
¥(T) € p1, die in keiner Erweiterung ps von ¢o auf B U acl®¥(A) enthalten ist; anderenfalls gabe es
wegen Kompaktheit eine Erweiterung ps von ¢o auf B U acl®(A4) mit p; [ acl®(A) = py [ acl®d(A);
das ist jedoch wegen Satz[3.11! (ii) unmoglich. Es folgt also g2 F {—9}, und ¢; U {t)} ist konsistent. Sei
»(T) die Disjunktion aller zu v iiber B konjugierten Formeln. ¢(Z) ist dann iiber B definierbar, und
es gilt q1 F o(Z) und g F =¢(T). Nach Ubung 3.7/ gibt es eine iiber A definierbare Aquivalenzrelation
E mit endlich vielen Klassen, fiir die gilt: = ¢(Z) A —p(y) — "TET. m

Ubung 4.4 Man zeige die folgende Verschirfung von Satz4.3(i) mit Hilfe von Satz/4.9/Sei p € S™(A);
dann gibt es eine Teilmenge B von A mit |B| < |T'|, p forkt nicht iiber B, p ist die einzige nichtforkende
Erweiterung von p | B auf A und mult(p) = mult(p | B).

I"Jbung 4.5 Man zeige, daB fiir |T| < Ry die Multiplizitit eines Typs immer endlich oder 2%¢ ist.
tp(a/acl®d(A)) wird starker Typ von a iiber A (stp(a/A)) genannt.

ﬁbung 4.6 stp(a/A) wird axiomatisiert durch alle Formeln ZE@, wobei E eine iiber A definierbare
Aquivalenzrelation mit endlich vielen Aquivalenzklassen sei.

Es sollen nun Erweiterungen von Typen {iber Modellen betrachtet werden. Sei ¢ € S(B) ein Typ
und sei ¢(T;7) eine Formel; ¢ wird von ¢ reprisentiert, wenn ein b € B existiert mit ¢(Z;b) € g. Seien
M C B,pe€ S*"(M), g € S*(B), und sei p C q. ¢ heifit Erbe von p, wenn alle L(M)-Formeln ¢(T;7),
die von ¢ reprasentiert werden, auch von p reprasentiert werden.

I"Jbung 4.7 Erben existieren immer, auch fiir unstabile Theorien.
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Satz 4.10 T sei nicht notwendigerweise stabil, und p € S™(M) sei ein iber M definierbarer Typ. Flir
B D> M ist dann q := {p(T;b) | ¢(T;7) ist L(M)-Formel, b € B und |= d,T¢(T;b)} der einzige Erbe
von p auf B.

Beweis Da M ein Modell ist, gelten
= dpTop(T;Y) < —~dpTe(T;Y),

= dpT(p(T;7) ANP(T;2))) < dpTe(T;7) A dpTi) (T5 Z)
und
= dpTe(T;y) — 3T (T; ).
q ist folglich ein Typ; daf ¢ ein Erbe von p ist, ist klar. Sei r ein weiterer Erbe; fiir jede L(M )—Formel
@(T;y) wird ¢(T;y) < ~d,Tp(T;y) nicht von p und folglich auch nicht von r reprisentiert, also gilt
o(T;b) € r = = d,Tp(T;b). O

I"Jbung 4.8 T ist genau dann stabil, wenn die Erben von Typen liber Modellen immer eindeutig
bestimmt sind.

Eine Menge von L(€)-Formeln heifit endlich erfillbar in B, wenn jede endliche Teilmenge davon
in B realisiert wird. Sei p € S™(M), und ¢ sei eine Erweiterung von p auf B D M; ¢ heifit Koerbe
von p, wenn ¢ in M endlich erfiillbar ist. Fiir Tupel @ und b ist tp(@/Mb) genau dann ein Erbe von
tp(@/M), wenn tp(b/Ma) Koerbe von tp(b/M) ist.

Von nun an sei T wieder stabil.

Satz 4.11 Seien M C B,p € S(M) und q € S(B) mit p C q; dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) q ist Erbe von p;
(ii) q ist Koerbe von p;
(iii) q forkt nicht uber M.

Beweis Der Erbe von p auf B ist definierbar iiber M und somit die nichtforkende Fortsetzung von
p auf B.

Sei @ eine Realisierung von ¢. ¢ ist genau dann der Erbe von p, wenn @ | o b, und aus der

Symmetrie folgt, daf8 das genau dann der Fall ist, wenn tp(b/Ma) ein Erbe ist von tp(b/M); letzteres
ist aquivalent dazu, dafl ¢ ein Koerbe von p ist. 0.

Satz 4.12 Ein Typ p € S(B) forkt genau dann nicht iber A C B, wenn p in allen Modellen M, die
A umfassen, endlich erfillbar ist.

Beweis p forke nicht iiber A, und M D A sei ein Modell; dann gibt es eine nichtforkende Erwei-
terung g von p auf MB; nach Satz4.11]ist ¢ in M endlich erfiillbar.

Sei nun p in allen Modellen M, die A umfassen, endlich erfiillbar. Man wéhle ein Modell M mit
M | s B; sei ¢ ein maximaler partieller n'Typ mit Parametern aus MB, der p umfasse und der in
M endlich erfiillbar sei. ¢ ist dann vollstdndig und somit ist ¢ ein Koerbe von ¢ [ M. @ sei eine
Realisierung von ¢; dann gilt @ J/M B; da auch M J/A B gilt, folgt @ \|/A B. O

Fiir einen Typ p tiber einem Modell M sei clg(p) die Menge aller L-Formeln ¢(Z;7), die von p
reprasentiert werden; fiir einen Typ p € S™(A) sei die Klasse von p definiert durch cl(p) := ({clo(q) |
gD p,q€S*(M)und A C M}. Trivialerweise gilt fiir Typen p iiber Modellen cl(p) = cly(p), und aus
p C q folgt cl(p) C cl(q). Es soll gezeigt werden, daB fiir Typen p C g genau dann cl(p) = cl(q) gilt,
wenn ¢ eine nichtforkende Erweiterung von p ist; dazu braucht es einige Vorbereitungen.

Sei ® C ;D heifit \-definierbar (bzw \/ -definierbar) iiber A, wenn (;(T));er von L(A)-Formeln
gibt mit d €D <= = \;c;0i(d) (bzw d €D <= = \/,c; vi(d)).
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Ubung 4.9 /\-definierbare Relationen sind abgeschlossen unter , A, ;“, ,V*, ,¥z* und ,3z* (fiir
letzteres verwende man die Saturiertheit von €).

Ubung 4.10 Fiir eine endliche Formelmenge A und fiir eine Formel ¢(z; 7) sind die Klassen {b € ¢ |
RDA(p(T;b)) > (a,n)} \-definierbar iiber der leeren Menge. (Hinweis: Man beweise das zuerst durch
Induktion fiir den Fall, dal ¢ eine boolesche Kombination von A—Formeln ist; fiir den allgemeinen
Fall beachte man, da8 es zu jedem ¢(Z;b) eine Formel v(Z;¢) gibt, die eine boolesche Kombination
aus A-Formeln ist, mit = ¢(7;b) — ¥(Z;¢) und RDA(¢(T;b)) = RDa(%(%;¢)).)

Lemma 4.13 (Diamantlemma) Seien A,B,C Mengen mit AC B,AC Cund B | ,C;p € S(BC)
sei ein uber B nicht forkender Typ. Dann forkt p | C nicht iber A.

Beweis Sei @ eine Realisierung von p. Dann gilt @ | , C Wegen B |, C folgt daraus @ | , C. O

Satz 4.14 Seien p € S™(A) und ¢ € S™(B) Typen mit p C q. q ist genau dann eine nichtforkende
Fortsetzung von p, wenn cl(p) = cl(q).

Beweis ¢ forke nicht iiber A. Da jedes Modell, das A umfafit, auch acl®!(A) umfaflt, ist die Klasse
von p gleich der Klasse einer beliebigen Fortsetzung von p auf acl®d(A). Man darf daher o0.B.d.A.
voraussetzen, dafl A algebraisch abgeschlossen ist. Sei ¢(T;7) € cl(g). Es mufl gezeigt werden, daf ¢
von jeder Fortsetzung p’ von p auf ein A enthaltendes Modell M reprasentiert wird; 0.B.d.A. seien
M und B unabhéngig iiber A. Sei p ein globaler Erbe von p’. Nach Lemma [4.13| setzt p auch ¢ fort,
folglich wird ¢(Z;¥) in p reprisentiert. Da p ein Erbe von p’ ist, wird ¢(Z;7) schon in p’ reprisentiert.

Sei nun cl(p) = cl(q); q sei wieder eine nichtforkende globale Erweiterung von ¢; aus dem ersten
Teil dieses Beweises folgt cl(p) = cl(q). Um zu zeigen, dafl ¢ eine nichtforkende Fortsetzung von p
ist, geniigt es nach Satz [4.12] zu zeigen, dafl q iiber keinem Modell M forkt, das A enthilt. Fiir ein
endliches A sei Ra(q) = m; dann gibt es eine L-Formel o(Z;%) und ein Tupel b mit ¢(Z;b) € q und
RA(q) = Ra(p(T;b)). Nach Ubung 4.10/ist ,, Ra (¢(Z; 7)) < m iiber der leeren Menge \/-definierbar,
es gibt somit eine L-Formel () mit = 1 (b) und Ra(p(7;¢)) < m fiir alle € mit = ¢(¢). Die
Formel ¢(Z;7) A ¢(7) wird in q reprisentiert, folglich ebenso in q [ M durch ein @; dann gilt jedoch
¢(@;a) € q [ M und Ra(q [ M) < Ra(e(T;a)) < m. O
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Kapitel 5

Morleyfolgen

T sei eine Theorie ohne die Unabhéngigkeitseigenschaft, und F' sei eine (unendliche) Menge von
Indiscernibles. Fiir jede Formel ¢(;b) ist dann die Menge aller @ € F mit = ¢(@;b) endlich oder
koendlich (in F): Anderenfalls gédbe es ndmlich zu jedem Paar (Fy, Fy) von disjunkten endlichen
Teilmengen von F' ein Tupel ¢ mit | ¢(a;¢) fir alle @ aus Fy und mit | —p(a;¢) fir alle @ aus Fi;
dann aber besiBe ¢(Z;7) die Unabhiingigkeitseigenschaft. Die Klasse aller Formeln o(7;b), fiir die
= o(a; b) fiir fast alle @ aus F gilt, ist folglich ein globaler Typ; dieser Typ heifit Durchschnittstyp von
F und wird mit Av(F') bezeichnet.

T sei in diesem Abschnitt eine stabile Theorie.
Lemma 5.1 Av(F) forkt nicht iber F; ferner ist Av(F) | F stationdr.

Beweis Da Av(F) in F endlich erfiillbar ist, folgt aus Ubung 2.2, da Av(F) iiber F definierbar
ist. Aus Ubung [3.8 folgt, dafl Av(F) iiber F nicht forkt und Av(F) | F stationér ist. ad

ﬂbupg 5.1 Sei C eine Menge, und sei i ein Ultrafilter auf C; dann ist die Menge aller Formeln
©(z;b) mit {a € C | ¢(a;b)} € U ein globaler Typ, der iiber C nicht forkt.

Eine Menge E von Tupeln heifit unabhdngig iber A, wenn e | , E ~\ {e} fiir alle € € E gilt. Eine
Folge (€;)ier heiBt unabhdngig iiber A wenne; | {e; |j € I~ {2}14} gilt. Die Folge (€;);cs ist genau
dann unabhéngig tiber A, wenn die Menge {€; | i € I} unabhéngig iiber A ist, und wenn aus €; = €;
und i # j folgt, dafl €; in acl®l(A) liegt.

I"Jbung 5.2 Die Menge EF ist genau dann unabhéngig iiber A, wenn sowohl E als auch F' iiber A
unabhéngig sind und wenn F | F gilt.

AU(ENF)
Ubung 5.3 I sei cine totalgeordnete Menge. Die Folge (@;)ier ist genau dann unabhéngig tiber A,
wenn @; |, (@;);<; fiir alle i aus I gilt.

Lemma 5.2 Sei E unabhdngig iber A, und sei B eine Menge; dann gilte [ , B héchstens fiir |T|+|B]
vielee € E.

Beweis Man wihle Ey C F mit |Ey] < |T| + |B] und BJ/AEO E. Aus e [ , B folgt wegen
el ,E~{etauche J//AU(E\{E}) B, was wegen B J/AEO E nur fiir € € Ey moglich ist. 0

Eine Folge von iiber A unabhingigen Realisierungen eines starken Typs p € ST(A) heiit Mor-
leyfolge von p. Nach Ubung 5.3 konnen Morleyfolgen beliebiger Lange rekursiv wie folgt konstruiert
werden: fiir jede Ordinalzahl « sei @, eine Realisierung von pl|{ag | § < a}. Insbesondere kénnen
auf diese Art Morleyfolgen nach Belieben verliangert werden. Morleyfolgen von p sind genau dann
konstant, wenn p algebraisch ist.
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Ubung 5.4 Seien (a;)ier und (b;);e; Morleyfolgen desselben Typs p € ST(A); dann sind die beiden
FTypen tp((a;)icr/A) und tp((b;)icr/A) gleich.

Lemma 5.3 Sei F := (@;);er eine Morleyfolge von p € ST(A); dann ist Av(F) die globale nichtfor-
kende Erweiterung von p.

Beweis Es gentigt zu zeigen, dafl Av(F) | AF eine nichtforkende Erweiterung von p ist, denn nach
Lemma 5.1] forkt Av(F') nicht iber AF.
Sei ¢(T; 7y, .-, U,,) eine L(A)-Formel mit o(T;a;, ,...,a;,) € Av(F). Dann gilt
F o(@ig; Tiy s ooes @iy, )
fiir ig ¢ {io, ..., in}; aus @, | ,{@,, ..., @, } folgt, dal o(Z:;@;,, ...,@;, ) in der nichtforkenden Erweite-
rung von p liegt. O

Aus Lemma 5.3 folgt, daf} jeder globale Typ von der Form Awv([I) ist; insbesondere gibt es auch bei
iiberabzéhlbaren Theorien zu jedem globalen Typ eine abzdhlbare Menge, tiber der er nicht forkt!

Lemma 5.4 Fir eine unendliche Folge F' und fir eine Menge A sind die folgenden drei Aussagen
aquivalent:

(i) F ist eine Morleyfolge eines starken Typs p € ST(A).

(ii) F ist iber A indiscernible und unabhdngig.

(iii) F ist indiscernible iber A, und Av(F) forkt nicht iber A.

Beweis (i)=-(iii): Sei (ay, ..., @) eine endliche Teilfolge der Morleyfolge F' von p;
tp(@s, ..., Gm /A) wird eindeutig bestimmt durch

tp(ai/A) = p, tp(az/Aa,) = pla

usw. F'ist also indiscernible. Dafl Av(F’) iiber A nicht forkt, folgt aus Lemma [5.3.

(iii)=>(ii): Sei Fy eine endliche Teilmenge von F, und sei @ € F ~\ Fy. Alle b € F ~ F, haben
denselben Typ iiber AFy, daher gilt tp(a/AFy) C Av(F); es folgt @ | , Fo, somit ist F' unabhéngig.

(ii)=(i): Sei E eine iiber A definierbare Aquivalenzrelation mit endlich vielen Aquivalenzklassen.
Da F indiscernible ist, gilt = aEb fiir alle @,b aus F, denn anderenfalls gélte = —(aEb) fiir alle
@ # b € F; E besitzt aber nur endlich viele Aquivalenzklassen. Alle Elemente aus F realisieren also
iiber A denselben starken Typ. |

Sei T die Theorie einer Aquivalenzrelation mit unendlich vielen unendlichen Klassen; F sei eine
unendliche Folge paarweise verschiedener dquivalenter Elemente. Dann ist F' indiscernible iiber der
leeren Menge, F' ist jedoch keine Morleyfolge.

Lemma 5.5 A sei in B enthalten und F' sei eine Folge mit F J/A B; dann gelten die drei folgenden
Aussagen:

(i) F ist genau dann unabhdingig iber A, wenn F unabhingig iber B ist.
(i) Ist F unendlich, so ist F' genau dann indiscernible iber A, wenn F indiscernible iber B ist.

(iii) F ist genau dann eine Morleyfolge iiber A, wenn F eine Morleyfolge iiber B ist.

Beweis (i) ist im wesentlichen Ubung 4.3

(ii): Ist F" indiscernible iiber A, so ist F" auch indiscernible iiber acl®’(A): Sonst giibe es eine iiber
A definierbare Aquivalenzrelation E mit endlich vielen Aquivalenzklassen und Tupel @1, ...ay, b1, ..., by
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aus F' mit = —~E(@y,...Gn; b1, ..., by); da F unendlich und indiscernible ist, ist das nicht moglich. Fiir
jedes Tupel (a1, ...a,) aus F gilt dann tp(ay, ...a,/B) = tp(ay, ...a,/acl®d(A))|B.

(iii) folgt aus (i), (ii) und Lemma [5.4, da man jede Morleyfolge zu einer unendlichen Morleyfolge
verlangern kann. O

Korollar 5.6 F sei indiscernible iber A, und B sei eine Menge. Dann gibt es eine Teilfolge Fy von F
mit |Fo| < |T| 4+ |B|, so daff '\ Fy eine Morleyfolge tiber ABFy ist. Ist B endlich und T superstabil
(zur Definition vgl. Kapitell6), so kann Fy sogar endlich gewdhit werden.

Beweis Man wihle Fj so grof8, dal Av(F') iber Fy nicht forkt und da8 tp(B/AF) iiber AF, nicht
forkt. Falls T' superstabil und B endlich ist, kann F endlich gewahlt werden, andernfalls kann Fy so
gewihlt werden, da |Fy| < |T| + |B|. O.B.d.A. ist F ~\ Fy unendlich (sonst wiire nichts zu zeigen).
F . F} ist indiscernible iiber AF, und somit folgt aus Lemma 5.4, dafi F' \ F eine Morleyfolge iiber
AF, ist. Aus Lemma [5.5(iii) folgt, dafl F' \ Fy sogar iiber ABFy eine Morleyfolge ist. |

In den beiden folgenden Sétzen wird die Technik der Morleyfolgen in den Beweisen angewendet.

Eine Menge ¥ = {¢;(7) | i € I'} von Formeln heifit m-inkonsistent, wenn alle m + 1-elementigen
Teilmengen von ¥ inkonsistent sind. ¥ ist also genau dann 1-inkonsistent, wenn die Klassen ¢; () alle
disjunkt sind. Eine Formel ¢(T; b) teilt iiber A, wenn es eine Folge (b;);<. gibt mit tp(b;/A) = tp(b/A)

und fiir die das System ¥ := {¢(7;b;) | i < w} m-inkonsistent ist fiir ein m.
Satz 5.7 (Shelah) Eine Formel ¢(T;b) forkt genau dann diber einer Menge A, wenn sie diber A teilt.

Beweis ¢(7;b) teile iiber A. Es gibt dann eine Familie (o(7;b;))ies mit |[I| > 271 tp(b;/A) =
tp(b/A) fiir alle i € I und {¢(Z;b;) | i € I} ist m-inkonsistent. Fiir jedes i € I wihle man ein
a; € Aut(€/A) mit a;(b) = b;. Sei nun p ein globaler Typ mit ¢(7;b) € p, und sei p; der aus p durch
Konjugation mit o; entstandene Typ. Zu jedem 4 gibt es hochstens m viele j mit p; = p;; p besitzt
daher mehr als 27! viele Konjugierte iiber A; folglich forkt p iiber A.

©(T; b) forke iiber A. b ist dann nicht algebraisch iiber A. Sei p := tp(b/acl®d(A)), und sei (b;)icr
eine Morleyfolge von p mit |I| > |T|. Wire nun ¢ eine Realisierung von ¥ = {p(Z;b;) | i € I}, so
hitte man ¢ J Agi fir alle i € I, was dem Lemma 5.2 widerspricht. ¥ ist folglich inkonsistent, es
gibt somit eine m + 1-elementige inkonsistente Teilmenge von ¥; da die b; indiscernible sind, ist T
m-inkonsistent. a

Satz 5.8 (Harnik) T sei eine abzihlbare, A\—stabile Theorie. Dann existiert ein saturiertes Modell von
T der Mdchtigkeit X.

Beweis Wir geben den Beweis nur fiir abzdhlbares L. M sei ein Modell von T' der Méchtigkeit A.
Fiir a < A definiert man wie folgt eine Folge von Modellen M: M1 sei eine elementare Erweiterung
von M, der Michtigkeit A, in der alle Typen aus S(M,) realisiert werden, und fiir eine Limeszahl
B sei Mg die Vereinigung aller M, mit o < (. Es soll nun gezeigt werden, dafl M) saturiert ist (fiir
reguléres A ist das trivial). Sei p € S(A) ein Typ mit A C M) und |A| < X; p’ sei eine Erweiterung von
p auf M. Wir konstruieren nun in M) eine Folge I von Indiscernibles mit [I| = A und mit Av(I) D p'.

Falls T superstabil (zur Definition vgl.Kapitel [6)) ist, so gibt es eine endliche Menge C' C M,, iiber
der p’ nicht forkt. Es gibt folglich ein o < A mit C' C M,,. Ist T nicht superstabil, so gilt A = ANo
und somit ¢f(\) > w. Es gibt eine abzihlbare Teilmenge C' von M), iiber der p’ nicht forkt. Wegen
cf(X) > w gibt es auch hier ein o« < A mit C C M,,. Fiir jedes 8 mit a < 5 < A sei ig eine Realisierung
von p' [ Mo U{i, | v < B} in Mgii. I := (ig)a<p<x ist dann eine Morleyfolge fiir p’ | M, und somit
gilt Av(I) Dp'.

Fiir jede L(A)-Formel p(z) aus p gilt (i) fiir fast alle ¢ € I; da es in p weniger als A viele Formeln
gibt, und da I die Méchtigkeit \ hat, gibt es ein ¢ € I, das p realisiert. O

Ubung 5.5 T sei eine stabile, nicht superstabile abzihlbare Theorie. Falls M ein saturiertes Modell
von T der Méchtigkeit A > Ny ist, so gilt A = AXo,
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Ubung 5.6 Man beweise Satz 5.8 fiir iiberabzihlbare Theorien.
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Kapitel 6

Das Stabilitdtsspektrum

Eine Theorie heiit superstabil, wenn es fiir jeden Typ p € S™(A) eine endliche Teilmenge von A gibt,
iiber der p nicht forkt. Ein Typ p heifit superstabil, wenn es keine Folge (p;)icny von Typen gibt mit
p = po und p;4; ist forkende Erweiterung von p;.

Ubung 6.1 Eine Theorie ist genau dann superstabil, wenn es fiir jeden Typ p € S* (A) eine endliche
Teilmenge Ay von A gibt, iiber der p nicht forkt.

Lemma 6.1 FEine Theorie ist genau dann superstabil, wenn alle Typen superstabil sind.

Beweis Sei T superstabil und sei (p;)ic; eine Folge von Typen mit p; € S™(A;) und p;4q ist
Erweiterung von p;. Es gibt dann eine endliche Teilmenge E von J;cy A4, iiber der (J, .y p; nicht
forkt. E' ist dann in einer Menge A; enthalten, und aus der Monotonie folgt, daf fiir 7 > j der Typ
Di+1 Uber Aj nicht forkt.

Sei T nicht superstabil, und sei p € S™(A) ein Typ, der iiber allen endlichen Teilmengen von A
forkt. Aus der Stetigkeit folgt dann, dal man eine aufsteigende Folge (4;);en von endlichen Teilmengen
von A definieren kann, so dafl p [ A;41 iiber A; forkt. O

Aus Lemma 6.1 folgt zusammen mit Ubung 4.1 unmittelbar, da8 total transzendente Theorien
superstabil sind.

Satz 6.2 Fine abzdihlbare Theorie T ist genau dann total transzendent, wenn T superstabil ist, wenn
die Typenrdume S™ (D) héchstens abzihlbar sind und wenn alle Typen endliche Multiplizititen besitzen.

Beweis Sei T total transzendent; dann ist 7 superstabil. Nach Ubung 4.1 sind die Multiplizitéiten
aller Typen endlich, und die Typenrdume S™(0)) sind nach Satz [3.4] abzéhlbar.

T sei superstabil, die Typenrdume S™()) seien hochstens abzidhlbar, und alle Typen besitzen end-
liche Multiplizitidten. Sei A abzihlbar; S™(A) ist dann die Vereinigung von allen NF™(A/FE), wobei
E iiber alle endlichen Teilmengen von E lduft. Die NF™(A/E) sind aber abzdhlbar, und folglich ist
auch S™(A) abzihlbar. a
Ubung 6.2 [Lachlan] Eine Rg—kategorische, superstabile, abzihlbare Theorie ist total transzendent.

Hrushovski hat gezeigt, dafl es eine Ng—kategorische, stabile, abzéhlbare Theorie gibt, die nicht
total transzendent ist.

Satz 6.3 Fine superstabile Theorie T ist \-stabil fir alle X > 2!,
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Beweis Da T superstabil ist, ist S™(A) die Vereinigung der NF'(A/E), wobei E iiber alle endlichen
Teilmengen von A laufe. Aus Satz 4.5 folgt [INF(A/E)| < |S™(E)| - 2/Tl = 271, und folglich gilt
S (A) < |A|-2!T1, O

Die Umkehrung von Satz 6.3/ gilt ebenfalls: Satz 6.5 ist eine Verschérfung davon. Um das zu
beweisen, wird das folgende Lemma bendtigt:

Lemma 6.4 FEine nichtforkende Erweiterung eines nicht superstabilen Typs ist nicht superstabil.

Beweis Sei p € S(A) ein nicht superstabiler Typ, und sei ¢ € S(B) eine nichtforkende Fortsetzung
von p. Da die Fortsetzungen von p auf acl®¥(A) nicht superstabil sind, kann man A als algebraisch
abgeschlossen voraussetzen. Seien p; € S(4;) Typen mit pg = p ;11 forkt tiber A; und B | , U;ep 4i-
(oo sei eine nichtforkende Fortsetzung von (J; oy p; auf B U J; oy As, und ¢; sei die Einschrankung von
(oo auf BA;. Aus Lemma 4.13| folgt ¢ = qp, und aus B ¢A_ A;4q folgt wieder mit Lemma 4.13) dafl
¢i+1 eine forkende Erweiterung von g; ist. ' O

Satz 6.5 Falls T nicht superstabil ist, so ist T nicht A—stabil fiir Kardinalzahlen A mit A < \Xo.

Beweis T sei nicht superstabil, und A sei eine Kardinalzahl mit A < A®. Sei py € S™(Ap) ein nicht
superstabiler Typ. Es gibt dann eine forkende Erweiterung p’ € S™(A’) von py, die ebenfalls nicht
superstabil ist. A; sei nun ein hinreichend stark saturiertes Modell, das A’ enthilt, und p” € S™(A;)
sei eine nichtforkende Erweiterung von p’. Es gibt dann A viele zu p” iiber Ay konjugierte Typen
Pa € S"(A1) (o < A), die nach Lemmal6.4 nicht superstabil sind. Durch Iteration dieser Konstruktion
findet man einen Baum von nicht superstabilen Typen pq, ..o, € S™(A;) mit a; < Apas,....a.,, forkt
iiber A; und pa, ..., # Psi,...5 falls (a1,...,0;) # (61, ..., ;). Fiir n € “X sei py, := U{pypi | i < w};
es gibt eine Teilmenge B von (J{4; | ¢ < w} mit |B] < X und p, [# p, | fir n # p. Wegen
|B| < XA < AR < |S™(B)| ist T nicht \-stabil. a

Das Stabilititsspektrum einer Theorie T ist die Klasse aller Kardinalzahlen A\, fiir die T A—stabil
ist. Fiir abzdhlbare Theorien kénnen die moglichen Spektren nun angegeben werden:

Satz 6.6 Sei T eine abzihlbare Theorie.

(o) Ist T unstabil, so ist das Spektrum leer.

(i) Ist T stabil, aber nicht superstabil, so besteht das Spektrum aus allen Kardinalzahlen \ mit
A= ARo,

(ii) Ist T superstabil, aber nicht total transzendent, so besteht das Spektrum aus allen Kardinalzahlen
X mit A > 280,

(iii) Ist T total transzendent, so besteht das Spektrum aus allen (unendlichen) Kardinalzahlen.

Beweis (o) ist die Definition der Stabilitét, und (i) folgt aus (dem Beweis von) Lemma 2.2/ und aus
Satz [6.5. Satz 6.3 besagt, dafl eine superstabile Theorie A-stabil ist fiir alle A > 2%°, und aus Lemma
3.2 folgt, daB es eine abzihlbare Menge gibt mit 2%° vielen Typen, falls 7" nicht total transzendent ist;
daraus folgt (ii); (iii) ist Satz 3.4(1). O.

Zu Satz 6.6/ gibt es die folgenden Standardbeispiele (fiir unstabile Theorien sieche Ubung 2.6/ und
2.7):

Beispiel 6.1 Die Sprache L bestehe aus den zweistelligen Relationssymbolen E; (i < w), und 7" werde
wie folgt axiomatisiert:

Alle E; sind Aquivalenzrelationen mit unendlich vielen Aquivalenzklassen, und jede Aquivalenz-
klasse von E; ist eine Vereinigung von unendlich vielen Aquivalenzklassen von E;, 1.

T ist dann stabil, aber nicht superstabil. Alle Typen haben Multiplizitit eins.
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Beispiel 6.2 L sei wie im Beispiel 6.1} T werde wie folgt axiomatisiert:

E; ist eine Aquivalenzrelation mit 2¢ vielen Aquivalenzklassen, und jede Aquivalenzklasse von E;
ist eine Vereinigung von zwei Aquivalenzklassen von F;,1.

T ist dann superstabil, aber nicht total transzendent; es gibt Typen mit Multiplizitdt eins und
solche mit Multiplizitét 2%0.

Beispiel 6.3 L bestehe aus den einstelligen Pridikaten Ps (s € <“2), und T werde axiomatisiert
durch Vz Py(x), 3z Py(z), =Fz(Pso(x) A Psy(x)) und Vo (Ps(x) < Pyo(z) V Psi(x)) (s € <¥2). T ist
wieder superstabil, aber nicht total transzendent; alle Typen haben Multiplizitét eins.

Beispiel 6.4 Die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Kérper mit einer vorgeschriebenen Cha-
rakteristik in der Sprache L = {4+, —,-,0, 1} ist vollstindig und 148t Quantorenelimination zu. Sei K
eine Menge mit K = dcl(K); das ist genau dann der Fall, wenn K ein Korper ist; ein Element a
ist genau dann algebraisch iiber K (im modelltheoretischen Sinne), wenn K (a)/K eine algebraische
Korpererweiterung ist; ferner ist dann der Morleygrad von tp(a/K) gerade [K(a) : K|sep. Der einzige
nichtalgebraische Typ in S*(K) ist der Typ eines iiber K transzendenten Elementes; dieser Typ hat
Morleyrang eins, und die Theorie ist folglich total transzendent (wegen Ubung 3.4).
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Kapitel 7
Réange

In diesem Kapitel werden nur Typen von endlichen Tupeln betrachtet. Ein Rang ist eine Abbildung
R von der Klasse aller Typen in die Klasse der Ordinalzahlen, vereinigt mit {co}, mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Konjugierte Typen haben denselben Rang.
(i) Aus p C q folgt R(p) > R(q).

(iii) Seien A C B Mengen, und sei p ein Typ aus S™(A); dann gibt es einen Typ ¢ € S™(B) mit p C ¢
und R(p) = R(q).

(iv) Sei p € S™(A) ein Typ mit R(p) < oo; dann gibt es eine Kardinalzahl A, so da$ fiir jede Menge
B, die A umfafit, hochstens A viele Typen ¢q € S™(B) existieren mit p C ¢ und R(p) = R(q).

Der Morleyrang ist ein Rang in diesem Sinne, da fiir das in (iv) auftretende A der Morleygrad gewéhlt
werden kann.

Lemma 7.1 Sei R ein Rang.

(i) Falls T stabil ist und falls p C q Typen sind mit R(p) < oo, so gilt R(p) = R(q) genau dann,
wenn q eine nichiforkende Erweiterung von p ist.

(ii) Wenn R(p) fiir alle Typen kleiner als oo ist, so ist T superstabil.

Beweis (i): Sei p € S™(A) und ¢ € S"(B); A erfiille die Bedingung (iv) aus der Definition der
Rénge. Es gibt dann ein Modell M D B, in dem alle nichtforkenden Erweiterungen von p auf M
iiber A konjugiert sind und in dem es zu jeder forkenden Erweiterung von p auf M mehr als A\ viele
Konjugierte iiber A gibt. ¢’ sei eine Fortsetzung von ¢ auf M mit R(q) = R(q’). Falls ¢ iiber A forkt,
so gibt es iiber A mehr als A viele Konjugierte von ¢’, und somit gilt R(p) > R(q') = R(q). Man
nehme nun an, dafl ¢ iiber A nicht forke, und dafl ¢’ eine nichtforkende Erweiterung von g auf M sei.
Es existiert eine Erweiterung r von p auf M mit R(r) = R(p); r forkt dann nicht iiber A, und somit
sind r und ¢’ konjugiert, woraus R(p) = R(q") = R(q) folgt.

(ii): Es soll angenommen werden, dafl T nicht stabil ist. Es gibt dann eine Formel ¢(Z;7) mit der
Ordnungseigenschaft; a sei die kleinste Ordinalzahl, fiir die eine Folge von Ordnungsindiscernibles
(@i)ier existiert mit = ¢(a;,a;) <= i < j und R(tp(a;,/A)) = a, wobei A :={a; | i € I~ {ig}}. A
sei eine beliebige Kardinalzahl, und J sei eine totalgeordnete Menge mit einem Schnitt J = J~UJ T,
der unter den Automorphismen von J mehr als A viele Konjugierte hat. Die von I und J induzierte
Anordnung von IUJ werde nun so zu einer Totalordnung erweitert, daf fiir 7 € I und j € J genau
dann i < j gilt, wenn i < ig oder wenn i = ig und j € JT. Die Folge (a@;);c; werde nun zu einer Folge
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von Indiscernibles (@; | ¢ € IUJ) erweitert. Sei B := {a; | i € IUJ \ {io}}; aus der Definition von «
folgt dann R(tp(a;,/B)) = «; andererseits folgt aus der Wahl von J, da8 der tp(a;,/B) iiber A mehr
als A viele Konjugierte hat. Da A beliebig war, ist das im Widerspruch zu (iv) aus der Definition der
Rénge. T ist also stabil. Wére T nicht superstabil, so géibe es einen nicht superstabilen Typ; das ist
jedoch nach (i) nicht méglich. o

Ubung 7.1 Man zeige, daB in stabilen Theorien nichtforkende Erweiterungen von Typen mit Rang
oo ebenfalls Rang oo haben.

Der Lascarrang eines Typs p € S™(A) wird rekursiv iiber alle Ordinalzahlen « wie folgt definiert:

(i) U(p) > 0 fiir alle p.

(ii) U(p) > o+ 1 falls fur alle Kardinalzahlen A ein B D A existiert, so da8 es mehr als A viele
Erweiterungen ¢ von p auf B gibt mit U(q) > .

(iii) Fiir Limesordinalzahlen A sei U(p) > A genau dann, wenn U(p) > S fur alle 8 < A

Da ,,> a“ in der Definition von ,,> «a + 1* positiv vorkommt, ist fiir jedes p die Klasse der « mit
U(p) > « ein abgeschlossenes Anfangsstiick der Klasse aller Ordinalzahlen. Der U-Rang von p sei
dann das grofite @ mit U(p) > «; falls U(p) > « fiir alle Ordinalzahlen gilt, so setze man fiir den
U-Rang co. Der U-Rang von p ist dann offenbar genau dann > 3, wenn U(p) > ( gilt. Man darf
daher den U-Rang von p mit U(p) bezeichnen.

Lemma 7.2 Fualls T stabil ist, ist der Lascarrang ein Rang; ist R ein Rang, so gilt U(p) < R(p) fir
alle p. (Der zweite Teil des Lemmas ist auch im nichtstabilen Fall wahr.)

Beweis Die Rangeigenschaften (i), (ii) und (iv) sind klar. Sei nun p € S(A) und ¢ sei eine nicht-
forkende Erweiterung von p auf B; wir zeigen U(p) = U(q), woraus die Rangeigenschaft (iii) folgt.
0.B.d.A. kann man annehmen, dafl B ein Modell sei, in dem alle nichtforkenden Erweiterungen von
p konjugiert sind. Durch Induktion soll nun gezeigt werden, daf aus U(p) > « auch U(q) > « folgt.
Nur der Nachfolgerschritt ist nichttrivial. Sei also U(p) > a+ 1. Es gibt dann zu jeder Kardinalzahl A
eine Menge C, die A umfait und auf die es X viele Fortsetzungen ps(s< ) von p gibt mit U(ps) > a.
O.B.d.A. kann C so gew&hlt werden, da8 B | , C. ¢5 sei eine nichtforkende Fortsetzung von ps auf
BC; aus der Induktionsvoraussetzung folgt U ((25) > o, und nach dem Diamantlemma sind die Ein-
schrinkungen ¢ | B nichtforkende Erweiterungen von p. Falls A > mult(p), so sind X viele dieser
Einschrinkungen gleich einem Typ ¢’; ¢ und ¢’ sind jedoch konjugiert, und somit gibt es auch \ viele
Erweiterungen ¢s von ¢ auf eine Menge BC’ mit U(qs) > «; es folgt U(q) > a + 1.

Sei nun R ein weiterer Rang; durch Induktion nach « zeigt man, daf fiir einen Typ p € S(A)
aus U(p) > « auch R(p) > « folgt. Sei U(p) > « + 1. Fiir alle A existiert dann ein B O A mit
g€ S™"(B)|qD>pAU(q) > a}| > A; aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dafl auch |{q € S(B) |
gD pAR(q) > a}| > A gilt, woraus R(p) > o + 1 folgt. O

Aus dem Lemma folgt unter anderem, dafl der Lascarrang fiir stabile Theorien auch wie folgt
charakterisiert werden kann:

U(p) > a+1 gilt genau dann, wenn eine forkende Erweiterung ¢ von p existiert mit U(q) > «; aus
U(p) > a+1 folgt ndmlich, dafl es eine Menge B gibt, auf die es mehr als mult(p) viele Erweiterungen
g von p gibt mit U(q) > «; unter diesen Erweiterungen gibt es dann auch forkende. Die Menge
{cl(p) | A Cc € AN p e SYA)}, angeordnet durch die umgekehrte Inklusion, heiit fundamentale
Ordnung von T (cl(p) wurde in Kapitel 4| definiert). Es folgt, dal U(p) gerade der Fundierungsrang
von cl(p) in der fundamentalen Ordnung ist. Aus U(p) < oo folgt U(p) < (2Th* (es gilt sogar
Up) < ITI%).

Ubung 7.2 Ein Typ p ist genau dann superstabil, wenn U (p) < oo; T ist folglich genau dann super-
stabil, wenn U(p) < oo fiir alle 1-Typen p gilt.
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Sei «a eine Ordinalzahl und p ein Typ mit o < U(p) < oo; dann gibt es eine Erweiterung g von p
mit U(q) = «; das folgt leicht durch Induktion nach U(p): aus U(p) = §+ 1 folgt, daB es eine forkende
Erweiterung ¢’ von p gibt mit U(q’) = f; falls U(p) eine Limeszahl ist, so gilt U(p) > a + 1 und es
existiert ebenfalls eine forkende Fortsetzung ¢’ von p mit a@ < U(q') < U(p); in beiden Féllen folgt
dann aus der Induktionsvoraussetzung, daf es eine Erweiterung ¢ von ¢’ gibt mit U(q) = «. Ist R ein
weiterer Rang mit dieser Eigenschaft, so gilt fiir alle Typen p entweder R(p) = U(p) oder R(p) = oc.

Die symmetrische Summe von Ordinalzahlen ist die kleinste Funktion & : Ord x Ord — Ord,
die in beiden Argumenten streng monoton ist. Die symmetrische Summe kann mit der Cantorschen
Normalform wie folgt beschrieben werden:

(s (w)na) & (32 (W )ma) = 32, (W) (i + ma).
Satz 7.3 (Lascar-Ungleichungen) Seien @ und b Tupel, und sei A eine Menge; dann gilt
U(tp(@/Ab)) + U(tp(b/A)) < U(tp(ab/A)) < U(tp(@/Ab)) & U(tp(b/A)).

Beweis Durch Induktion soll gezeigt werden, dafl aus
U(tp(ab/A)) = a
auch B B
U(tp(a/Ab)) @ U(tp(b/A)) > «

folgt. Sei B
U(tp(ab/A)) > ar+ 1;

es gibt dann eine Menge B D A mit U(tp(abb/B)) > a und ab J, 4 B. Letzteres ist genau dann der
Fall, wenn @ N Boder b N B; aus der Induktionsvoraussetzung folgt

a < U(tp(a/Bb)) & U(tp(b/B)) < U(tp(a/Ab)) & U (tp(b/A)).

Daraus folgt die zweite Ungleichung.
Um die erste Ungleichung zu beweisen, zeigt man durch Induktion nach «, daf§ aus
U(tp(b/4)) > a
auch B B
U(tp(ab/A)) > U(tp(a/Ab)) + «

folgt. Sei B

U(tp(b/A)) = a+1.
Es gibt dann eine Menge B D A mit U(tp(b/B)) > a und EJ/A B, woraus auch ab & , B folgt. Bei

der Wahl dieser Menge B kommt es nur auf den Typ iiber Ab an, man kann daher B so wihlen, dafl
zusétzlich @ | B B gilt; aus der Induktionsvoraussetzung folgt nun

U(tp(@/Ab)) + a = U(tp(a/Bb)) + a < U(tp(ab/B)) < U(tp(ab/A)).0

Es wurde gezeigt, dal der Morleyrang nicht nur von Typen, sondern auch von Formeln definiert
werden kann durch MR(p) := max({MR(p) | ¢ € p}); dieses Maximum existiert nicht fiir alle
Rénge. Ein Rang R heifit stetig, wenn die Mengen {p € S"(4) | R(p) > «a} fiir alle A und fiir alle
a abgeschlossen sind. Falls R stetig ist, so existiert fiir eine Formel ¢(Z) mit Parametern aus A das
Maximum von {R(p) | p € S™(A) A ¢ € p}; es hdngt nicht von A ab und wird mit R(¢) bezeichnet.
Fiir jeden Typ p gilt R(p) = min({R(p) | ¢ € p}).

Der Shelahrang C'R(p) eines Typs p € S™(A) wird rekursiv definiert durch:N

(i) CR(p) > 0 fiir alle p.
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(ii) CR(p) > a+ 1 falls fiir alle Formeln ¢ € p ein Typ p’ € S™(A) existiert, so dafl ¢ € p’ und es
zu jeder Kardinalzahl A eine Menge B D A gibt mit |{¢g € S™(B) | ¢ D p' ACR(q) > a}| > \.

(iii) Fiir Limeszahlen X sei CR(p) > A genau dann, wenn CR(p) > S fiir alle 8 < a.

Lemma 7.4 Falls T stabil ist, so ist der Shelahrang ein stetiger Rang; ist R ein weiterer stetiger
Rang, so gilt CR(p) < R(p) fiir alle p.

Beweis Daf der Shelahrang die Rangeigenschaften (i), (ii) und (iv) erfiillt, ist trivial. Sei p € S(A)
und sei ¢ € S(B) eine nichtforkende Erweiterung von p. Durch Induktion nach « soll gezeigt werden,
daB CR(q) > a aus CR(p) > « folgt. O.B.d.A. kann man annehmen, dafl B ein stark |acl®d(A4)|*—
homogenes Modell ist; dann sind je zwei nichtforkende Erweiterungen eines Typs aus S(A4) auf B in
B iiber A konjugiert. Sei also CR(p) > « + 1, und sei p(T) € ¢. Aus dem Open Mapping Theorem
folgt, dafl es eine L(A)-Formel () gibt, so dafl die Einschrinkungen der Typen aus NF"(B/A) auf
A, die ¢(T) enthalten, gerade die Typen sind, die ¥ () enthalten. Insbesondere gilt dann ¢ € p, und
es gibt einen Typ p’ € S™(A) mit ¢ € p’, so daf} es zu jedem A\ eine Menge C gibt, die A enthilt und
auf die es A viele Erweiterungen ps(6 < A) von p’ gibt mit CR(ps) > . O.B.d.A. sei B |, C. pjs sei
eine nichtforkende Erweiterung von ps auf BC. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt CR(p}) > «a,
und aus dem Diamantlemma folgt, dal die ¢§ := pj [ B liber A nicht forken; falls A > mult(p’), so
sind mindestens A viele dieser ¢ gleich einem Typ ¢’ € NF"(B/A); es gilt ¢ € ¢’ und somit gibt
es einen zu ¢'iiber A konjugierten Typ ¢” mit ¢ € ¢”. ¢ besitzt ebenfalls A viele Erweiterungen auf
eine Menge BC"” mit Shelahrang > «a. Es folgt CR(q) > a + 1. Dafl der Shelahrang stetig ist, folgt
unmittelbar aus seiner Definition, und daf} er der kleinste stetige Rang ist, wird gezeigt wie in Lemma
7.2 O

Ubung 7.3 Fiir eine L(A)-Formel ¢(7) gilt CR(¢) > a + 1 genau dann, wenn es eine Formel (%)
gibt, die iiber A forkt, mit CR(@ A1) > «. Es folgt daraus, da8 fiir eine Formel ¢ mit @« < CR(p) < oo
eine Formel x existiert mit CR(p A x) = a.

Ubung 7.4 Aus CR(y) > n folgt, daB ein Typ p existiert mit ¢ € p und U(p) > n. Ebenso folgt aus
CR(yp) = 00, daBl ein Typ p existiert mit ¢ € p und U(p) = oo. Insbesondere gilt also in superstabilen
Theorien CR(p) < oo.

Ubung 7.5 Aus CR(yp) < oo folgt CR(¢) < |T|*. (Hinweis: Man verwende Ubung 7.4 und konstru-
iere eine forkende Folge von Formeln ¢, 1, @2, ...).

Beispiel 7.1 L besitze fiir ¢« € N einstellige Relationszeichen P; und zweistellige Relationszeichen F;.
T besage, daf die P; paarweise disjunkt seien und daff E; eine zweistellige Aquivalenzrelation auf P;
mit unendlich vielen unendlichen Klassen sei. T ist total transzendent. p € S*() sei der Typ, der alle
Formeln —P;(x) enthalte. Dann gilt U(p) =1, CR(p) = 2 und M R(p) = 3.

Ubung 7.6 Man zeige, daB es nichtsuperstabile Theorien gibt, in denen es einen Typ p gibt mit
U(p) < CR(p) = oo.

Ubung 7.7 Wenn @ und b iiber A unabhingig sind, ist U(tp(ab/A)) = U(tp(a/A)) @ U(tp(b/A)).
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Kapitel 8

Baumindiscernibles

Lemma 8.1 (D;)cs sei eine unendliche Familie paarweise verschiedener Mengen, und n und m seien
natirliche Zahlen; dann kénnen die beiden folgenden Aussagen micht gleichzeitig erfiillt sein:

(i) fir jedes Tupel (ig, ...,in) von paarweise verschiedenen Elementen aus I gilt

Dig C Dil U...u Din;

(ii) fir jedes Tupel (ig,...,im) von paarweise verschiedenen Elementen aus I gilt

D;y > Dy N..0D

tm

Beweis Es gelte (i) und (ii). Sei « € D;; aus (i) folgt € D; fiir alle bis auf hochstens n-1 viele
j aus I; aus (ii) folgt dann sogar « € Dj fiir alle j € I; das widerspricht der Voraussetzung, daf die
Mengen D, paarweise verschieden sind. O

Satz 8.2 T ist genau dann nicht superstabil, wenn es eine Folge von Formeln @, (x;7) gibt, fir die
die Formelmenge

(#) {oh " (@:7,) In <wAn € whs € "w)
konsistent ist. Dabei steht @< fiir ¢, wenn s C n gilt, sonst fir —.

Beweis Falls solche Formeln ¢, (x;7%) existieren, so ist fiir jedes A auch die Formelmenge
{PE (2,:7,) [ n <wAnEYANS €A}

konsistent (wegen Kompaktheit); diese Menge werde realisiert durch a, und by(n € “A und s € <)),
Die Typen der Elemente a,, iiber der Menge B := {bs; | s € <“A} sind paarweise verschieden; 7" ist
folglich unstabil in allen Kardinalititen A mit A < ANo,

Sei T zunéchst unstabil. Aus Lemma 2.2/ und Satz 2.3 folgt, daf es dann eine Formel ¢ (x;7) und
Folgen (a;)ic. und (b;);e. gibt, so daf = 1(a;;b;) genau dann gilt, wenn i < j. In R wihle man einen
Baum von nichtleeren Intervallen [ig, j,]; falls s,¢ € <“w nicht vergleichbar sind, so seien [ig, js] und
[i¢, j¢] disjunkt; ist hingegen s ein Anfangsstiick von t, so gelte is < i; < j; < js. Fiir n € “w sei k)
eine in der Intervallschachtelung {[is, js] | s ist Anfangsstiick von 7} enthaltene reelle Zahl. ¢, (z;7,Z)
sei die Formel ¢ (x;%) A ¢ (x;9) (fiir alle n). Dann wird (#) durch die aj, und b;, realisiert.

Sei T stabil, aber nicht superstabil. Es gibt dann einen Typ pg € S(A) iiber einer Parametermenge
A mit U(py) = oo; p sei eine forkende globale Erweiterung von py mit U(p) = oo (das heifit, dafl p eine
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nichtforkende Erweiterung eines Typs mit U-Rang unendlich ist). Es gibt dann eine Formel ¥ (x;7),
fir die dpa)i(2;y) =: x(¥;Co) nicht iiber acl®®(A) definierbar ist. (¢;);<. sei eine Morleyfolge von
stp(¢o/A). k; sei der kanonische Parameter von x(&;¢;). Sei i # j; aus ¢; | ,¢; folgt k; | , k;; da
x(€;¢;) tiber acl®d(A) nicht definiert werden kann, liegen die kanonischen Parameter nicht in acl®d(A),
und somit sind sie alle verschieden. Die Mengen x(€;¢;) sind somit ebenfalls paarweise verschieden,
und aus Lemma 8.1 folgt daher, daf} eine der beiden folgenden Formelmengen konsistent ist:

(1) {x@;c)} U{-x(®;c)|i>0}

(i) {-x@;c0)} U{x([®;c)|i> 0}

Sei (i) konsistent (falls (ii) konsistent ist, kann man dhnlich argumentieren). @ sei eine Realisierung
von (i). A; sei eine AaU {¢; | i < w} enthaltende Menge mit der Eigenschaft, daf jede Permutation
der ¢; zu einem A—Automorphismus von A; fortgesetzt werden kann. «; sei ein Automorphismus aus
Aut(Ay/A), der die ¢ permutiert, mit o;(¢o) = ¢. Sei p; := (p [ A1)% und a; := o;(a@). Dann gilt
¥1(z;@;) € pj genau dann, wenn ¢ = j.

In gleicher Weise erhiilt man jetzt fiir jedes n eine Formel v, (x;7), eine Menge A,,, eine Familie
(ps)senw von Typen aus S(A,) und eine Familie (@s)sen,, von Tupeln mit folgenden Eigenschaften:

(i) aus s C ¢ folgt ps C py;
(ii) haben s und ¢ die gleiche Léinge n, so sind ps; und p; konjugiert iiber A, _1;

(iii) die Lange von s sei n — 1; ¥, (x;@s;) € ps; gilt genau dann, wenn ¢ = j.

Setzt man nun @, := ¥ (2;7) A ... A (2;7), so wird durch diese Formeln (#) erfiillt. O

Der atomare Typ eines Tupels k iiber der leeren Menge werde mit tp,, (k) bezeichnet. Sei K eine
Struktur; eine Familie (a)rex heiit K-indiscernible iiber A, wenn fiir alle Tupel k£ und I aus K,
die beziiglich der Theorie von K dieselben atomaren Typen haben, tp(aj;/A) = tp(a;/A) folgt. Ist K
eine totalgeordnete Menge, so sind K—-Indiscernibles Ordnungsindiscernibles; ist K eine Menge ohne
Struktur, so sind K-Indiscernibles totale Indiscernibles.

Eine Struktur K’ heifit lokal wie K, wenn fiir jedes Tupel % aus K’ ein Tupel k aus K existiert
mit tpat(El) = tp,; (k). Eine Familie (b;);cx heifit lokal wie (ax)rex, wenn fiir alle Tupel I € K’
und fiir alle L-Formeln ¢() ein Tupel k € K existiert mit tp,, (k) = tp,,(I) und = @(az) < o(by).
Ist (ar)rek eine Familie von K-Indiscernibles und ist K’ lokal wie K, so existiert eine Familie von

K'-Indiscernibles (b;)ick-, die lokal wie (ag)rek ist. Das folgt daraus, dafl die Formelmenge

{tp(x7) = tp(ag) | tpa (1) = tpe,(k)}

endlich erfiillbar ist.

Lemma 8.3 Sei (a;);<. eine Folge von Tupeln, die alle die gleiche Linge haben. Dann gibt es eine

Folge von Ordnungsindiscernibles (b;);<., die lokal wie (@;);<w ist.

Beweis F' sei die Menge aller Formeln ¢(Zy,...,Z,), fir die &= ¥(Gm,, ..., Gm, ) fiir alle Tupel
mp < ... < my gilt. Aus dem Satz von Ramsey folgt, dal es zu jeder endlichen Menge von Formeln
©i(T1, ..., Tn,;) eine unendliche Teilfolge von (@;);<. gibt, die fiir alle ¢; homogen ist (das heifit, fiir je
zwei Tupel (G, s .., G, ) und (@ry, ..., @, ), die in der Teilfolge liegen und fiir die sowohl m; < ... <
My, als auch r; < ... < 7y, gilt, gilt auch = vi(@m,; oy Gm,;) < @i(@r,, ..., ar,;)). Da jedes beliebige
Tupel aus einer solchen Teilfolge auch alle Formeln aus F' erfiillt, folgt mit Kompaktheit, dafl die
Menge F U {o(Z1,...Tn) < ©(Tmys s Tm,,) | @ ist L-Formel und m; < ... < m,} konsistent ist. Eine

Realisierung dieser Menge liefert die gewiinschte Folge (b;)i<- |

Ein A-Baum ist eine Menge der Form <“AU B, wobei B C¥ \; <“AU “\ heifit Standard-\-Baum.
Die Baumstruktur werde beschrieben in einer Sprache Lp := {Inf, <} U{P; | i <w}, wobei Inf ein
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zweistelliges Funktionszeichen sei fiir das Infimum (beziiglich der Inklusion), < sei ein Relationszeichen
fiir die lexikographische Anordnung, und P; sei ein einstelliges Relationszeichen fiir die Elemente der
Lénge 1.

Satz 8.4 Sei K der Standard-A-Baum, und sei (ax)rex eine Familie, fir die die Linge eines Tupels
ax, nur von der Linge von k abhinge. Dann gibt es eine Familie von Baumindiscernibles (cx)rer, die
lokal wie (ag)rerx ist.

Beweis Aus Kompaktheitsgriinden geniigt es, die Behauptung nur fiir endlich tiefe ,,Baume*
K = "w zu zeigen. Das soll nun durch Induktion nach h gemacht werden. Fiir jedes m < w sei K,
die Menge aller k € K mit ko = m; es gilt dann K = {0} UU,, .., Km. Ay, sei der Baum (ax)rek,, -
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dafl man fiir jedes m < w eine Familie B,, := (bg)reck,, von
K,n—Indiscernibles iiber {ag} U By U ... U Bp,—1 U Uy, Ar finden kann, die iiber dieser Menge lokal
wie (ak)rek,, ist. Jedes By, ist dann auch iiber {agp} U, Bi Km-indiscernible: Anderenfalls giibe
es eine Formel ¢(Tp, Trmt1, - *n) mit Parametern aus By U ... U By,_1, zwei Tupel {1,ls € K,, mit
demselben atomaren Typ und d; € B; mit = ¢(b; 7 i1, ...,dn) < by, i1,y dy). Da B; iiber
BoU..UB;_1UA; 1 1U...UA,U{ap} lokal wie A; ist, findet man Tupel €, € Ay, €1 € Ap_1,...,€my1 €
Am+1 mit

': QO(ITZ y €m+1, "'7én) = _‘90((}[ s €m+1, ~-~7€n);

das kann jedoch nicht sein, da B,,, K,,—indiscernible ist tiber BoU...UB,,,_1 U A, 11 U...UA, U{ag}.
Der Baum (bg)kex (wobel by = ap) ist lokal wie (ax)rex: seien k; € K; Tupel, und sei ¢(Zo, ..., Z,,)

eine Formel mit
= @b, bg,)-

Man findet nun (von oben nach unten) Tupel I; € K; mit tp,,(k;) = tp,,(l;) und = p(ag,, - az )-

Jedes B,, werde nun als ein unendlich langes Tupel aufgefait. Es gibt nach Lemma [8.3 eine
Folge (Cy,)m<w von Ordnungs-Indiscernibles iiber {ag}, die als Folge lokal wie (B, )m<w ist. Sei
Cm = (¢k)kek,, und sei ¢y := ag; (ck)kex ist dann auch als Baum lokal wie (bg)rek -

Jedes Cy, ist Kn,—indiscernible iiber {cp} U U, Ci: anderenfalls gibe es eine Formel ¢(z,y),
Tupel I1,1y € K,, und k € K \ K,,, mit tp,,(l1k) = tp,,(I2k) und

= el cg) < —ele,, o)

da (cg)rex lokal wie (bg)rex ist, existieren ein n < w und Tupel 51,352 € K, und t € K \ K,, mit
tPa¢ (51%) = tpg(52f) und
= o(by,, bg) < —p(by,, by);
das ist unmoglich, denn (b;);ck,, ist indiscernible. Da die Folge (Cy,)m<, indiscernible ist und da die
Béume Cp, = (ck)kek,, Km-indiscernible tiber {cg} U, ., Ci sind, ist auch (ck)rex K-indiscernible.
O
T sei eine nicht superstabile Theorie, und sei K der Standard-A-Baum; aus Satz 8.2/ und aus

Satz [8.4 folgt, dal es Formeln ¢, (z;7) und eine Familie (a;)rex von K—Indiscernibles gibt mit der
folgenden Eigenschaft:

Sei k € "A und n € ¥\, so gilt = ¢n(ay; ;) genau dann, wenn k C 7.
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Kapitel 9
Die Konstruktion

Sei A eine regulére iiberabzahlbare Kardinalzahl. Ein Club von A ist eine abgeschlossene und unbe-
schrankte Teilmenge von A; der von allen Club erzeugte Filter heifit Clubfilter. Eine Teilmenge von A
heifit stationdr, wenn sie jeden Club trifft. Nach Solovay gibt es A viele paarweise disjunkte stationédre
Teilmengen von Q = {a < A | ¢f(a) = w}. Es gibt folglich 2* viele modulo des Clubfilters nicht
ineinander enthaltene stationdre Teilmengen von €.

Satz 9.1 T sei nicht superstabil, und \ sei eine regulire Kardinalzahl mit X > |T|. Dann gibt es 2*
viele paarweise nicht isomorphe Modelle von T der Machtigkeit .

Beweis Man wihle eine Folge von L-Formeln ¢, (z;7) wie in Satz 8.2 T°* sei eine Skolemerwei-
terung von T mit |T| = |T**|; L** sei die zu T** gehdrende Sprache. Es gibt dann beziiglich T** eine
Familie (@s),c<wy von Baumindiscernibles mit der Eigenschaft:

Fiir alle s € "\ und fiir alle n € “\ gilt = ¢, (a,;@s) genau dann, wenn s C 7.

Sei S eine stationdre Teilmenge von Q. Fir jedes § € S sei (J;)i<. eine aufsteigende Folge mit
0 = sup(d;)i<w- Bs sei die Menge aller Folgen (d;);<,, mit § € S und Kg sei der A -Baum <“AU Bg.
M g sei nun das durch (@s)sck, erzeugte Modell von T%% und Mg sei der L-Redukt von Mg.

Es soll nun gezeigt werden, dafl Mg, sich nicht elementar in Mg, einbetten 148t, wenn S; modulo
des Clubfilters nicht in S enthalten ist. Wir nehmen an, dafl eine solche elementare Einbettung
f Mg, — Mg, doch existiert. Zu jedem s € Kg, existiert ein L**-Term 7, und ein Tupel v5 € Kg,
mit f(a@s) = 7s(a@y,). Fiir jedes a < A sei K¢ := Kg, N =“a. D sei die Menge aller & < A mit der
Eigenschaft, daf aus s € <“« auch 7, € K folgt; da es zu jedem o < X ein 3 < A gibt mit 7, € K¥
fiir alle s € <¥q, ist D ein Club.

Fiir oo < A gilt [K¥| < A wegen |K® N“al = [N Sy < X. Uber K¢ gibt es dann hichstens |K|
viele atomare Typen (in der Sprache Lp aus Kapitel R) der Form tp,,(s/K®*) fiir ein s aus Kg,; ein
nichtrealisierter Typ enthélt ndmlich hochstens eine Formel der Form P;(x) und hochstens endlich
viele Formeln der Form inf(x,t) = ¢; durch diese Formeln wird ein Typ eindeutig bestimmt. Durch
Induktion zeigt man, daf es weniger als A viele Typen tp,,(5/K%) von (endlichen) Tupeln s aus Kg,
gibt.

F : X\ — X sei eine Abbildung mit der folgenden Eigenschaft:

fir jedes s € <“(ar+ 1) und fiir jedes § < A existiert ein § < F(a) mit 753 = 755 und
tPat (Vsg/K) = tPay (Vss/ K).

Solche Abbildungen existieren, denn es gibt hochstens |T'| < A viele L**~Terme. D sei die Menge aller

a aus D, fiir die aus 8 < « auch F(3) < a folgt. D* sei die Menge aller Hiufungspunkte von D.
Sowohl D als auch D* sind Clubs.
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Da 557 modulo des Clubfilters nicht in Sy enthalten ist, gibt es ein § € S; N D* mit § ¢ So. Es gibt
zu jedem i < w ein j < w mit j > i und F(d;) < 6,41, denn da & in D* liegt, gibt es ein ¢ € D mit
d; < € < 0; j sei die grofite natiirliche Zahl mit ¢; < ; dann gilt F(;) < e < ;41. Sei n := (0;)i<w; da
d nicht in Sy liegt, gibt es ein o < §, so daB in v, keine Ordinalzahl auftritt, die im Intervall ], §[ liegt.
Man wéhle nun ein ¢ mit o < §; und F(d;) < d;41. s sei das Tupel (dy, ...,0;) € Kg, und 5 sei d;41; es
gibt ein v < f mit 755 = Tgy und tp,, (Tsg/K*) = tpy, (Usy/K®). s und sv liegen beide in <“4, somit
liegen auch 7,3 und Us, in <“d; da in T, keine Ordinalzahlen aus dem Intervall |, §[ auftreten, gilt
Pt (Vn, Vsp) = tDq¢ (U, Vsy)- Es gilt My = pira(an;@sp) und somit My = @iye(Ty(a,); Tsp(@s,,)),
andererseits gilt My = —@iq2(ay; @sy) und somit My = —@ii2(7,(ay, ); Tsy (@, ). Das widerspricht
der Indiscernibilitdt des Baumes (Gs)ge<w - O

38



Teil 111

Primmodelle und Primarmodelle

39



Kapitel 10

Primerweiterungen

Sei A eine Menge und M ein Modell, das A umfafit. M /A heifit Primerweiterung, wenn fiir alle Modelle
N, die A umfassen, eine elementare Einbettung f : M — N existiert, die auf A die Identitat ist; M
heifit dann auch Primmodell von A. Ist M /A algebraisch, so ist M/A eine Primerweiterung, denn fiir
jedes Modell N mit A C N gilt dann sogar M C N. Ist T zum Beispiel die Theorie einer unendlichen
Menge (ohne Struktur), so ist M/A genau dann prim, wenn A endlich und M abzéhlbar ist oder wenn
A unendlich ist und A und M gleich sind.

M /A heilt atomar, wenn fiir alle (endlichen) Tupel b aus M der Typ von b iiber A isoliert ist. Ist
M ~ A abzéhlbar und ist M/A atomar, so ist M/A auch prim.

Eine Folge (by)a<x heiBt Konstruktion iiber A, wenn fiir alle « < A der Typ

tp(ba /AU {bs | < })

isoliert ist; {bs | @ < A} heifit dann konstruierbar iber A. M/A heiBt Primdrerweiterung, wenn M
ein Modell ist, das A enthélt und das tiber A konstruierbar ist.

Lemma 10.1 @ und b seien endliche Tupel; dann ist tp(ab/C) genau dann isoliert, wenn tp(a/Cb)
und tp(b/C) isoliert sind.

Aus dem Lemma folgt unmittelbar, da§ B/A atomar ist, wenn B iiber A konstruierbar ist.

Lemma 10.2 Ist M/A primdr, so ist M/A prim; sind T und A abzihlbar, so sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent:

(i) M/A ist prim.
(i) M/A ist primdr.
(#ii) M ist abzdhlbar, und M/A ist atomar.

Beweis Ist (by )< eine Konstruktion von M iiber A, und ist N ein Modell, das A enthélt, so kann
man rekursiv eine Konstruktion (¢ )a<) in N iiber A konstruieren, so dafi die Abbildung b, +— ¢4
eine elementare Einbettung {iber A von M in N ist. Sind 7" und A abzdhlbar, so folgt aus dem

,»Omitting Type Theorem“, dafl ein Primmodell {iber A atomar iiber A ist, und aus Lemma [10.1! folgt,
dafl abzéhlbare atomare Erweiterungen priméar sind. O

Satz 10.3 Sei T abzdhlbar. Dann sind die vier folgenden Aussagen dquivalent:
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(i) Jedes (abzihlbare) A hat eine Primdrerweiterung.
(i) Jedes (abzihlbare) A hat eine Primerweiterung.
(iii) Fiir jedes abzihlbare A liegen die isolierten Typen dicht in S1(A).

(iv) Fiir jedes A liegen die isolierten Typen dicht in S1(A).

Beweis (i)=-(ii) folgt aus Lemma [10.2.

(if)=-(iii): Ist M /A prim, so folgt aus Lemmal10.2, dal M /A atomar ist. Ist p(x; @) eine konsistente
Formel mit @ € A, so gibt es ein b € M mit = ¢(b;a@); p(z;a) liegt dann im isolierten Typ tp(b/A).

(iii)=-(iv): @(z;a) sei eine Formel mit @ € A. ¢(x;a) ist genau dann nicht komplettierbar {iber A,
wenn folgendes gilt:

(#) Zu jeder L(A)-Formel ¢(x), fiir die p(z;a) A(x) erfiillbar ist, existiert eine L(A)-Formel x(z),
fiir die sowohl ¢(x) A (x) A x(z) als auch p(x) A () A —x(z) erfilllbar sind.

Falls nun o(z; @) nicht iiber A komplettierbar ist, so existiert eine abzéhlbare Teilmenge Ay von A mit
a € Ay, so daf die Abschlufibedingung (#) auf Ay ebenfalls zutrifft. Dann ist p(z;a@) in Ay ebenfalls
nicht komplettierbar.

(iv)=(i): Es gelte (iv), und M sei ein beliebiges Modell, das A enthélt. (by)a<x sei eine Konstruk-
tion iiber A mit folgenden Eigenschaften:

(a) Alle b, liegen in M und sind paarweise verschieden.

(b) Die Konstruktion la8t sich nicht verlangern zu einer Konstruktion (by)a<x, die (a) ebenfalls
erfiillt.

Sei N := {b, | @ < A}. Es soll mit dem Tarski-Test gezeigt werden, dafi N ein Modell ist. Sei ¢p(x)
eine konsistente L(N)-Formel; es gibt dann einen isolierten Typ p € S*(N) mit ¢ € p; p wird in M
realisiert. Diese Realisierungen miissen in N liegen, sonst konnte man (b, )a<» verldngern. O

Die Abzdhlbarkeit der Sprache L wurde im obenstehenden Beweis fiir (iv)=-(i) nicht beniitzt. Es
folgt, daf fiir total transzendente Theorien immer Primmodelle existieren, denn in total transzendenten
Theorien gibt es zu jeder L(A)-Formel ¢(x) eine L(A)-Formel ¢ (x), die iiber A vollstindig ist und
die ¢(z) impliziert (man wahle fur ¢(x) unter allen L(A)-Formeln, die ¢(z) implizieren, eine mit
minimalem Morleyrang und minimalem Morleygrad).

Die beiden folgenden Lemmas werden (zusammen mit Lemma [10.T)) ben6tigt, um die Eindeutigkeit
von Priméarerweiterungen zu zeigen.

Lemma 10.4 Die drei folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) tp(A/B) - tp(A/BC)
(ii) tp(C/B) - tp(C/BA)
(iii) tp(A/B) Utp(C/B) - tp(AC/B).

(tp(A/B) ist eine etwas ungenaue Schreibweise fir einen I-Typ tp((a;)icr/B), wobei (a;)icr eine
Aufzdhlung von A sei.)

Falls tp(A/B) und tp(C/B) diese Bedingungen erfiillen, heiflen sie schwach orthogonal.

Beweis Es gelte (i), ¢(Z;7) sei eine L(B)-Formel, und @ € A und ¢ € C seien Tupel mit =
v(@;¢). Aus (i) folgt, daB es eine L(B)-Formel ¢(Z) € tp(A/B) gibt mit = ¥(Z) — ¢(T;¢); dann ist
VZ(Y(T) — ¢(T;7)) € tp(C/B), und somit folgt tp(A/B) Utp(C/B) F »(T; 7).
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Es gelte nun (iii). Sei ¢(7; 7) eine L(B)-Formel und seien @ € A und ¢ € C Tupel mit = ¢(@;¢). Aus
(i) folgt, da8 es L(B) Formeln () € tp(A/B) und 1(7) € tp(C/B) gibt mit [= 1(z) A va(y) —
©(Z; 7). Dann ist = ¢1(T) — ¢(T;¢), also tp(A/B) F ¢(T;¢).

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) gilt aus Symmetriegriinden ebenso. ad
Lemma 10.5 Ist A/B atomar und ist C/BA atomar iber Parametern aus B, so ist A/BC atomar.

Beweis C/BA atomar iiber Parametern aus B bedeutet, dafl fiir jedes (endliche) Tupel ¢ aus
C der Typ tp(¢/BA) durch eine L(B)-Formel isoliert wird. Wir brauchen davon nur die Folgerung
tp(C/B) F tp(C/BA). Aus Lemma [10.4 folgt daraus tp(A/B) b tp(A/BC); jede L(B)-Formel ¢(T),
die tp(a/B) isoliert (a € A), isoliert folglich auch tp(a/BC). a

Sei B konstruierbar iiber A durch eine Konstruktion (by)a<n; fiir jedes v < A wihle man eine
endliche Teilmenge C, von {bg | 8 < a}, so daB tp(b,/AC,) isoliert ist. E C B heifit abgeschlossen,
wenn aus b, € E auch C, C E folgt. (by)a<x ist dann eine Konstruktion iiber AE: man betrachte
irgendein b,; falls b, € E, so ist nichts zu zeigen; anderenfalls sei B’ := {bg | § < a} und E' := EXB'.
bo/AB’ ist dann atomar, und E’/AB’b,, ist atomar iiber Parametern aus AB’; aus Lemma [10.5 folgt,
daf b, /AB’'E’ und somit auch b,/AEB’ atomar sind.

Satz 10.6 (Ressayre) Sind M und M’ Primdrerweiterungen von A, so sind M und M’ iber A iso-
morph.

Beweis Sei (by)a< cine Konstruktion von M {iber A, und sei (b),)a<x eine Konstruktion von M’
iiber A; die Mengen C, C M und C/, C M’ seien wie oben gewéhlt. fy : By — E{ sei ein maximaler
elementarer A-Isomorphismus abgeschlossener Mengen Ey C M und E) C M'. Falls Ey # M, so
gibt es eine abgeschlossene Menge F; mit Fy g Ey € M und |E; \ Ey| < Rg. Da E; iiber AEy
atomar ist, gibt es eine Erweiterung f; : E1 — Ej von fy. E] braucht dann nicht abgeschlossen zu
sein, aber es gibt eine abgeschlossene Menge E) mit F{ C E) C M’ und |Ej \ Ej| < ¥. Dann
existiert eine (nicht notwendigerweise abgeschlossene) Menge E2 C M und eine Fortsetzung von f;
zu einem Isomorphismus fo : Fs — FJ. Setzt man diesen Prozefl fort, so erhélt man eine aufsteigende

Folge von elementaren Isomorphismen f; : E; — Ej mit |E;jy1 \ Ej| = |Ej | \ Ej| < X und Eg;4
und EY, abgeschlossen. E, := UE; und E!_ := UE] sind dann abgeschlossen, und fo, := Uf; ist ein
elementarer Isomorphismus von E, auf E/_, was der Maximalit&t von fp widerspricht. O

Satz 10.7 (Shelah) Ist T stabil und abzdhlbar, so ist jede Teilmenge einer tber A konstruierbaren
Menge wieder iiber A konstruierbar.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar das folgende Korollar:

Korollar 10.8 In abzdhlbaren, stabilen Theorien sind Primmodelle immer eindeutig bestimmt, wenn
Primdrerweiterungen existieren.

Zum Beweis des Satzes wird das folgende Lemma bendtigt:

Lemma 10.9 Sei T abzihlbar und stabil; sind A und B iiber C unabhingig, und ist B’ abzihlbar, so
gibt es eine abzihlbare Teilmenge C' von A, so daff A und BB’ iiber CC’ unabhingig sind.

Beweis C’ sei eine abzéhlbare Teilmenge von A mit ABC' |

und wegen A |, B folgt A | ., BB

Beweis von Satz 10.7/ Sei B konstruierbar iiber A durch (b,|a < A); die Mengen C,, seien definiert
wie oben. D sei eine Teilmenge von B.

B’; dann gilt auch A |

1
BCcCY BCcCY B )
O
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Falls Ey eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von B ist und falls F; eine Menge ist mit Fy C
E, C B und |E; \ Ey| < Ny, so existiert eine abgeschlossene Teilmenge Fy von B mit E; C Ey und
|Es ~ E1| < Ng. Ebenso existiert fiir jedes Paar von Mengen Fy C F5 C B mit |E3 \ E3| < Rg und
D \LAU(DOEQ) E5 eine Menge Ey mit B3 C Ey C B, |Eg\ E3] <Ygund D | E, (das folgt

mit Lemma [10.9).

AU(DNEy)

Wendet man diese beiden Abschluflprozesse abwechslungsweise w oft an, so erhdlt man, daf es
zu jeder abgeschlossenen Teilmenge E von B mit D J—’AU(DOE) E und zu jeder Menge E' mit E C
E' C B und |E' \ E| < X eine abgeschlossene Menge E” gibt mit E' C E” C B, |[E” ~ E'| < YXg
und D \LAU(DOE”) E”. Man kann daher eine stetige Kette (Bga)a<e von abgeschlossenen Mengen
konstruieren mit By = (), UB, = B, |Bat1 ~ Ba| < Xg und D J-/AU(DOBQ)
man eine w—Aufzdhlung von D N (Bat1 ~\ By); diese Aufzédhlungen setze man zu einer Aufzédhlung
(dg) von D zusammen. Sei dg € Bay1 \ By. Es ist zu zeigen, daB tp(dg/AU{d, | v < B}) isoliert ist.
Sei D' :={d, | v < 8} \ Bo. Es gilt D’ U{ds} \LAU(DOBQ) B, und folglich dg \L/AU(DOB(,)UD’ B,; da
tp(dg/AB,D’) isoliert ist, folgt aus dem Open-Mapping-Theorem, daf auch tp(dg/A U (D N By) U
D')(=tp(dg/AU{dy | v < B})) isoliert ist. O

Fiir die Eindeutigkeit der Primerweiterungen sind die Voraussetzungen der Abzéhlbarkeit und der
Stabilitat von T" notwendig:

B,. Zu jedem « wahle

Beispiel 10.1 L enthalte fiir jede Ordinalzahl a@ < w; ein zweistelliges Relationszeichen E,. Die
Theorie T besage, dafl jedes E, eine Aquivalenzrelation sei. Ey besitze nur eine Aquivalenzklasse;
ferner sei fir o < 3 < w; jede E, Aquivalenzklasse eine Vereinigung von unendlich vielen Eg—
Aquivalenzklassen. T ist vollstandig, stabil und 148t Quantorenelimination zu. Jede konsistente L(A)—
Formel o(z) 148t sich tiber A vervollstdndigen: da T Quantorenelimination zuléft, kann man 0.B.d.A.
annehmen, dafl ¢ von der Form zE,a A\, ~xEg by A \; x # ¢; ist; falls ¢ in A realisiert wird, so ist
nichts zu zeigen; anderenfalls ist tE,a A A\, "vEqq1b; A \; "2 Eqq1¢; eine Komplettierung von ¢. Es
existieren folglich Primérerweiterungen. Sei nun M die Primérerweiterung der leeren Menge.

Dann besitzt jede Kette (K4 )a<w, von Eaquuivalenzklassen in M einen nichtleeren Durchschnitt:
anderenfalls gdbe es namlich eine abzahlbare Teilmenge A von M und eine Limesordinalzahl n < w;
mit:

(i) A ist abgeschlossen (beziiglich einer fest gewéhlten Konstruktion);
(i) ANNyey Ka =0
(i) AN K, # 0 fir alle o < 7.

M/A ist atomar. Sei nun ¢ € K,; tp(c/A) wird dann isoliert durch eine Formel op(x;@); wegen (ii)
existiert ein v < n mit aN K, = 0. Aus (iii) folgt, daBl ein d € AN K, existiert; wegen an K, = 0 hiitte
man auch = ¢(d;a); das ist aber unmoglich, weil ¢ tp(c/A) isoliert. Es gilt folglich N(Ky)a<w, 7# 0.

Sei nun a € M; N sei die Menge aller b aus M, fiir die eine Ordinalzahl o < w; existiert mit
E —aFE.b; N ist dann ebenfalls ein Primmodell, aber M und N sind nicht isomorph.

Beispiel 10.2 M sei ein Nyo—saturiertes Modell der Theorie aus dem vorangehenden Beispiel. T' sei
die Theorie der zweisortigen Struktur M* := (wq, M; <, R), wobei < die iibliche Anordnung von w;
sei und M* = R(a;m1, mo) gelte genau dann wenn « € wy, my, mg € M und M | Ey(mq,ms). T ist
natiirlich nicht stabil. Man kann zeigen, dafl in T" alle Formeln mit einer freien Variablen komplettierbar
sind; nach Satz [10.3 existieren dann Primédrmodelle. Wie im vorangehenden Beispiel folgt, dafl {iber
der Menge w; Primmodelle existieren, die nicht priméar sind.

A und B seien Teilmengen von M. B heifit normal tiber A in M, wenn fiir be Bund¢e M aus
tp(b/A) = tp(¢/A) auch ¢ € B folgt.
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Lemma 10.10 Fir alle C und fir alle n sollen die isolierten Typen dicht in S™(C') liegen. Sei M /A
atomar, und sei B C M normal Gber A in M. Dann ist M/AB atomar.

Beweis Sei m € M; tp(m/A) werde durch (%) isoliert. 1(Z; b) sei eine Komplettierung von (%)
iber AB, und ¢ werde in M durch 7 realisiert. Es gilt tp(m/A) = tp(n/A), und somit existiert ein
b € M mit = o(m; 5/) A X(B/), wobei (%) den Typ von b iiber A isoliere; dann gilt auch tp(b/A) =
tp(gl /A) und somit b € B. (T 5/) isoliert tp(m/AB): anderenfalls gébe es ndmlich eine L(A)-Formel
&(7;7) und ein ¢ € B, so dafl sowohl 9 (Z; 5/) A E(T;¢) als auch ¥ (T; 5/) A —&(T; ¢) konsistent wéren.
Aus tp(b/A) = tp(gl /A) und aus der Normalitiat von B folgte wieder, dafl ein ¢ € B existierte, so daf
»(T; b)) NE(T;¢) und ¢ (T; b) A—E(T; ) konsistent wiren; das ist jedoch unmdglich da v eine komplette
Formel ist. a

Satz 10.11 T sei eine abzdhlbare, superstabile Theorie, in der es zu jeder Menge eine Primdrerwei-
terung gibt. M /A ist genau dann primdar, wenn M /A atomar ist und falls in M keine iberabzdihlbare
Menge von Indiscernibles iiber A existiert.

(Die Voraussetzungen werden nicht alle gleichzeitig gebraucht: Fiir = braucht man, dafl T' abzéihl-
bar und stabil ist, fiir <= braucht man, da§ T" superstabil ist und Primé&rerweiterungen zulaft.)

Beweis Sei M/A primér. M/A ist dann atomar. Sei U eine Menge von A-Indiscernibles der
Kardinalitat ;. Es existiert dann eine Konstruktion (by)a<w, tiber A in M, mit U C B := {b, | @ <

w1 }. C sei die Menge aller Ordinalzahlen o < wy mit U \LAU(UHB )Bm wobei B, = {bg | 8 < a}.

Aus den Stetigkeitseigenschaften des Forkings folgt leicht, daB C' ein Club in w; ist: Sei D eine
Teilmenge von C mit dem Supremum A < wy, so gilt U | AU(UNBY) B, fiir alle a € D; daher gilt auch

U J-/AU(UOBA) By, und A gehort daher zu C'. Sei oy < wy; mit Lemma(10.9 kann man eine aufsteigende

Folge ()<, konstruieren mit U | B,,; falls A das Supremum der Folge (o) ist, so gilt

AU(UNBa,,,)
U LAU(UOBA) B,, fiir alle i < w, woraus wieder A € C folgt.

Aus/b.5 folgt, dal U~ B, iiber AB,, indiscernible ist fiir « € C. Sei « € C'und u € U\ By ; dann gibt
es eine Ordinalzahl f(a) < o, so da88 tp(u/B,) isoliert wird durch Parameter aus Bj(q)+1; f(c) hingt
nicht von der Wahl des u ab. Die Abbildung f : C' — w; ist regressiv, nach dem Satz von Fodor gibt es
daher eine unbeschrankte Teilmenge S von C, auf der f konstant ist. Man wahle nun o < 3 aus S so,
dafl ein u € Bg \ B, existiert; ferner sei v € B\ Bg. Es folgt tp(v/By(s)+1) F tp(v/Bg); andererseits
gilt wegen Bygy41 C Ba auch tp(v/Byg)+1) = tp(u/By(g)+1). Das ist jedoch ein Widerspruch zu
tp(u/Bg) # tp(v/Bp).

Sei nun M /A atomar, und M enthalte keine iiberabzihlbare Menge von A-Indiscernibles. Jedem
Element ¢ aus M soll nun eine Folge pg, ..., py,,. von starken Typen zugeordnet werden: fiir alle c € M
sei p§ := stp(c/A). Seien nun fiir i < m schon alle p§ € ST(AB¢) definiert; dabei seien die Bf
endlich und c realisiere p§. Falls pf, algebraisch ist, so setze man m. := m; c ist dann die einzige
Realisierung von p¢,. Ist pS, nicht algebraisch, so wihle man eine maximale Folge (b;);<q von iiber
ABg, unabhingigen Realisierungen von p¢, in M. Da es in M keine {iberabzéhlbare Menge von A-
Indiscernibles gibt, kann man « < w voraussetzen. Ferner hiange die Wahl der Folge (b;);<q nur von
pi, ab (und nicht von c). Es gilt ¢ £ , o, {bi | i < a}, und es gibt folglich ein minimales j < w mit
¢ L ypo {bi | i< j}; man setze By, |, ::mB;'1 U{b; | i < j} und pS, ; := stp(c/ABg, ;). Die Mengen
B¢, sind endlich.

Da pg, ,, eine forkende Erweiterung von pf, ist, bricht die Folge p§, pf, pS, ... nach endlich vielen
Schritten ab, denn T ist superstabil.

Fiir ein festes pf,_; wéhle man eine Wohlordnung aller Typen pg1 mit py,_; = pﬁl_l, wobei
folgendes gelten soll:

(i) falls BY, S BE,, so sei pf, < p&,;

(ii) falls b; € BY,, so sei pbi < pd .
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Die Elemente c aus M werden nun angeordnet durch die lexikographische Ordnung der Tupel pg, ...py, .
Diese Ordnung ist eine Wohlordnung von M, denn sonst géabe es eine absteigende Folge (cl)Kw, durch
Ubergang zu einer Teilfolge darf man 0.B.d.A. voraussetzen, daf fiir alle i < j gilt p§t = p;?; dann
wire jedoch (p;*) eine forkende Folge von Typen, was wegen der Superstabilitiat von T' nicht moglich
ist. Aus (i) erglbt sich, daB aus ¢ < d, ¢ € M und stp(c/ABg, ) = stp(c//ABZ, ) auch ¢’ < d folgt.

AbschlieBend soll gezeigt werden, da8 M/AU{c € M | ¢ < d} atomar ist fiir jedes d € M. M/ABZ,
ist atomar, und nach Lemma [10.10/ ist folglich auch M*®1/acl**(ABZ, ) atomar. Da {c € M | ¢ < d}
iiber acl®(AB¢, ) normal in M liegt, folgt wieder nach Lemma [10.9, daB M°9/acl®(ABZ, ) U {c €
M |e< d} ebenfalls atomar ist. Da Bg, (wegen (ii)) eine Teilmenge von {c € M | ¢ < d} ist, ist auch
M/AU{ce€ M | c < d} atomar. Es folgt, dal M eine Primérerweiterung von A ist. a

Im Beweis dieses Satzes wurde Satz[10.7 nicht benutzt; fiir superstabile, abzdhlbare Theorien mit
Primérerweiterungen erhélt man durch zweimalige Anwendung von Satz [10.11 einen weiteren Beweis
fiir die Eindeutigkeit von Primerweiterungen.
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Kapitel 11

a-Primerweiterungen und lokal
atomare Erweiterungen

Ein Modell M heifit a-saturiert (oder R.-saturiert), wenn jeder starke Typ {iber einer endlichen
Teilmenge von M in M realisiert wird. Falls T abz&hlbar und M XN;—saturiert ist, so ist M auch a—
saturiert. Ein a—saturiertes Modell ist immer Ng—saturiert; fiir total transzendente Theorien gilt auch
die Umkehrung: Sei M Rp-saturiert und sei p € S(acl®¥(A)), wobei A eine endliche Teilmenge von
M sei. Da m := mult(p [ A) endlich ist, gibt es eine endliche Teilmenge B von acl®(A) C M, die A
enthélt und auf die es genau m Erweiterungen von p [ A gibt; dann gilt p [ B+ p;dap | Bin M
realisiert ist, ist auch p in M realisiert.

Beispiel 11.1 T sei die Theorie aus Beispiel 6.2, M sei ein N;-saturiertes Modell von T, und a sei
ein Element von M. Sei U der Durchschnitt aller F;—Aquivalenzklassen von a; dann ist M \ U ein
Np—saturiertes Modell von T', das nicht a—saturiert ist.

M heifit a—Primerweiterung von A, wenn gilt:

(i) M ist ein a—saturiertes Modell, das A enthélt;

(i) falls N ein a—saturiertes Modell ist, das A enthilt, so gibt es eine elementare A-Einbettung von
M in N.

Satz 11.1 Wenn T eine abzdhlbare, superstabile Theorie ist, so gibt es zu jeder Menge A eine bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte a—Primerweiterung.

Dieser Satz kann bewiesen werden wie die Satze tiber die Existenz und Eindeutigkeit von Primmo-
dellen im Kapitel 10. Man braucht dazu zur Isoliertheit und zur Konstruierbarkeit analoge Begriffe,
die nun eingefithrt werden sollen.

Sei p € S(A) ein Typ, und sei Ag eine endliche Teilmenge von A. p heifit a—isoliert mit Parametern
aus Ag, wenn ein starker Typ g € ST (Ay) existiert mit ¢ - p.

Lemma 11.2 Der Typ tp(b/A) sei a—isoliert mit Parametern aus Ag. Dann gilt stp(b/Ao) b tp(b/A);
es gilt sogar {¢ € stp(b/Ao) |  ist iber A definierbar} F tp(b/A).

Ist T stabil, so gilt auch stp(b/Ag) F stp(b/A).
Beweis Falls tp(h/A) a-isoliert ist mit Parametern aus Ay, so gibt es ein Tupel ¢ mit stp(¢/Ag) -

tp(b/A); dann gilt tp(c/A) = tp(b/A) und somit stp(c¢/Ag) - tp(¢/A); da b und ¢ iiber A konjugiert
sind, folgt auch stp(b/Ag) F tp(b/A).

46



Sei ¢(T) € tp(b/A); dann gibt es eine Formel (%) € stp(b/Ao) mit = ¥(T) — @(T); Y1(T), .., n(T)
seien die iiber A zu ¢ konjugierten Formeln; ¢~ (Z) := ¢1(Z) V... V ¢, (T) ist dann {iber A definierbar,
und es gilt = ¢~ (Z) — ¢(T).

Sei nun T stabil. Weil stp(b/Ay) Realisierungen hat, die mit A iiber acl®d(Ap) (und also auch tiber
Ap) unabhiingig sind, forkt tp(b/A) nicht iiber Ag. Sei nun ¢ € S(acl®d(A)) eine beliebige Erweiterung
von stp(b/Ap). Es folgt tp(b/A) C ¢, und somit ist ¢ die nichtforkende Erweiterung von stp(b/Ay).
Damit gilt stp(b/Ag) I stp(b/A). O

Eine a-Konstruktion iiber A ist eine Folge (b, )a<x mit der Eigenschaft, dafl alle Typen tp(b, /AU
{bsp | B8 < a}) a-isoliert sind. Ein Modell M heiit a—Primdrerweiterung iiber A, wenn M ein a-
saturiertes Modell ist, das A umfafit und wenn M a-konstruierbar ist iiber A. Es gilt hier wieder, dafl
a—Priméarerweiterungen auch a—Primerweiterungen sind.

Lemma 11.3 Ist T superstabil, dann liegen fir alle A die a—isolierten Typen dicht in allen S(A).

Beweis Sei ¢(x) eine konsistente L(A)-Formel; unter allen L(A)-Formeln v (z;a) mit

=y (@) — ¢ (T)

wéhle man eine mit minimalem Shelahrang RC(y(x;@)). Sei p € S(A) ein Typ mit ¢ (z;a) € p; dann
sind alle Erweiterungen von p [ @ auf A nichtforkend, und somit ist p ein a—isolierter Typ mit ¢(z) € p.

Das Lemma konnte auch wie folgt bewiesen werden: pg sei ein Typ tiber einer endlichen Teilmenge
Ag von A mit p(x) € po. po kann so gewihlt werden, daB er keine forkenden Erweiterungen auf A hat,
denn sonst gébe es eine forkende Folge von Typen p; € S(4;) (wobei |A4;] < oo und A; C A). Dann
ist jede Fortsetzung von py auf A a—isoliert. O

Aus diesem Lemma folgt die Existenz von a—Primérerweiterungen wie in [10.3.

Lemma 11.4 Falls T stabil ist, so ist tp(ab/A) genau dann a—isoliert, wenn tp(b/A) und tp(a/Ab)
a—isoliert sind.

Beweis Ist tp(ab/A) a-isoliert mit Parametern aus Ay, so ist tp(b/A) a-isoliert mit Parametern
aus Ao, und tp(@/Ab) ist a-isoliert mit Parametern aus Agb. Sei nun umgekehrt tp(b/A) a-isoliert mit
Parametern aus Ao und tp(a/Ab) mit Parametern aus Apb. Es gilt dann einerseits

tp(b/acl®d(Ap)) F tp(b/acl®d(Agy) U A)
und somit nach Lemma [10.4 auch
tp(A/acl®d(Ag)) F tp(A/Agb);
aus Lemma [11.2] folgt dann B
tp(A/acl®(Ap)) F tp(A/acl®i(Apd)).

Es gilt andererseits B B
tp(a/acl®(Agb)) F tp(a/acl®(Agb) U A)

und somit
tp(A/acl®d(Agb)) - tp(A/acl®d(Agb) U {a});

zusammen ergibt sich dann
tp(A/acl®d(Ag)) F tp(A/acl®d(Ag) U {ab})

und somit
tp(ab/acl®d(Ap)) I tp(ab/A).
O

B/A heiit a—atomar, wenn der Typ aller endlichen Tupel vom Elementen aus B iiber A a—atomar
ist.
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Lemma 11.5 Sei B/Aa a-atomar dber Parametern aus A und @/A a-atomar. Dann ist a/AB a-
atomar.

Beweis Es gilt
tp(B/acl®d(A)) F tp(B/acl®(A) U {a})
und folglich
tp(a/acl®d(A)) F tp(a/acl®(A) U B);
wird tp(a/A) mit Parametern aus Ag a—isoliert, so wird folglich auch tp(a/AB) mit Parametern aus
Aq a—isoliert. O

Aus diesen beiden Lemmas folgt, dafl a—Primérerweiterungen eindeutig bestimmt sind. Um zu
zeigen, dafl das Analogon zu Shelahs Satz [10.7l auch fiir a—Primérerweiterungen gilt, braucht man das
folgende Lemma, das die Rolle des Open—Mapping—Theorems iibernimmt:

Lemma 11.6 A sei eine Teilmenge von B und tp(b/B) sei a—isoliert und forke nicht iber A. Dann
ist auch tp(b/A) a—isoliert.

Beweis tp(b/B) werde a-isoliert iiber der endlichen Teilmenge By von B. Es gibt dann eine
endliche Teilmenge Ay von A mit bBy \J/Ao A. Sei ¢ ein Element mit stp(b/Ag) = stp(c/Ap). Es gibt

dann ein ¢/ mit stp(c/A) = stp(c’/A) und ¢’ | , Bo. Aus¢’ |, Bound A J/AO B, folgt ¢ J/AO By, und
ausb | , Bund b J/AO A folgt b \LAO By; es ergibt sich stp(b/By) = stp(c’/By) und somit tp(b/B) =
tp(c’/B). Daraus folgt nun tp(b/A) = tp(c'/A) = tp(c/A); tp(b/A) wird also iiber Ay a—isoliert. O

I"Jbung 11.1 Analog zu Satz [10.11] charakterisiere man fiir abzéhlbare, superstabile Theorien a—Pri-
marerweiterungen durch Indiscernibles.

I"Jbung 11.2 M/A heifit RX;—Primerweiterung, wenn M Y;—saturiert ist und wenn fir jedes N;—
saturierte Modell N D A eine A-Einbettung M — N existiert. Man zeige, da$ fiir stabile, abzédhlbare
Theorien N;—Primerweiterungen existieren und dafl diese Erweiterungen eindeutig sind.

Sei p € S(A); p heiit lokal isoliert, wenn fiir jede endliche Menge A von L(A)-Formeln eine Formel
©(T) € p existiert mit ©(Z) F p [ A (es geniigt natiirlich auch, nur A zu betrachten, die aus L-Formeln
bestehen). B/A heifit lokal atomar, wenn tp(b/A) fiir alle b € B lokal isoliert ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn tp(B/A) lokal isoliert ist.

Lemma 11.7 ab/A ist genau dann lokal atomar, wenn @/Ab und b/A lokal atomar sind.

Beweis = ist trivial.

Seien nun a@/Ab und b/A lokal isoliert, und sei A = {¢(Z,7:%)}. Es gibt dann eine L(A)-Formel
©0(T;Y) mit o (T;b) € tp(a/Ab) und ¢o(T;b) -t 5 5. (@/Ab), und es gibt eine L(A)-Formel 1 (y) €
tp(b/A) mit B

@1(?) F tpﬁ(po(i,ﬂ)—ﬂ/)(f,ﬂ;z))(b/A)'
©0(Z;7) A ¢1(7) gehort dann zu tp(ab/A).

Sei nun (7, 7; ¢) € tp(ab/A); dann gilt

= VZ (0o (T, b) — (T, b;C))

und somit auch
= e1(H) = (VE(po(T,9) — ©(7,7;0)));
©0(Z,7) A ¢1(¥) isoliert somit tp (@b/A). a
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Satz 11.8 T sei stabil und abzdhlbar; fir jede Parametermenge A liegen dann die lokal isolierten
Typen dicht in S(A).

Beweis Sei ¢(z;a) eine L(A)-Formel; es ist zu zeigen, daf ein lokal isolierter Typ p € S(A)
existiert mit ¢(x;@) € p. Sei (A;);<, eine Aufzédhlung aller endlichen Mengen von L-Formeln ¢ (z; 7).
Man konstruiere rekursiv eine Folge von L(A)-Formeln: ¢g(z) := ¢(z) und @,41(z) sei eine L(A)—
Formel mit = @n41(x) — ¢p(z) und mit minimalem A,-Rang und A,—Grad. Sei nun (z;7) eine
A,—Formel, und sei @ € A; dann ist entweder ¢, 41(x) A ¥(x;a@) oder wn41(x) A —(T; @) wegen der
Minimalitdt von Ra,, (¢n+1(z)) und Da, (¢n+1(x)) inkonsistent. Die Menge aller ¢,, axiomatisiert
daher einen lokal isolierten Typ p mit ¢ € p. |

Aus diesem Satz folgt wieder, dafl in einer abz&hlbaren stabilen Theorie jede Menge A in einem
iiber A lokal konstruierten Modell enthalten ist. Ein solches Modell ist lokal atomar tiber A.

Lemma 11.9 T sei stabil, und es gelte B J/M C. Falls B’ lokal atomar ist tiber M B, so ist B’ auch
lokal atomar tiber MBC mit Parametern aus M B.

Beweis Sei b € B’ und pi= tp(B//MB); es geniigt nach Ubung 3.5 einelementige A zu betrachten,
also sei A := {¢(%;7)}. Es gibt dann eine konsistente L(M)-Formel ¢(Z;y) und ein b € B mit
¥(7;b) - p | A. Die Formel ¢(T;b) isoliert dann auch tp, (b /M BC), denn sonst gibe es ein Tupel
¢ € MBC mit |= 37(¢(T;b) A ¢(T;¢) A IZ(Y(T;b) A —p(T;€)). Weil aber tp(B/MC) der Erbe von
tp(B/M) ist, kann man das ¢ in M B wiihlen; dann wiirde aber 4(Z;b) den Typ p | A nicht isolieren. O

Seien A, B und B’ Mengen. B dominiert B’ iiber A (B >4 B’), wenn fiir alle Mengen C aus
B | ,Cauch B" | C folgt.

Sei B’ lokal atomar {iber BM. Dann gilt B >y B': Sei C' eine Menge mit B | | C; aus Lemma
11.9 folgt dann tp(B’'/M B) & tp(B'/M BC). Dann gilt jedoch B" |, € und somit auch B" || C.

Sei p € S(A) ein stationdrer Typ und sei (T) eine Formel mit Parametern aus A; p heifit orthogonal
zu ¢ (p L ¢), wenn fiir alle nichtforkenden Erweiterungen p’ € S(B) von p alle Tupel @, b mit @ = p’
und = ¢(b) tiber B unabhéngig sind.

Falls p” € S(C) eine nichtforkende Erweiterung von p € S(A) ist, so gilt p” L ¢ genau dann, wenn
p L @ gilt: es ist klar, dal p” L ¢ aus p L ¢ folgt; es gelte nun p” L ¢. Seien B D A, @ |= p|B und

= ¢(b). C" sei eine Menge mit tp(C'/A) = tp(C/A) und C" |, Ba; dann gilt p[C” L ¢. @ ist dann

auch eine Realisierung von p|BC’, und somit folgen @ | . bunda | B b.

BC’

Satz 11.10 T sei stabil und abzihlbar. Fir einen stationdren Typ p € S(A) und fir eine nichtalge-
braische L(A)—Formel ¢(x) sind dquivalent:

(i) p L p;

(ii) zu jedem Modell M, das A umfafit, gibt es eine elementare Erweiterung N, in der p|M realisiert
ist, so daff M < N ein Vaughtsches Paar fir ¢ ist (das heifft M # N, (M) = o(N) und
|p(M)] = o0);

(iii) es gibt ein Vaughtsches Paar M < N fir ¢ mit A C M, so dafi p|M in N realisiert wird;
(iv) p sei die globale nichiforkende Erweiterung von p; dann gilt
[ dpz Iy Y(@;y;Z) < Ty dpz (23595 %)

fir alle L(A)-Formeln (x;y;Z) mit = ¥(z;9;2) — o(y) (,—“ gilt in obiger Formel immer).

Beweis (i)=-(ii): Sei M D A ein Modell, und a sei eine Realisierung von p|M. N sei dann eine
lokal atomare Erweiterung von Ma. Aus der Folgerung von Lemma [11.9/ erhélt man a >p; V; sei nun
b € p(N); dann gilt a J/M b, und daraus folgt b \J/M N; also ist b € M.
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(ii)=> (i) ist trivial.

(ili)=-(iv): a sei eine Realisierung von p|M in N. Sei m € M mit = dyx Iy (z;y;m); dann gilt
Jy Y(x;y;m) € p|M, und daraus folgt N = Jy ¢(a;y;m), und somit gibt es ein b in N mit N
Y(a;b;m); da M < N ein Vaughtsches Paar fiir ¢ ist, folgt b € M, und somit gilt ¢ (x;b;m) € p|M.
Es folgt |= 3y dyx ¢(z;y;™); M war ein beliebiges Tupel aus M mit = dyz 3y ¥(x; y; M), es folgt also
= dpz 3y (x5 9; %) — Jy dp (595 2).

(iv)=(i): Es gelte p L ¢; es gibt dann ein Modell M, das A umfaBt und Elemente a und b mit
a = plM, | () und a £, b. Datp(a/Mb) nicht der Erbe von tp(a/M) ist, gibt es eine L(A)-Formel
Y(x;y;Z) und ein Tupel M € M mit folgenden Eigenschaften:

(a) ¥(x;b;m) € tp(a/Mb);
(b) ¥(x;y;m) wird nicht représentiert in p|M;
() Ev(;y:2) — o(y).

Es folgt |= dpx Iy ¢(x; y;m) und = —Jydyx Y(x; y;m). O

I"Jbung 11.3 T sei stabil, M sei ein a-saturiertes Modell, und B’ sei a—atomar iiber M B. Dann folgt
aus B | o C, da3 B’ auch a—atomar iber M BC ist mit Parametern aus M B. Ferner folgt B >, B'.

ﬁbung 11.4 Satz [11.10 bleibt wahr fiir superstabile Theorien beliebiger Kardinalitdt, wenn man in
(ii) das Modell M als a—saturiert voraussetzt.

ﬁbung 11.5 P sei ein einstelliges Pridikat der Sprache L; T* sei die Theorie der Klasse P(€), in
einer Sprache, die fiir jede (in T') )—definierbare Relation auf P(€)" ein Relationszeichen besitzt. Jedes
Modell von T hat eine elementare Erweiterung von der Form P(M) fiir ein Modell M von T. Falls
T stabil und abzihlbar ist, so ist jedes Modell von T von der Form P(M) fiir ein Modell M von T.

Der 2-Kardinalzahlsatz von Vaught besagt, dafl eine abzahlbare Theorie T' genau dann ein Vaught-
sches Paar fiir eine parameterfreie Formel () besitzt, wenn (T, ¢) ein Modell vom Typ (Rq, Rg) besitzt
(das ist ein Modell M von T mit |M| = ®; und |o(M)| = Xp). Fiir stabile Theorien 148t sich dieser
Satz wie folgt verschérfen:

Satz 11.11 T sei stabil und abzdihlbar, und es gebe ein Vaughtsches Paar fir o(z). Dann besitzt (T, @)
Modelle vom Typ (k, \) fiir beliebige Kardinalzahlen mit k > XA > V.

Beweis Sei My < M; ein Vaughtsches Paar von T fiir ¢ mit [¢(Mp)| = A und |M1] < k. p € S(M))
sei ein Typ, der in M; ~\ My realisiert sei. Mit Satz [11.10 kann nun eine stetige elementare Kette
(M) o<k konstruiert werden mit folgenden Eigenschaften:

(a) [Ma] =X+ o],
(b) p|M,, wird in M4 realisiert

(¢) (May1) = p(Ma)(= ¢ (Mo)).

M, ist dann das gesuchte Modell. |
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Kapitel 12

Orthogonalitat

Zwei Typen p € S™(A) und ¢ € S™(A) heilen fast orthogonal (p L% q), wenn jedes Paar von
Realisierungen @ |= p und b |= ¢ iiber A unabhingig ist. p und g heilen schwach orthogonal (p L™ q),
wenn p(Z)Uq(y) einen (vollstandigen) Typ axiomatisiert. p und ¢ sind genau dann schwach orthogonal,
wenn fiir jede Realisierung @ von p genau eine Fortsetzung von ¢ auf Aa existiert. Aus der schwachen
Orthogonalitat folgt daher Fastorthogonalitdt. Umgekehrt folgt aus p 1% g auch p L™ ¢, wenn einer
dieser beiden Typen stationér ist.

Beispiel 12.1 L bestehe aus einem einstelligen Relationszeichen R und aus einem zweistelligen Re-
lationszeichen E. T sei die Theorie, die besagt, daf§ E eine Aquivalenzrelation mit zwei Klassen ist
und daB beide Klassen sowohl unendlich viele Elemente aus R als auch aus =R enthalten. p,q € S(0)
werden axiomatisiert durch R(z) beziehungsweise durch —R(y); es gilt dann p L* g, aber p L gq.

Lemma 12.1 Seien p und q Typen aus S(A), und sei B eine Obermenge von A. Falls alle nichtfor-
kenden Erweiterungen p’ und ¢ von p bezichungsweise von q auf B fast orthogonal sind, so sind auch
p und q fast orthogonal.

Beweis Sei a eine Realisierung von p und b eine Realisierung von ¢. Man darf 0.B.d.A. ab J/A B
voraussetzen. Dann forken tp(a/B) und tp(b/B) nicht iiber A, folglich gilt a | , b, und daraus folgt
auch a | ,b. O

Zwei Typen p € S(A) und ¢ € S(B) heifien orthogonal (p L q), wenn fiir jede Menge C, die A
und B umfafit, jedes Paar p’,q’ von nichtforkenden Erweiterungen von p beziehungsweise ¢ auf C
fast orthogonal ist. p ist genau dann orthogonal zu einer Formel ¢, wenn p | q gilt fiir alle ¢, die ¢
enthalten.

Lemma 12.2 Seip € S(A), ¢ € S(B) und B C C; dann sind p und q genau dann orthogonal, wenn
p zu allen nichtforkenden Erweiterungen von q auf C orthogonal ist.

Beweis = ist trivial.

<: Sei D eine Menge, die sowohl A als auch B umfasse. a realisiere eine nichtforkende Erweite-
rung von p auf D, b realisiere eine nichtforkende Erweiterung von ¢ auf D. C’ sei eine Menge mit
tp(C'/AB) = tp(C/AB) und C" | , , Dab. p ist dann orthogonal zu allen nichtforkenden Erweiterun-
gen von ¢q auf C’. tp(a/DC") und tp(b/DC") forken beide nicht iiber D, es folgt also a | ., b, und
O

Jolel
daraus folgt mit C" | abaucha | 0.

Satz 12.3 T sei stabil, M sei ein |T|" —saturiertes Modell, und p,q € S(M) seien fast orthogonal.
Dann sind p und q sogar orthogonal. Falls T superstabil ist, so stimmt das auch fir a-saturierte

Modelle M.
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Beweis A sei eine Teilmenge von M mit folgenden Eigenschaften: p und ¢ forken nicht iiber A,
p | Aund g | A sind stationér, |A| < |T|. Es geniigt zu zeigen, dal p | A und ¢ | A orthogonal
sind. Sei B eine Menge die A umfafit; dann mufl (p [ A)|B L (¢ | A)|B gezeigt werden. O.B.d.A. sei
B . A endlich. Dann ist tp(B/A) in M realisiert, und man kann daher 0.B.d.A. B C M annehmen;
dann gelten jedoch (p | A)JB =p | Bund (¢ | A)|B = ¢q | B, und aus Lemma [12.1 folgt daher
plBlgqglB.

Ist T superstabil und M a—saturiert, so wahle fiir A eine Teilmenge von M*®4, die der algebraische
Abschluf einer endlichen Menge ist und fithre damit denselben Beweis. a

Seien p € S"(A) und g € S™(A) Typen, und p oder ¢ sei stationdr. Das Produkt von p und ¢ sei
p®q:=tp(ab/A), wobeia = p, b = qund a LA b. Da einer der beiden Typen p, ¢ stationér ist, hangt
p ® ¢ nicht von der Wahl der Realisierungen @, b ab. Seien nun p und ¢ stationér, und tp(ab/B) sei
eine nichtforkende Erweiterung von p ® q. Es gelten dannab | , Bund @ | , b; daraus folgt @ |, b.
p ® q ist somit stationér, und es gilt (p ® q)|B = (p|B) ® (¢q|B).

Lemma 12.4 Seien p,q1 und qo Typen mit Parametern aus A; g1 und qo seien stationdr. Falls p
sowohl zu q1 als auch zu qa orthogonal ist, so ist p auch zu q¢1 ® g orthogonal.

Beweis Aus der obigen Bemerkung folgt, daf} es geniigt zu zeigen, daf} p zu q; ® g2 fast orthogonal
ist. Sei @ eine Realisierung von p, und biby sei eine Realisierung von ¢; ® ¢2. @ und by sind dann
unabhéngig iiber A; tp(a/Ab;) und tp(be/Ab;) forken nicht iiber A, folglich gilt @ | A5, b2, und daraus

folgt @ \|-/A 6162. O

Satz 12.5 p und q seien stationdre Typen mit Parametern aus A; dann sind p und q genau dann
orthogonal, wenn fir alle n € N die Typen Q"p und ®"q fast orthogonal sind.

Beweis Aus Lemma [12.4 folgt unmittelbar =.

p und ¢ seien nun nicht orthogonal. Es gibt dann eine Menge B, die A umfafit, und tiber B
abhiingige Realisierungen @ und b von p|B und q|B. (@;b;)ic; sei eine lange, iiber B unabhiingige
Folge mit tp((@;b;/B) = tp(ab/B) (fiir alle i € I). Fiir beliebige endliche Tupel (i1, ...,i,) aus I
gilt (@;,,...,a;,) | ®@"p und (b;,,...,b;,) = ®"q. Gélte nun ®"p 1 ®"q fiir alle n € N, so folgte
(@i)icr J/A(Bi)iel; insbesondere wire a; J/Agi fiir alle 7 € I. Wegen a; J//BB,» folgte @;b; J//A B, aber
das ist nicht moglich, wenn I grofl genug gewahlt wurde. |

Beispiel 12.2 T sei die Theorie der zweisortigen Struktur (Q, @Q; +,0p,0); dabei sei @) eine isomorphe
Kopie von Q, + sei die iibliche Addition von Q mit dem Neutralelement 0, und op : Q X Q — @ :
(a,v) — a+ v sel eine regulire Operation von Q auf der Menge Q. Uber der leeren Menge gibt es
dann genau einen Typ p(z), der zur ersten Sorte gehort und der die Formel  # 0 enthilt; ebenso
gibt es tiber der leeren Menge nur einen Typ ¢(y), der zur zweiten Sorte gehort. p und ¢ sind dann
stationar und schwach orthogonal; es gilt sogar ®™p 1™ q. p und ¢ sind aber nicht orthogonal, denn
p und ¢ ® ¢ sind nicht schwach orthogonal.
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Kapitel 13

Regulare Typen

Eine Abhdngigkeitsrelation fir X ist eine Relation auf X x P(X), die die folgenden vier van der
Waerden—Axiome erfiillt:

(i) * € X ist genau dann von Y C X abhéngig, wenn z von einer endlichen Teilmenge von Y
abhéngig ist.

(ii) x ist abhingig von {x}.

(iii) (Transitivitat:) Ist = abhéangig von {y1, .., y» }, und sind alle y; abhéngig von Z, so ist « abhéngig
von Z.

(iv) (Austauscheigenschaft:) Ist = abhéngig von Yz, aber nicht von Y, so ist z abhéngig von Y x.

Aus (i) folgt unmittelbar die folgende Monotonieeigenschaft:
Ist z abhéngig von Y und ist Y in Z enthalten, so ist x auch abhangig von Z.

Eine Teilmenge Y von X heiflt unabhdingig, wenn kein y € Y abhéngig ist von Y ~\ {y}; Y heifit
ein FErzeugendensystem, wenn alle x € X von Y abhéngig sind; ein unabhangiges Erzeugendensystem
heifit Basis.

Lemma 13.1 U sei eine unabhdngige Teilmenge von X, und E sei ein Erzeugendensystem, das U
umfaf$t. Dann gibt es eine Basis B mit U C B C E. Ferner haben alle Basen die gleiche Kardinalitdt.

(Beweis: s. z.B [6]) a

Sei X eine Teilklasse von €, und A sei eine Teilmenge von €; unter gewissen Umstédnden erfiillt
die Unabhéngigkeitsrelation z f , Y (fiir # € X und Y C X) die van der Waerden-Axiome. Axiom
(i) ist trivialerweise immer erfiillt; auch Axiom (iv) gilt immer, denn aus z |, Y und z | , Yz folgt
z | 4y Yz und somit x | , Yz Axiom (ii) gilt genau dann, wenn X N acl(A) leer ist. Axiom (iii)
hingegen ist im allgemeinen falsch.

Die Relation = € acl(Y' A) erfiillt (i) und (ii) trivialerweise, und (iii) ist leicht zu beweisen; (iv) gilt
im allgemeinen aber nicht.

Sei nun ¢(x;a) eine streng minimale L(A)-Formel (das heiit MRD(p(x;a)) = (1,1)), und sei
X = ¢(¢;a). Dann erfiillt die Relation z € acl(AY") auf X auch (iv) (gilt sogar fiir unstabile Theorien).
Fir a € X und B C X gilt a J’/AB genau dann, wenn tp(a/AB) liber A forkt; das ist aber wegen
MR(tp(a/AB)) < 1 genau dann der Fall wenn a € acl(AB) und a ¢ acl(A4). Falls p € S(A4) der
nichtalgebraische Typ ist, der ¢ enthilt, so besteht p(€) gerade aus den Elementen von X die iiber A
nicht algebraisch sind. Dort stimmt die J —Abhéngigkeit mit der algebraischen Abhéngigkeit iiberein,
und damit erfiillt die J —Abhéngigkeit auf p(€) die van der Waerden—Axiome. Das gilt natiirlich auch
fiir jeden Typ p mit U(p) = 1.
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Ein Typ p € S(A) heifit reguldr, wenn p nicht algebraisch ist und wenn p zu allen forkenden
Erweiterungen von p orthogonal ist. Es wird spéater gezeigt werden, dafl p genau dann regulér ist,
wenn die Unabhéngigkeitsrelation a 4 Y auf p(€) die van der Waerden—Axiome erfiillt. Fiir einen
reguldren Typ p € S(A) und fiir ein Modell M D A kann folglich eine Dimension dim,(M) definiert
werden als die Kardinalitat einer p-Basis von M d.h. einer maximalen iiber A unabhéngigen Teilmenge
von p(M). Wenn p nicht regulér ist, soll die p-Dimension von M das Supremum aller Méchtigkeiten
von iiber A unabhéngigen Teilmengen von p(M) sein.

Bemerkung 13.2 FEin Typ p € S(A) mit U-Rang eins ist immer reguldr, da in diesem Falle forkende
Erweiterungen von p immer algebraisch sind.

Fiir stabile Theorien gibt es zu jedem nichtalgebraischen Typ eine Erweiterung mit U-Rang 1,
denn sonst konnte man beliebig lange aufsteigende Ketten (pa)a<n von nichtalgebraischen Typen
konstruieren, so dafl p,+1 eine forkende Erweiterung von p, wére; dann folgte jedoch aus a < 3 auch
cl(pa) G cl(pp). Es gibt also immer regulére Typen.

Nicht nur Typen mit U-Rang 1 sind regulér; es gilt sogar, daf jeder Typ p € S(A) mit U(p) = w®
reguldr ist. Sei némlich B D A und ¢ € S(B) ein Typ mit U(g) < w®; es geniigt zu zeigen, dafl
g fast orthogonal zu jeder nichtforkenden Erweiterung p’ € S(B) von p ist. Sei a eine Realisierung
von p’ und b eine Realisierung von ¢; dann sind @ und b unabhéngig iiber B, denn sonst hatte man
w® < U(tp(ab/B)) < U(tp(a/Bb)) & U(tp(b/B)) < w®.

Beispiel 13.1 T sei die Theorie einer Aquivalenzrelation E mit unendlich vielen unendlichen Klassen.
Sei p = tp(b/A); dann gilt U(p) < 2. U(p) = 0 gilt genau dann, wenn b in A liegt; U(p) = 1 gilt genau
dann, wenn b nicht in A liegt, aber wenn es ein a € A gibt mit aEb; falls b zu keinem Element aus
A dquivalent ist, so ist p der Typ aus S(A) mit U(p) = 2. Je zwei verschiedene 1-Typen sind dann
zueinander orthogonal. Die nichtalgebraischen 1-Typen dieser Theorie sind also regular. Sei M ein
A umfassendes Modell; dann ist dim,(M) die Anzahl der Elemente der Aquivalenzklasse von b in

M~ A, wenn U(p) = 1, und falls U(p) = 2, so ist dim,(M) die Anzahl der Aquivalenzklassen in M,
die keinen Repréisentanten in A besitzen.

Beispiel 13.2 Der Typ eines Paares von verschiedenen Elementen in der Theorie einer unendlichen
Menge ist nicht regulér.

Bemerkung 13.3 FEin Typ p € S(A) ist regulir, wenn fir alle B D A gilt:
(#) fir alle Realisierungen a,b von p mita | , B undb J , B folgt a | ,b.

(Es ist dquivalent zu fordern, daff a J/I? Bb folgt.) Es gilt sogar: p ist requldr, falls (#) fir genigend
grofle B zutrifft (das heifst, zu jedem B’ D A muf es ein B D B’ geben, das (#) erfillt); ebenso ist p
requldr, wenn (#) fur alle B mit |B \ A| < oo gilt.

Beweis Es gelte A C B’ C B und (#) treffe fiir B zu. Seien nun a und b Realisierungen von p mit
al ,B'undb f , B'; man kanno.B.d.A. a | ,, B voraussetzen. Es folgt danna | , Bund b / , B,
und somit gilt a J/B b; wegen a J_/B/ B folgt daraus a J/B, b.

Um den zweiten Teil der Bemerkung zu beweisen, nehme man an, dal a | AB7 bt AB und
a ) 4 Bb gelten fir die Realisierungen a, b von p. Dann gibt es eine endliche Teilmenge By von B mit
den gleichen Eigenschaften. |

Lemma 13.4 Seip € S(A), und A’ sei eine Obermenge von A:

(i) falls p reguldr ist und falls p’' eine nichtforkende Erweiterung von p auf A’ ist, so ist p’ reguldr;

(i) wenn p nur eine nichtforkende Erweiterung p' auf A’ zulaft und falls diese Erweiterung reguldr
ist, so ist auch p requldr.
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Beweis (i) folgt mit Lemma [12.2.

(ii): B sei eine Obermenge von A, und a,b seien Realisierungen von p mit a J/A B und b J’/A B;

0.B.d.A. gelte A" | , Bab. a und b sind dann Realisierungen von p’. Aus Ubung 4.3 folgt a LB
und b \X/A/ B. Da p’ regular ist, folgt a J/WB bund a J/B b. O

Das folgende Beispiel zeigt, dal ein Typ p € S(A) nicht regulér zu sein braucht, wenn alle nicht-
forkenden Erweiterungen von p auf A" O A regulér sind:

Beispiel 13.3 L bestehe aus einem einstelligen Relationszeichen P, einem zweistelligen Relationszei-
chen FE, einem einstelligen Funktionszeichen f und aus einem (partiellen) zweistelligen Funktionszei-
chen s. T sei die L—-Theorie der folgenden Struktur: E sei eine Aquivalenzklasse mit zwei Klassen;
die beiden Aquivalenzklassen seien Q x Q und Q' x Q’, wobei Q' eine isomorphe Kopie von Q sei. s sei
die Addition fiir die beiden Gruppen Q x Q und Q' x Q'; P beschreibe die Menge Q x {0}UQ’ x {0},
f 1 Q x Q sei ein Gruppenhomomorphismus von Q x Q auf Q' x {0’} mit dem Kern Q x {0}, und
F1Q x Q' sei ein Gruppenhomomorphismus von Q' x Q' auf Q x {0} mit dem Kern Q' x {0’}. Der
durch —P(z) axiomatisierte Typ p(z) besitzt zwei nichtforkende Erweiterungen auf acl®d((), und die
sind regular; p ist hingegen nicht regular.

Satz 13.5 FEin Typ p € S(A) ist genau dann requlir, wenn die Relation x LA Y auf p(€) die van der
Waerden—Aziome erfillt.

Beweis p sei regulir; es muf} gezeigt werden, dafi Axiom (iii) gilt. a und by, ..., b,, seien Realisierun-
gen von p, und B sei eine Menge von Realisierungen von p; es gelte a [, {b1, ..., b, } und b; J , B. Sei

b:= (by,...,b,_1); dann gilt a La Bbb,, und b,, L, Bb; daraus folgt a La Bb, denn aus a L Bb folg-
te wegen der Regularitit von p auch a | , ,-b, und daraus ergébe sich a |, Bbb,,. Durch Induktion
folgt somit a /. , B

Die Unabhéngigkeitsrelation erfiille nun die van der Waerden—Axiome; B sei eine A umfassende
Menge, und a,b seien Realisierungen von p mit a J/AB und b %{//A B; dann muf} a J/ABb gezeigt
werden; falls B in p(€) liegt, ist das eine triviale Folgerung aus Axiom (iii). Anderenfalls sei M ein B
umfassendes |A|-saturiertes Modell mit ab | , M. Aus Ubung 3.9 folgt, daB tp(b/M) iiber C := p(M)
nicht forkt; insbesondere gilt b | , B, und daraus folgt b £ , C,dennausb | ,Cund b | , B wiirde
bl ,B folgen Es gilt ferner a J/ N C’ aus Axiom (iii) erglbt sich daraus a J/ 4 Cb, und daraus folgt
a\L Bb. O

Satz 13.6 p € S(A) sei ein requldrer Typ, by, ..., b, seien unabhdingige Realisierungen von p,a € €
und C' C € seien beliebig. Aus a [ ,{b1,....;0n} und by [ , C (1 <k <n) folgt danna /f ,C

Beweis (a;);cr sei eine maximale iiber A unabhéngige Folge mit tp(a;/A) = tp(by, ..., b,/A) und
@; [ ,a, und (cj)jes sei eine maximale Folge von {iber A unabhingigen Realisierungen von p mit
¢j L ,C. Esgilt [I| < [T'| und |J| < [T'[|C[; insbesondere sind I und J Mengen (und keine echten
Klassen). Sei nun a unabhéngig von C ﬁber A. Man kann dann 0.B.d.A. {@;}a | , C(cj)jes voraus-
setzen. Aus a f ,(b1,...,bn) folgt (b1,...,bn) L ,{@} (wegen der Maximalitéit der Folge), und ebenso
gilt b;c L {ej} fir 1 <k < n. Es gibt dann eine & minimale Menge Ao C (U{@;} mit {b1,....,0.} £ , Ao.
Sei a’ € AO, dann gilt @’ f ,{b1,...,bn} UAg\ {a'}. Aus Axiom (iii) folgt dann a’ [ {c]} UAp~ {a’}
— das ist unméglich, da Uf iU {c]} unabhéngig tiber A ist.

Lemma 13.7 tp(a1/A) und tp(az/A) seien orthogonal und es gelte B [ , a1as. Dann gilt B [ , a1
oder B [ , as.

Beweis Es gelte B | , a1 und B |, as. Aus tp(ai1/A) L tp(az/A) folgen dann a1 | a2
ay J/A Bas, ajas J/Aaz B und schlie8lich ajas LA B

Korollar 13.8 pq,...,p, € S(A) seien paarweise orthogonale requlire Typen, und fir jedes i seien

bi1, ..., bim,; unabhingige Realisierungen von p;; a € € und C C € seien beliebig. Aus a J//A{bm- [1<
1<nAl<j<m} undbi_jj/AC (firl<i<nAl<j<m;) folgt dannAj/aC,
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Beweis Aus Lemma [13.7 folgt, daf§ ein ¢ existiert mit a J ,{b;; | 1 < jm;}. Aus Satz[13.6 folgt
at  C. O
A

Beispiel 13.4 T sei die Theorie der additive Gruppe Q x Q mit einem Pridikat P fiir Q x {0}. Es gibt
genau einen Typ p iiber der leeren Menge, der die Formel —P(z) enthélt; dieser Typ ist regulér. Sei
a € P(€)~{0} und b € p(€). Es gilt dann a } {b,a+b} und a+b J b, aber a | b.Im obigen Satz darf
man also a J//A{bl, .o, by } nicht durch a %{//A C{by, ..., b, } ersetzen; ebenso darf die Voraussetzung der
Unabhéngigkeit von by, ..., b, nicht weggelassen werden. In diesem Beispiel gilt U(p) = 2; fiir Typen
mit U-Rang 1 gibt es keine solchen Gegenbeispiele: die Voraussetzung der Unabhéngigkeit der b; darf
dann weggelassen werden, und a \X/A{blv <oey by } darf durch a j/A C{b1, ..., b, } ersetzt werden.

Zwei Mengen A, B heiflen geometrisch unabhdngig iber C, wenn fiir jede iiber C' unabhéngige
Folge (ay,...,an) € A™ und fiir jede tiber C' unabhingige Folge (b1, ...,b,) € B™ auch die Folge
(a1, ooy @p, by, ... by Uber C unabhéngig ist. Falls p € S(C) ein Typ mit U-Rang 1 ist, und falls A, B
in p(€) liegen, so sind A und B genau dann geometrisch unabhéngig, wenn A | c B gilt. Fir Typen
mit U(p) > 1 ist das nicht immer richtig, z.B. fiir p aus Beispiel [13.3

Ubung 13.1 In Lemma [13.4 (i) geniigt es zu fordern, daB die nichtforkenden Erweiterungen von p
auf A’ regulér und paarweise nicht fast orthogonal sind. (Hinweis: Man verwende Satz [13.6.)

Korollar 13.9 p sei ein reguldrer und stationdrer Typ; dann folgt aus ¢ L p und p Y r auch q £ r.

Beweis Es existiert eine Menge B und nichtforkende Erweiterungen ¢’,r’,p’ und p” von ¢, r, p auf

B mit ¢’ L% p' und p” L* r'; da p stationdr ist, gilt p’ = p”. Es existieren dann Realisierungen a | ¢/,
- Ll mi .

biEp und cEr' mita f ,bund b [, c; aus Satz[13.6 folgt a £, c. O

Die Relation [ ist folglich eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der reguléren, stationéren Typen.
Statt in Korollar [13.9 zu fordern, dal p stationér ist, konnte man auch verlangen, dafl p,q und r
alle iiber der gleichen Menge definiert sind oder daf alle Erweiterungen von p € S(A) auf acl®l(A)
paarweise nichtorthogonal sind.

Eine Menge A heifit fast endlich, wenn es eine endliche Menge B gibt mit A = acl®(B).

Lemma 13.10 A sei eine fast endliche Menge, p € S(A) sei ein reguldrer und g € S(A) ein belie-
biger Typ mit p Y* q; B D A sei eine Menge, und M D B sei ein a—saturiertes Modell; dann gilt

Beweis Sei (a;);cr eine g| B-Basis von M. Da M a—saturiert ist und da p und ¢ nicht fast orthogonal
sind, gibt es zu jedem a; ein b; € p(M) mit a; £ , b;. Die b; sind dann sogar Realisierungen von p|B,
denn aus b; j/A B wirde mit Satz[13.6/ auch a; J//A B folgen. Aus a; J’/A b; und a; LA B folgt wegen
der Transitivitat des Forkings auch a; B b;. Ware nun (b;);er nicht unabhéngig tiber B, so fdnde
man nach einer Umnumerierung Elemente by, b1, ..., by, so dal {b1,...,b,} unabhéngig iiber B sind
und by von {by,...,b,} iiber B abhingt. Durch zweimalige Anwendung von Satz [13.6] erhielte man
ao J/,Bby--bn und ag J’/Bal...an. O

Satz 13.11 Sei T superstabil, und seien p und q stationdre nicht fast orthogonale Typen aus S(B);
falls p reguldr ist und falls M ein B enthaltendes a—saturiertes Modell ist, so gilt dimgq(M) < dimy,(M).

Beweis O.B.d.A. sei B algebraisch abgeschlossen. a und b seien iiber B abhéngige Realisierungen
von p und ¢. Es gibt dann eine fast endliche algebraisch abgeschlossene Teilmenge A von B mit
ab J/A B. a und b sind dann auch iiber A abhéngig; p | A und ¢ [ A sind regulér, und somit 148t sich
Lemma [13.10 anwenden. |

Beispiel 13.5 R sei ein einstelliges Pradikat, und T sei die Theorie, die besagt, dal sowohl R als
auch =R unendlich sind. p und ¢ seien Typen aus S(0), p(x) werde durch R(x) und ¢(y) durch
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—R(y) axiomatisiert. p und ¢ sind regulér, aber p ® ¢ ist nicht regulér und weder zu p noch zu ¢
fast orthogonal. Fiir ein Modell M gilt dim,(M) = |R(M)|, dimy(M) = |=R(M)| und dim,g,(M) =
min(dim, (M), dimg(M)).

Bemerkung 13.12 T sei superstabil, und p € S(A) und g € S(B) seien stationare Typen; ferner sei
p requldr; dann folgt aus Satz13.11), daf$ die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

(i) p L aq

(i) fiir jedes Paar M C N von a—saturierten Modellen mit AB C M gilt: wenn q|M in N realisiert
wird, so wird auch p|M in N realisiert;

(iii) es gibt ein a—saturiertes Modell M mit AB C M, und es gibt eine Realisierung a von gq|M, so
daf$ p|M in dem a—Primmodell N von Ma realisiert wird.

Beweis (i)=-(ii): p|M und ¢|M sind nicht fast orthogonal, da M ein a-saturiertes Modell ist;
aus dimgar(N) < dimy, p (V) folgt unmittelbar, dafl wenn ¢|M in N realisiert ist, auch p|M in N
realisiert sei muf.

(ii)=-(iii) ist trivial.
(iii)=-(i): @ sei eine Realisierung von ¢|M,N sei die a—Primerweiterung von Ma und b sei eine

Realisierung von p|M in N; dann sind @ und b iiber M abhéngig, denn a dominiert N iiber M (Ubung
11.3)). m|

Lemma 13.13 T sei superstabil; p,q seien stationdre Typen aus S(B), p sei ferner reguldr. Fir ein
n gelte ¢ L% ®™p; falls q in einem B umfassenden a—saturierten Modell M realisiert wird, so wird
auch p in diesem Modell realisiert.

Beweis 0.B.d.A. sei B algebraisch abgeschlossen. a sei eine Realisierung von ¢ in M, und (b1, ..., by,)
sei eine Realisierung von ®"p mit a J B{bl’ wybnb. A sel eine fast endliche Teilmenge von B mit
abi...bn |, Bies gilt dann auch a [ {b1,...,bn}. Da M a-saturiert ist, gibt es Elemente b} in M mit
tp(bi...b5,/Aa) = tp(b1...bn /Aa); wenn keines der b; den Typ p realisiert, so gilt b; [/ , B fiir alle 4, und
mit a /. ,{b},...,0,,} folgt daraus aus Satz13.6, dal a von B abhéingt {iber A, was aber unmdglich ist
wegen a | , B. O

Satz 13.14 T sei superstabil, p € S(A) sei ein stationdrer regularer Typ, und M < N seien a—
saturierte Modelle mit A C M ; dann gilt dim,(N) = dimy(M) + dimyp(N).

Beweis I sei eine p—Basis fiir M, und IUJ sei eine p—Basis fiir N. Es ist zu zeigen, daf} J ei-
ne p|M-Basis fiir N ist. p|Al wird in M nicht realisiert, und somit folgt also aus Lemma [13.13
®@"placl®(AI) L tp(m/acl®(AI)) fiir alle n € N Und fiir alle m € M; daraus folgt J |, M. Wegen
J L I folgt weiter J | , M, J ist also eine unabhéngige Menge von Realisierungen von p[M.

Sei nun a eine beliebige Realisierung von p|M in N; dann ist @ von IJ iiber A abhéngig; insbe-
sondere gilt a \,}//A MJ; wegen a LA M folgt a \,J//M J; J ist also eine p|M—-Basis von N. o

Es wurde schon erwéhnt, daf in stabilen Theorien immer regulére Typen existieren. Fiir supersta-
bile Theorien kann das noch verschérft werden:

Satz 13.15 T sei superstabil, und M ;é N sei ein Paar von a—saturierten Modellen. Dann gibt es

ein Element a von N, so daf tp(a/M) regulér ist.
(Das a kann in N selber gefunden werden, nicht nur in N°).

Beweis Man wihle a € N \ M so, daf U(tp(a/M)) minimal wird. Es gibt dann eine fast endliche
Teilmenge A von M, iiber der tp(a/M) nicht forkt. Es gentigt zu zeigen, dafl tp(a/A) regulér ist. Sei B
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eine A umfassende Menge, und seien o’ und b Realisierungen von tp(a/A) mit ' | , Bund b J , B.
O.B.d.A. sei B\ A endlich, B sei in M enthalten, a = a’ (es gilt tp(a’/B) = tp(a/B)) und b € N. Es
gilt dann U (tp(b/M)) < U(tp(b/B)) < U(tp(a/B)) = U(tp(a/M)); das ist aber nur moglich, wenn b
in M liegt; es folgt a |, b. d

Ubung 13.2 T sei stabil und p € S (A) sei ein stationdrer Typ. Fir die drei folgenden Aussagen
gelten die Implikationen (i)= (i7) =(iii); ist A fast endlich, so gilt auch (iii)=-(i):

(i) p ist regulér;

(ii) fiir alle a—saturierten, A umfassenden Modelle M und fiir alle Realisierungen a von p|M gilt:

ist V eine a—Primerweiterung von Ma, so sind alle Realisierungen von p in N ~\~ M auch Reali-
sierungen von p|M;

(iii) es gibt ein a-saturiertes, A umfassendes Modell M, so dafl gilt: ist a eine Realisierung von
p|M, und ist N ein a—Primmodell von Ma, so sind alle Realisierungen von p in N ~\ M auch
Realisierungen von p|M.

(Hinweis: (iii)=(i) kann dhnlich wie Satz [13.15 bewiesen werden.)

I"Jbung 13.3 Wenn die Typen aller Elemente von G iiber A regulir und paarweise nicht—orthogonal
sind, erfiillt die Abhéngigkeit iiber A die van der Waerden Axiome.
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Kapitel 14

Domination

Zwei stationdre Typen heiflen parallel, wenn ihre nichtforkenden globalen Erweiterungen iibereinstim-
men; die Parallelitétsbeziehung ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der stationdren Typen. Der
Regularitéitsbegriff, die Orthogonalitit und das Produkt ® sind wohldefiniert auf den Parallelitéts-
klassen.

In diesem Kapitel sei T immer eine superstabile Theorie; alle betrachteten Typen seien stationér.

Im Kapitel 11/ wurde die Domination eingefithrt. B dominiert B’ {iber A, wenn fiir alle Mengen
C aus B J/A C auch B’ J/A C folgt. Seien nun p und ¢ Typen; p dominiert g (p > ¢), wenn es eine

Menge A und Tupel b,b gibt mit folgenden Eigenschaften: tp(b/A) und tp(b /A) sind nichtforkende

Erweiterungen von p und ¢, und b dominiert b iiber A. Gilt sowohl p > q als auch ¢ > p, so heiflen p
und ¢ dominierungsiquivalent (p < q).

Daaus by 3 folgt, dafl b und b iiber A abhéangig sind oder dafl b im algebraischen Abschluf3 von
A liegt, folgt aus p > g ebenso, dafl p und ¢ nicht orthogonal sind oder dafl ¢ algebraisch ist.

Lemma 14.1 A, B, C, D seien Mengen mit C C D und AB \J/CD; dann gilt A >c B genau dann,
wenn A >p Bgilt.

Beweis Es gelte A >¢ B; sei E eine Menge mit F LD A; aus D J/c A folgt ED J/c A, und somit
gilt auch ED J/c B; daraus folgt aber LD B.

Es gelte nun A >p B, und E sei eine Menge mit £ | , A. D' sei eine Menge mit tp(D'/ABC) =
tp(D/ABC) und D" |, E; es.gilt dann Appr Bund AB | D' Aus E | ,Aund D" | (EA
folgt J/D, A. Wegen A bps B gilt nun E J/D/ B, und daraus folgt E J/c B. O

Im Beweis dieses Lemmas wurde fiir die Implikation = anstelle von AB |, D lediglich A | D
gebraucht.

Aus dem Lemma folgt, dal p > g genau dann gilt, wenn es zu jeder Menge Ay eine Menge A D Ay
und Tupel b, b gibt mit folgenden Eigenschaften: tp(b/A) und tp(g/ /A) sind nichtforkende Erweiterun-
gen von p und ¢, und b dominiert b iiber A. Die Dominierungsrelation fiir Typen ist folglich transitiv,
denn die Relation X >4 Y ist fiir ein festes A transitiv. Ist p’ eine nichtforkende Erweiterung von
p, so sind p und p’ dominierungsaquivalent; es folgt, dafl > auf den Parallelititsklassen von Typen
wohldefiniert ist.

Sei p € S(B) und g € S(C); falls pr>q gilt, so kann die in der Definition der Domination auftretende
Menge A so gewéhlt werden, dafl A~ BC' endlich ist; das folgt ebenfalls aus Lemma [14.1 und aus der
Superstabilitdt von T. Falls M ein a—saturiertes Modell ist, das B und C enthélt, so gilt p > ¢ genau
dann, wenn es Realisierungen b und b von p|M und q|M gibt mit b >, ?': man kann nimlich B und
C 0.B.d.A. als fast endlich voraussetzen; man findet nun eine fast endliche Teilmenge A von M und
Tupel b,5 , mit den folgenden Eigenschaften: tp(b/A) und tp(gl /A) sind nichtforkende Erweiterungen
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von p und ¢, und b dominiert b iiber A; bund b kénnen o0.B.d.A. so gewahlt werden, dafl b6 und M

iiber A unabhingig sind; b und b sind dann Realisierungen von p|M und ¢|M mit b >y, 3 (Lemma
14.7)). m|

Ubung 14.1 Falls B eine endliche Menge A dominiert, so gibt es eine endliche Teilmenge von B, die
A dominiert.

I"Jbung 14.2 p € S(A) sei ein regulidrer Typ und a, b seien Realisierungen von p; dann sind a >4 b,
af ,bund by a dquivalent.

Allgemeiner gilt: Seien p; € S (A) paarweise orthogonale reguldre Typen. Fiir Realisierungen ¢, d von
QR p;" gilt € >4 d genau dann, wenn d >4 ¢ gilt.

Satz 14.2 T sei eine superstabile Theorie, und p € S(B) und q € S(C) seien stationare Typen; dann
sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) p>q;

(i1) fir alle Paare M < N von a—saturierten Modellen mit BC C M gilt: wenn p|M in N realisiert
wird, so wird auch g|M in N realisiert;

(iii) es gibt ein a—saturiertes Modell M mit BC C M, so daf$ fir eine Realisierung a von p|M der
Typ q|M in der a-Primerweiterung von Ma realisiert wird.

Beweis (i)=-(ii): p dominiere ¢ und a sei eine Realisierung von p|M in N. b sei eine Realisierung von
g|M mit a >y b. Da T superstabil ist, gibt es eine fast endliche Teilmenge A von M1 mit ab | M
b' sei eine Realisierung von tp(b/Aa) in N; es gilt dann a >4 V', und daraus folgt wegen a | , M auch
v L, M. tp(b'/M) ist folglich die nichtforkende Fortsetzung vom stationéren Typ tp(b'/A) = tp(b/A),
und somit folgt tp(t//M) = tp(b/M) = q| M.

(ii)=(iii) ist trivial, und (iii)=(i) folgt aus Ubung 11.3. m

Aus Satz [14.2l und aus der Bemerkung [13.12 folgt, dafl ein reguldrer Typ p genau dann nichtor-

thogonal zu einem (stationéren) Typ ¢ steht, wenn p von ¢ dominiert wird. Fiir regulére Typen sind
die Begriffe der Nichtorthogonalitdt und der Dominierungsaquivalenz dquivalent.

Ein Typ ¢ ist genau dann minimal bezliglich ,,i>“ (das heifit ¢ ist nicht algebraisch und aus g > r
folgt entweder ¢ & r oder r ist algebraisch), wenn es einen reguldren Typ p gibt mit p < ¢: falls es
némlich so ein p gibt, so folgt fiir einen nicht algebraischen Typ r aus g > r auch p > r; daraus folgt
p L r und somit r & p; es gilt also r & p O ¢. Umgekehrt sei ¢ € S(A) ,,>>“—minimal; M sei ein
a—saturiertes Modell, das A umfaflt, a sei eine Realisierung von ¢|M und N sei das a—Primmodell von
Ma. Dann gibt es ein Element b € N \ M, fiir welches p := tp(b/M) regulér ist, und dieser Typ p ist
dominierungsiquivalent zu q.

Lemma 14.3 M sei ein a—saturiertes Modell, und r € S(B) sei ein reguldrer Typ, der durch einen
Typ s € S™(M) dominiert werde; dann istr zu einem reguldren Typ p € S(M) dominierungsdquivalent.

Beweis O.B.d.A ist B fast endlich. A sei eine fast endliche Teilmenge von M mit folgenden
Eigenschaften: s forkt nicht iiber A und B | , M; man kann 0.B.d.A. A C B annehmen, da man r
durch r|AB ersetzen kann. Sei By eine Teilmenge von M mit tp(B/A) = tp(By/A). B und By sind
dann iiber A konjugiert, und rg € S(By) sei der zu r konjugierte Typ. Falls r und 7 nicht orthogonal
sind, so gilt r & g O ro|M, woraus die Behauptung des Satzes folgt. Es gelte nun r» L rg. Da M
a—saturiert ist, gibt es in M eine Morleyfolge (B;);<. iiber A. r; € S(B;) sei konjugiert zu r ; aus
der Indiscernibilitat folgt r; L r; fiir 7 # j; ebenso gilt s [ A £ r; und somit s [ r; fiir alle 7. a sei
eine Realisierung von s, und fiir jedes i sei b; eine Realisierung von r;|M mit a J o Dis das existiert
nach Satz [12.3l Aus Lemma [12.4] folgt jedoch, dafl die Folge (b;);<, unabhéngig ist. Das ist in einer

superstabilen Theorie unmoglich. O
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Satz 14.4 In einer superstabilen Theorie ist jeder Typ zu einem Produkt von (endlich vielen) reguldren
Typen dominierungsdiquivalent. Falls M ein a—saturiertes Modell ist, so gilt fir g € S(M) sogar, dafs
q dominierungsiquivalent zu einem Produkt von reguldaren Typen aus S(M) ist.

Beweis a sei eine Realisierung von ¢, und N sei eine a—Primerweiterung von Ma. (¢;);cs sei eine
maximale unabhéngige Folge von iiber M unabhéngigen Elementen aus N, deren Typen iiber M
regulir seien. Aus Ubung [11.3l folgt, daB a von allen ¢; abhiingig ist iiber M. I ist folglich endlich,
denn T ist superstabil. Sei p; := tp(c;/M); dann folgt aus Satz[14.2l ¢ > @, ; pi-

Sei nun N’ ein elementares Teilmodell von N, das iiber M U {¢; | i € I} prim ist; unter diesen
Primmodellen sei N’ so gewéhlt, dafi U(tp(a/N’)) minimal sei. Es wird gezeigt werden, dafi N’ dann
a enthélt; daraus folgt &), pi &> ¢

Wir nehmen an, dafl a nicht in N’ liegt. N'(a) sei ein in N liegendes a-Primmodell von N'a; es
gibt dann ein b € N'(a) \ N’, fiir welches r := tp(b/N’) reguléir ist; es gilt insbesondere a [ ., b.
Wiére r dominierungsiquivalent zu einem reguldren Typ p € S(M), so wére r auch zu p|N’ domi-
nierungsiquivalent, und man koénnte p|N’ durch ein ¢/ € N realisieren, was der Maximalitat der
Familie (¢;);e; widerspriche; also ist r zu keinem reguldren Typ p € S(M) dominierungsiquivalent.
Aus Lemma [14.3 folgt, dal r durch keinen Typ s € S™(M) dominiert wird; r ist folglich zu allen
Typen s € S(M) orthogonal. Sei nun B eine fast endliche Teilmenge von N’ mit ab | s N > B ent-
halte ferner alle ¢;. A sei eine fast endliche Teilmenge von M mit B LA M; o.B.d.A. gilt A C B.
Da r zu allen Typen aus S™(M) orthogonal ist, ist r auch orthogonal zu Typen aus S™(A); insbe-
sondere gilt tp(M/A) L r. Die Orthogonalitatsrelation ist invariant unter Parallelitit, somit gilt auch
tp(M/B) L tp(b/B). tp(b/B) isoliert folglich tp(b/M B), und somit folgt aus Lemma [10.4, dafl /M B
a—atomar ist. Da B/MU{c¢; | i € I} ebenfalls a—atomar ist (Lemmall1.4), folgt, dal Bb/MU{c; | i € I}
a—atomar ist. Es existiert daher eine a—Primerweiterung N < N von M U{c; | i € I}, die Bb enthélt.

Ausa [ ,,bundab | , N folgt a J b, und somit folgt
U(tp(a/N") < U(tp(a/Bb)) < U(tp(a/B)) = U(tp(a/N"));

das steht im Widerspruch zur Wahl von N’ .

Sei nun ¢ ein beliebiger stationarer Typ und sei ¢’ eine nichtforkende Erweiterung von ¢, die auf
einem Modell definiert ist. Dann gilt ¢ ¢ ¢’ und somit ist ¢ ebenfalls dominierungsaquivalent zu einem
Produkt von reguldren Typen. O

Wir nennen einen Typ p orthogonal zu A (p L A), wenn p z iiber A definierten Typen orthogonal
ist.
Problem: Folgt p 1 A aus p L q fiir alle ¢ € S1(A)?

I"Jbung 14.3 M sei a-saturiert, und p,q € S(M) seien dominierungséquivalent; dann folgt aus a =
p,b E qund a >y b auch a O b (M). (Hinweis: Man verwende Ubung [14.2 und Satz [14.4.)

Es soll nun abschlieflend noch gezeigt werden, dafl die Darstellung eines stationdren Typs als
Produkt von reguléren Typen im wesentlichen eindeutig ist. Dazu wird das folgende Lemma benétigt:

Lemma 14.5 p,q und r seien stationdre Typen mit p > q; dann gilt auchp @ r>q® r.

Beweis A sei eine Menge und a, b,c seien Elemente, so dafl tp(a/A) eine nichtforkende Erweiterung
von p, tp(b/A) eine nichtforkende Erweiterung von ¢ und tp(c/A) eine nichtforkende Erweiterung von
r sel mit a >4 bund ab | , c¢. Aus Lemma [14.1] folgt a >4, b. Sei nun X eine Menge mit X LA ac.
Esfolgt X |, a, X |, bund X |, be. Somit folgt ac >4 be. ad

Satz 14.6 pq,...,p, und q1, ...qm seien regulare Typen.
P1®.OPn D@1 @ ... ®Gm

gilt genau dann wenn es eine Injektion 7 : {1,...,m} — {1,...,n} gibt mit q; < pr(;).
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Beweis Falls es eine Injektion 7 : {1,...,m} — {1,...,n} gibt mit ¢; O pr(), so folgt
P1R...ODPRD> ¢ Q... ® Gm,

aus Lemma [14.5.

Es gelte nun p1 ® ... @ pp > @1 ® ... @ ¢p,- Aus Lemma [14.5] folgt, dafl es geniigt, das folgende
zu zeigen: Falls pq, ..., p, paarweise orthogonale reguldre Typen sind, und falls sq, ..., s, und tq,...,t,
natiirliche Zahlen sind, so folgt aus pj' @ ... @ p» > p’i‘ ® ... ® pl» auch s; > t; fiir alle i.

Alle Typen p; seien uber einem a-saturierten Modell M definiert; @ sei eine Realisierung von
Pt ® ... @ pir. N sei das a-Primmodell von Ma. aq, ..., as, seien unabhéngige Realisierungen von py;
es genligt zu zeigen, daB ay, ..., as, eine p;—Basis fiir N ist (fiir die tibrigen p; argumentiere man genau
s0). Anderenfalls gibe es in N eine Realisierung ¢ von p; mit ¢ LM ai...as,. Aus Lemma [12.4 folgte
¢ L ,, @ was nicht moglich ist. a
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Kapitel 15

Nicht multidimensionale Theorien

Lemma 15.1 Seien A und B Mengen mit A \Lv) B, und seip € S(A) ein Typ mit p L 0; dann gilt
auch p L B.

Beweis Man kann 0.B.d.A. voraussetzen, dafl A und B algebraisch abgeschlossen sind. Aus Satz
12.5 folgt, daB p L () genau dann gilt, wenn fiir alle n, m und fiir alle ¢ € S™(0) gilt: p™ L* q. Es geniigt
also zu zeigen, da8 fiir jeden Typ ¢q € S™(B) die Typen p|AB und ¢|AB fast orthogonal aufeinander
stehen. Sei a eine Realisierung von p|AB und sei b eine Realisierung von q|AB. Es gilt dann b J/B A

und somit Bb L 5 A; wegen B J/(b A folgt weiter Bb \LV) A. Da p orthogonal zu 0 steht, gilt a | , Bb
und es folgt a | , b. p|AB und q|AB sind also fast orthogonal. O

Lemma 15.2 T sei superstabil. Fir einen reguldren, stationdren Typ p = tp(a/A) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt nur mengenviele Y -Klassen von Konjugierten von p;

(i1) falls a ein Automorphismus von € ist, der acl®(Q) festlaft, so gilt p Y p®;
(i) p L 0.

Beweis (i)=-(ii): Sei p’ = tp(a’/A’) ein Typ mit p L p’ und stp(aAd/0) = stp(a’A/0). Man wihle
nun a” und A” mit stp(a” A" /0) = stp(aA/0) und a” A" | jaAd’A’. Da p regulir und stationr ist,
gilt p L p” oder p’ L p”; es gibt dann Morleyfolgen (agAg)s<x beliebiger Linge mit aA = agAo, so
daf die Typen tp(ag/A) paarweise orthogonal sind.

(ii)=(iii): Es gelte p L 0. Man wihle o € Aut(€/acl*!(0)) so, daB A | ; a(A). Aus Lemma [15.1
folgt p L a(A), und somit gilt p L p®.

(iii)=(i): Es gelte p £ 0; es gilt dann p* Y acl®d(D) fiir alle & € Aut(€/@). Falls P eine Menge von
reguldren, stationdren Typen ist mit der Eigenschaft, daB jeder Typ iiber acl®d(f)) zu einem Produkt

von Typen aus P dominierungsdquivalent ist, so ist jeder Typ p® nichtorthogonal zu einem Typ aus
P. |

Eine superstabile Theorie T heifit nicht multidimensional, wenn es nur mengenviele Y—-Klassen
von regularen, stationaren Typen gibt. Eine Theorie T' ist genau dann nicht multidimensional, wenn
alle reguléren, stationéren Typen p die Aussagen (i) bis (iii) aus Lemma [15.2] erfiillen.

ﬁbung 15.1 Eine superstabile Theorie T ist genau dann nicht multidimensional, wenn eine der
folgenden (dquivalenten) Aussagen zutrifft:

(7)* Es gibt nur mengenviele O-Klassen von reguliren Typen;
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(#4)* fiir jeden stationdren Typ p und fiir jeden Automorphismus a € Aut(€/acl®d (D)) gilt p & p*;

(7i1)* kein stationdrer Typ ist orthogonal zur leeren Menge.

Sei nun 7' eine superstabile, nicht multidimensionale Theorie mit acl® (@) = dcl®d(@). P sei ein
Représentantensystem von reguldren, stationdren Typen fiir die /—Klassen; alle Typen aus P seien
iiber fast endlichen Mengen definiert. Fiir jedes a—Modell M wird eine Funktion von Invarianten A s
von P in die Klasse der unendlichen Kardinalzahlen definiert durch Aps(p) := dim, (M), wobei p’ ein
zu p konjugierter Typ sei, dessen Definitionsbereich in M liege. Es soll nun gezeigt werden, dafi Ay,
wohldefiniert ist: Da M ein a-Modell ist und da die Typen aus P iiber fast endlichen Mengen definiert
sind, gibt es zu jedem p € P ein p’ von der geforderten Art. Seien nun sowohl p’ € S(A’) und p” € S(A")
zu p € P konjugierte Typen mit A’, A” C M. Sei My das a—Primmodell von A’A” in M. Nach Satz
13.14/ gilt dann dimy, (M) = dimy| o (M) +dimy (Mo) und dimy: (M) = dimg yro (M) 4 dimg: (Mo).
Da M) a-saturiert ist, folgt dim, (M) > R und dim, (M) > Ro; aus Ubung 111/ folgt dim, (M) <
Ry und dimg (Mp) < Rg. Aus acl®(0) = dcl®d(0) folgt, daB8 p’ und p” tber acl®d(f) konjugiert sind,
daher gilt p" [ p” (Lemma [15.2)), woraus auch p'|My L p”| My folgt. Nach Satz [12.3] sind p’| My und
p"'| Moy sogar nicht schwach orthogonal, und dann folgt dim,y a0 (M) = dimy a0 (M) aus Satz 13.115
somit gilt dim, (M) = dimp (M) > R, Aps ist also wohldefiniert.

Satz 15.3 Sei T eine superstabile, nicht multidimensionale Theorie mit acl®d(0) = dcl®d(0). P und
Ay seien definiert wie oben. Dann sind zwei a-Modelle M und M’ von T genau isomorph, wenn
die Invariantenfunktionen Ap; und App gleich sind. Ferner gibt es zu jeder Funktion © von P in die
unendlichen Kardinalzahlen ein a-Modell N von T mit Ay = ©.

Beweis Sei zuerst eine Funktion © : P — Card \ w gegeben. My sei das a—Primmodell von T
Fiir jedes p € P sei (af)a<e(p) eine Folge von iiber My unabhingigen Realisierungen von p’, wobei
p’ wie oben ein zu p konjugierter Typ sei, der iber einer Teilmenge von M, definiert sei. N sei das
a—Primmodell tiber My U {aZ|p € PAa < O(p)}. Sei a eine Realisierung von p’|MyU{a? | o < O(p)};
da p’ zu allen ¢’ senkrecht steht fiir ¢ € P~ {p}, folgt a L N(My) aus Ubung 11.3, und somit liegt a
nicht in N. Fiir jedes p € P ist {a? | o < O(p)} folglich eine p’'|My—Basis von N, und es folgt daher
An(p) = dimy (N) = dimy a0 (N)Rg = O(p) + Ro = O(p) fiir alle p € P. Damit ist der zweite Teil
des Satzes bewiesen.

Man betrachte nun in der obigen Konstruktion das Modell N zur Funktion ©(p) = R, fur alle
p € P. Dieses Modell ist nach Ubung 11.1] ebenfalls a-prim iiber der leeren Menge, denn alle Modelle
sind a—atomar iiber (), und N besitzt keine iiberabzihlbare Folge von Indiscernibles: Anderenfalls
existierte nach Lemma 5.4 eine fast endliche Menge A C N und ein Typ g € S(A), so dafl von ¢
eine liberabzéhlbare Morleyfolge in IV realisiert wiirde; wahle p € P mit ¢ > p; fiir eine geeignete fast
endliche Menge B C N golte dann ¢|B /¢ p|B, und somit folgte Ax(p) > dim, g(N) > Rq aus Satz
13.11.

Sei nun M ein a-Modell. My sei ein in M enthaltenes a-Primmodell iiber ); aus dem vor-
hergehenden Abschnitt folgt, dal man o.B.d.A. dimgyo(M) > Rg fiir alle p € P voraussetzen
kann. Man wéhle nun fiir alle p € P eine p/|My-Basis {a2 | a < Ap(p)} von M. Die Menge
G := MyU{a | p € PAa < Ap(p)} ist dann bis auf Isomorphie durch die Invariantenfunktion
Apr bestimmt. Sei M7 das a—Primmodell von G in M. Falls M; g M, so existiert nach Satz[13.15 ein
a € M~ My, so dafl tp(a/M;) regulér ist. Es gibt dann ein p € P mit tp(a/M;) £ p, und nach Bemer-
kung [13.12 miiite dann p'|M; in M realisiert sein, was der Basiseigenschaft von {a?, | « < Ap(p)}
widerspricht. Es folgt somit M = Mi; M ist also durch Ay, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. O
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Kapitel 16

DOP

My C M seien a-Modelle; B C M heifit regulare Basis von M tiber My, wenn B unabhéngig ist iiber
My, wenn tp(b/Mp) regulér ist fur alle b € B und wenn B maximal ist mit diesen Eigenschaften. Wenn
die Theorie von M nicht multidimensional ist und wenn B eine regulidre Basis von M iiber My ist, so
folgt aus dem Beweis von Satz[15.3, dal M a—prim iiber BM) ist. Fiir beliebige superstabile Theorien
ist das aber falsch: T sei die Theorie einer Aquivalenzrelation mit unendlich vielen Aquivalenzklassen
und ohne endliche Aquivalenzklassen; M, C M seien Modelle von T. B sei eine reguldre Basis fir
M tber My; B besteht aus allen Elementen aus M ~ My, die zu einem Element aus M, dquivalent
sind sowie aus je einem Repriisentanten fiir die Aquivalenzklassen, die in M ~ My liegen. M ist genau
dann a—prim iiber BMj,, wenn alle Aquivaulenzklassen7 die in M ~ My liegen, abzahlbar sind. Obwohl
a—Modelle im allgemeinen also nicht a—prim iiber reguldren Basen sind, gilt dennoch die folgende
schwichere Aussage:

Lemma 16.1 T sei superstabil, My C M seien a-Modelle und B sei eine requldre Basis fir M iber
My. Dann gilt B >y, M.

Beweis Es geniigt zu zeigen, dafl B >y, ¢ fir alle ¢ € M gilt. p;, € S(Mj) seien paarweise
orthogonale reguldre Typen mit tp(¢/Mp) & @ p; . M sei eine in M enthaltene a—Primerweiterung
von Moe. Aus Satz 14.2 folgt, dal in M, eine Realisierung @ = (a1, ...,a,) von Q p; " existiert. Aus
Ubung 11.3 folgt @ >, @ und aus Ubung 14.3 folgt @ >as, € Wegen der Transitivitdt der Dominanz
geniigt es, B >y, @ zu zeigen. Sei X eine Menge mit X J//Mo a. Da B eine regulare Basis ist, gilt
a; X/MO B fiir alle i. Aus Korollar 13.8 folgt somit X \X/Mo B. O

Lemma 16.2 (A;);cr sei eine dber B unabhdngige Folge, und fir jedes i gelte A; >p A;; dann ist

auch (A;)ier tber B unabhdngig.

Beweis Man kann 0.B.d.A. annehmen, dafl I endlich ist. Ersetzt man der Reihe nach jeweils ein
A; durch A;, so bleibt die Unabhéngigkeit erhalten. ]

Lemma 16.3 Sei (A;)icr eine dber M unabhdingige Folge, M; sei ein a-Primmodell iber M A; und
M* sei ein a-Primmodell iber (M;);er. Dann ist M* a—prim iber M U J{A; | i € I}.

Beweis N sei ein M U|J{A; | ¢ € I} enthaltendes a-Modell. Fiir jedes i € I sei f; eine M A;-
Einbettung von M; in N; M/ sei das Bild von f;. Aus Ubung [11.3/ und Lemma [16.2] folgt, daB sowohl
(M;);er als auch (M]);ey tiber M unabhéngig sind. U f; : U M; — |J M/ ist folglich eine elementare
Einbettung und kann zu einer Einbettung von M* in N fortgesetzt werden. |

Da regulére Basen nicht ausreichen, um Erweiterungen M /My zu charakterisieren, betrachtet man
Baume von Zwischenerweiterungen. Sei B eine unter Anfangsstiicken abgeschlossene Teilmenge von
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<¢J. (Im folgenden wird fir die Relation ,,s ist Anfangsstiick von t“ die Bezeichnung s C ¢ verwendet;
ti entstehe aus der Folge ¢t durch Anhéngen von i.) Ein Modell-Baum ist eine Familie (M;);ep von
a-Modellen mit

(i) My C M, falls t C s;
(ii) fur jedes t € B ist (My;)tep unabhéngig iiber My;
(iii) My >ar, Myj.

Lemma 16.4 T sei superstabil, M sei ein a-Modell von T, A C M und a € €. Dann gilt M >4 Ma
genau dann, wenn tp(a/M) L A.

Beweis Es gelte M >4 Maj; da M a-saturiert ist, geniigt es, tp(a/M) 1% g zu zeigen fiir alle Typen
q € S™(M), die iiber A nicht forken. Sei b eine Realisierung von q; es gilt b | , M, woraus b | , Ma

und b L ,, @ folgt. Es gelte nun tp(a/M) L A; sei T ein Tupel mit z | , M. Aus tp(a/M) L A folgt
tp(a/M) L tp(x/M), T | ,,aandx | , Ma. O

Beispiel 16.1 Sei T' die Theorie einer zweisortige Struktur (G, X), die aus einer stabilen Gruppe G
und aus einer Menge X besteht. G operiere regulir auf X, und es gebe unendlich viele Bahnen. Dann
gibt es a-Modelle N < M von T und ein a mit M >y a, aber nicht M >y Ma.

Lemma 16.5 A C B C C' C D seien Mengen mit B4 C und C >g D. Dann gilt B> D.

Beweis Aus X |, Bfolgt X | ,C, X | ,C, X | ;Dund X | ,D. O

Lemma 16.6 Sei (M,);cp ein Modell-Baum, und sei M, := U{M | t C s € B}. Fir ein festes
te B ist (Mn)meB unabhdangig tiber My, und es gilt My; >, Mt,

Beweis Es geniigt, das Lemma fiir endliches B zu zeigen, denn C' >4 D gilt genau dann, wenn
C >4 Dy fiir alle endlichen Teilmengen Dy von D gilt. Die Behauptung soll nun fiir ein endliches B
durch Induktlon nach |B| bewiesen werden. O.B.d.A. sei t = (). Die Induktionsvoraussetzung besagt
dann M;; >y, MU; mit M; >ag, M;; folgt M; >y, M” aus Lemma [16.5. Nach Lemma [16.4 ist das
gleichbedeutend mit tp(]\//ﬂj/]\/lzv) 1 M@, es folgt ), tp( i/ M;) L My; da ( i;7); iber M; unabhéngig
ist (Induktionsvoraussetzung) folgt tp (U] J\Z]/M>Z L My; daraus ergibt sich M; >, (U, Mij = M.

Die Unabhéngigkeit von (]\//E)l iiber My folgt dann aus Lemma [16.2. O

Satz 16.7 (Definition): Fine superstabile Theorie hat NDOP, wenn sie eine der drei folgenden dqui-
valenten Bedingungen erfullt:

(i) fir alle a-Modelle My, My, Ms und M mit M, J/Mw My, My C My, My C My und M a—prim
dber My My und fir alle reguldren Typen p € S(M) gilt p £ My oder p L Ms.

1) fir alle a-Modelle My, fur alle iber My-unabhdingigen Familien (M;);c; von a-Modellen mit
]
My C M; fir alle a—Primerweiterungen M von |J{M; | i € I} und fir alle reguliren Typen
p € S(M) gibt es eini € I mitp L M;;

(#ii) fir alle Modell -Bdume (My)iep von a—Modellen, fir alle a—Primerweiterungen M von | J{M; |
t € B} und fiir alle requldren Typen p € S(M) gibt es eint € B mit p J M.

(Eine Theorie, die NDOP nicht hat, hat DOP (Dimensional Order Property).)
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Beweis der Aquivalenz: Es gelte (i); (i) soll nun gezeigt werden fiir endliches I durch Induktion
nach |I|. Fiir |I] < 2 ist nichts zu zeigen. Sonst zerlege I in {j}UI’; es gibt dann nach Lemma [16.3

eine a-Primerweiterung M’ von (J{M; | ¢ € I'}, so da8 M iiber M; U M" a-prim ist. Aus (i) folgt
p £ M; oder p £ M’', und aus der Induktionsvoraussetzung folgt p £ M; fiir ein ¢ € I. Damit ist (ii)
gezeigt flr endliches I.

Sei nun (My)ie g ein Modell-Baum, M eine Primerweiterung von | J{M; | ¢t € B} und p ein regulérer
Typ aus M. Es gibt eine endliche Menge A C M, so dafl p iiber A nicht forkt. Es gibt dann einen
endlichen Teilbaum By von B, so daf A in einer Primerweiterung M" von (M;);cpo enthalten ist.
p | M" ist regular und es gilt p £ p | M". Wegen der Invarianz von ,, /* unter Parallelitdt gentigt
es, die Behauptung fiir endliche B zu beweisen. Der Beweis soll durch Induktion nach |B| gefiihrt
werden. Falls B linear geordnet ist, so gilt M = Mjs,,(py und es ist nichts zu zeigen. Anderenfalls

sei t € B der kleinste Verzweigungspunkt in B. Iy sei die Menge aller ¢ mit ¢i € B, und ]\Ajz sei
eine a—Primerweiterung von My; = |J{M; | ti C s € B}. Die Folge (M;);c1, ist nach Lemma [16.6
unabhéngig; die M; kénnen daher nach Lemma [16.3 so in M gewahlt werden, da8 M a-prim {iber
U{M; | i € Iy} ist. Aus der schon gezeigten endlichen Version von (ii) folgt p £ M; fir ein ¢ € Iy. Es
gibt daher einen regulidren Typ g € S(M;) mit p & g. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, daf ein
s € B;:={s € B|ti C s} existiert mit g J Mjs; dann gilt auch p £ M, und somit folgt (iii).

Die Implikationen (#ii) = (i) = (4) sind trivial. ad

Verlangt man in einer der drei Definitionen von NDOP von p nur, dafl p stationdr und nicht
orthogonal zu p ist, so entstehen dquivalente Bedingungen: Nach Lemma [15.1 existiert dann namlich

ein regulérer Typ p’ € S(M) mit p’ [ p, und aus der Transitivitiat von ,, /* (Korollar 13.9) folgt das
Gewlinschte.

Beispiel 16.2 Standardtheorie mit DOP: T sei die Theorie einer dreisortigen Struktur
M*:=(A,B,C)

mit einer Surjektion f: C' — A x B, wobei alle Fasern Cy;, := f~!(a,b) unendlich seien; sei d € A und
e € B; man definiere nun

My = (A~ A{d}, B,| J{Cab |a € AN {d} A€ B}),

My = (A, B~ Ae},| J{Cuw |a€ ANb e BN {e}})

und M := My N Ms; p € S(M*) sei der nichtrealisierte Typ, der die Formel f(z) = (¢, e) enthélt.
p ist reguldr und es gilt sowohl p 1. M; als auch p 1L M,. Alle Modelle von T sind a-saturiert. Zu
jeder iiberabzéhlbaren Kardinalzahl x gibt es 2%—viele Modelle: Beispielsweise kann jeder Graph mit
unendlicher Punktmenge A und unendlicher Kantenmenge B durch das Modell (4, B, C'), wobei Cyp
genau dann iiberabzihlbar sei, wenn der Punkt a auf der Kante b liegt, kodiert werden. Allgemein
gilt, daB jede Theorie mit DOP in Kardinalititen x > 2%¢ genau 2" viele a-Modelle hat.

M = My seien a-Modelle. Ein Modell-Baum (M) g heilit requldrer Baum fir M /My, falls es zu
jedem ti aus B ein ay; aus My; gibt, so daB tp(as; /M) regulér ist und My; iber Miay; a—prim ist.

Satz 16.8 T habe NDOP. (My)icp sei ein mazimaler requldrer Baum fiir M /Mg. Dann ist M a—prim
dber | J{M; | t € B}.

Beweis Sei M* C M ein a-Primmodell von | J{M, | t € B}. Es soll nun M* = M gezeigt werden.
Anderenfalls gibt es ein a € M ~ M*, so dafl p := tp(a/M™*) regulir ist. Dann existiert ein s € B mit
p J My; s sei minimal mit dieser Eigenschaft. Es gibt dann einen regulédren Typ p’ € S(M;) mit p’ > p.
Sei a’ eine Realisierung von p'|M* in M. Wélhle j so, daB sj ¢ B; M,; sei eine a-Primerweiterung von
Mga' in M. Da tp(a’/M*) iiber M, nicht forkt, gilt M, LMS U{M,; | si € B}. Aus der Minimalitét
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von s folgt p L M,., wobei r der Vorgénger von s sei; es folgt M, >y, M;. Dann ist aber (My)icpusi
auch ein regulérer Baum fiir M /My, was der Maximalitdt von (M;);cp widerspricht. a

Falls alle reguldren Baume von T fundiert sind, so heiit T flach; anderenfalls heifit T' tief. Eine
tiefe Theorie hat ebenfalls 2% viele a-Modelle in jeder Kardinalitit £ > 280, Falls T jedoch flach ist, so
sind die Fundierungsrénge der reguliaren Baume sogar beschrankt. Die kleinste obere Schranke heifit
Tiefe von T. I,(T, k) sei die Anzahl der a—Modelle der Kardinalitét x von T'. Falls 7 die Tiefe von T
ist, so gilt fiir R, > 2%0

I.(T,Ry) < 3r_1(a+ Ro)2™, falls 7 endlich

I,(T, R,) < 3;(a+ RXg), sonst.

Fiir total transzendente Theorien T gibt es eine analoge Theorie, die das gleiche Dichotomieresultat
fiir Modelle (nicht nur fiir a-Modelle) liefert: hat T DOP (fir Modelle) oder ist tief, dann ist die Anzahl
I(T, k) der Modelle der Méchtigkeit & in jeder {iberabzahlbaren Méachtigkeit £ genau 2%, oder T hat
NDOP und ist flach, und dann gilt fiir o > 1

I(T,N,) <3, _1(a+No)¥ | falls die Tiefe 7 endlich ist
I(T,N,) <3, (a+ V) , sonst.

Interessiert man sich fiir die Anzahl der Modelle in einer superstabilen Theorie, so bendtigt man
die Eigenschaft OTOP bzw NOTOP: Es gilt dann:
Eine Theorie T hat genau dann 2% viele Modelle in jeder iiberabzahlbaren Kardinalitat, wenn 7" nicht
superstabil ist oder wenn T DOP hat oder wenn 7" OTOP hat oder wenn T tief ist.
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Errata

1. Die Behauptung auf Seite 52, dafl p L ¢ genau dann, wenn p L ¢ fiir alle g, die ¢ enthalten, ist
problematisch.(Casanovas)

2. Lemma [11.3] geniigt nicht fiir die Existenz von a—saturierten Modellen. Man braucht, dafl sich
jeder starke Typ iiber einer endlichen Teilmenge von A zu einem a-isolierten Typ aus S(A)
fortsetzen 148t (Casanovas, Erkens).

70



Literaturverzeichnis

[1] Paul Erdés and Michael Makkai. Some remarks on set theory x. Studia Scientiarum Mathematirum
Hungarica, 1:157-159, 1966.

[2] Ulrich Felgner. Comparison of local and global choice.

[3] Alistair H. Lachlan. The transcendental rank of a theory. Pacific Journal of Mathematics, 34:119—
122, 1971.

[4] Alistair H. Lachlan. A remark on the strict order property. Z. Math. Logik Grundlagen Math.,
21:69-76, 1975.

[6] Saharon Shelah. Stability, the f.c.p. and superstability: model theoretic properties of formulas in
a first order theory,. Annals of Mathematical Logic, 3:271-362, 1971.

[6] B. L. van der Waerden. Algebra. Springer Verlag, 1966.

71



Index

(pt>q), 60

(p © q), 60

(p L q), 52

(p L% q),52

(p L q),52
CBDx(U),11
CBRDx(U), 11
CBRx(U), 11
CBRx(z),[11
Led, 5
MD(p),12
MR(p), 12
MRD(p), 12
NF"(B/A),18
Ord,(I),8
R(p), 31

A(A)-Formel, 13
A-Typ, 13

Iy(a), T

Ny —Primerweiterung, 148
N.—saturiertes Modell, 46
By B/7 49

A J/c B, 18

A-Baum, [35

¢4

mult(p), 17

stp(a/A), 19

tpat(E)? 39

p(en), 4

clo(p), 20

dpT(T;7), 15

dim, (M), 55
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m-inkonsistent, 24

Modell, |4

Modell vom Typ (R, Ng), 50
Monstermodell, |4
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Cantor-Bendixson, [11
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Morley—, 12
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stetig, 31

regularer Typ, 55
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Theorie, |7
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superstabil
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Tiefe, 69
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