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Aufgabe 1 (zum Satz von Hahn-Banach I)
Zeigen Sie bitte, dass eine Teilmenge A eines normierten Raums (X, ‖ · ‖) genau
dann beschränkt ist, wenn supx∈A φ(x) <∞ für jedes Funktional φ ∈ X ′ gilt.

Aufgabe 2 (zum Satz von Hahn-Banach II)
Sei `∞(R) der Vektorraum der beschränkten, reellen Folgen x = (xi)i∈N mit der
Norm ‖x‖∞ = supi∈N |xi|. Finden Sie bitte ein Funktional φ ∈ `∞(R)′ mit ‖φ‖ = 1
und folgenden weiteren Eigenschaften:

(1) φ(x) = limn→∞
1
n

∑n
i=1 x

i, falls dieser Grenzwert existiert,

(2) lim infi→∞ xi ≤ φ(x) ≤ lim supi→∞ xi,

(3) φ
(
(x1, x2, x3, . . .)

)
= φ

(
(x2, x3, . . .)

)
.

Aufgabe 3 (zur Separabilität)
Zeigen Sie bitte, dass eine Teilmenge A eines separablen metrischen Raums (X, d)
ebenfalls separabel ist (mit der induzierten Metrik). Folgern Sie bitte, dass der Raum
`∞(R) der beschränkten Folgen mit der Norm ‖x‖∞ = supi∈N |xi| nicht separabel
ist.

Aufgabe 4 (zum Satz von Hahn-Banach III)
Sei X ein normierter Raum und X ′′ = (X ′)′ der Bidualraum von X, d.h.

X ′′ = L (X ′,R) .

Zeigen Sie bitte, dass J : X → X ′′, Jx(ϕ) = ϕ(x), isometrisch ist, also ‖Jx‖ = ‖x‖.
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