Ubungsaufgaben zur Funktionalanalysis SoSe 2024, Serie 7
Prof. Dr. Ernst Kuwert, Dr. Florian Johne 14. Juni 2024

Aufgabe 1 (Dualraum von W, (Q))
Sei X = L*(Q) x L*(Q,R"). Betrachten Sie die Abbildungen J WA Q) —» X,
Ju = (u, Du), sowie P : X — Wy(Q), P(f, F)( = [(fu+ (F, Du)). Die Norm

auf W, %(Q) sei so gewihlt, dass J isometrisch elnbettet. Zeigen Sie:
(1) X = ker P @ Bild J (orthogonale Summe von abgeschlossenen Unterrdumen)

(2) Pist surjektiv, und fiir p € W, *(Q)' gilt ||| = inf{||(f, F)||z2 : P(f, F) = ¢}.

Aufgabe 2 (Heisenberg Unschdrferelation)
In der Quantenmechanik werden MessgroBen (Observable) als lineare Operatoren A
mit A* = A in einem Hilbertraum H augefasst. Die Elemente ¢ € H mit ||¢] = 1
stellen Zusénde eines Teilchens dar, und man setzt fiir jedes v

(A) = (Ay,9) (Erwartungswert),

AA = ((A—(A)Id)*Y?  (Unschirfe, Abweichung).

Zeigen Sie die Unschérferelation

(AA) - (AB) > |([A B))|, wobei [A, B] = AB — BA.

Aufgabe 3 (adjungierter Operator im Folgenraum (?)
Sei A : (?(R) — (*(R) stetig und linear, mit Aej, = 0 fiir k > 2, Aey = 3777 e;/5.
Berechnen Sie A*.

Aufgabe 4 (schwaches Neumannproblem )
Sei Q C R" ein offenes beschrinktes Gebiet mit C'-Rand und duBerer Normale v,
und f € L*(Q). Betrachten Sie fiir a®? € L>() den schwach definierten Operator

L:Wh(Q) — W (Q Z 03(a** Do)
a,B=1
wobel a symmetrisch und elliptisch mit Konstante > 0. Zeigen Sie:
fiir u € C2(2) N CY(Q) und a*? € C1(Q) ist die Gleichung Lu = f dquivalent zu

n

=Y 9p(aP0u) = f inQ

a?B:]‘

Z(@au)ao‘ﬁyﬁ = 0 auf 0.
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