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Einleitung

Das Thema dieser Vorlesung ist die Lineare Funktionalanalysis. Generell geht es dabei um
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer Gleichungen

Lz =y,
das heifit L : X — Y ist eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen:
L(/\ml + )\2.%'2) = A\ Lx1 + N Lzoy fiir alle T2 € X, )\172 € R bzw. C.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdaume ist dieses Problem in der Linearen Algebra vollstéindig
behandelt worden; das Interesse gilt nun dem Fall dim X = oo. In diesem Zusammenhang
nennt man L auch einen linearen Operator. Ein wichtiges Beispiel ist das Dirichletproblem
fiir die Poissongleichung auf einer beschréinkten offenen Menge (2 C R™:

—Au = fin Q, wu =0 auf 99Q.

Setze X = {u € C°(Q) NC%(Q) : ulpn = 0} und Y = C(2). Dann ist das Dirichletproblem
gleichbedeutend mit der Losung der Gleichung Lu = f fir L = —A : X — Y. Die folgenden
Beispiel zeigen, dass die Losungsmethoden der Linearen Algebra nicht oder jedenfalls nicht
unmittelbar anwendbar sind.

Beispiel 0.1 Betrachte den Raum
X = {X = (:ci)ieN = (371,:1,’2, .. ) 1 T; € R}

mit der komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation (Ax+py); = Az;+py;. Definiere
die linearen Abbildungen, genauer Endomorphismen,

A: X =X, Axy,ze,...)=(0,21,22,...),
B:X—>X, B(zy,x9,...) = (z2,z3,...).

A ist injektiv, aber nicht surjektiv; B ist surjektiv, aber nicht injektiv. Im Endlichdimensio-
nalen wire das nicht moglich.

Beispiel 0.2 Betrachte auf dem Raum X = C%([—n, 7], C) die lineare Abbildung
L:X — X, (Lu)(t) = (sint) u(t).

Angenommen, L hat einen Eigenwert A € C. Dann gibt es eine Funktion v € X, nicht die
Nullfunktion, mit Lu = Au bzw.

(sint) u(t) = Au(t) fir alle t € [—m, 7]

Es folgt {t € [—m, 7] : u(t) # 0} C {t : sint = A}. Die rechte Menge ist aber endlich, somit
ist u identisch Null, Widerspruch.

Auch zentrale Aussagen der Analysis lassen sich nicht einfach in unendlichdimensionale
Réume iibertragen.



Beispiel 0.3 Betrachte den Raum

(P(R) ={x = (zi)ien : Ti € R, [|X]|0o = sug |z;| < oo}
1€

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ((*°(R), || - ||oo) ein Banachraum ist. Nun gilt fir £k € N

k " K o0
|[x¥)lcc =1  fiir x*=(0,...,0,1,0,...) € £(R)..
Aber x* hat keine konvergente Teilfolge beziiglich || - ||o0, denn ||x* — x!||o = 1 fiir k # 1.

Grundsétzlich miissen zu den Methoden der Linearen Algebra geeignete topologische Kon-
zepte hinzukommen, um unendlichdimensionale Probleme zu behandeln. Im R”™ fiihrt jede
Norm auf die gleiche Topologie, wie wir jetzt zeigen.

Satz 0.1 (Aquivalenz der Normen auf R") Auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum X sind alle Normen dquivalent: zu || - ||1, || - [|2 gibt es 0 < A < A < oo mit

AMzllz < ||lz|l1 < Allzll2 fir alle x € X.

Insbesondere fiihren alle Normen zur gleichen Topologie bzw. Konvergenzbegriff.

BeweEls: Wir kéonnen X = R"™ annehmen, denn sonst wéhlen wir eine Basis vy, ..., v, und
betrachten auf R™ die Normen ||z][1,2 = |l¢(z)|/1,2 mit () = >, z;v;. Weiter reicht es zu
zeigen, dass eine gegebene Norm || - || dquivalent zur Maximumsnorm || - || ist. Nun gilt
n n n
lzll = 1) wieill < Y lailllesll < llzlloo D lleill
i=1 i=1 i=1
A

Die Funktion f : R™ — R, f(x) = ||z||, erfiillt wegen der Dreiecksungleichung

[f(@) = f@)l = [zl = Iyl < llz =yl < Allz =yl
d.h. f ist Lipschitzstetig mit Konstante A beziiglich || - ||o0. Setze
A=inf{f(z) :z € R", ||z||cc = 1}.

Die Menge der x € R™ mit ||z||c = 1 ist abgeschlossen und beschréankt. Da f stetig, wird das
Infimum angenommen und es folgt A > 0. Fiir z # 0 gilt dann

X

[l

ol = |

([ES=PY s

O

Zur Erginzung sei bemerkt, dass zwei Metriken auf R™ nicht notwendig dieselbe Topologie
liefern. Ein triviales Beispiel ist die diskrete Metrik d(z,y) = 1 fiir x # y, beziiglich der alle
Mengen offen sind. Fiir die Fuklidische Metrik ist das natdurlich nicht der Fall. Wichtiger
ist hier allerdings die Tatsache, dass die Aquivalenz der Normen auf unendlichdimensionalen
R&umen nicht notwendig gilt.



Beispiel 0.4 Auf X = C°(I), I =0, 1], haben wir die beiden Normen(!)

1 ) 1/2
oo = maxfuta)| und Julgoqny = ([ uta)ds)

Die Standardabschétzung liefert |[ul|z2(r) < |lul/co(r), die Normen sind aber nicht &dquivalent.
Betrachte die Folge

{1—nx falls 0 < x < l,
up(x) = n

0 sonst.

Es gilt dann [[uy|[cory = 1 und [Jun||p2(r) = \/% — 0 mit n — oo.

1 Metrische und normierte Riaume

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Dann heiffit d : X x X — [0,00) Metrik und (X,d)
metrischer Raum, falls Folgendes gilt:

(1) d(z,y) =0 genau wenn x =y  (Positivitdt),
(2) d(z,y) = d(y,z) fir allex,y € X  (Symmetrie),

(3) d(x,2) < d(x,y)+d(y, =) fir alle x,y,z € X  (Dreiecksungleichung).

Definition 1.2 U C (X, d) heifit offen, falls es zu jedem x € U einr > 0 gibt mit B.(x) C U,
wobei By(z) ={y € X :d(z,y) <r}.

Beispiel 1.1 B,(x) ist offen, denn fiir y € B,.(z) gilt By(y) C By(z) mit o = r —d(z,y) > 0.
Fir z € B,(y) liefert ndmlich die Dreiecksungleichung

d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) <d(z,y) +r—d(z,y) =r.
Lemma 1.1 (Topologie auf metrischen Riumen) Sei (X, d) metrischer Raum.
(1) Ist Uy, A € A, Familie von offenen Mengen in X, so ist | Jycp U offen.
(2) Ist U;, i € 1, endliche Familie von offenen Mengen in X, so ist ();c; U offen.
(3) Zuxy,x9 € X mit x1 # o gibt es offene Uy, Uy mit x; € U; fiiri = 1,2 und UyNUy = 0.

Bemerkungen. Sei X eine Menge. Ein System 7T von Teilmengen von X heifit Topologie,
wenn 7 abgeschlossen ist unter beliebigen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten,
und auBerdem (), X € T gilt. Die Mengen in 7 nennt man dann offen, ihre Komplemente
abgeschlossen. Jedes U € T mit x € U heifit (offene) Umgebung von z. Eine Folge =, € X
konvergiert gegen x beziiglich 7, falls jede Umgebung von X alle bis auf endlich viele
Folgenglieder enthilt. Wenn die Eigenschaft (3) aus dem Lemma erfiillt ist, heifit die
Topologie Hausdorffsch und (X, 7)) Hausdorffraum.!

'Felix Hausdorff, 1868-1942



Fiir Mengen A C (X, d) sind folgende weitere Bezeichnungen iiblich:

int A = {x € X: esgibt einr > 0 mit B,(x) C A},
A = {reX:B.(x)NA#D0 fiir alle r > 0},
9A = A\int A,

diam A = sup d(z,y).
r,yeA

Eine Menge A heifit beschréinkt, falls diam A < co. Weiter heifit eine Folge xy in (X, d)
konvergent < es gibt ein x € X mit lim d(zg,z) =0,
k—o00

Cauchyfolge < zu jedem € > 0 gibt es ein K € N mit d(zg, z;) < ¢ fur alle k, [l > K.

Definition 1.3 (Vollstidndigkeit) FEin metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede
Cauchyfolge in X konvergiert.

Satz 1.1 (Vervollstandigung nach Cantor) 2 Zu jedem metrischen Raum (X,d) gibt es
einen vollstandigen metrischen Raum (X d) und eine isometrische (abstandstreue) Abbildung

J:(X,d) = (X,d) mit J(X) dicht in X.

Eindeutigkeit: ist (X, d) vollstindig und J : X — X isometrisch mit J( ) dicht in X, so gibt
es genau eine Isometrie (abstandstreue Bijektion) ® : X > X mitJ=doJ.

(X.d)
J J
e pY

X = (X

BEWEIS: Zur Konstruktion definieren wir X = CF(X)/ ~, wobei

CF(X) = {x=(2")en: x ist Cauchyfolge in X},
x~y & limd(z'y") =0.
1—00

Der Grenzwert existiert, denn fiir 4, j hinreichend gro8 ist d(z*,27),d(y%,y’) < 5, also folgt
aus der Dreiecksungleichung

d(z',y") <d(z',2%) +d(2?,y7) + d(y’,y") < d(27,y7) +e,

bzw. aus Symmetriegriinden |d(z?,y*) — d(2?, y?)| < ¢, das heifit d(z?,y*) ist eine Cauchyfolge
in R. Ist (2%);en eine Cauchyfolge und (2 )ren eine Teilfolge, so definieren beide dasselbe
Element von X, denn es gilt

lim d(z*, z%) = 0.

k—o0

Wir machen X zu einem metrischen Raum durch

~

d([x], [y]) = lim d(z',3/").

i—00

2Georg Cantor, 1845-1918



Der Grenzwert héngt nicht von der Wahl der reprisentierenden Folgen ab. Die Eigenschaften
einer Metrik sind leicht nachzupriifen, insbesondere

dix,y]) =0 & limd@'y)=0 & x~y & KK=[y
Definiere weiter A
J: X=X, J(x) =[(z,z,...)]
Es gilt d(J(x),J(y)) = d(x,y), also ist J isometrisch. Fiir [x] € X gilt
d([x], J(«*)) = lim d(2*,2") < fiir k hinreichend gro8.

1— 00

Also ist J(X) dicht in X. Wir zeigen nun dass (X, d) vollstéindig ist. Sei [x] eine Cauchyfolge
in X, das heifit

(1.1) lim d(zl,z}) <e  fiir k,1 > k(e).

1—00

Durch Weglassen von endlich vielen Gliedern in jeder Folge x; kénnen wir annehmen, dass
o 1
d(zy, x7) < z fiir alle ¢, € N.

Jetzt betrachte die Diagonalfolge (y*)ren, also y* = :ci Fir k,1 > k(e) gilt

; P : 1 1
d(y*,y") < d(af.a}) + d(wi,af) + d(af,a]) < o +e+ .

Somit ist y eine Cauchyfolge. Wir zeigen, dass [xx| gegen [y] konvergiert, und zwar ist
daty) < (g, o)) +d(al,al) + d(a], @)

1 P 1
< E+d(1‘i,mg)+;.

Mit j — oo folgt d(zf,y’) < + + ¢+ 1 fiir i, k > k() nach (1.1), also gilt

~

d([xx], [y]) = lim d(z%,y") < %+a fiir k > k(e),

1—00

das heiBt d([xx],[y]) — 0 mit k — oo wie behauptet. Damit ist die Konstruktion von (X, d)
fertig; wir kommen zur Eindeutigkeit. Die Abbildung J : X — X ist isometrisch und insbe-
sondere injektiv. Wir haben also eine wohldefinierte Abbildung

d:J(X)—= X, d(J(x)) = J(z),
und es gilt
d(®(J(2)), 2(J(y) = d(J(x),](y))

= d(z,y) (da J isometrisch)

= d(J(x),J(y)) (da J isometrisch).
Somit ist @ auf J(X) isometrisch, insbesondere gleichméfig stetig. Da J(X) dicht in X und X
vollstdndig, existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung P: X X (Serie 1, Aufgabe 1), und
® ist isometrisch. Wegen ®(J(X)) = J(X) ist ®(X) dicht in X, und auf)erdem vollsténdig

beziiglich g. Somit ist ®(X) abgeschlossen (Serie 1, Aufgabe 2) und @ : X = X ist surjektiv,
also eine Isometrie. O



Beispiel 1.2 Im Beweis wurden die reellen Zahlen als bekannt vorausgesetzt. Cantor hat
das Verfahren benutzt, um R als Quotient CF(Q)/ ~ zu konstruieren, dies erfordert nur
geringfiigige Anderungen.

Der folgende Begriff diirfte wohlbekannt sein, er wurde in der Einleitung schon benutzt.
Definition 1.4 (Norm) Sei X ein Vektorraum iber K = R,C. Eine Funktion | -] : X —
[0,00) heifit Norm, falls gilt:

(1) |lz]l=0 < x=0 (Positivitdit),

(2) [ Ax|| = || ||z|| fir allex € X, X € K (Halblinearitdt),

3) llz+yl < |zl + llyl| fir alle x,y € X  (Dreiecksungleichung).

Wir haben dann auf X die induzierte Metrik d(x,y) = ||z — y||. Ist X mit dieser Metrik
vollstindig, so heift (X, || -||) Banachraum.?

Ein normierter Raum ist stets ein Vektorraum, wiahrend ein metrischer Raum auf irgendeiner
Menge gegeben sein kann.

Beispiel 1.3 Sei (2 C R" offen und 1 < p < oo. Fiir £™-messbare f,g: Q@ — R sei

f~g < E"({mEQ:f(x)#g(x)}):().

Fiir f : Q — R messbar setzen wir

1

(folsPacr)” fiir 1 < p < oo,

Ifll e () =
inf {s > 0: L"({|f| > s}) =0} fiir p=oo.

Damit kann der Raum der LP-Funktionen wie folgt definiert werden:
LP(Q) = {f : Q@ — R messbar : || f| r@) < o0}/ ~.

Nach dem Satz von Fischer-Riesz ist (LP(Q), ]| - [[1r(q)) ein Banachraum. Nun haben wir die
offensichtliche isometrische Abbildung

T (G2, - lzri@) = (L), - e (@))-

Man beachte, dass || - ||1s(q) auf C2(Q) tatséichlich eine Norm ist. CO(Q) ist dicht in LP(Q2)
im Fall p < oo (siehe Skript Kuwert Analysis 3, Satz 6.10). Fiir p < oo kénnen wir LP(2) als
(konkrete Realisierung der) Vervollsténdigung von (C2(Q), || - || z»(q)) ansehen.

Die Konstruktion als Aquivalenzklassen von Q-Cauchyfolgen beweist die Existenz der reellen
Zahlen, man greift aber in der Analysis nie auf sie zuriick, weil die Charakterisierung durch
Axiome einfacher und effizienter ist. Auch im Fall der Vervollstindigung eines metrischen
Raums ist es ebenfalls giinstig, eine moglichst konkrete Realiserung zu haben. Zum Beispiel
ist es wiinschenswert, die Elemente von LP(£2) durch (fast iiberall definierte) Funktionen zu
beschreiben, und nicht nur als Aquivalenzklassen von LP-Cauchyfolgen in CY%(9). Genau das
leistet der Satz von Fischer-Riesz.

3Stefan Banach, 1892-1945



Definition 1.5 Seien (X, ||]|), (Y, ||-||) normierte Ridume. Eine lineare Abbildung A : X —'Y
heifit beschrankt, falls gilt:

[All = sup [|Az| < oo
[zl <1

Die Zahl || A|| heifst Operatornorm von A. Der Raum
L(X,)Y)={A: X =Y : A linear, ||A|| < co}
ist mit || - || ein normierter Raum.

Lemma 1.2 (Stetigkeitskriterien fiir lineare Abbildungen) Fir eine lineare Abbil-
dung A : (X, | -|) = (Y, - ||) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist beschrinkt.
(2) A ist stetige Abbildung.
(3) A ist stetig im Punkt 0 € X.
BeEweEls: Aus (1) folgt
Az — Ayl = Az — )]l < 1Al e — o,

das heifit die Abbildung ist sogar Lipschitzstetig mit Konstante || Al|. Sei umgekehrt A stetig
in 0 € X. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein § > 0 mit

|Az|| = ||[A(z) — A(0)]| <1 firallez € X mit |z|| = ||z — 0] <.
Fiir x # 0 folgt daraus die Abschéitzung

|x

~ Jlzl x 1
Az] = 5 ”A(‘W> | < 3l
~———

<1

O

Satz 1.2 (Vollstindigkeit von L(X,Y)) Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum.
Dann ist L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum.

BEWEIS: Sei A; Cauchyfolge in L(X,Y), also
[Aiz — Aja|| < [|A;i = Azl l=]| < el fiir 4,5 > I(e).

Somit ist A;x Cauchyfolge, und Ax := lim;_,, A;x existiert. Es ist klar dass A linear ist,
weiter gilt
AN = 145 < 1 As = Ayl <& fiwr 5 > I(e).

Also existiert A := lim;_, || 4;]|, und es folgt
[Az]| = lim [[Az] < Allz],
1—00
das heifit A € L(X,Y"). SchlieBlich haben wir
|Ax — Ajz|| = lim ||A;z — Ajz|| < ellz| fur j > I(e),
71— 00

also ||A — Aj|| < e fur j > I(e). O



Definition 1.6 (Dualraum) Sei X ein normierter Raum. Dann heifit der Banachraum
X'=L(X,K) (K=R oder C), versechen mit der Operatornorm, Dualraum von X .

Satz 1.3 (Quotientenrdume) Sei X ein Banachraum und V ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann wird der Quotient X/V ein Banachraum mit der Norm

= inf :
Izl = inf o+ o]
Die Projektion p : X — X/V ist offen und hat Operatornorm ||p|| =1 (aufer wenn V = X ).

BEWEIS: Wir beginnen mit den Normeigenschaften. Ist ||[z]|] = 0, so gibt es vy € V mit
|z + vi|| = 0, also vy — —z. Da V' abgeschlossen, folgt x € V' bzw. [z] = 0. Weiter gilt fiir
A # 0 (der Fall A = 0 ist klar)
1
= = ] f = 1 f — = .
Ml = el = inf A+l = M ing e+ Soll = |3 iz])

Fiir die Dreiecksungleichung berechnen wir

[[z1] + [z2]ll = [[[z1 + z2]||
= inf ||z1 + z2 + v1 + vo|
v1,V2€
< inf ([l + ol + [lez + e
v1,v2€V
= [fzalll + [[[z2]]]-

Jetzt zeigen wir, dass X/V mit dieser Norm ein Banachraum ist. Es gilt wegen ||[y] — [z]|| =
Iy — ]| = infoey [ly — 2 + o

(1.2) Iyl —[ell <e <+ esgibt g e fy] mit [§—al| <=

Sei [z;] Cauchyfolge in X/V. Durch Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen, dass
|[wis1] — [w4]]] < 27 fiir i € N. Wir bestimmen nun induktiv #; € [x;] mit

(1.3) |Zig1 — 3| <27 fiiri € N,
Setze 1 = x1. Ist &; € [x;] schon gefunden fiir ein i € N, so ist
lzisa] = [Zl = llzira] =[] <277,
also gibt es Z;+1 € [zi+1] mit (1.3). Da X Banachraum, existiert & = lim;_,~ Z; und es gilt
i) = (2]l = W[[#:) = [2]] = [ — 7]l] < |2 — &[] = 0.

Damit ist die Vollstédndigkeit von X/V bewiesen. Ist nun ||[y] — [z]|| < r, so gibt es nach (1.2)
ein g € [y] mit § € B,(x), das heiit es gilt B, (p(x)) C p(By(x)). Ist U C X offen und x € U,
so gilt By(z) C U fur ein » > 0 und damit B,(p(x)) C p(U), das heifit p(U) ist offen. Die
Ungleichung ||[z]|| < ||z||, also ||p|| < 1, wurde schon oben benutzt. Sei schliefllich V' echter
Unterraum, das heiit es gibt ein z € X mit ||[z]|| = infyey ||z + v]| > 0. Dann existiert zu
jedem € > 0 ein ¥ € [x] mit

12l < X+ e)ll[z]l = L+ a)lllZll = (1 +&)llp(@)]] < (1 +&)lpl [1Z]-
Dies zeigt ||p|| > 1. O

Wir kommen schliellich zu Normen, die von einem Skalarprodukt induziert sind.



Definition 1.7 (Skalarprodukt) Sei X ein K-Vektorraum. (-,-) : V- x V — K heifit Ska-
larprodukt, wenn folgende Regeln erfillt sind:

Az +py,z) = XNz, 2)

Ma, 2) + ply, 2)
(T, Ay +pz) = Mz,y)

(1) () ist Sesquilinearform: :mx,z).

(2) (-,-) ist symmetrisch: (z,y) = (y,x).
(3) (-,-) ist positiv definit: (x,x) > 0, Gleichheit genau wenn x = 0.

Die Euklidische Norm von x € X st ||z| = /(x,x).

Satz 1.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Sei X, (-,-) ein Skalarproduktraum. Dann gilt
fir alle x,y € X:

(1) [z, y)| < |zl llyll  (Ungleichung von Cauchy-Schwarz).
2) llz+yll <zl + lyll  (Dreiecksungleichung).
Insbesondere ist die Euklidische Norm eine Norm.

BEWEIS: Ersetzen wir x durch Az (bzw. y durch \y), so werden beide Seiten von (1) mit
demselben Faktor |A| multipliziert. Wir kénnen daher ||z| = ||y| = 1 annehmen. Weiter
konnen wir (z,y) € R erreichen, indem wir = mit geeignetem A\ = e multiplizieren. Mit
diesen Normierungen folgt

1 1
Iz (llyll = (z,y) = §(H90||2 +lyl? - 2(z,y)) = llz = y|I> > 0.
Daraus folgt weiter, nun fiir beliebige z,y € X,
Iz +ylI* = ll2l* + (2, y) + {z.y) +lyI? < N2+ 2llllyll + lyl* = (2] + ly])>.

Damit erfiillt || - || die Dreiecksungleichung. Die weiteren Eigenschaften einer Norm ergeben
sich direkt aus der Definition. O

Es stellt sich die Frage, wann eine Norm || - || von einem Skalarprodukt induziert ist.

Bemerkung 1.1 Ist |- || eine Skalarproduktnorm auf einem K-Vektorraum X, so ergibt sich
durch Ausmultiplizieren die Parallelogrammgleichung

(1.4) lz + I + llo = ylI* = 2(l=l* + |y|*)  fiir alle 2,y € X.

Umgekehrt ist eine Norm || - || mit (1.4) eine Skalarproduktnorm, und zwar ist das zugehorige
Skalarprodukt durch folgende Polarisationsformel gegeben:

1 .
(z,y) = ~(lz+yl|*—lz—y*) imFallK=R,

[ =

(z,y) = 4(IIiEerIIQ—II:L"—@IIIQ)+1(|lfb‘+zy\|2—\IIJL‘—Z@/IIQ) im Fall K = C.

Mithilfe der Parallelogrammgleichung kann man zeigen, dass (-, -) tatséichlich alle Regeln fiir
ein Skalarprodukt erfiillt.



Definition 1.8 Ein Hilbertraum? ist ein Skalarproduktraum (X, (-,-)), der beziiglich der Ska-
larproduktnorm ||x|| = \/{(x, z) vollstindig ist.

Beispiel 1.4 Fiir  C R" ist der Raum L?(Q) der quadratintegrierbaren Funktionen mit

(f.9) = /Q f(2)g(x) dx

ein Hilbertraum nach dem Satz von Fischer-Riesz.

2 Kompaktheit in metrischen Ridumen

Definition 2.1 Fine Teilmenge K eines metrischen Raums (X, d) heifit kompakt, falls gilt:
jede Familie (Ux)xen von offenen Mengen mit K C |Jycp Ux besitzt eine Teilfamilie (Uy)xenr
mit A" endlich und K C |Jycpr Ua.

Satz 2.1 (Aquivalenz der Kompaktheitsbegriffe) Sei (X,d) metrischer Raum. Fiir
K C X sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) K ist kompakt.

(2) K ist vollstindig (mit der induzierten Metrik) und prikompakt, das heifit fir jedes 0 > 0
lasst sich K durch endlich viele Kugeln By(x), x € K, tberdecken.

(3) K ist folgenkompakt: jede Folge (xk)ren in K besitzt eine Teilfolge, die gegen ein x € K
konvergiert.

BEWEIS: (3) = (2): Die Vollsténdigkeit ist klar, denn mit einer Teilfolge konvergiert schon
die ganze Folge. Wire K nicht prikompakt, so wihle induktiv z; € K mit z, ¢ Uf:_ll By(z;).
Fiir k # [ gilt dann d(xg, ;) > o, also kann die Folge zj keine konvergente Teilfolge haben,
Widerpruch zu (3).

(2) = (1): Angenommen K C [Jycp Uy, aber K wird nicht durch endlich viele der
U, iiberdeckt. Konstruiere sukzessive Kugeln By, = By« (x)) mit 2 € K und ByNBy_1 # 0,
so dass By N K nicht durch endlich viele der U, iiberdeckt wird. Ist By_1 schon gefunden,
so iiberdecke By_1 N K durch endlich viele Kugeln By (y;), 1 < i < N, mit y; € K und
By (y;) N Bi_1 # (). Fiir wenigstens ein i wird By« (y;) N K nicht durch endlich viele der Uy
iiberdeckt. Im Induktionsanfang wende dieses Argument an mit By := K. Nach Konstruktion
ist xp eine Cauchyfolge, also zp — = € K. Es ist © € U, fiir ein A, also By C Uy fur k
hinreichend grof3, im Widerspruch zur Konstruktion.

(1) = (3): Angenommen (xj)reny hat keinen Hiufungspunkt in K. Zu jedem z € K

gibt es dann ein p > 0 mit x; € B,(x) hochstens fiir endlich viele k. Denn sonst finden

wir induktiv k1 < k2 < ... mit 7, € Bi(z), also xx; — z im Widerspruch zur Annahme.
J

Wahle nun eine endliche Teiliiberdeckung von K mit solchen Kugeln. Es folgt z € K nur
fiir endlich viele k, ein Widerspruch. O

4David Hilbert, 1862-1943
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Beispiel 2.1 Sei X, (-, -) ein unendlichdimensionaler Skalarproduktraum. Mit dem Verfahren
von Gram-Schmidt findet man dann eine Folge ey, ez, ... in X mit (e;, e;) = §;;5. Es folgt

le; —ejl| = V2 fiir i # j.

Es gibt damit keine Teilfolge, die beziiglich der Norm || - || konvergiert. Das bedeutet auch:
abgeschlossene und beschrinkte Mengen sind nicht notwendig kompakt.

Das Verfahren von Gram-Schmidt ist auf Skalarproduktrdume beschréinkt, man hat aber in
beliebigen normierten Raumen den folgenden Ersatz.

Lemma 2.1 (fast orthogonales Element) Sei (X, ||-||) normierter Raum und V C X ein
abgeschlossener, echter Teilraum. Dann gibt es zu 0 < 1 ein xg € X mit

dist (zg, V) >0 und |zg|| = 1.

BEwEIs: Wihle x € X\V. Da V abgeschlossen, gilt dist (z, V) > 0 und es gibt ein vy € V
mit ||z — v|| < § dist (2, V). Setze

x — vp
Tp= —.
[l — vl
Es folgt fiir alle v € V
1 dist (z,V
g — v]| = ——— ||z —vo — |z — vgllv || > dist (@, V) .
[l — voll — [l — voll
€

Satz 2.2 (Heine-Borel) Fiir einen normierten Raum X gilt:

B1(0) kompakt <  dim X < oo.

BrwEis: Die Implikation < folgt aus der Aquivalenz der Normen, Satz 0.1, und dam Satz
von Bolzano-Weierstrafl. Fiir = wihle induktiv mit Lemma 2.1 eine Folge x; € X mit

N

|zl =1 wund  dist (zg, Span{z1,...,xx_1}) >

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen. O

Fiir die Existenz von Losungen von Gleichungen ist die Kompaktheit ein zentraler Begriff
der Analysis. In der Funktionalanalysis spielen Kompaktheitskriterien fiir Teilmengen von
Banachrdumen (oder metrischen Rdumen) eine bedeutende Rolle. Ein bekanntes Beispiel ist
der Satz von Arzela-Ascoli, den wir nun behandeln wollen.

Definition 2.2 Secien X,Y metrische Riume. Wir setzen

B(X,)Y) = {f: X =Y : f(X) ist beschrinkt},
CUX,Y) = {f:X =Y :f ist stetig}.

Satz 2.3 Seien X,Y metrische Riume, Y wvollstindig.

11



(1) B(X,Y) ist vollstindiger metrischer Raum mit dg(f, g) = sup,cx d(f(z), g(z)).

(2) (C° N B)(X,Y) ist abgeschlossen in (B(X,Y),dg), insbesondere ist (C° N B)(X,Y)
vollstindiger metrischer Raum mit dp.

BewEIs: Es ist klar, dass dp(f,g) eine Metrik auf B(X,Y) ist. Sei f; eine Cauchyfolge in
B(X,Y), also
d(fe(z), filz)) <e firallez € X, k,1 > k(e).

Da Y vollsténdig, existiert f(x) := limg_ o0 fr(x). Mit [ — oo erhalten wir
d(fe(z), f(z)) <e firallexz e X, k> k(e),
also dp(fx, f) — 0 mit k — oo. AuBerdem ist f beschrinkt, denn fiir k = k(e) ist

d(f (), f(zo)) < d(f(x), fr(x)) + d(f(x), fr(x0)) + d(fx(w0), f(z0)) -

<e <diam f(X)<oo <e

Ist f stetig fiir k = k(e), so gibt es zue > 0 ein § > 0 mit d( fr(x), fr(wo)) < € fiir d(z, zo) < 4,
und die Abschitzung liefert
d(f(x), f(zo)) < d(f (@), fr(x)) +d(fi(), fr(x0)) + d(fr(x0), f(20)) < 3e.

~~ ~~

<e <e <e

Also ist C° N B(X,Y) abgeschlossene Teilmenge. O

Definition 2.3 Die Oszillation von f : (X,d) — (Y,d) ist die Funktion

Wy - (0,00) - [0’ OO], wf((;) = o Sup)<6d(f($1)a f($2))

Gilt wg(6) — 0 mit § — 0, so heifit f gleichmafig stetig. Fine Familie F von Abbildungen
[ X =Y heifit gleichgradig stetig, falls sup e rwys(6) — 0 mit § — 0.

Alternativ kann die gleichgradige Stetigkeit wie folgt formuliert werden:

fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0 mit d(f(x1), f(z2)) < € fur alle f € F und alle
x1, T2 € X mit d(x1,x9) < 0.

Beispiel 2.2 Sei 0 < a < 1. Die a-Hoélderkonstante von f: (X,d) — (Y, d) ist

d(f(x),
= s A1)
TH£Y (x, y)

f heiBBt a-Holderstetig wenn [f], < co. Offenbar gilt

d(f(x), f(y))

d(f(z), f(y)) = d(z,y)* < [flad® falls d(z,y) < 0.

d(z, y)
Die Oszillation erfiillt also die Abschétzung
(2.5) wy(8) < [fla 6%

Eine Holderstetige Funktion ist also gleichméBig stetig, und fiir jedes A < oo ist die Familie
F=A{f:X =Y :[fla <A} gleichgradig stetig.

12



Satz 2.4 (Arzela-Ascoli) ° Seien X, Z metrische Riume, X kompakt und Z wvollstindig.
Fiir F € C%(X, Z) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F ist gleichgradig stetig und {f(x) : f € F} ist relativ kompakt in Z fiir jedes x € X.

(2) Jede Folge fy. in F hat eine Teilfolge fy,, die gleichmifig gegen ein f € CYX,2)
gleichmdflig konvergiert.

(3) F ist relativ kompakt in (C°(X,Z),dp).

Zur Erinnerung: eine Teilmenge eines metrischen (oder topologischen) Raums heifit relativ
kompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist. Die wesentliche Aussage des Satzes ist die Impli-
kation (1) = (2), ndmlich ein Kriterium fiir die Existenz gleichm#8ig konvergenter Teilfolgen.

BeEweIs: (1) = (2) : Da X kompakt, gibt es eine abzdhlbare dichte Teilmenge D C X.
Zum Beispiel kann man dafiir X mit endlich vielen Kugeln vom Radius % iiberdecken fiir
v =1,2,...; die Menge der Mittelpunkte ist dann dicht. Fiir jedes x € X hat die Folge fi(z)
eine konvergente Teilfolge, also folgt mit einem Diagonalfolgenargument

f(z) == limg_ o fr(z) existiert fiur alle x € D.
Fiir z1, 22 € D mit d(z1, x2) < 6 folgt d(f(21), f(22)) = limp—ec d(fi(21), fr(22)), also

wr(d) < sggwﬂé) = w(d) -0 mitd—0.
%)

Somit ist f : D — Z gleichméBig stetig, und es existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
f € C%(X, Z). Es bleibt zu zeigen, dass die Folge gleichmiiflig gegen f konvergiert. Fiir § > 0
ist {B;s(x) : x € D} offene Uberdeckung von X, also gibt es eine endliche Teilitberdeckung
{Bs(z) : x € Ds}. Zu x € X gibt es ein y € Ds mit d(x,y) < 0, und es folgt

d(fe(z), f(z)) < d(fi(@), fe(y) +d(fe(y), f(v) +d(f(y), f(z))
< mnax d(fx(y), f(y)) + 2w(0).

Das Supremum iiber x € X liefert

dp(fi, f) < max d(fe(y), f(y)) + 2w(9),

und schliellich folgt wie behauptet

limsupdp(fk, f) <2w(d) =0 mit d — 0.

k—o0

(2) = (3) : Nach (2) ist F folgenkompakt, also folgt (3) aus Satz 2.1.

(3) = (1) : Wir zeigen als erstes, dass F gleichgradig stetig ist. Nach Satz 2.1 ist F
prikompakt, das heifit zu e > 0 gibt es {f1,..., fv} C F mit

o N
Fc | B:(f),
j=1

5C. Arzela, 1847-1912 und G. Ascoli, 1843-1896



das heifit zu f € F gibt es ein j € {1,..., N} mit dg(f, f;) < e. Es folgt fir d(z,y) < 0

d(f(x), f(y)) d(f(x), f;(x)) + d(f; (@), f3(y)) + d(f;(y), [ (y))

lgangfj(é) + 2e.

<
<

Bilde das Supremum iiber alle z,y € X, d(z,y) <, und alle f € F:

§) < | 2.
;ggw( ) < max wy; (9) +2¢

Lass nun § — 0. Da f; € F stetig und damit gleichméBig stetig ist wegen X kompakt, gilt
wy; () = 0 mit § — 0, also
lim sup (sup wf(d)) < 2e.
6—0 feF

Damit ist die gleichgradige Stetigkeit von F bewiesen. Betrachte schliellich eine Folge
2, = fr(r) mit f, € F. Nach Wahl einer Teilfolge gilt fr — f € C°(X,Z) gleichméiBig,
insbesondere z = fi(z) — f(x). Damit sind beide Aussagen in (1) gezeigt. O

Als Anwendung zeigen wir einen Kompaktheitssatz fiir Holderstetige Funktionen. Sei X me-
trischer Raum. Fiir v : X — R setzen wir

[ullcoaxy = llullcoxy + [ulq,x = sup [u(z)[+  sup
) ) X zeX ryeX, Ty d(.%',y)a

Dabei ist 0 < o < 1. Es gilt der

Satz 2.5 C%*(X) = {u € C°(X) : ||ullcoa(x) < oo} ist ein Banachraum.

BEWEIS: Sei up € C%*(X) eine Cauchyfolge beziiglich der Norm || - [[co.a(x). Dann ist
ur € (C° N B)(X), und uy, ist Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm. Nach Satz 2.3
konvergiert uy beziiglich der Supremumsnorm gegen ein u € (CY N B)(X). Nun gilt fiir
z,y € X mit z # vy

u(z) —u(y)| _ . Jue(@) —w(y)| _
—— = lim —————— <1 a .

d(z,y) hyoo d(z,y)> = e lulleo.aq) < o0
Somit ist u € C%¥(X), und weiter

) @) — (=)@ o ) &) — (= ) (0)
d(z,y)® =00 d(z,y)>

< limsup [Jug — ug|co.«(x)-
l—o0

Es folgt [u—ug]a,x < € fiir k > k(e), das heifit die Folge konvergiert gegen u in der C%*-Norm.
O

Satz 2.6 (Einbettung von Hélderrdumen) Sei X kompakter metrischer Raum, und
up € C**(X), 0 < a < 1, eine Folge mit |lugllcoaxy < A < oo fiir alle k. Dann gibt
es ein u € C*(X), so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

up — u in C¥P (X)) fiir jedes 0 < B < a.
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BeEweIs: Nach (2.5) gilt fiir die Oszillation die Abschétzung

wuk (5) S [uk]mxéa S A(Sa.
Damit ist die Folge uy, gleichgradig stetig. Aulerdem ist die reelle Folge uy(z) beschrinkt fiir
jedes z, also relativ kompakt in R. Nach Arzela-Ascoli gibt es ein u € C%(X), so dass uy — u

in C°(X) nach Ubergang zu einer Teilfolge. Es gilt u € C%*(X), denn

) —u)] _ o )~ )l
d(z,y) k=oo  d(w,y)*
Fir d(z,y) < gilt die Abschitzung

|(u —w)(@) = (= w) @) _ o vap gy 10— ) (@) = (=~ w) (y)] a—B
d(:L', y)ﬁ o d( ’y) ll—>oo d(l‘, y)a = 200 .

Andererseits gilt fiir d(z,y) > ¢

[(u = u) () = (u = ug) (y)]

< 2(576||u — Uk”c[)(X).

d(z,y)?
Also folgt
limsuplu — uglp.x < 2A6%F% =0  mit § — 0,
k—o0
das heiBt uy — u in C%?(X) wie behauptet. O

Holderstetige Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei der Analysis von elliptischen Dif-
ferentialgleichungen. Im Folgenden skizzieren wir das am Beispiel eines Randwertproblems.
Wir brauchen dafiir eine Verallgemeinerung von Satz 2.6 auf die Situation, wenn Ableitungen
Holderstetig sind. Sei 2 C R™ offen und beschrinkt, k € Ng und 0 < a < 1. Fiir u € C*(Q)
setzen wir

lullery = > 1Dullcogg),
0<}y|<k
[ullero@y = luller@) + Z [D"u]a,0-
IvI=k

Dabei bezeichnet |y| = 41 + ... + 75, die Ableitungsordnung von D7 = 9" ...9,". Wir
definieren die Funktionenrdume

C*Q) = {ueCkQ): Du ist auf Q stetig fortsetzbar fiir alle |y| < k},
CH@) = {ue Q) : |ullgrag) < oo}

Satz 2.7 Sei Q) C R" offen und beschrinkt. Dann gilt:
(1) (C*(Q), |ullck(qy) ist ein Banachraum.

(2) (CF(Q), ullck.e(qy) ist ein Banachraum.
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BEWEIS: (1) gilt fiir K = 0 nach Satz 2.3(2). Betrachte fiir k = 1 eine Cauchyfolge u; € C1(Q)
beziiglich [|ulc1(q). Dann gilt u; — u € C%(Q) sowie du; — v; € CO(Q) gleichmiiBig mit
j — oo. Fiir g € Q und s € R hinreichend klein gilt

uj(zo + se;) = uj(xo) + /OS Oiuj(xo + te;) dt.
Mit j — oo erhalten wir
u(zo + se;) = u(zo) + /OS vi(xo + te;) dt,
also durch Differentiation d;u(z) = v;(x0). Somit ist v € C1(Q) und |ju — uillcrq) — 0. Im
Fall k > 2 konvergiert eine Cauchyfolge u; beziiglich || - || @) gegen u € C1(Q), und nach

Induktion konvergiert d;u; gegen v; € C*¥~1(Q) beziiglich || - |er-1(q)- Es folgt v; = dju und
hieraus Behauptung (1).

Sei jetzt u; € CK(Q) eine Cauchyfolge beziiglich || - || cra(q)- Dann gilt zunéchst
uj — u in CF(Q) wie gerade gezeigt. Fiir || = k gilt weiter D7u; — v7 in C%*(Q) nach Satz
2.5. Es folgt v7 = D7u und u; — u beziiglich [| - [|ox.0q)- O

Wir brauchen nun folgenden technischen Begriff.

Definition 2.4 Q C R"™ hat Sehnenbogenkonstante k € [1,00), wenn es zu je zwei Punkten
z,y € Q einen C*-Weg vy von x nach y gibt mit L(y) < k|z — yl.

Satz 2.8 Sei & C R" offen und beschrdinkt mit Sehnenbogenkonstante k < oo, und seien
k,l € No, o, 3 € [0,1] mit k+a > 1+ 3. Istuj € CH%(Q) eine Folge mit [uller.o@) < A < oo,
so konvergiert eine Teilfolge in C%P ().

BEWEIS: Wir gehen in vier Schritten vor.
Schritt 1 Der Fall k =1=0 (also 1 > a > § > 0) gilt nach Satz 2.6.

Schritt 2: Es gilt [|ul|corq) < C'lluller(q):
Fiir 2,y € Q sei v € C([0,1],Q) mit v(0) = z, v(1) = y und L(y) < k|x — y|. Es folgt

1 1
u(x) —u(y)] < \/0 Du(v(t))y'(t) dt| < HDUHCO(Q)/O V' ()] dt < k]| Dullcoggy|2 = yl-

Schritt 3: Der Fallk=1>1,1>a> 8> 0:

Nach Schritt 2 und Schritt 1 gilt induktiv u; — u in C*~(Q), Ferner nach Schritt 1
DVuj — vY in C%P(Q) fiir |y| = k. Wie in Satz 2.7 folgt v? = D7u fiir |y| = k, also u; — u
in C*8(Q).

Schritt 4: Der Fall £k > 1> 0:

Nach Schritt 2 gilt [|u;l|cit1(q) < Cllujllor.a@) < A. Fiir a > 0 haben wir u; — u in Ck(Q)
mit Schritt 3, also u; — u in CH1(Q) nach Schritt 2. Fiir « = 0,8 = 1 ist k > [ + 2. Es gilt
dann mit Schritt 2

[uller-1.1¢0) < Clluller) < CA.
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Nach Schritt 3 folgt u; — u in C*~1(€2). Damit ist der Satz bewiesen. O

Jetzt kommen wir (endlich) zu der Anwendung. Im folgenden sei 2 C R™ ein beschrinktes
C*°-Gebiet. Betrachte das Randwertproblem

Z aija?ju + sz@iu +cu=fin Q, wu=0 auf Q.
ij=1 i=1

Im Fall a;; = d;5, b; = ¢ = 0 handelt es sich um die klassische Poissongleichung Au = f,
allgemein sind die Koeffizienten a;;, b;, ¢ beliebige Funktionen auf 2. Wir setzen aber voraus,
dass fiir gewisse Konstanten 0 < A < A < oo folgende Bedingungen gelten:

(2.6) max ;]| co.e(g), m:

max masx [billcoe @y Iellooao) < A

(2.7) D ai(x)&Gs = Mgl fiir alle z € Q, § € R™.
ij=1

Die Voraussetzung (2.7) heifit Elliptizitéitsbedingung, salopp gesagt bedeutet sie, dass die
Gleichung vom Typ der Poissongleichung ist. Um das Problem funktionalanalytisch zu for-
mulieren, betrachten wir den linearen Operator

L:C3(Q) = C°Q), Lu = Z aijﬁfju + Z bi0;u + cu,
ij=1 i=1
wobei C3(Q) = {u € C*(Q) : u|gn = 0}. Das Randwertproblem hat somit die Kurzfassung
Lu=f.
Die Regularititsbedingung (2.6) impliziert, dass L ein beschriankter Operator ist:
|Lulleo@) < A( Y 102 ulleo@) + D I0ullco@) + lullooey ) = Allulle2(a).
ij=1 i=1

Fiir die Operatornorm gilt also ||L|] < A. Wir verwenden ohne Beweis die folgenden a prio-
ri Abschitzungen von Schauder®. Sie sind ein fundamentales Resultat aus der Theorie der
elliptischen Differentialgleichungen, siehe [?, Theorem 6.19].

Satz 2.9 (Regularitédtssatz von Schauder) Seien Q und L wie oben, und u € C2(Q) sei
Lésung von Lu = f. Ist f € C%*(Q), so ist u € C**(Q) und es gilt die Abschitzung

[ul|c2.a) < C ([ fllcogy + llullcoy),

wobei C' nur von den Daten n,a, \, A und 0 abhdingt.

6J. Schauder, 1899-1943
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Die Aussage des Satzes ist grob gesprochen, dass die Losung v maximal regulér ist, das heifit
u ist so gut wie es die Daten €2, a;j, b;, ¢, f erlauben. Im Fall von C*°-Daten wire die Losung
beispielsweise ebenfalls von der Klasse C'°. Ein anderes, wohlbekanntes Beispiel fiir eine el-
liptische Differentialgleichung ist die Cauchy-Riemann Gleichung aus der Funktionentheorie,
und man hat dort eine analoge Verbesserung der Regularitéit: differenzierbare Lésungen sind
automatisch unendlich oft differenzierbar. Auch in der Funktionentheorie ist es wichtig, dass
nicht nur die Regularitéit verbessert wird, sondern durch Abschitzungen quantitativ kontrol-
liert werden kann. Wir interessieren uns nun fiir die Losungen des homogenen Problems, also
zur rechten Seite f = 0.

Folgerung 2.1 Der Kern von L : C3(Q) — C°(Q) ist endlichdimensional.

Bewers: Wihle auf ker L die Norm |ul[co(q)- Sei up € ker L eine beliebige Folge mit
ukllco@) < 1 fiir alle k. Aus Satz 2.9 (mit f = 0) folgt, dass die Folge u in C2e(Q)

beschréankt ist. Nach Satz 2.8 gilt fiir eine Teilfolge
up — v in C?(Q), insbesondere u € ker L.

Die Einheitskugel in ker L ist somit beziiglich der C°-Norm kompakt, das heifit ker L ist
endlichdimensional nach dem Satz von Heine-Borel, Satz 2.2. O

3 Existenz linearer Funktionale

In einem endlichdimensionalen, normierten Vektorraum X kann man Funktionale ¢ € X'
durch ihre Werte auf einer Basis ey, ..., e, definieren. Fiir z = )" | z;e; ist die gegebene
Norm ||z|| dquivalent zu ||z|; = >, |z;| nach Satz 0.1, damit ist ¢ automatisch stetig:

n

@) < Y leed) ol < (max [e(ed]) Y lail < Clall.

i=1 i=1

Fiir dim X = oo konnten Linearformen zwar ebenfalls iiber eine Basis definiert werden,
aber die Stetigkeit bzw. Beschranktheit wére unklar. Der folgende Satz erlaubt induktiv die
Konstruktion von linearen Funktionalen, bei Beibehaltung der Norm. Statt einer Norm wird
etwas allgemeiner eine Abschétzung durch eine sublineare Funktion betrachtet.

Satz 3.1 (Hahn-Banach) 7 Sei X ein R-Vektorraum und p : X — R sublinear, das heifit

p(Ax) = Ap(z) firalle A>0,2€ X,
plx+y) < plx)+ply) firallex,yc X.

Sei V. C X ein Unterraum und ¢ : V — R linear mit
pw) <p(v) firaleveV.

Dann gibt es eine Linearform ¢ : X — R mit ¢|y = ¢ und ¢(z) < p(x) fir alle x € X.

"H. Hahn, 1879-1934
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BEWEIS:

Schritt 1: Fir x ¢ V konstruieren wir eine Fortsetzung ¢ : V @& Rz — R mit ¢ < p.
Definiere ¢(v + ax) = ¢(v) + as, wobei s = ¢(x) noch zu bestimmen ist. Damit ist ¢
wohldefiniert, linear, und es gilt ¢|y = ¢. Wir brauchen

(3.8) p(v+azx) > pv)+as fiuralleaeR,veV.
Nach Voraussetzung gilt das fiir & = 0. Es reicht dann « = +1, denn fiir a > 0 folgt
v v
p(vtaz) =ap(—xz)>a(p(=)*£s) =p()+as.
a o
Wir konnen also s € R mit (3.8) wBihlen, falls
inf (p(v +x) — cp(v)) > sup (cp(v') —p(v' — :L'))
veV v' eV

Aber nach Voraussetzung gilt
p(v+2) +p( =) = p(v+') = p(v+0) = p(v) + (V).

Damit ist Schritt 1 gezeigt.

Schritt 2: X hat eine abzdhlbare Basis {x1, z2,...}

Definiere induktiv i1 < ig < ... kleinstméglich mit z;, ¢ V @ span{wxi,,...,z;,_,}. Es folgt
X =V @span{x;,, zi,,...}. Mit Schritt 1 erhalten wir die verlangte Fortsetzung induktiv
auf ganz X.

Schritt 3: Konstruktion fiir X beliebig

Wir fithren die Behauptung auf das Lemma von Zorn zuriick®. Dieses ist kein Lemma,
sondern in unserem Rahmen ein Axiom, das gleichwertig mit dem Auswahlaxiom oder dem
Wohlordnungsprinzip ist. Es stellt eine Art verallgemeinerte Induktion dar.

Definition 3.1 (induktive Ordnung) FEine Menge A mit einer Relation < heifit teilweise
geordnet, wenn fir alle a,b,c € A Folgendes gilt:

a<a
a<bb<a = a=hb,
a<bb<c = a<ec

1) M C A heifst total geordnet < fiir a,b € M gilt stets a < b oder b < a.

2) m € A heifst mazimales Element < aus m < a € A folgt a = m.

3) b€ A heifit obere Schranke von M < a < b fiir alle a € M.

(1)
(2)
3)
(4) A heifit induktiv geordnet < jede total geordnete Menge M C A hat eine obere Schranke.

Zum Beispiel kann man auf einem Baum die Relation a < b betrachten, bei der b ein
Wachstums-Nachfolger von a ist. Dann sind nicht alle Punkte des Baums vergleichbar, eine
gewachsene Folge von Asten ist aber total geordnet. Jede Zweigspitze ist ein maximales

8M. Zorn, 1906-1993
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Element.

Lemma von Zorn Ist (A, <) induktiv geordnet, so hat A (mindestens) ein
maximales Element.

Wir zeigen jetzt Satz 3.1 mit dem Lemma von Zorn. Sei A die Menge aller Paare (W, ),
wobei W D V Unterraum, ¢ : W — R linear mit ¢|y = ¢ und ¢(w) < p(w) fir alle w € W.
Definiere die teilweise Ordnung

(Wi, 1) < (Wa, ) & Wi C Wa, 92|w, = ¢1.

Die Regeln der teilweisen Ordnung sind leicht zu priifen. Wir zeigen nun, dass A induktiv
geordnet ist. Sei dazu M = (W;,1;);cr eine total geordnete Teilmenge von A. Setze

w={Jw: uwd $:W R Pl =i
i€l

Fir 4,5 € I gilt W; C W; und 9w, = v;, oder umgekehrt. Damit sieht man:
e TV ist linearer Unterraum,
e 1) ist wohldefiniert, linear und ¥ |y = ¢,
e (w) < p(w) fur alle w € W.

Somit ist (W, ) eine obere Schranke von M, also A induktiv geordnet. Sei nun nach Zorn
(W, ¢) maximales Element von A. Wire W ein echter Unterraum von X, so kénnten wir
mit Schritt 1 eine Fortsetzung von (W, ¢) bestimmen, im Widerspruch zur Maximalitit. Die
gewiinschte Fortsetzung (X, ¢) ist also gefunden, der Satz von Hahn-Banach bewiesen. O

Satz 3.2 (Hahn-Banach fiir lineare Funktionale) Sei X normierter K-Vektorraum,
V C X Unterraum mit der induzierten Norm. Dann gibt es zu @ € V' ein ¢ € X' mit

¢=pauf V. und |¢]x = llllv.
Bewers: Im Fall K = R wéhle p: X — R, p(z) = ||¢||v/|z|. Dann ist p sublinear, und
le() < llellv [lv]l = p(v) ~ fiir alle v € V.

Die Fortsetzung ¢ : X — R nach Satz 3.1 erfillt ¢(z) < p(z) = |¢llv|z], also gilt
¢l x = |||y wie verlangt.

Im Fall K = C betrachte 1 = Rep : V. — R, also |p1(v)] < o) < ||l¢llv||lv] fir
alle v € V. Wihle ein R-lineares Funktional ¢; : X — R mit

pr=¢rauf V. und o1 x = [|er]v.

Definiere ¢(z) = ¢1(x) — i¢1(ix). Dann ist ¢ linear iiber C, denn
¢(ix) = p1(ix) — ip1(—x) = i(P1(x) — id1(ix)) = ig(x).

20



Weiter folgt fiir alle v € V'
¢(v) = ¢1(v) —ip1(iv) = Rep(v) —iRep(iv) = Rep(v) +iImp(v) = ¢(v).
SchlieBlich gilt mit geeignetem 6 € [0, 27)

[6(2)] = ed(z) = $(e”'z) = ¢1(ex) < [lpnllv e’z < [l@llv .
~—
S
O

Der Satz von Hahn-Banach ist ein grundlegendes Resultat der Funktionalanalysis. Es ist etwas
unbefriedigend, dass es auf das nichtkonstruktive Lemma von Zorn zuriickgreifen muss. In
vielen Fillen ist das tatsédchlich unnétig, was wir kurz erlautern wollen. Ein metrischer Raum
(und allgemeiner ein topologischer Raum) heifit separabel, wenn er eine abzihlbare dichte
Teilmenge enthélt. Fiir einen normierten Raum X ist das gleichbedeutend damit, dass eine
linear unabhéngige Menge B = {1, 2, ...} existiert mit

X = Span (B).

Eine solche Menge B wird manchmal eine Basis von X genannt (zur Unterscheidung
bezeichnet man eine Basis im Sinne der Linearen Algebra als Hamel-Basis’; in der
Funktional-Analysis spielen Hamel-Basen in aller Regel keine Rolle). Die Aquivalenz ergibt
sich wie folgt: hat man eine abzihlbare dichte Teilmenge, so kann man wie in Satz 3.1 induktiv
Elemente weglassen und gelangt zu einer Basis B. Hat man umgekehrt eine abzdhlbare Ba-
sis B, so sind die Linearkombinationen mit rationalen Koeffizienten abzihlbar und dicht in X.

Sei nun X separabel und B = {z1,z9,...} eine Basis von X. Ein gegebenes Funktio-
nal ¢ : V — R kénnen wir mit Induktion nach Satz 3.1, Schritt 2, fortsetzen zu

¢:V@&SpanB =R, ¢ly = ¢,  wobei [|¢]| < ||¢].
Da ¢ Lipschitzstetig ist, existiert dann eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung
¢: X =VaSpanB - R mit [|¢] < [lel|.

Wir koénnen also hier auf das Lemma von Zorn verzichten und stattdessen die Fortsetzung
per Stetigkeit verwenden. Ein konkretes Beispiel sind die Rdume LP(Q), die fir 1 < p <
oo separabel sind. Wir kommen nun zu Anwendungen. Im Folgenden sind die Normen von
linearen Funktionalen auf den jeweiligen Definitionsbereichen zu nehmen.

Folgerung 3.1 Sei (X, | -||) normierter Vektorraum. Ist V- C X ein Unterraum und xo € X
mit dist (xg, V') > 010, so gibt es ein ¢ € X' mit

dlv=0,|oll=1 wund ¢(xg) = dist (zg, V).

BEWEIS: Definiere das lineare Funktional ¢ € (V @ Rxzg)’ durch ¢(v + azg) = adist (zg, V).
Es gilt 9]y =0 und fiir a #0, v € V

v :
lv +azol| = laf ||~ + zo|| = |a] dist (20, V) = | (v + azo)|.

9G. Hamel, 1877-1954
0¢.g. V abgeschlossen und zo ¢ V
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Also gilt ||| < 1. Wegen dist (zg, V) > 0 gibt es andererseits ein v, € V mit ||v. — x| <
(14 ¢)dist (xo, V), also folgt

|p(ve — xg)| = dist (xg, V) > lve — xo]|.

1+¢
Mit € N\, 0 folgt ||¢|| > 1. Setze nun ¢ mit gleicher Norm fort nach Satz 3.2. O

Folgerung 3.2 In einem normierten Vektorraum X gelten folgende Aussagen:
(1) Zu jedem xo € X gibt es ein ¢ € X' mit ||¢|| = 1 und ¢(xq) = ||zo]|-
(2) Aus ¢(x) =0 fiir alle ¢ € X' folgt x = 0.

BeEwers: (1) ist der Spezialfall V' = {0} in Folgerung 3.1, es ist dann dist (zg, V) = ||zo].
Behauptung (2) folgt unmittelbar. O

Wir kommen nun zu Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach auf die Trennung von kon-
vexen Mengen. Dazu folgendes Lemma.

Lemma 3.1 Sei X normierter Raum. Ist K C X offen konvexr mit 0 € K, so ist
p:X = [0,00), p(z) = inf{t > 0 % € K},
sublinear und es gilt K = {z € X : p(z) < 1}.

BeEwEIS: Es gilt p(0) = 0 und p(z) < oo fiir alle z € X, da K eine Kugel um den Nullpunkt
enthélt. Wir behaupten fiir x € X, ¢ > 0 beliebig

(3.9) %GK & pla) <t

Sei § € K. Da K offen, gilt £ € K fiir s < ¢ nahe bei ¢, also p(z) < s < t. Ist umgekehrt
p(r) < t,so wihle s € (p(r),t) mit £ € K. Da K sternférmig beziiglich des Nullpunkts, folgt
t t

S

Also ist (3.9) gezeigt, insbesondere K = {z € X : p(z) < 1}. Fiir A > 0 gilt mit s = &

p(A\z) = inf{t > 0 Ati € K} = Ainf{s > 0 f € K} = \p().

Es bleibt die Subadditivitét. Fiir 2,y € X wihle A > p(z), g > p(y). Dann gilt

und es folgt

1>p( T Q): (x+y)_p(:v+y)
A+puX A+pp A+ p Ap

Mit A N\ p(x), p N\ p(y) folgt p(x +y) < p(z) + p(y). O
Bemerkung. Ist K beschrinkt, so gilt p(z) > 0 fiir alle  # 0. Ist auerdem K symmetrisch
beziiglich des Nullpunkts, so ist p(x) eine Norm auf X, die zu der gegebenen Norm dquivalent
ist.

Das folgende Lemma ist eine Vorstufe zur Trennung von zwei konvexen Mengen.
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Lemma 3.2 Sei K C (X, | -|) offen und konvex. Zu jedem xo ¢ K gibt es ein ¢ € X' mit
o(x) < p(xg)  fiir alle v € K.

BEWEIS: Durch Translation kénnen wir 0 € K annehmen. Sei p : X — [0, 00) wie in Lemma

3.1. Setze p(txg) =t fiir t € R. Dann folgt

r=tromitt>0 = %:x(wéK, also p(z) >t = ¢(x),

r=tromit t <0 = ¢x)=t<0<p(x).

Nach Satz 3.1 gibt es eine lineare Fortsetzung ¢ : X — R von ¢ mit ¢ < p. Fiir x € K gilt
¢(z) < p(z) < 1, aber ¢(z9) = p(zo) = 1. Es bleibt die Stetigkeit von ¢ zu zeigen. Wihle

dazu B,(0) C K und schétze ab

@) < p) = L p(0.2) < Jjal.

0 ]

O

Satz 3.3 (Hahn-Banach fiir konvexe Mengen) Sei X normierter Raum und A, B C X
seien konvex mit AN B = (). Ist zusdtzlich A offen, so gibt es ein ¢ € X' mit

o(x) < dly) firallex e A,y € B.
BEWEIS: Betrachte die Menge
K={z—-—y:xz€A ye B} = U{x—y:weA}.
yeB

Da K Vereinigung von offenen Mengen, ist K offen und konvex wegen

AMxy —y1) + p(xe — y2) = (Azy + pae) — (Ay1 + pye) € K.

Ferner gilt 0 ¢ K wegen AN B = (). Nach Lemma 3.2 gibt es ein ¢ € X’ mit ¢(2) < ¢(0) =0
fiir alle z € K, also ¢(z) < ¢(y) fiir alle x € A, y € B. O
Die Aussage des Satzes bedeutet, dass A und B durch eine affine Hyperebene getrennt werden.
Genauer sei a € R mit

sup ¢(z) < o < inf $(y).

zEA yeb
A liegt dann im offenen Halbraum {¢ < a}, und B im abgeschlossenen Halbraum {¢ > a}.
Wir brauchen spiéter folgende Variante von Satz 3.3.

Folgerung 3.3 Sei X normierter Raum und A, B C X seien konver mit AN B = (). Ist
zusdtzlich A abgeschlossen und B kompakt, so konnen A, B strikt getrennt werden, das heifst

sup ¢(x) < inf ¢(y).
T€A yeB
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BEWEIS: Betrachte fiir o > 0 die Mengen
Ay = A+ B,(0)={x+z:x€ A,z By(0)},
B, = B+ B,0)={y+z:y€ B,z B,(0)}.

Man sieht leicht, dass A,, B, offen und konvex sind. Da A abgeschlossen und B kompakt,
ist A, N B, = 0 fiir o > 0 hinreichend klein. Nach Satz 3.3 werden A,, B, durch ein ¢ € X’
getrennt. Fiir alle x € A, y € B und z, 2’ € B,(0) folgt

$(2) + 09(2) = ¢z + 02) < By + 07') < d(y) + 0d(2").

Bilde links das Supremum iiber z € B,(0), rechts das Infimum iiber 2’ € B,(0):

o(z) + olloll < o(y) — ellol|-

Die Behauptung folgt, wenn wir das Supremum bzw. Infimum bzgl. z € A, y € B nehmen. O

Eine weitere Anwednung ist eine Verschirfung von Lemma 3.2.

Folgerung 3.4 Sei X normierter Raum, K C X abgeschlossen und konvez. Ist 0 ¢ K, so
gibt es ein ¢ € X' mit ||¢]| =1 und

¢(z) < —dist (0, K)  fiir alle z € K.

BEWEIS: Setze R = dist (0, K), also R > 0 nach Voraussetzung. Nach Satz 3.3 gibt es ein
¢ € X', so dass K und Br(0) getrennt werden. Nach Normierung gilt ||¢|| = 1. Es folgt

su z) < inf =R inf z)=—R = —R.
swpo(r) < nf 6(y) = R_int 0(z) = ~R|o]

O

Die letzte Folgerung dieses Abschnitts bringt das Prinzip zum Ausdruck, dass der Dualraum
X' mindestens so grof} ist wie der Raum X.

Folgerung 3.5 Sei X normierter Vektorraum. Ist X' separabel, so auch X.

BeEwEIs: Wihle eine dichte Folge ¢, in der Menge {¢ € X' : ||¢]| = 1}. Eine solche Folge
ergibt sich, indem wir eine beliebige dichte Folge in X’ normieren. Wihle z; € X mit ||zx|| = 1
und ¢x(zy) > 1. Angenommen es ist

V:Span{xk:keN}éX.

Nach Folgerung 3.1 gibt es dann ein ¢ € X’ mit ¢y = 0 und [|¢|| = 1. Nach Auswahl einer
Teilfolge gilt ¢ — ¢ in X’. Es folgt

0= ¢(xk) = dr(zr) + (0 — dn)(zx) > % — ¢ — k|| >0 fir k groB,

ein Widerspruch. O
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Beispiel 3.1 Beliebige disjunkte konvexe Mengen A, B kénnen im allgemeinen nicht getrennt
werden, das heifit die Voraussetzung A offen in Satz 3.3 kann nicht weggelassen werden. Sei
A dichter Unterraum eines Banachraums X, und B = {z(} mit 2o ¢ A. Angenommen es gibt
¢ € X' mit ¢p(z) < ¢(xo) fiir alle x € A. Da A dicht, folgt ¢(z) < ¢(z0) fiir alle z € X und
hieraus ¢ = 0, ein Widerspruch. Ein konkreter Fall wire A = C2(R") C L?(R").

Zum Ende des Abschnitts wollen wir unser Studium von elliptischen Operatoren fortsetzen.
Dazu brauchen wir noch eine Eigenschaft der Holderrdume.

Lemma 3.3 Sei 2 C R" offen und beschrdnkt mit einer Sehnenbogenbedingung. Fiir u,v €
Ck(Q) ist auch uv € CH*(Q) und es gilt

HUUHC’W’(Q) < C||“Hck»a(9)HUHckva(Q) mit C = C(k, Q).

BEWEIS: Durch Induktion iiber k. Fiir £k = 0 schitzen wir ab

[(wo)(z) = (o)) [(u(z) —u(y))v(z) + uly)(v(z) —v(y))|
|z —y|* |z —ylo
[ula,allv]lco@) + l[ulloo@)[v]a0

<
< 2lullco.e@llvllcoe(q)-

Sei jetzt die Aussage fiir [ < k — 1 gezeigt. Dann gilt fiir |[y| <k —1

10: D7 (wv) || co.a () IDY ((95u)v + w(@iv)) | co.e ()

< Ok = 1,9 (|0l orse@ Vot + lulloraq) 10l crraw))
< Ck, Q) uller.a@llvliereq)-
Die Konstante hiangt von der Sehnenbogenkonstante und vom Durchmesser von €2 ab. O

Wir betrachten den Operator L nun auf den Holderrdumen, also
(3.10) L:C2*Q) = C¥Q), Lu = Z a;05u + Zbﬁiu + cu.
ij=1 i=1

Wie in (2.6) und (2.7) sollen die Koeffizienten eine C%®-Schranke A < co haben und die
Elliptizitdtsbedingung mit A > 0 erfiillen. Aus Lemma 3.3 folgt dann eine Abschétzung

[ Lul| 0.0y < CA[Jul|c2.a(q),

das heiBt L ist stetiger linearer Operator. Der Grund fiir den Ubergang zu den Holderriumen
ist die a priori Abschiitzung von Schauder, Satz 2.9. In C2(2) gilt eine analoge a priori
Abschétzung nicht, und auch das folgende Resultat wire falsch (wie man zeigen kann).

Satz 3.4 Das Bild des Operators L aus (3.10) ist abgeschlossen in C%%(Q).

BEWEIS: Nach Folgerung 2.1 in Abschnitt 2 ist ker L endlichdimensional. Mit Hahn-Banach
gibt es dann einen abgeschlossenen Unterraum X C CS’Q(Q) mit

C’g’a () =ker L® X (als Banachriume),
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siehe Aufgabe 3, Serie 5. Wir behaupten, dass eine Konstante p > 0 existiert mit
(3.11) [ Lul| ooy > pllullczay — fiir alle u € X.

Andernfalls gibt es u; € X mit
1 "
||LUk||CO,a(Q) < %Huk‘HCZ’“(Q) fir £k € N.

Durch Normierung kénnen wir [ug|c2.e() = 1 annehmen, und haben nach Ubergang zu
einer Teilfolge ur — u in C°(Q) nach Satz 2.8. Mit Satz 2.9 folgt

Jug — will 2oy < O(||Lug — Lul|co.aiqy + lux — willco)) <& fiir k, 1 grof.
Nach Satz 2.7 gilt uy — u in C*%(Q), und u|gn = 0. Nun gilt
||Lu — LukHCo,a(Q) < AHU - uk”cz,a(ﬂ) — 0.

Wegen || Lug/||co.0 ) < £ — 0 folgt Lu = 0, also u € ker L. Da X abgeschlossen, gilt aber
u € X und somit u = 0, im Widerspruch zu [[u[|g2.a(q) = limg—co [[ukl/c2.a() = 1. Damit
ist (3.11) bewiesen. Sei nun f; € Bild L mit f;, — f in C%*(2). Es gibt dann u; € X mit
Luy, = fi, und mit (3.11) folgt

1 .
[ue — wlloze@) < ;ka — fillgoa(y = 0 mit &k, — oc.

Nach Satz 2.7 folgt up — w in C%%()) mit ulsgg = 0. Durch Grenziibergang ergibt sich
Lu = f, also ist das Bild von L abgeschlossen. O

4 Das Kategorieprinzip von Baire

Definition 4.1 FEine Teilmenge S eines metrischen Raums (X, d) heifst von zweiter Katego-
rie, falls S keine abzihlbare Vereinigung von Mengen ist, die nirgends dicht sind. Dabei heifst
A nirgends dicht genau wenn int A = ().

Satz 4.1 (Kategorieprinzip von Baire) ! In einem vollstindigen metrischen Raum X
gilt fiir abgeschlossene Mengen Ay, k € N, die Implikation

intUAk#@ = int Ay #0  fir ein k € N.
k=1

Offene Mengen in X sind also von zweiter Kategorie.

BEWEIS: Angenommen es ist int Ay = () fiir alle k, aber int (J;-; A # 0 enthilt eine offene
Kugel By. Wir bestimmen fiir k£ > 1 induktiv Kugeln By, = By, (zx) mit 0 < r < 150 dass

By, C Br—1\Ay.

Dies ist moglich, da By_1\ Ay offen und nichtleer ist. Nach Konstruktion gilt d(z, z;) <

fiir [ > k, also ist zj eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein z € X. Es folgt x € By, fii
alle kK > 1, also = ¢ Ay, fur alle k. Aber x € By C By, ein Widerspruch. O

1
k
r

MR.L. Baire, 1874-1932
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Lemma 4.1 Sei (X,d) wvollstindiger metrischer Raum, Y normiert und F C C°(X,Y)
punktweise gleichmdjig beschrinkt:

S(x) =sup || f(z)]| <oo  fir allex € X.
fer

Dann gibt es eine (nichtleere) offene Kugel B C X mit

sup S(z) < oo.
z€EB

BewEls: Die Mengen Ay = (\;cx{z € X : [|f(2)| < k} sind abgeschlossen. Es gilt x € Ay
genau wenn S(z) < k, also X = [Jg—; A. Nach Satz 4.1 enthélt ein Ay, eine offene Kugel B,
also gilt S(z) < k fiir alle z € B. O

Satz 4.2 (Banach-Steinhaus) '? Sei X ein Banachraum, Y normierter Raum und F C
L(X,Y) sei punktweise gleichmdfig beschrinkt:

K(z) = ;1611])__||Tx|\ < oo fir alle x € X.

Dann ist F gleichmdfig beschrdnkt, also suppcr ||T|| < oo.

BEWEIS: Nach Lemma 4.1 gibt es ein 29 € X, ¢ > 0 und C < oo mit ||[Tz| < C fir
lx — zo|| < . Fiir € X beliebig folgt

20
| Ta]| = ”"’;”HT(xo +ort) = Tan)| < 2 .

]

Also gilt || T < %. O

Eine sehr wichtige Anwendung ist die

Folgerung 4.1 Sei X ein Banachraum. Die Folge ¢, € X' konvergiere schwach gegen ¢ €
X', das heifit
or(x) = ¢(x)  fir alle x € X.

Dann ist die Folge ¢y in X' beschrinkt, also supyey ||ék| < oo.

BEWEIS: Schwache Konvergenz der ¢p bedeutet punktweise Konvergenz. Also ist fiir jedes
z € X die Folge ¢ (x) beschrinkt, und nach Satz 4.2 ist dann auch die Folge ||¢y || beschrénkt.
O

Wir werden uns mit der schwachen Konvergenz noch ausfiihrlich beschiftigen. Eine zweite
Anwendung ist

Beispiel 4.1 Sei B : Y x Y — Z eine bilineare Abbildung zwischen Banachrdumen. Ist B
in jedem Argument stetig, so ist B insgesamt stetig.

Satz 4.3 (von der offenen Abbildung) Seien X,Y Banachriume. Ist T € L(X,Y) sur-
jektiv, so ist T offen, das heifst

QC X offen = T(Q)CY offen.

12Englisch: uniform boundedness principle
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Bemerkung. Ist umgekehrt T offen, so folgt Bs(0) C T(B1(0)) bzw. Br(0) C T(B% (0), das
heiflt T ist surjektiv.

Bewels: Schritt 1 7'(B;(0)) D Bs(0) fiir ein § > 0.
Nach Voraussetzung gilt

Y = [J 7(Bw(0)).
k=1

Nach Baire, Satz 4.1, gibt es dann ein yp € Y, ¢ > 0 und k& € N mit T(B(0)) O B:(yo).
Also gibt es zu jedem 1 € B.(0) C Y eine Folge z; € By(0) mit T'(x;) — yo +n. Wihle noch
& € Br(0) mit T'(&;) — yo. Dann folgt

— i(T(a;]) —T()) = =n mit j — oo.

2k

Dies zeigt T'(B1(0)) D Bﬁ (0) =: Bs(0).

Schritt 2 B;(0) C T(B(0)) C T(B3(0)).

Es ist nur die erste Inklusion zu zeigen; sei dazu yo € Bs(0) gegeben. Setze xp = 0 und kon-
struiere xg, 1, . .. durch folgende Iteration: ist x;, schon bestimmt mit |lyo — Txx|| < 2779, so
withle &, € By—r(0) mit ||(yo — Twx) — T&|| < 275716 und setze x4 1 = x5, + & Nach Schritt
1 ist diese Wahl immer moglich. Wegen ||x341 — zx|| < 27% konvergiert die Folge x; gegen

ein z € By(0), und es folgt Ta = limy_,o Tz = yo. Es folgt nun T'(B,(xg)) D Bs (T(x0)),
3
und die Offenheit von T ist bewiesen. O

Der néchste Satz garantiert die Stetigkeit der inversen Abbildung. Dies ist eine wichtige
Eigenschaft, insofern liefert der Satz ein gutes Resultat. Am Beispiel des Dirichletproblems
sehen wir allerdings, dass die vorausgesetzte Bijektivitat schwer zu zeigen ist; es werden dazu
a priori Abschétzungen benétigt, aus denen die Stetigkeit der Inversen dann sowieso folgt.

Satz 4.4 (Satz von der inversen Abbildung) Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y) bijektiv. Dann ist T invertierbar, das heifst T~ ist stetig.

BEWEIS: Mit Satz 4.3 gilt Bs(0) C T(B1(0)) fiir ein § > 0, also T~!(Bs(0)) € B1(0) oder
T-1(B1(0)) C B1(0), das heift |77 < % O

Beispiel 4.2 Seien || - ||; und || - ||2 vollstdndige Normen auf dem Vektorraum X. Dann gilt

sup ||zl]l2 <0 = sup ||z]|1 < oo.
[lz][1<1 [lz[l2<1

Betrachte dazu Id : (X, ]| - ||1) = (X, || - ||2) und wende Satz 4.4 an.

Satz 4.5 (vom abgeschlossenen Graphen) Scien X,Y Banachriume und T : X — Y
sei linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Der Unterraum Gp = {(z,Tx):x € X} C X @Y ist abgeschlossen.

(2) T ist stetig.
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BEWEISs: Ist T stetig und (zg, Tzx) — (2,y), so folgt y = limg_,oo Txy = Tx. Sei umgekehrt
G abgeschlossen, also Banachraum mit der induzierten Norm auf X & Y. Die Projektion
Px : Gr — X ist stetig und bijektiv. Nach Satz 4.4 ist dann auch P);l : X — G stetig, und
somit auch T = PyP)}1 X =Y. O

Satz 4.6 (von der direkten Summe) Der Banachraum Z sei algebraische direkte Summe
der Unterrdume X und Y. Sind X,Y abgeschlossene Unterrdume, so ist

T: XY = Z, T(x,y) =x+vy,
stetig invertierbar, und die Projektionen Py : X =Y, Py : X — Z sind stetig.

BEwEIS: X, Y sind Banachrdume mit der induzierten Norm, also ist auch X @Y Banachraum.
T ist nach Voraussetzung bijektiv und es gilt

1T (z, y)llz = [l +yllz < 2max([lz]x, [lylly) = 2[[(y, )| xez-

Nach Satz 4.4 ist dann auch 77! : Z =+ X @Y stetig. O

5 Hilbertraumtheorie

Definition 5.1 Ein Skalarproduktraum (X, (-,-)) dber R heifit Hilbertraum, wenn er
beziiglich der Norm ||z|| = +/(z, x) vollstindig ist.

Beispiel: ist pu duBeres Mafl auf X, so ist L?(u) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f,9) 2w) = /X fgdu

Weiter unten werden wir als weiteres Beispiel den Sobolevraum W12(Q2) kennen lernen. Es
spielen auch Hilbertrdume iiber C eine Rolle, zum Beispiel in der Quantenmechanik. Die
Unterschiede zum reellen Fall sind aber nicht so grofl, soweit es unsere Analysis betrifft, aus
Zeitgriinden bleiben wir deshalb im Reellen.

Satz 5.1 (Darstellungssatz von Riesz) Sei X ein Hilbertraum tiber R. Dann gibt es zu
jedem ¢ € X' genau ein vog € X mit der Darstellungseigenschaft

(5.12) ¢(z) = (x,x0)  fiir alle z € X.

Es gilt ||zo|| = ||@||, also ist die Abbildung R : X — X', Rao(x) = (z,x¢), eine Isometrie.

Zusatz. x ist die eindeutige Minimalstelle des Funktionals Qg(z) = 3||z[|* — ().
BEWEIS: Wir zeigen folgende Aussagen:

(a) Eine Minimalstelle 2y von Qg ist Losung von (5.12).

(b) Es gibt eine Minimalstelle 2y von Q4.

(c) Fiir eine Losung xo von (5.12) gilt ||zo|| = ||¢]|-
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Zu (a): Ist zp Minimalstelle von @, so folgt

Zu (b): Q¢ ist nach unten beschrénkt, genauer gilt

1 1 1 1
Qo(@) = Slal> = 9l Izl = 5(ll2ll = l61)? = 561> = —5 161>

Es folgt A := infyex Qp(z) > —3||¢||> > —occ. Sei nun x4, € X eine Minimalfolge, dann gilt

1 1
e —zl® = llzel® + ll* = 5l + 2]l

= 2Qq (1) +2Qp(x1) — 4Qy(

< 2Qp(xk) +2Q¢(w) — 4A
< ¢ fiir k,! hinreichend gro8.

T + X
)

Somit existiert g = limy_,oc 2. Da Qg stetig ist, folgt Qy(r0) = limp_00 Qp(xr) = A
Zu (c): einerseits gilt mit Cauchy-Schwarz

ol = sup ¢(z) = sup {x,z0) < [lzoll;
el <1 el <1

andererseits folgt durch Testen mit xg
[z0]|* = (0, z0) = d(w0) < [|4]| [lzo]-

Insbesondere folgt aus ¢ = 0 auch xzg = 0, dies impliziert die Eindeutigkeit. O

Folgerung 5.1 FEin Hilbertraum X ist reflexiv, das heifit die Abbildung Jx : X — X",
JIx(z)(p) = ¢(x), ist surjektiv (sogar eine Isometrie).

BewEis: Nach Satz 5.1 ist [|¢|| = sup), <1 #(z) die Norm des Skalarprodukts

(. ) x = (R &, Ry ¥)x,

insbesondere ist X’ ebenfalls Hilbertraum. Es gilt nun Jx = Rxs o Ry, denn

Rx'(Rxz)(9) = (Rxz,¢)x = (RyRxz, Ry'd)x = (v, Rx'¢)x
= Rx(RY'0)(z) = ¢(z) = Jxz().

Die Behauptung folgt nun aus Satz 5.1. O

Definition 5.2 Sei X Hilbertraum. Das orthogonale Komplement einer Menge M C X st
M+ = {zeX:(x,y)=0 firalley € M}.

M+ ist stets abgeschlossener Unterraum von X.
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Folgerung 5.2 (Projektionssatz) Ist Y ein abgeschlossener Umterraum des Hilbertraums
X, s0qgilt X=Y®Y™t.

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist Y mit dem induzierten Skalarprodukt selbst ein Hilber-
traum. Fiir z € X betrachte ¢ € Y’, ¢(y) = (x,y). Nach Satz 5.1 gibt es ein yp € Y mit

o(y) = (yo.y) & (r—yo,y)=0 fiiralleyeY.
Alsoist z =yo+ (r —yo) €Y @Y. O

Bemerkungen:
a) Sei yp wie im Beweis von Folgerung 5.2. Dann haben wir fiir jedes y € Y die Gleichung

lz = ylI* = llz = yo +yo = ylI* = llz — yol* + lyo — ylI*.
das heiflt yg ist der eindeutige néchste Punkt zu x in Y. Wéhlen wir hier y = 0, so folgt
llyoll < ||x]|, also hat die Projektion auf Y die Norm Eins (aufler wenn Y = {0}).

b) Ist Y nicht abgeschlossen, so gilt der Projektionssatz nicht, denn aus X = Y @ Y+ folgt
Y = (Y1)L. Ein Beispiel ist Y = C°(Q) € L*(Q) = X, in diesem Fall ist Y+ = {0} nach
dem Fundamentallemma der Variationsrechnung.

¢) Sei X Banachraum und ¢ € X', ¢ # 0. Ist g € X mit ¢(zg) # 0, so gilt die
direkte Summe X = ker ¢ ® Rz, denn jedes z € X hat die Zerlegung

r=x—Axg+Arg mit A = o(x)/d(x0).
Ist X Hilbertraum, so wihle zg € X wie in Satz 5.1. Es folgt dann

¢(.’L‘0) = <I’0, .’L'()> ?é 0 da (b 7£ Oa
(y,x0) = o¢(y) =0 fiir alle y € ker ¢.

Die Summe X = ker ¢ & Rz ist dann zusétzlich orthogonal.

Folgerung 5.3 (Hilbertraumadjungierte) Seien X,Y Hilbertriume tiber R. Dann gibt
es zu jedem T € L(X,Y) genau ein T* € L(Y, X) mit

(Tx,y) = (x, T"y) firalexe X,y€eY.
Es gilt ||T*|| = [IT]-

BEWEIS: Setze ¢y(z) = (Tx,y). Es gilt |¢y(x)| < ||T||||lyll||z]|, insbesondere ¢, € X'. Bezeich-
ne mit 7*(y) € X das eindeutige Element mit

(Tx,y) = ¢y(x) = (x, T*(y)) fir alle z € X.
Da ¢y linear von y abhéngt, ist auch 7" : ¥ — X linear, und mit Cauchy-Schwarz gilt

IT*]| = sup [T*y]| = sup sup (z,T"y) <|T].
lli<t lyll<t lf<1

Nun ist (T%)* =T, also gilt || T™|| = ||T|- O
Im zweiten Teil des Kapitels geht es um die Anwendung der Hilbertraum-Theorie auf el-
liptische Randwertprobleme. Bei der Methode spielt der Begriff der verallgemeinerten oder
schwachen Ableitung eine zentrale Rolle.

31



Definition 5.3 (schwache Ableitung) Sei Q C R" offen und u € L. (Q). Eine Funktion

loc

g € L}, () heift schwache Ableitung von u(z) nach der Variablen x;, falls gilt:

/ ud;p = —/ gy fir alle p € C°(Q).
Q Q
Notation: d;u = g schwach.

Wir machen zwei Bemerkungen:

(1) PEindeutigkeit: Die schwache Ableitung ist eindeutig bestimmt, falls existent. Denn ist
die Definition fiir g; und gy erfiillt, so folgt

/(gl —g2)p = —/ ud;p +/ udip =0 fiir alle p € CZ°(Q).
Q Q Q

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt g1 = go. Ist u € C*(Q), so
ist w auch schwach differenzierbar, die schwachen Ableitungen 0;u sind die klassischen
Ableitungen.

(2) Linearitit: Sind u,v € L}, () schwach nach z; differenzierbar, so auch au + Bv fiir
a, f € R; und zwar gilt 9;(au+ fv) = adiu+ B0;v. Denn wir berechnen fiir ¢ € C°(Q2)

/ﬂ(au—i—ﬁv)&gp = a/gu@iap—l—ﬁ/ﬂvaigo

— —a/gz(aiu)tp—ﬁ/g<aiv)ﬁp
- /Q (adiu + BOv)p.

Beispiel 5.1 Wir geben ein Beispiel einer schwach, aber nicht klassisch differenzierbaren
Funktion, und zwar betrachten wir fiir a € R

|x|®  fiir x # 0,

e L} (R"), =
" toc(R"), ul) {0 fir x = 0.

Fiir welche o € R hat u(x) schwache Ableitungen auf R™? Auf R™\{0} ist u(x) glatt, die
schwache Ableitung muss dort die klassische sein:
diu(x) = a]:n|o‘_1’$—i| =:gi(z) firz#0.
x
Damit ist die schwache Ableitung schon fast iiberall bestimmt. Fiir « > 1 — n sind die g;
auf R™ lokal integrierbar. Wir vermuten daher, dass u(z) genau fiir « > 1 — n schwach

differenzierbar ist auf R™. Sei dazu ¢ € C2°(R"™), wir berechnen

/ udyp = lim (0i(up) — (Oju)p)
n N0 JRn\ B, (0)
= lim —/ up(e;, v du—/ gi¥
g\0< dB,(0) < > R™\B,(0) )
<Cgr—ito

Also gilt tatsdchlich d;u = g; schwach fiir o > 1 — n.
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Definition 5.4 (Sobolevriaume) Sei 2 C R"™ offen und 1 < p < co. Wir definieren
WP(Q) = {u € LP(Q) : Ou € LP(Q) firi=1,...,n},

mit der zugehérigen WP-Norm
[ullwre@) = lullze@ +ZH3 ull Lo (o)

Analog werden auch die lokalen Sobolevraume VVllof (Q) erklért.

Satz 5.2 WP(Q) ist ein Banachraum.

BEWEIS: Ist uy eine Cauchyfolge in W1P(€), so sind uy sowie djup Cauchyfolgen in LP((2).
Nach Fischer-Riesz gilt dann uy, — u, d;up, — ¢; in LP(2). Fiir ¢ € C°(Q) folgt

/u@iap: lim /ukaicp:— lim (@-uk)go:/gi(p.
Q k—oco JO k—oo Jq Q

Also gilt d;u = g; schwach, v € WHP(Q) und up — u in WHP(Q). O
Es ist eine wichtige Tatsache, dass Sobolevfunktionen im Fall p < oo durch glatte Funktionen
approximiert werden kénnen. Wir erinnern kurz an das Verfahren der Glittung. Fixiere einen
Glattungskern n € C°(B1(0)), n > 0, mit [ n(z)dz = 1. Reskaliere mit n?(z) = o "n(%),
und definiere fiir u € LP(Q)

n

(n°*xu)(x) = /n n°(x — y)u(y) dy = / n(z)u(z — pz)dz fiir x € Q.

Fir x € Q, = {x € Q : dist (z,0Q) > p} ist das Faltungsintegral definiert, denn z — gz € Q
fiir 2] < 1. Ist u € CY(Q), so konvergiert n? * u lokal gleichmiifig gegen u in Q. Fiir p < oo

koénnen Funktionen u € Lf +c(£2) durch stetige Funktionen lokal in LP approximiert werden,

daraus folgt n? % u lokal (i.e. auf kompakten Teilmengen von ) in LP.

Lemma 5.1 (Glittung von Sobolevfunktionen) Fiir u € W1P(Q) gilt:
(1) 0i(n? *u) = n? « Oju auf Q, (links steht die klassische Ableitung).
(2) Fiir p < oo gilt ny x u — u lokal auf Q in WP,
BEWEIS: (2) folgt aus (1) wegen der Lj -Konvergenz, siche oben. Fiir (1) berechne

di(n® *xu)(z) = / (81 n(z — y))%(y) dy

-Gy

51 (@ = y))ﬂ(y) dy

- / n8(z — y)Buly) dy
= (12 ) (@),
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Lemma 5.2 (Lokalisierung von Sobolevfunktionen) Seien v € WP(Q) und n €
CH(). Dann ist un € WHP(Q) und es gilt die Produktregel

9i(un) = (Oyu)n + u(0im).

Bewers: Wir berechnen fiir ¢ € C°(Q)

[ unvie= [ uvitne) = [ wame =~ [ [@uyn-+ @]

Hier wurde benutzt, dass die schwache Ableitung d;u auch mit C!(Q)-Funktionen getestet
werden kann, in diesem Fall mit ny. Das folgt durch Approximation mit CZ°-Funktionen
durch Glattung. O

Satz 5.3 (Meyers-Serrin) Sei Q C R" offen und beschrinkt, und 1 < p < co. Dann ist
der Raum {u € C*°(Q) : |lul[y1.pq) < o0} dicht in Whr(Q).

BEWEISs: Betrachte fiir k& € N die offenen Mengen Uy = {z € Q : l%&—l < dist (z,09Q) < 251}
Es gilt Uy cC Q und die Uy, bilden eine lokal-endliche Uberdeckung, da dist (U, 98) > 0
fir U cC Q. Sei ¢, € C°(Uy) eine untergeordnete Teilung der Eins, also 0 < ¢f < 1 und

Y re ek =1auf Q. Zu e > 0 gibt es dann gf = gx(e) > 0, so dass fiir u, = n% * (pru) gilt:
lur — prullwir) < 27%§  und  spt u, C Vi

Fiir v =322 ug folgt [[v — ullwise) < 3202 lue — xwullwio@) < 6. O

Bezeichne mit H'?(Q) die Vervollstindigung des Raums {u € C®(Q) : [lully1r@q) < oo}
beziiglich der WP(Q)-Norm. Jedes Element von H?(Q) ist durch eine W'P-Cauchyfolge
von glatten Funktionen reprisentiert, siehe Satz 1.1. Zwei Cauchyfolgen sind dquivalent,
wenn ihre Differenz eine W1 (Q)-Nullfolge ist. Da WP (Q2) vollstiindig ist, erhalten wir eine
isometrische Einbettung

Hl’p(Q) — Wl’p(Q), [(uk)keN] — Wl’p— limkﬁoouk.

Nach Satz 5.3 ist diese Einbettung sogar surjektiv, also sind H'?(Q) und WHP(Q) isome-
trisch isomorph. Wir hétten die Sobolevraume fiir p < co somit direkt als Vervollstindigung
einfithren kénnen. Der Umgang mit Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen wire aber enorm
unpraktisch. Bei der Definition der reellen Zahlen kann das vermieden werden, weil eine
axiomatische Beschreibung vorliegt; auf diese stiitzt sich die Analysis-Grundvorlesung. Hier
ist es wichtig, die punktweisen Reprisentanten zur Verfiigung zu haben. Im {ibrigen ist die
schwache Ableitung ein zentraler Begriff in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Wir kommen jetzt zum Randwertproblem auf einer beschrinkten offenen Menge 2 C R".
Es ist nicht klar, ob und wie Randwerte einer Funktion u € WYP(Q) definiert werden
kénnen. Denn der Rand ist eine Nullmenge, jedenfalls wenn Q ein C!-Gebiet ist, und
Sobolevfunktionen sind nur fast iiberall Aquivalenzklassen. Fiir die allgemeine Definition von
Randwerten verweisen wir auf H'W. Alt [?]. Die folgende Definition beschreibt Funktionen
mit verallgemeinerten Randwerten Null.
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Definition 5.5 Sei 2 C R" offen und beschrinkt, und 1 < p < oco. Wir bezeichnen mit
W, P() den Abschluss von C°() in WP().

Sei u € Wol’p(Q), und uy, € CX(Q) mit up — u in WIP(Q). Dann gibt es bei Testen mit
¢ € CH(R") keinen Randterm:

/u@-(p: lim /uk&go:— lim/@-ump:—/@iugp.
Q k—oo J k—oo J Q

Wir kommen nun zur Formulierung des Randwertproblems. Betrachte fiir gegebene Koeffizi-
enten a” € C1(Q), 1 < 4,5 < n, den Differentialoperator

(5.13) L:C*Q) —Cc°Q), Lu=— Za (a“du).

3,j=1

Im Spezialfall ¥/ = §;; ist L = —A der (negative) Laplaceoperator. Sei f € CY(Q) gegeben.
Wir interessieren uns fiir eine Losung u des Dirichletproblems

(5.14) Lu= fin Q, =0 auf 0Q.

Wir suchen eine Formulierung des Problems, die mit Hilbertraumtheorie gelost werden kann.
Multiplikation der Differentialgleichung mit einer Testfunktion ¢ € C2°(Q2) und partielle
Integration liefert

/Za”@uajcp /fcp fir alle p € C°(Q).
2,j=1

Diese Gleichung ist schon sinnvoll, wenn die d;u schwache Ableitungen in L?(Q) sind. Um
die Nullrandwerte zu realisieren, wihlen wir den Raum VVO1 ’Q(Q) und erhalten den schwach
definierten Operator

(5.15) L WQ) - Wiy, /Zaﬂauaﬂ;
t,j=1

Die rechte Seite der Differentialgleichung ergibt das Funktional

6 € W@, oxle) = [ fo
Insgesamt folgt die schwache Formulierung des Randwertproblems
(5.16) Lu=¢; fiir ue W, ().

Umgekehrt folgt fiir u € C?(2) aus der schwachen Formulierung die klassische Version. Denn
die partielle Integration kann riickgéngig gemacht werden, das Fundamentallemma der Va-
riationsrechnung impliziert dann Lu = f. Auflerdem gilt nach Gauf

/m wples, v dp = /Qai(u@ 0.

Mit einer Variante des Fundamentallemmas folgt © = 0 auf 0f). Zusammengefasst ist die
schwache Version fiir regulédre Funktionen dquivalent zur klassischen Version, aber sie ist im
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Hilbertraumkontext formuliert.

Eine Losung der schwachen Gleichung ist nur eine Funktion u € VVO1 2(Q). Um zu zei-
gen, dass auch das klassische Problem gelost wird, muss die Regularitit von u(z) im Inneren
und am Rand von ) bewiesen werden. Das ist ein nichttrivialer Schritt, der in den partiellen
Differentialgleichungen behandelt wird. Wir beschrinken uns hier auf die schwache Losung.

Als erstes stellen wir fest, dass der schwache Operator L definiert und stetig ist, und
zwar gilt mit einer geeigneten Konstanten M < oo

(5.17) Lu()] < M| Dull 2oyl Dl 2y < Ml 2y el 2
Mit a = (") kann M = || |a| || = (o) gewiihlt werden, denn nach Cauchy-Schwarz gilt

( zn: aijaiuajcpf - (zn:aiu Zn:aijajgof

i,j=1 i=1 j=1

< |Dul? Z Zawajcp
i=1
< |Dul?|Dg|? ZZ(G”)Q

i=1 j=1
Auch das lineare Funktional ¢ ist definiert und stetig fiir f € L?(), und zwar gilt

(5.18) or(e) < 2 llell L2 @)-

Um zu einem losbaren Problem zu kommen, miissen die Koeffizienten ¥/ eine wesentliche
Strukturbedingung erfiillen.

Definition 5.6 (Elliptizitét) Der Operator Lu = — 370", 9;(a Y0;u) heit elliptisch mit
Konstante X > 0, wenn fir fast alle x € Q gilt:

n

(5.19) > a(@)&g = MEP® fiir alle & € R™

ij=1

Zum Beispiel ist der Operator Lu = 0?u — d2u fiir u = u(x,t) nicht elliptisch. Eine Losung
von Lu = 0 modelliert die Amplitude einer eindimensionalen Welle, als Funktion des Orts x
und der Zeit t. Man kann {iberlegen, dass das Dirichletproblem fiir die Wellengleichung nicht
immer 16sbar ist.

Satz 5.4 (Poincaré-Ungleichung) Sei Q C R™ offen und beschrinkt, und d = diam (2).
Firl<p< oo gilt

lull oy < d||Dull oy fiir alle u € WP (S).

BEwEIs: Wir kénnen v € C°(R") annehmen mit spt u C {z € R" : 0 < z,, < d}. Fir
r=(2',2,) € R"! x [0,d] folgt mit der Holderschen Ungleichung

lu(z, z,) P —’/ auxzdz<dp1/‘
8azn
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Es folgt

d
| owapra = [ [ pds,a
p—1
v / / \axn
_gp

/ ) |Du(x) P da.

IN

x ,2) dz dxy, da’

:L" ) dzdm

IN

Satz 5.5 (Losung des Dirichletproblems) Sei Q C R™ offen und beschrinkt, und

L: W01’2(Q) — Wol’Q(Q)’, Lu(p) = A(u,p)  mit A(u, ) / Z a' 0;ud; .
i,j=1

Dabei sei a € L>®(Q,R™™) symmetrisch und elliptisch mit Konstante X > 0. Dann ist L
beschrdankt invertierbar, und es gilt die Abschdtzung

(5.20) 1LY <

2(d* +1
()\H wobei d = diam ().

Zusatz. Die schwache Losung von Lu = ¢ ist die eindeutige Minimalstelle des Funktionals

Qo s Wy () = R, Qu(u) = 3A(u,u) — 6(u).
BEWEIS: Aus der Elliptizitdt und mit (5.17) folgt

M Dull2iq) < Alu,u) < M| Dull?2q).

Nun ist [Jul[Z2 < 2(||lullF2 + [|[Dull72) < 2(d* 4 1)||Dul3, nach Satz 5.4, also
2 2 :
MHUHWL?(Q) < A(u,u) < MHU”WL?(Q) mit p = m
Damit ist A(u,u) ein Skalarprodukt auf Wol’Q(Q) mit dquivalenter Norm |lul[4 = A(u,u)2.
Nach Riesz, Satz 5.1, gibt es zu ¢ € W&’Q(Q)’ genau ein u € Wol’z(Q) mit

A(u, ) = ¢(p) furalle p € W01’2(Q).

u ist eindeutige Losung von Lu = ¢, und es gilt die Abschitzung
9 1 1 1
[ullfyr20) < ;LU(U) = ;¢(U) < ;H¢HW1’2(Q)’ [ullw2)-

2
Dies zeigt ||L7Y| < = M. O
“w
Um auch den Fall zu behandeln, wenn die Koeffizientenmatrix nicht symmetrisch ist, brauchen
wir eine geringfiigige Verallgemeinerung des Satzes von Riesz, den Satz von Lax und Milgram.
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Lemma 5.3 (Darstellung von Bilinearformen) Sei X Hilbertraum, und B : X x X — R
set stetige Bilinearform auf X, das heif§t

1Bl = sup [B(u,v)| < oo.
. floll<1

Dann gibt es genau ein T =Tp € L(X, X) mit
B(u,v) = (u,Tv)  fir alle u,v € X.
Es gilt ||| = || B|-

BeweEls: Die Eindeutigkeit von T ist klar. Fiir die Existenz betrachte, fiir v € X fest, das
Funktional B(-,v). Erhalte mit Satz 5.1 eine wohldefinierte Abbildung 7': X — X mit

B(u,v) = (u,T(v)) fir alle u,v € X.
Man sieht leicht, dass T linear ist. Mit u = T'v fiir |jv|| < 1 folgt
ITv||* = B(Tw,v) < || BI||T0]|,

also ||T'|| < ||B||. Die Ungleichung ||B|| < ||T'|| ist offensichtlich. O

Satz 5.6 (Lax-Milgram) Sei B : X x X — R Bilinearform auf dem Hilbertraum X mit
folgenden FEigenschaften.

(1) B ist stetig: es gibt ein M < oo mit |B(u,v)| < M|ull||v]| fir alle u,v € X.
(2) B ist koerziv: es gibt ein p > 0 mit B(u,u) > pllu||? fir alle u € X.

Dann ist der Operator L : X — X', (Lu)(v) = B(u,v), invertierbar, und es gilt

1
5.21 LY <=
( ) | | u

Ist B symmetrische Bilinearform, so ist die Losung von Lu = ¢ die eindeutige Minimalstelle
des Funktionals Q4(v) = $B(v,v) — ¢(v).

BEWEIS: Durch Testen mit u folgt aus der Koerzivitét
pllul® < B(u,u) = Lu(u) < || Lul [[ul,

das heifit ||ul| < iHLuH Insbesondere ist L injektiv. Sobald zusétzlich die Surjektivitdt von
L bewiesen ist, folgt auBerdem die Abschétzung (5.21).

Ist B symmetrische Bilinearform, so ist B(-,-) ein Skalarprodukt auf dem Hilbertraum X
mit dquivalenter Norm, genauer gilt

Vellull < lullp = v B(u,u) < VM|u|| fiir alle uw € X.

Die Surjektivitat von L folgt dann direkt aus Satz 5.1. Im Fall B nicht symmetrisch wéhle
T € L(X, X) mit B(u,v) = (u, Tv), siche Lemma 5.3. Es gilt dann

pllull < Blu,w) = (u, Tu) < |Jul [ Tu],
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also ||Tu|| > p|lul|. Betrachte nun die Bilinearform A(u,v) = (Tu, Tv). Es gilt ||A| < ||T||? =
| B||? nach Lemma 5.3, sowie

Alu,u) = ||[Tul|? > p?||lul|®  fiir alle u € X.
Wie gezeigt ist K : X — X', (Ku)(v) = A(u,v), beschrinkt invertierbar. Aber
(Ku)(v) = A(u,v) = (Tu, Tv) = B(Tu,v) = L(Tu)(v).
Dies zeigt LT = K, also ist auch L surjektiv. O

Wir erhalten insgesamt folgenden Existenzsatz.

Satz 5.7 (Losung des Dirichletproblems) Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, und

L: WOI’Q(Q) — WUI’2(Q)’, Lu(v) = B(u,v) mit B(u,v) / Z a 9udjv.
i,j=1

Dabei sei a € L2, R™™) elliptisch mit X > 0. Dann ist L beschrdankt invertierbar, und

d2
< &5

wobei d = diam ().
Zusatz. Die Lésung von Lu = ¢ ist die eindeutige Minimalstelle u € W01’2(Q) des Funktionals
Qg(u) = %B(u, u) — o(u).

BEWEIS: B(u,v) stetig und koerziv mit Konstante yu = 5 d2 ) die Behauptung folgt somit
aus Satz 5.6. [

6 Die Dualrdume der LP-Raume

In diesem Abschnitt bezeichnet p stets ein dufleres Mafl auf der Menge X. Fiir py-messbare
Funktionen u : X — R haben wir dann
1

(6.22) ull Lo () = (fX |u()[P dp )) fir 1 <p < oo,
inf{s >0:u({f>s}) =0} firp=oc.

Sei N/ der Raum aller Funktionen u : X — R mit u({f # 0}) = 0. Die LP-Réume sind
(6.23) LP(p) = {u p-messbar : [Jul|rp(,) < oo}/N.

Da sich dquivalente Funktionen nur auf einer Nullmenge unterscheiden, ist ||u| z»(,) auf dem
Quotienten wohldefiniert, und ist eine Norm nach der Ungleichung von Minkowski. In Analysis
IIT wird gezeigt:

Satz 6.1 (Fischer-Riesz) Fir 1 <p < oo ist LP(uu) mit Norm || 1»(,) ein Banachraum.

Lemma 6.1 Seil < p < oo und p sei ein dufleres Maf$ auf X, o-endlich im Fallp = 1. Fir
1< g < o0 mit % + % =1 ist dann die Abbildung

(6.24) T 1) = D) (o)) = [ wodp,

eine isometrische Injektion.

39



Bemerkung. L*(u) ist Hilbertraum, und I ist die Rieszabbildung R aus Kapitel 5.

BewEIs: Nach der Holderschen Ungleichung gilt

)] = | [ wwdu] < g ol
also I,v € LP(p)' mit Norm [ Iv| < [[v||£a(,)- Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen.

Fall 1: 1 < p < 0.
Wir setzen S9(u) = {u € LY (p) : ||ul|pe(u) = 1} und betrachten die Abbildung

(6.25) T, + S9(1) = SP(), Ty(v) = sign (v)]o]? "

Sei v € S9(u) gegeben. Fiir p < oo ist (¢ — 1)p = ¢, und mit u = Tj;(v) folgt

(6.26) ol = ([ TP an)” = ( [ o) =1.

Fiir p = oo ist Tj;(v) = sign (v), also ebenfalls

(6.27) [l oy = [l sign (V)| ooy = 1.

Aber nun liefert Testen mit v = T,(v)

() = [ sign @[l vd = [ foitdn = 1= ulrg
X X
also [[Igv|| > 1 = ||v]|a(y) und insgesamt [|I,v]| = ||[v]| La(y)-

Fall 2: p=1

Nach Voraussetzung ist X = (J;2; Ej mit E; p-messbar, By C Ep C ... und p(Ej) < oo.
Sei v € L°(u) mit [[v|pe(y = 1 gegeben. Wir betrachten fiir ¢ < 1 die Mengen
Ejo={z € E;j :v(z) > 0}, also {v > 0} =32, Ejp. Es folgt

0.< ul{v>0}) = lim (Esp).

Berechne nun fiir u = xg, ,

Iov(u) = /X XE; oV dpt = /E vdp > 0u(Eje) = 0||ull 11y

3,0

Mit 6 7 1 sehen wir [|Ioov]] > 1 = [|v]| foo(py, also [[Tov]| = [[V]| foo (- O

K)o
Satz 6.2 (LP-L%-Dualitét) Sei p ein dufleres Mafi auf X und 1 < p < co. Im Fall p =1
set zusdtzlich p o-endlich. Mit ]% + % =1 ist die Abbildung

I L90) = D), Lyo(a) = [ wvd,
X

surjektiv, also eine Isometrie.
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Zu jedem ¢ € LP(u)" gibt es also genau ein v € LI(u) mit

o(u) = / wodp  fiir alle u € LP ().
X

BEWEIS: Wir nehmen zuerst 1 < p < oo an. Sei ¢ € LP(u)" gegeben, ohne Einschrinkung
16l] = supyesp(u) d(u) = 1.

Schritt 1. Ist ug € SP(u) mit ¢p(uo) = 1, so gilt I,(T,(uo)) = ¢, also ist vo = Tp,(ug) Lisung
des Darstellungsproblems.

Wir berechnen die notwendige Bedingung im Maximum wug. Fir uw € LP(u) beliebig
und |t| < 1 gilt nach Kettenregel

Ou + tulP = psign (ug + tu)|ug + tu[P" u, also |8lug + tulP| < p(Juo| + |u|)? € L' (1).

Also ergibt sich durch Differentiation unter dem Integral

d . -
il tullsglico = [ sien (oluol? ™ udp = [ T, whu = 1))

Aus der Maximaleigenschaft von ug folgt nun

0:d¢< ug + tu

70 (o o = 60 = 1T, ) ).

Damit ist Schritt 1 gezeigt.
Schritt 2. Es gibt ein ug € SP(p) mit ¢p(ug) = 1.

Wir zeigen, dass jede Maximalfolge eine Cauchyfolge ist; daraus folgt, dass es genau
eine Maximalstelle gibt. Wir verwenden dazu folgenden Begriff:

Definition 6.1 FEin normierter Vektorraum heifst gleichmdfig konvexr, wenn es zu jedem
€ >0 ein d > 0 gibt, so dass folgende Implikation gilt:

Uy +U2H

(6.28) lurll = lluzll = 1, | 5

>1-6 = Ju—wl<e

Wir zeigen unten, dass die LP-Réume fiir 1 < p < oo gleichméssig konvex sind, und wenden
das hier an. Zu € > 0 sei § > 0 wie in Definition 6.1 gewahlt. Fiir die Maximalfolge uy, gilt

Huk—i-ul)

uk—i-ul)
2

1
—) = §(¢(Uk) + ¢(w)) >1—6  fiir k,{ hinreichend grof,

L (p) = ¢<
und damit |lug — | zp(,) < €. Das zeigt Schritt 2, und damit den Satz fiir p > 1.
Schritt 3. Fiir u o-endlich ist Io : L°(u) — L*(p)" surjektiv.

Sei ¢ € L'(p). Fiir E C X p-messbar, u(E) < oo und 1 < p < oo betrachte

Gp : LP(p) = R, ¢p(u) = ¢(xpu).
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Mit %4— % = 1 gilt nach Hélder |[xgullr1(,) < ,u(E)l/qHuHLp( also

B

6ol < NIl ()1

Wie bewiesen gibt es genau ein v, € L?(p) mit
Ivp(u) = ¢p(u) = ¢p(xpu) fir alle u € LP(u).
Daraus folgt fiir alle u € LP(u)
Iq(XX\EUp)(U) = Iq”p(XX\EU) = ¢(XEXX\EU) =0.

Wegen I, injektiv ist v, = 0 p-fast-iiberall auf X\ E. Sei nun 1 < p’ < p, also ¢ < ¢’ < oc.
Dann gilt v,y € L9(p) wegen vy = 0 auf X\ E und p(E) < oo. Wir berechnen fiir v € LP(u),
also xgpu € L¥ (1),

Ty (u) = /X XEWy dp = Igvy (xpu) = ¢(xExEY) = d(xEU) = [vp(u).

Aus I; injektiv folgt v,y = v, =: v fast {iberall, und nach Lemma 6.1

=

0l oy = lvprll oy = Nl | < N0l w(E)7 — o]l mit p \, 1.

Dies zeigt |[v]| o) < ||l Setze nun fiir u € L'(p) und k € N
k falls u(x)
ug(z) =< —k falls u(z)

u(xz)  sonst.

>k,
g_

k,

Dannn ist xgug € LP(p) und und ypugp — xpw in L(p). Es folgt

/ uv dp = / XEuvdp = lim / xpukvdp = lim ¢(xpuk) = d(xrpu).
X X k—oo Jx k—o0

Schliefllich sei X = ;o Ef mit p-messbaren Ej, u(Ey) < oo und Ey C Ey C .... Seien
v € L (1) wie oben konstruiert, dann folgt fiir v € L'(p) und k < k’

o)1) = [ v diu = 9l xee) = (e, = Tnon(w).
Wieder wegen Eindeutigkeit ist vy = vy auf Ey fast iiberall. Es gibt daher v € L>°(u1) so dass
XE,v = vy fast iiberall, genauer gilt ||v[| o0 (,) < [|¢[|. Dieses v hat die Darstellungseigenschaft,

denn fiir alle u € L*(u) folgt

Tov(u) = Jim Iv(xg,u) = Jim Iovp(XEu) = Jim d(xE,u) = ¢(u).

Wir zeigen nun

Satz 6.3 Fir 1l < p < oo ist LP(u) gleichmafig konvex.
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BewEis: Wir zeigen fiir alle u,v € LP(u) folgende Ungleichungen, mit [lul, = ||u||zr(,) und
einer Konstante ¢ = ¢(p) > 0:

1 u+wv |lu— |} fiir p > 2,
(6.29) S (llulp + lvll) — |l \VZC{ ?

2 ([l + l[ollp)P 2w =]} fiir 1 <p <2.

Daraus folgt leicht die Behauptung des Satzes. Der Beweis von (6.29) beruht auf der Konve-
xitét der Funktion f(u) = |ulP, genauer behaupten wir fiir |u| + [v| > 0 mit ¢ = ¢(p) > 0

1 U+ v u—vP fiir p > 2,
(6.30) §WP+MW—\VZC{| | b=

2 (Ju| + [])P2lu —v]?  fiir 1 <p<2.

Im Fall p > 2 folgt (6.29) direkt aus (6.30), indem wir u = u(z), v = v(x) einsetzen und
integrieren. Im Fall 1 < p < 2 folgt aus der Holderschen Ungleichung, mit Exponenten
2/(2 —p) bzw. 2/p, und aus (6.30) mit X = {z € X : |u(z)| + |v(z)| > 0}

2

lu—v|2 = ([;um+hm%2mqm+hwﬁpmm—wmm)p
2-p
< ([ ulstobzan) ™ ([ ul+ 1o of d)
X+ X+
2—p 1 u+v
< @) (luly + Ivl,) /X (5l + o) = =5 ") du.

Im letzten Schritt wurde die Minkowski-Ungleichung in L”(x) und (6.30) benutzt. Insgesamt
bleibt nun (6.30) zu zeigen. Durch Vertauschen von u,v und Skalierung kénnen wir dazu
annehmen, dass u = 1 und v € [—1, 1]. Betrachte also die Funktionen

o) = S+l ~ (F3O),
( ) _ (1_1))1) fiir p > 2,
T L@ e -v? fri<p<a

Wir berechnen ¢'(v) = §<sign (v)|o|P~t — (1—27’)]9_1) < 0 fir v < 1, also

p(p—1)

c(1)=0'(1)=0 und o"(1)= .

> 0.
Weiter ist 0 < 7(v) < max(2P,4) auf [—1, 1], und

0 fii 2
1) =7(1)=0, 7(1)= s
=1 fir 1 <p<2,
Wihle oo = a(p) > 0 mit 0”(1) — a7’ (1) > 0. Nach Taylor gibt es dann ein § = §(p) > 0 mit
o) —ar(v) >0 firvell-41].

Weiter folgt fiir alle v € [-1,1 — 0]

o(l—=19)
> — > — .
ov)>o(l—96)> max(2p,4)7(v)
Somit ist o(v) > ¢(p)7(v) auf ganz [—1, 1], also gilt (6.30), womit der Satz bewiesen ist. [

Optimale Versionen der obigen Ungleichung sind von J.A. Clarkson bewiesen worden (1936),
aber diese werden hier nicht gebraucht.
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Beispiel 6.1 Sei I = [0, 1]. Die Projektion auf die fast-iiberall Aquivalenzklasse

(@), - lleogry) = (L) N - llzeen)

ist isometrisch und identifiziert C°(I) mit einem abgeschlossenen, echten Unterraum von
L>=(I). Nach Hahn-Banach, Folgerung 3.1, gibt es ein ¢ € L>(I)' mit ¢ = 0 auf C°(I), aber
|¢|| = 1. Angenommen es gibt ein f € L'([0, 1]) mit

#(g) = / fgdc'  fir alle g € L°°(I),
I
also insbesondere
0= / fgdL'  fir alle g € CO(I).
I

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung impliziert f = 0 fast iiberall auf I, also
¢ = 0, ein Widerspruch. Somit ist die Abbildung I : L*(I) — L®°(I)’ nicht surjektiv.

Ein Darstellungssatz fiir L>°(u)" wird zum Beispiel im Buch von H.W. Alt diskutiert. Fiir die
Anwendungen wichtiger ist jedoch der Raum C%(X)’, wobei (X, d) ein kompakter metrischer
Raum ist. Bisher war X ein beliebiger Mafiraum, jetzt spielt also die Topologie bzw. Metrik
eine Rolle; wir wollen das kurz skizzieren.

Sei p ein Radonmafl auf dem kompakten metrischen Raum (X, d), das heif3t
e alle Borelmengen sind p-messbar,
e zu jedem E C X gibt es B D E Borel mit u(B) = p(E) (Borelhiille),
o u(X) < 0.

Ist 7 : X — R* pg-messbar mit |n(z)| = 1 fiir p-fast-alle z € X, so haben wir die Linearform

(631 61 COLCRY) >R 6(1) = [ (fm
¢ ist stetig, genauer ergibt die Standardabschéitzung des Integrals
(6.32) 16()] < C |l flloogx) fiir alle f € COX,RY) mit C = pu(X).

Der folgende Satz besagt, dass umgekehrt jedes stetige lineare Funktional ¢ auf CO(X,RF)
eine Darstellung wie in (6.31) hat.

Satz 6.4 (Riesz-Radon) Sei (X,d) kompakter metrischer Raum, und ¢ : C°(X,RF) — R
ein stetiges lineares Funktional.

(1) Auf X ist ein Radonmass p, das Variationsmafl von ¢, wie folgt definiert:

— w(U) =sup{a(f):|f] <1,spt f C U} fiir U offen,
— w(E)=inf{u(U) : U D E, U offen} fir E beliebig.

(2) Es gibt n: X — R¥ p-messbar mit |n(x)| = 1 fiir p-fast-alle x € X, so dass
(6.33) o) = [ Womdu fir alle f € COCXR)
b's
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(3) Das Maf u und die Funktion n mit |n| = 1 sind durch (6.33) eindeutig bestimmdt.

Im Fall reellwertiger Funktionen ist n : X — {#1}, man spricht von einem signierten Ra-
donmass. Der Beweis des Satzes erfordert einige Vorbereitungen aus der Mafitheorie und ist
relativ lang, siche mein FA-Skript aus dem Jahr 2014. Der Satz hat auch eine Verallgemei-
nerung auf metrische Rdumen, deren Abstandskugeln kompakt sind; man muss dann mit
Funktionen f € C?(X,RF) arbeiten.

7 Schwache Konvergenz

Betrachte eine Folge (x)reny im Folgenraum ¢P(R) mit ||z, < 1 fir alle k. Wie schon
festgestellt, existiert im allgemeinen keine Teilfolge, die beziiglich der Norm ||- ||, konvergiert.
Das bekannte Beispiel ist die Koordinatenfolge @i = &, mit ||z — x|, = 2V/? fiir k # L.
Andererseits ist jede Folge (z%)ren beschrinkt, genauer ist |z%| < ||zill, < 1. Mit einem
Diagonalverfahren finden wir dann eine Teilfolge, so dass nach Umnummerierung gilt: x*
limy o0 :L'}C existiert fiir alle 1 € N. Es folgt dann

N
<Z\lep> = hm (Z\m \p) <hm1ankap
i=1

Mit z = (z%);en gilt also [|z]|, < liminfy_ oo [|zk|l, < 1, insbesondere ist z € ¢P(R). Obwohl
die Folge in /P(R) im allgemeinen nicht konvergiert, erhalten wir einen geeigneten Grenzwert
mittels koordinatenweise Konvergenz. Das Konzept des schwachen Grenzwerts verallgemei-
nert diese Situation.

Definition 7.1 (schwache Grenzwerte) Sei X ein Banachraum.

(1) Die Folge xy, € X konvergiert schwach gegen x € X (xp — x), falls :
é(xy) — ¢(x) fir alle p € X'.
(2) Die Folge ¢}, € X' konvergiert schwachx gegen ¢ € X' (¢, = ¢), falls gilt:

or(x) = ¢(x) fir alle z € X.

Schwachx Konvergenz ist nichts anderes als punktweise Konvergenz der ¢ : X — R.

Beispiel 7.1 In einem Hilbertraum X gilt nach Satz 5.1

xp — x schwach & (x,y) = (z,y) fir alley € Y.

Beispiel 7.2 Sei 1 < ¢ < oo. Mit L+ 1 =1 gilt:

(7.34) gr — g schwach in Li(p) < / fordu — / fgdu  fir alle f € LP(p).
X X
Dies folgt aus der LP-L9-Dualitét, Satz 6.2, wobei p o-endlich im Fall ¢ = 1.
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Beispiel 7.3 Sei 1 < ¢ < oo. Mit I + 1 =1 gilt:

(7.35)  gr — g schwachx in LP(n) < / for dp — / fgdu fir alle f € LP(u).
X X

Dies folgt wieder aus der LP-L9-Dualitét, wobei nun p o-endlich fiir ¢ = co. Insbesondere
stimmen schwache und schwach*-Konvergenz iiberein fiir 1 < ¢ < oo.

Beispiel 7.4 Sei (X, d) kompakter metrischer Raum. Nach Definition ist
br — ¢ schwachx in CU(X) < ép(f) = o(f) fiir alle f € CO(X).

Sind g, p Radonmafe auf X, so kénnen sie als (nichtnegative) lineare Funktionale auf C°(X)
aufgefasst werden. Damit ergibt sich folgender Konvergenzbegriff:

(7.36) ur — p schwach & / fdug — / fdu firalle f € CO(X).
X X

Figentlich miisste es schwach* heiflen; man spricht auch von Konvergenz im Sinne von Ra-
donmafen. Die folgende Charakterisierung ist jedenfalls niitzlich.

Satz 7.1 (schwache Konvergenz von Radonmaflen) Sei (X,d) kompakter metrischer
Raum. Fiir Radonmafe py, o sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) px — p schwach als Radonmajse

(2) w(U) <liminfy_,o pi(U) fiir alle U C X offen,
pu(K) > limsupy,_, o pr(K) fir alle K C X kompakt.

(3) wu(B) = limg_yo0 pi(B) fiir jede Borelmenge B mit u(0B) = 0.
(1

BEWEIS: (1) =(2): Sei U offen. Fiir K C U kompakt und y € CO(X) mit 0 < x <1, x =1
auf K, spt x C U gilt

u(K) < /xdu— lim / X dpy < lim inf py (U),

wU) > /Xdu— hm/Xde>thUPMk(K)

k—o00

Aus den Approximationseigenschaften von Radonmaflen folgt

uw(U) = sup{p(K): K C U, K kompakt} < lign inf ug(U),
— 00
w(K) = inf{u(U):U D K, U offen} > lim sup ux(K).

k—o0

(2) =(3): Dies folgt direkt aus der Zeile

w(B) = p(int B) < llmlnfpk(lnt B) < limsup ui(B) < u(B) = u(B).

k—o0

(3) =(1): Zue >0gibtes tg < t; < ...ty mit tp < min f < max f <ty und [t; — t;—1] < e.
Da p RadonmaB, ist die Menge der t € R mit u({f = t}) > 0 abzéhlbar, also kénnen wir

46



p({f=t})=0ftiri=1,..., N annehmen. Setze B; = {t;_1 < f < t;} furi =1,..., N, also
u(0B;) =0 und X = |JY | B; disjunkt. Es folgt
N
)/deuk—/xfdu‘ < ‘/ fdﬂk_zti—l,uk(Bz) — u(Bi))
" th (B = [ 1l
< Zti—lmk(Bi) = p(Bi)| + e(p(X) + p(X)).
Jetz folgt (1) mit & — oo und € — 0. O

Wir kommen nun zu allgemeinen Eigenschaften der schwachen Konvergenz; folgende Tatsache
wird benétigt.

Lemma 7.1 Sei X normierter Raum. Dann ist die kanonische Abbildung
J: X = X" Jx(¢) = ¢(x) fir alle p € X',

eitne isometrische Finbettung.

BEWEIS: Trivialerweise gilt

|Jallxr = sup [ Ja(é)| = sup |o(x)] < [lo]x.
lloll xr <1 o]l s <1

Andererseits gibt es zu x € X, nach Folgerung 3.2(1), ein ¢ € X' mit ||¢||lx» = 1 und
¢(x) = ||z||. Das bedeutet

[Tz = |J2(9)] = [o(x)] = [[z]|x-

Satz 7.2 (Grundtatsachen zur schwachen Konvergenz) Fs gilt:
(1) Schwache bzw. schwachx Grenzwerte sind eindeutig bestimmdt.
(2) Schwache bzw. schwachx-konvergente Folgen sind beschrinkt.

(3) Unterhalbstetigkeit der Normen:
xp — x schwach = |z < li}gr_l)ioréf IEZAIR

or — ¢ schwachx = ||¢|| < liminf ||@g]|.
k—o0
BEWEIS: Angenommen x; — x sowie x; — y schwach in X. Dann gilt fiir jedes ¢ € X’
Pz —y) = ¢(x) — ¢(y) = lim ¢(xp) — lim P(xy) = 0.
k—o00 k—o00

Nach Hahn-Banach, Folgerung 3.2(2), folgt * = y. Fiir schwachx Grenzwerte ist die
Eindeutigkeit trivial.
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Die Beschrinktheit von schwachx konvergenten Folgen in X’ wurde schon in Folge-
rung 4.1 mit Banach-Steinhaus gezeigt. Sei nun x — x schwach in X, und J : X — X" die
kanonische isometrische Einbettung. Dann gilt fiir alle ¢ € X’

Jz(¢) = ¢(z) = klin;o d(xy) = kh_{glo Jxi(9),

also Jx — Jx schwachs in X” = (X'). Also ist Jxj beschrinkt in X”. Da J : X — X”
isometrisch nach Lemma 7.1, ist die Folge x; in X beschrénkt.

In (3) betrachten wir wieder erst die schwachx Konvergenz ¢p — ¢ in X = Y. Ist
y €Y mit ||y|| <1, so gilt

6(y)] = Jim |64(y)] < limin o]

Mit Supremum iiber y folgt ||¢|| < liminfy_, [|@x||. Sei nun z — 2 schwach in X. Wie oben
gezeigt, gilt dann Jx — Jx schwachx in X”, und mit Lemma 7.1 folgt

||| = ||Jz| <liminf ||Jzg|| = liminf ||zg|.
k—oo k—o0

Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. O

Um die Konvergenz beziiglich der Norm abzugrenzen, wird sie auch als starke Konver-
genz bezeichnet. Es gelten folgende weitere Aussagen zur schwachen Konvergenz, die als
Ubungsaufgabe behandelt werden sollen:

(4) Aus starker Konvergenz folgt schwache beziehungsweise schwachx Konvergenz.

(5) Ist 2 — x schwach in X und ¢y — ¢ stark in X', so folgt ¢ (xr) — o(z).
Ist ¢p — ¢ schwachx in X’ und z;, — x stark in X, so folgt ¢p(xr) — o(x).

(6) Ist xx — x schwach in X und T' € L(X,Y), so folgt Tz, — Tx schwach in Y.

Ein zentraler Punkt bei der schwachen Konvergenz ist folgende Verallgemeinerung des Satzes
von Bolzano-Weierstraf3.

Satz 7.3 (schwachx Folgenkompaktheit) Sei X separabler Banachraum. Dann hat jede
beschrinkte Folge ¢, in X' eine Teilfolge, die schwachx gegen ein ¢ € X' konvergiert.

BeEWwEIs: Nach Voraussetzung ist C' := supjey ||¢k|| < 0o, und es gibt eine dichte Teilmenge
{zn :n € N} C X. Es gilt also

|k (xn)| < COlxy||  fiir alle k,n € N.
Durch sukzessive Wahl von Teilfolgen und Ubergang zur Diagonalfolge folgt

3 lim ¢x(x,) fiir alle n € N.
k—ro0

Sei nun Xy = Span {z,, : n € N}, das heiBt jedes z € X hat eine Darstellung x = > 7 | iy,
mit a,, # 0 fiir hochstens endlich viele n € N. Definiere

¢: Yo = R, ¢(z) = lim ¢y(z).
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Dann ist ¢ wohldefiniert und linear, und es folgt
|p(z)| = lim |¢pg(z)| < C|lz| fir alle z € X.
k—o0

Damit ist ¢ Lipschitzstetig auf der dichten Teilmenge Xy, also fortsetzbar zu einem linearen
Funktional ¢ € X’ mit ||¢|| < C. Fiir x € X und x¢ € X liefert die Dreiecksungleichung

[p(z) = dr(x)l| < ll¢(x) = d(zo)ll + lo(z0) — Pr(xo)|| + l[Pr(x0) — dr ()],

und hieraus mit k — oo

limsup [|¢(x) — dr(2)|| < 2C[|x — wol|.

k—o00

Da X, dicht in X, folgt ¢p(z) — ¢(x) fiir alle 2 € X, das heifit ¢, — ¢ schwachx in X/. O

Wir wollen einen entsprechenden Satz fiir die schwache Konvergenz folgern. Dazu folgende

Definition 7.2 Ein Banachraum X heif$t reflexiv, falls die kanonische Einbettung
J: X = X" Jx(¢) = ¢(z),
surjektiv ist.

Lemma 7.2 Ist X reflexiver Banachraum, so ist jeder abgeschlossene Unterraum Xo C X
ebenfalls reflexiv.

BEWEIS: Sei A € X gegeben. Definiere die Fortsetzung
A: X' = R, Ad) = Molx,)-

Es folgt
[A(@)] < Aol xoll < M2,

also gilt ||A|l = ||A]] und insbesondere A € X”. Nach Voraussetzung gibt es ein z € X
mit A = Jxx. Angenommen es ist © ¢ Xy, also nach Voraussetzng dist (z, Xo) > 0. Nach
Hahn-Banach, Folgerung 3.1, gibt es dann ein ¢ € X’ mit ¢|x, = 0 und ¢(z) # 0. Dann ist

0= A¢lx,) = A¢) = (Jxx)(¢) = o(x) # 0,

ein Widerspruch. Somit gilt € Xy. Zu ¢ € X|) existiert, wieder nach Hahn-Banach Satz 3.1,
ein ¢ € X' mit ¢|x, = ¢. Es folgt dann

(Ixo7)(0) = p(2) = d(2) = (Jxz)(9) = A(d) = A(¥),

das heifit A = Jx,x wie verlangt. O

Satz 7.4 (schwache Folgenkompaktheit) Sei X reflexiver Banachraum. Dann hat jede
beschrinkte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.
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BEWEIS: Sei ||zg|| < C fiir alle kK € N. Wir betrachten

Xo = Span {zy : k € N}.

Dann ist X separabel sowie nach Lemma 7.2 reflexiv, also Jx, : Xo — X{ surjektive Isome-
trie. Somit ist auch X{/ separabel, und dann nach Folgerung 3.5 auch X{, separabel. Damit
ist Satz 7.3 auf die Folge Jx,zr € X anwendbar: da Jx, surjektiv, gibt es ein x € Xy, so
dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

e(zk) = (Jxok) (@) = (Jxo2)(0) = p(z)  fiir alle p € X,
Sei nun ¢ € X’. Dann folgt
P(zr) = Blxo(zk) = dlx,(x) = P(z).

Also gilt x — x schwach in X. O

Wir wollen die abstrakten Kompaktheitssdtze nun konkretisieren.

Satz 7.5 (schwache Folgenkompaktheit in Hilbertriumen) In einem Hilbertraum X
hat jede beschrinkte Folge eine schwach konvergente Teilfolge.

BEWEIS: Nach Folgerung 5.1 ist X reflexiv, die Aussage folgt also direkt aus Satz 7.4. O
Satz 7.6 (schwache Folgenkompaktheit in LP(u) fiir 1 < p < oco) Sei p ein Maff auf X
und 1 < p < oo. Dann besitzt jede beschrinkte Folge fi, € LP(u) eine schwach konvergente
Teilfolge, das heifit nach Ubergang zur Teilfolge gilt

[ fgdn~ [ sade fir aite g e 1.
X X
BeEwEIs: Wir zeigen dass LP(u) reflexiv ist, die Behauptung folgt dann mit Satz 7.4. Sei ¢ €

LP(p)", das heiBt ¢ : LP(p)” — R ist lineares Funktional. Die Abbildung I, : L9(p) — LP(u)’
ist stetig, sogar isometrisch, also gilt ¢ o I, € L(u)'. Nach Satz 6.2 gibt es ein f € LP(p) mit

o1 = [ Fadn firalle g € L1(y).

Sei nun J, : LP(u) — LP(p)” die kanonische Einbettung. Dann folgt

o) 0s) = (10)(P) = [ Fadn = (00 1)) = 9T
Nach Satz 6.2 ist I, : LY(u) — LP(u)’ surjektiv, also folgt J,f = ¢ wie behauptet. O

Lemma 7.3 (zur Separabilitit) In einem kompakten, metrischen Raum (X,d) gilt:
(1) CY%(X) ist separabel.
(2) LP(p) ist separabel, falls p Radonmaf$ auf X und 1 < p < oo.

BEWEIS: Zu 0 > 0 gibt es eine Teilung der Eins y; € C°(X), 1 <i < N:
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e spt x; C Bs(x;) fiir ein x; € X,
e 0<x;<1
. Zi]ilxizlaqu.

Wihle dazu eine Uberdeckung X = U, Bso(xi) und x; € C%(X) mit spt x; C Bs(zs),
0 < x; <1und x; = 1 auf Bs/p(w;). Dann ist Z;V:1 X; > 1 auf X, und wir kénnen y; =
Xi/ Z;VZI X setzen. Fiir f € C%(X) schiitzen wir nun ab

N N
@) =3 Faaa@)| = [ (@) = f@)le)| < ose(£,0) >0 mit a0,
=1 i=1

Mit §, = % koénnen wir alle f € C%(X) gleichmiilig durch Linearkombinationen solcher y; x
approximieren. Das liefert eine abzéhlbare dichte Teilmenge, wenn wir nur Linearkombina-
tionen mit Koeffizienten in @Q nehmen.

Sei nun g ein RadonmasB und 1 < p < oo. Wir zeigen, dass jede Funktion xg,
E C X p-messbar, durch C°(X) approximiert wird. Daraus folgt die Behauptung, denn
Stufenfunktionen sind dicht in LP(u). Wahle K C E kompakt mit pu(FE\K) < €, und setze
dist (z, K )>+

— )

Es folgt mit K5 = {z € K : dist (x, K) < ¢} fiir 6 > 0 hinreichend klein

w5 € CU(X), ps(x) = (1 -

/X los — xelP dp < W(E\K) + pu(Ks\K) < e.
]

Bemerkung 7.1 Sei (X, d) metrischer Raum und ¢ Radonmasf auf X. Fiir die Separabilitit
von LP(u), 1 < p < oo, reicht folgende Bedingung;:

(7.37) Fiir alle g € X, r > 0, ist By(xg) = {z € X : d(z,x0) < r} kompakt.

Denn f € LP(u) wird durch f XBy (zgy @PProximiert, und LP (Bg(z0), ) ist separabel.

Satz 7.7 (schwachx-Folgenkompaktheit in L>°(u)) Sei (X,d) metrischer Raum mit
(7.37), und p sei Radonmaf$ auf X. Dann besitzt jede beschrinkte Folge fi € L*(u) ei-
ne schwachs-konvergente Teilfolge, das heift nach Ubergang zur Teilfolge gilt

[ fgdn [ sadu fir ate g e L.
X X

BEwEIS: Nach Voraussetzung ist p o-endlich, also L°(u) = L' (1)’ nach Satz 6.2. Weiter ist
L' (u) separabel nach Bemerkung 7.1. Die Behauptung folgt also aus Satz 7.3. O

Fiir L'(z) haben wir leider keinen Kompaktheitssatz. Zum einen haben wir L'(x) nicht als
Dualraum charakterisiert, die Einbettung nach L°(u)" ist im allgemeinen nicht surjektiv,
siehe 6.1. Deshalb ist L' () auch nicht reflexiv.
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Satz 7.8 (Kompaktheitssatz fiir Radonmafle) Sei (X, d) metrischer Raum mit (7.37),
und ug, k € N, eine Folge von Radonmajflen auf X mit

sup pui(K) < oo fir alle K C X kompakt.
keN

Dann gibt es ein Radonmaf p auf X, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:
wur — o schwach (im Sinne von Radonmafen).

BEWwWEIS: Wir nehmen an, dass X kompakt ist, andernfalls betrachte Ausschépfung durch
relativ kompakte Kugeln. Der Raum CY(X) ist separabel. Nun gilt

sup{ [ Jd € COCO. 111 <1} = u(X) < .
das heit die Folge py, ist in C°(X)’ beschrinkt. Nach Satz 7.3 gibt es ein ¢ € C%(X)’ mit

o(f) = lim /X fdu, fir alle f € CY(X).

k—o0

Insbesondere ist |¢(f)| < C|/f[lcox) und ¢(f) > 0 fiir f € CY(X,R{). Es gibt dann ein
Radonmafl p auf X mit

qﬁ(f):/deu fiir alle f € C°(X).

Dies folgt aus dem Satz von Riesz-Radon, Satz 6.4. Man erhélt eine Darstellung mit einer
Vorzeichenfunktion 1 : X — {£1}; da das Funktional aber nichtnegativ ist, gilt n = 1
p-fast-iiberall (Ubungsaufgabe). O

Puristen koénnen kritisieren, dass wir die schwache Konvergenz definiert haben, ohne die
zugehorige Topologie zu betrachten. Wir holen das kurz nach, hier fiir die schwach* Topologie.
Fiir ¢ € X', A C X endlich und € > 0 definieren wir die Basismengen

Uae(9) = {¢ € X': max|g(z) — ¢ ()] < e}
Sei ¢ € Un, ., (¢3) fiir ¢ = 1,2. Dann gilt fiir ¢ € Us,a,.5(¢) und z; € A; beliebig
[@i(wi) = P(i)l < |dilw) — ()l + |o(as) — Pli)] < max|gi(z) — ()] +0.
Fiir § > 0 hinreichend klein folgt
Uay0ar,6(9) CUayer (61) N Uy ey (62)-

Vereinigungen dieser Basismengen liefern also eine Topologie auf X'. Diese ist Hausdorffsch,
denn zu ¢1 # ¢ gibt es ein z € X mit € := $|¢1(z) — ¢2(z)| > 0, also

U{x},£(¢1) a U{x},g(¢2) = 0.
Es gilt ¢ — ¢ beziiglich dieser Topologie, genau wenn fiir alle A C X endlich und ¢ > 0 gilt:

max |pr(z) — ¢(z)| < e fur k hinreichend grof.
re

Das ist offensichtlich gleichbedeutend mit unserer Definition der schwach* Konvergenz. Fiir
die schwachx Topologie gilt nun der folgende Satz.
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Satz 7.9 (Banach-Alaoglu) Sei X Banachraum. Dann sind abgeschlossene und be-
schrinkte Mengen in X' kompakt beziiglich der schwachx Topologie.

In unserm Satz 7.3 ist zusétzlich vorausgesetzt, dass X separabel ist, insofern ist jener Satz
schwicher. Allerdings wird das dadurch relativiert, dass Kompaktheit beziiglich der schwachx
Topologie im allgemeinen nicht Folgenkompaktheit impliziert. Ein Beispiel wird in einer
Ubungsaufgabe behandelt. Im Fall X separabel ist die Implikation aber doch richtig, so dass
Satz 7.3 tatséchlich aus Satz 7.9 folgt. Der Beweis von Satz 7.9 ist allerdings nichtkonstruktiv,
er verwendet den Satz von Tychonoff und damit das Lemma von Zorn. Dagegen erfordert
unser Beweis von Satz 7.3 nur ein harmloses Diagonalfolgenargument.

8 Kompakte und Fredholm-Operatoren

Definition 8.1 Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifit kompakt, wenn gilt: fir jede
beschrinkte Folge (xk)ken hat die Folge (Kxg)ren eine konvergente Teilfolge.

Lemma 8.1 Aquivalente Bedingungen fiir die Kompaktheit von K € L(X,Y) sind:

(1) Fiir jedes B C X beschrinkt ist K(B) CY kompakt.

(2) falls X reflexiv: Fir jede Folge xy, — x schwach in X folgt Kz — Kz stark in'Y.

BEWEIS: Sei K kompakt. Ist B beschrinkt und y; Folge in K(B), so gibt es xx € B mit
|y — Kay|| < %. Nach Wahl einer Teilfolge gilt dann Kz — y. Es folgt y € K(B) und
Yk — Yy, also ist (1) bewiesen. Sei umgekehrt (1) erfiillt und zj eine beschrinkte Folge in X,

also ||zx|| < R fur alle K. Da K(Bg(0) kompakt, gilt fir eine Teilfolge Kz — y. Somit ist
K kompakter Operator.

Wir zeigen jetzt: aus K kompakt folgt (2). Sei dazu xp — z schwach in X. Dann ist
die Folge xj beschrankt und es gilt Kz, — Kz schwach in Y (siche Satz 7.2(2) sowie
Aussage (6) nach diesem Satz). Angenommen Kz, konvergiert nicht stark gegen Kz. Dann
gibt es ein € > 0, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt

|Kzy — Kz|| > ¢ fir alle k € N.

Da K kompakt, gilt aber fiir eine weitere Teilfolge Kxy; — y stark in Y. Da starke Konvergenz
schwache Konvergenz impliziert, und der schwache Grenzwert eindeutig ist (Satz 7.2(1)), muss
y = Kz sein, ein Widerspruch. Sei schlie8lich nun (2) erfiillt, und x beschrinkte Folge in
X. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann zj, — 2 schwach in X; hier brauchen wir die
Voraussetzung X reflexiv. Aus (2) folgt dann Kz — Kz stark in Y, also ist K kompakt. []

Beispiel 8.1 Jeder Operator K € L(X,Y) mit endlichdimensionalem Bild ist kompakt.

Beispiel 8.2 Sei X kompakter metrischer Raum und 0 < 8 < a < 1. In Satz 2.6 haben
wir gezeigt, dass dann die Einbettung C%%(X) c C%#(X) kompakt ist. Sind k,! € Ny und
o, €[0,1] mit [+ B < k+a, so ist die Einbettung C**(Q) ¢ C4#(Q) kompakt, falls Q offen
und beschrankt ist und eine Sehnenbogenbedingung erfiillt. Dies wird in Satz 2.8 bewiesen
(in der Vorlesung ausgelassen).
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Fiir die Sobolevriume gibt es einen analogen und wichtigen Kompaktheitssatz. Zum Beweis
verwenden wir folgendes Lemma. Dabei ist im folgenden n € C2°(B1(0)) ein Glattungskern
mit [, n(z) de = 1.

Lemma 8.2 Sei 1 < p < oo. Dann gilt fiir u € WHP(R"):

(838) HUOTh —UHLP(Rn)
(8:39)  lIno * u — ull Lo (ny

\h| | Dullppgny  fiir Th(x) = & 4 h mit h € R,

<
< ol DullLrm@ny.-

BEWEIS: Durch Approximation kénnen wir u € C1(R") annehmen. Mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung gilt

/Rn\u(x—l—h) —w(z)Pdr = /ﬂ:

1
= |h|p/ / |Du(z + th)|P dt dz
= [WPIDull}pgny-

1
d
/0 @u(x +th)dt " dx

Fiir die zweite Abschéitzung berechnen wir

/n’“(“')_(%*u)(x)\pdx - /

/ u(x) — u(x — 02)) dz‘p dz

/ / w(z) — u(z — 02)|P dwdz

o’ ||DuHLp Rn)*

gl — y)(u(@) — uly)) dy| " da

IN

IN

O

Satz 8.1 (von Rellich) Sei Q C R" offen und beschrinkt. Fir 1 < p < oo ist dann die
Einbettung
We™(9) C L7()

ein kompakter linearer Operator.

BEWEIS: Sei u, € Wol’p(Q) gegeben mit |lug ||y, < M fir alle k. Wir miissen eine Teilfolge
finden, die in LP(2) konvergiert. Die Idee ist, dass Glattungen 7, * uy, fiir o > 0 fest beliebig
gut gleichméfig abgeschétzt sind, und daher nach Arzela-Ascoli konvergente Teilfolgen haben.
Dabei ist der LP-Abstand von 7, * uy zu uj klein nach Lemma 8.2. Indem wir durch Null
fortsetzen, ist ux € WLP(R™) mit spt u, C Q. Wir betrachten

00 (TPT . —n x
uf € O, ufle) = [ molo = vy wobei nyla) = 0”"n(%).
Es gilt spt uf C Q, mit Q, = {x € R™ : dist (z, Q) < p}. Weiter gilt fiir & € N beliebig
Duf(x) = o~ Dl — y)urly) dy.
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Wir schiitzen mit Holder ab, wobei |lug||r»(q) < M nach Voraussetzung,

D*ul(z)| < o " D%l / g () dy

Bo(z)

IN

Clayn) o gl oo

< Clan) Mg v

Fiir o > 0 fest gibt es also nach Arzela-Ascoli eine Teilfolge, so dass uij — ¢ in CH(R").

Wihle nun eine Folge g; \, 0, und dazu sukzessive konvergente Teilfolgen. Nach Ubergang
zur Diagonalfolge gilt

uf - u® in CHR™) fiir jedes o = 01, 02, - - - ,
und wir haben
1wl Lo ny + [[DU®|| Lo(rny = khjolo <||U1§HLP(RH) + HDUiHLP(Rn)) < M.

Hier wurde die LP-Abschitzung der Glattung benutzt, siehe Analysis 3, Satz 11.2, sowie die
Vertauschbarkeit von Ableitung und Gléttung, sieche Lemma 5.1. Mit Lemma 8.2 folgt nun

e = w® oy = Jim [Juf = uf oeny
< timinf (e — gl o + Nl — el pogeny)
< (0i + 05) Jim | Dug || 1o (rn)
< (0i+0j)M —0 miti,j— oo.

Mit Fischer-Riesz folgt u% — u in LP(R™) mit spt u C €. SchlieBlich folgt

lu—ukllp@ny < llu—u® || pon) + 10 — ui || Lo@n) + [uf’ — k|l Lo @n) -

SQiM —0 as k—oo SQiM

Es folgt ux — v in LP(R™), indem wir erst & — oo und dann ¢, j — oo gehen lassen. O

Lemma 8.3 Es gilt

(1) Die Verkettungen stetig o kompakt sowie kompakt o stetig sind wieder kompakt.
(2) Ist K : X =Y kompakt, so auch K': Y' — X'.

(3) Die kompakten Operatoren bilden einen abgeschlossenen Unterraum von L(X,Y).
BEWEIS: (1) ist trivial und (3) ist eine Ubungsaufgabe. Fiir (2) seien ¢ € Y’ mit ||| <
A < oo. Nach Lemma 8.1(1) ist M = K(B1(0)) kompakt in Y. Nun ist ¢g|as gleichmifig

beschriankt und gleichméBig Lipschitz. Nach Arzela-Ascoli, Satz 2.4, ist ¥ | s eine Cauchyfolge
in C°(M), nach Ubergang zu einer Teilfolge. Zu € > 0 gibt es also ein K € N mit

lor — 2!);||CO(M) <e fiir alle k,1 > K,
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insbesondere wegen K (B1(0)) C M

[ o K =0 K| = sup [¢p(Kz)—h(Kz)|<e firk,l>K.
z€B1(0)

Also ist K1y, = 1), o K eine Cauchyfolge in X’, und konvergiert in X’. O

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Operatoren, und zwar den Fredholmoperatoren.
Diese sind mit den kompakten Operatoren verbunden durch den Satz von Riesz-Schauder.
Vorab eine allgemeine Tatsache.

Satz 8.2 (kanonischer Isomorphismus) Fir L € L(X,Y) ist die kanonische Abbildung
(8.40) Fiker L' — (Y/Bid L)', (F¥)([y]) = ¢(y),

etne Isometrie, insbesondere surjektiv.

Beweis: Fiir ¢ € ker L' gilt ¢(Lx) = L'¢(x) = 0 fiir alle x € X. Da ¢ stetig, folgt ¢ = 0 auf
Bild L, und F'¢ : Y/Bild L — R ist wohldefiniert. Nun gilt fiir alle z € Bild L

Fo(ly]) = o(y) = ¢y + 2) < [l ly + =|-
Durch Bildung des Infimums iiber z folgt |F'¢| < ||¢| und F¢ € (Y/Bild L)'. Betrachte nun

G: (Y/BIdL) =Y, Gy(y) = ¥([y]).

Es gilt [Gu(y)| < [[¢]l [ [y] | < [[¥[ lyll, also |G¥[| < [[¢]], insbesondere G4 € Y. Auferdem
bildet G nach ker L’ ab, denn

L'(Gy)(x) = (Gy)(Lx) = y([La]) = 0.

Es ist offensichtlich, dass F, G zueinander invers sind. Somit sind F, G Isometrien. O

Der Vollstandigkeit halber geben wir einen zweiten kanonischen Isomorphismus an, der aber
im Folgenden nicht bené6tigt wird.

Satz 8.3 Hat L € L(X,Y) abgeschlossenes Bild, so ist auch Bild L’ abgeschlossen und die
kanonische Abbildung

F:X'"/BildL — (ker L), F([¢])(z) = ¢(z).
ist eine (surjektive) Isometrie.

Bewes: F' ist wohldefiniert wegen L'i)(x) = ¢(Lx) = 0 fiir ¢p € Y, = € ker L. Weiter gilt
[F[gl(x)] = (¢ + L'P)(@)] < ll¢ + L] [|]]-

Durch Bildung des Infimums folgt || F[¢]|| < || [¢]||. Wir zeigen nun

(8.41) ¢ € X' mit Glerz =0 = ¢eBildL,

Fiir das gesuchte ¢ € Y’ muss offenbar ¢ (Lz) = ¢(x) gelten, und dadurch ist ¢ auf Bild L
auch wohldefiniert. Fiir die Stetigkeit von 1 schitzen wir fiir zg € ker L beliebig ab:

[(La)| = [(L(z + x0))| = |d(x + z0)| < [|0]] [z + ol
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also |[¢(Lz)| < || [x] || nach Bildung des Infimums iiber zy. Aber nun ist

L:X/ker L — Bild L, L[z] = L,

bijektiv und stetig, also gilt || [z] || < C||Lz|| nach dem Satz von der beschriankten Inversen,
Satz 4.4 (hier ist Bild L abgeschlossen wesentlich). Insgesamt ist ¢ € (Bild L) und kann zu
1y € Y’ fortgesetzt werden nach Hahn-Banach, Satz 3.1.

Jetzt definieren wir die Umkehrabbildung: setze ¢ € (ker L)’ nach Hahn-Banach mit
gleicher Norm zu ¢ € X’ fort, dann ist Gy = [¢]. Nach (8.41) ist das wohldefiniert, und

IGell = Tl < lgll = llell-

F, G sind zueinander invers. Ferner ist Bild L' = {¢ € X’ : ¢|xer . = 0} abgeschlossen. O

Definition 8.2 L € L(X,Y) heifst Fredholmoperator, falls ker L und coker L = Y/Bild L
endlichdimensional sind. Der Fredholmindex von L ist dann definiert als

ind L = dim ker L — dim coker L € Z.

Lemma 8.4 Das Bild eines Fredholmoperators L : X — Y ist stets abgeschlossen.

BEWEIS: Sei dazu L injektiv, sonst gehe iiber zu X /ker L. Wihle ein (algebraisches) Kom-
plement Yy von Bild L. Dann ist X X Yy ein Banachraum mit der Produktnorm, da Y; end-
lichdimensional ist. Die Abbildung L : X x Yy — Y, L(z,y) = Lz +y, ist bijektiv und stetig.
Nach Satz 4.4 ist auch L' stetig, und damit Bild L = (L~")~1(X x {0}) abgeschlossen. [

Die beiden Zahlen in der Definition haben folgende Interpretation:

dim ker L. = Anzahl der linear unabhéngigen Losungen

der homogenen Gleichung Lx = 0.

dim coker . = Anzahl der linear unabhingigen Bedingungen,

damit die inhomogene Gleichung Lz = y l6sbar ist.
Ein invertierbarer Operator ist Fredholm mit Index Null. Auf dem Folgenraum ¢?(R) gilt:

(x1,x2,...) +— (x2,x3,...) hat Index 1,
(x1,x2,...) + (0,x1,29,...) hat Index — 1.

Satz 8.4 (Riesz-Schauder) Seien X,Y Banachriume. Die Abbildung Lo € L(X,Y’) habe
eine beschrankte Inverse und K € L(X,Y) sei kompakt. Dann ist L = Ly + K Fredholmope-
rator vom Index Null. Insbesondere gilt

L surjektiv < L injektiv .

Bemerkung. Die letzte Aussage wird oft so formuliert: entweder die homogene Gleichung
Lz = 0 hat eine nichttriviale Lésung, oder die inhomogene Gleichung Lx = y ist fiir alle
rechten Seiten y eindeutig losbar (Fredholmsche Alternative).
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Beweis: Wir kénnen X =Y und L = Id + K annehmen, andernfalls betrachte L Lr. Wir
zeigen den Satz in fiinf Schritten.

Schritt 1 ker L und ker L sind endlichdimensional
Sei z € ker L mit ||zgx|| < 1. Dann gilt xp = —Kuxg, also konvergiert xp gegen ein
x € ker L nach Ubergang zu einer Teilfolge. Nach Satz 2.2 ist ker L endlichdimensional.
Weiter gilt L' = (Id + K)' = Id + K’'. Da K’ kompakt ist nach Lemma 8.3, ist auch ker L'
endlichdimensional.
Schritt 2 Sei Xy abgeschlossenes Komplement von ker L. Dann existiert p > 0 mit

| Lz| > w||x| fir alle z € Xj.

Andernfalls finde z, € Xo, |lzx|| = 1, mit || Lzy|| < £. Wir konnen Kz, — x € X annehmen.
Dann folgt aber
zp = Lz — Kz — —x, also z € Xp und ||z|| = 1.

Aber Lx = limy_, o, Lz, = 0, ein Widerspruch.

Schritt 3 Bild L ist abgeschlossen.
Sei yp = Lap — y € X. Wir kénnen xj € X annehmen. Dann folgt aus Schritt 2

1 1 .
o =l < Lk =)l = =l >0 mit kI = o
Also konvergiert x — x, und y = limg_, o, Lz = Lz € Bild L.

Schritt 4 (coker L) = ker L' nach Satz 8.2.
Zusammen mit Schritt 1 folgt dim coker L < oo, damit ist L Fredholm.

Schritt 5 Bestimmung des Fredholmindex
In Satz 8.5 unten zeigen wir, dass die Menge der Fredholmperatoren offen ist und der Index
lokal konstant. Somit ist die Funktion ¢ — ind (Id + ¢K) konstant, also gleich Null. O

Lemma 8.5 (Additivitit des Fredholmindex) Seien S: X — Y, T :Y — Z Fredholm.
Dann ist TS : X — Z Fredholm und es gilt
ind(7'S) = ind(S) + ind(T).
BEWwWEIS: Es ist S : kerT'S — Bild S NkerT surjektiv mit Kern ker S, also gilt
dim ker T'S = dim ker S + dim (Bild S Nker T") < oo.

Wihle nun Komplemente ker 7' = (Bild S Nker T') & Yy, und dann Y = Bild S @ Yy @ V7. Es
folgt die direkte Summe Bild T = BildT'S @ T'Y; (check!), also

dim coker T'S = dim coker T' + dim Y7 < oo.
Schlie3lich haben wir

dim ker T" — dim coker S = dim (Bild S NnkerT) + dim Yy — (dim Yy + dim Y7)
= dim (Bild S Nker7) — dim Yj.

Durch Kombination der drei Gleichungen ergibt sich die Behauptung. O
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Satz 8.5 Sei L : X — Y Fredholmoperator. Dann hat L in L(X,Y) eine Umgebung, die aus
Fredholmperatoren mit demselben Index besteht.

BEwEIs: Wihle abgeschlossene Komplemente X = Xg@®ker L und Y = Bild L& Y7, insbeson-
dere dim Y] < co. Die Projektionen auf die Komponenten sind dann stetig. Fiir S € L(X,Y)
setze Sp : Xo — Bild L, Sy = Pgila .5 tx,, wobei ix, die Inklusionsabbildung ist. Es gilt

1S0 = Loll = [|Peila (S — L) ix, || < C'[|S = L]|.
Ly ist ein Isomorphismus, also auch Sy fiir ||S — L|| < e. Dann ist S Fredholmoperator:

e Die Projektion ker S — X/Xj ist injektiv: aus Sz = 0 fir z € Xg folgt Spx =
Pgilg Six,z = 0 und somit x = 0.

e Die Projektion Y7 — Y/Bild S ist surjektiv: zu y € Y wéhle x € Xy mit Soz = Ppuq Ly,
also Pgjqr(y — Sz) =0 bzw. y — Sz € Y7.

In Sy = Pgila .5 ix, sind also alle Operatoren Fredholm. Es folgt aus Lemma 8.5

0 = ind Sy = dim coker L +ind S — dim ker L = ind S — ind L.

O
Als Ergidnzung hier die benétigten Fakten zur Wahl von Komplementen.
Lemma 8.6 Sei V' Unterraum eines Banachraums X.
(a) Ist dim V < 0o oder dim X/V < oo, so hat V' ein abgeschlossenes Komplement.
(b) Ist X =V @ W fiir abgeschlossene Unterrdume V,W, so sind Py, Py stetig.
BEWEIS: Wir beginnen mit (a) im Fall dim V' =n < oco. Sei vy, ..., v, eine Basis von V, und

©1,...,¢pn die duale Basis von V', also ¢;(v;) = 0;;. Nach Hahn-Banach, Satz 3.1, haben die
;i eine Fortsetzung ¢; € X'. Definiere die stetige lineare Abbildung

PeL(X,V), Pz =) @iz
=1

Es folgt Pvj = vj, P2 = P und P|y = Idy. Fiir x € X folgt z = Pz + (v — Px) € V @ ker P.
Der Raum ker P ist ein Komplement wie verlangt.

Fiir dim X/V = n < oo wihle eine Basis [z1],..., [z,] von X/V. Dann ist Span {z1,...,z,}
ein endlichdimensionales, also abgeschlossenes, Komplement.

In (b) ist V' x W mit der Produktnorm ein Banachraum, und die Abbildung V' x W — X,
(v,w) — v + w, ist bijektiv und stetig. Nach Satz 4.4 ist auch die Inverse stetig, und damit
die Projektionen Py, Py auf die Komponenten. O

Wir kénnen nun unsere Analysis des Dirichletproblems auf elliptische Operatoren erweitern,
die Terme niederer Ordnung enthalten.
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Satz 8.6 (Fredholmsche Alternative fiir das Dirichletproblem) Sei Q@ C R™ offen
und beschrdinkt. Betrachte den schwach definierten Operator

L: W2 () = Wek(Q), Za a¥0iu) = > 0;(bu) + > ddju+ qu
et : :

mit ||a¥| oo, V7] oo, [|€/[| Lo, llgllLee < M. Es gebe ein A > 0 mit

n

(8.42) > ai(@)&g = MEP® fiir alle z € Q, § €R™,

ij=1
Dann gelten folgende Aussagen:

(1) L ist Fredholmoperator vom Index Null.
(2) peBIldL < ¢(u) =0 fir alle u € ker L*.
(3) Fir alle u € W01’2(Q) gilt mit einer Konstanten C' = C'(X\, M, diam Q)
lullwrz) < C(l[Lullwrz@y + [lullwiz@y)-
Hier ist L* der formal adjungierte Operator zu L, definiert durch
(8.43) L* - W2(Q) = W 2(Q), L*u(v) = Lo(u).

Wir berechnen explizit

Lv(u) = /(Za”afu@u—kzwvau —|—ch 8vu+qvu>
Q

i,j=1 J=1
— A(;laﬂauav—i-z:c]u@v —|—j§:1b] 8uv+quv>

Somit ergibt sich die (schwache) Darstellung

(8.44) Z 0;(a’"Ou) — Zaj(cﬂ'u) + ) Y ou+ qu.
j=1 j=1

5,J=1

Die Koeffizienten von L* ergeben sich also durch formale partielle Integration. Sind L*u und
Lv als L?-Funktionen darstellbar, so gilt in der Tat

(L*u,v) 120y = L*u(v) = Lv(u) = (u, Lv) 12(q)-

Der Operator L* ist adjungierter Operator von L beziiglich des L2-Skalarprodukts. Er ist
nicht die Hilbertraumadjungierte von L : Wol’Q(Q) — Wol’Q(Q)’ im Sinne von Folgerung 5.3.
Um den Satz zu beweisen, untersuchen wir erst die Terme niederer Ordnung.

Lemma 8.7 Sei Q C R™ beschrinkt und ||b7||zos, ||¢/||Lo, ||q]|ze < M < oo. Dann ist

K Wy(Q) = Wy (Q), Ku= = 8;(bu) + Y _ I (9ju) + qu,
j=1 j=1

ein kompakter Operator.
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BEWEIS: Nach Rellich, Satz 8.1, ist die Einbettung E : Wy*(Q) C L(Q) kompakt. Da die
Rieszabbildung I : L*(2) — L*(Q)', Tu(v) = [, uv, stetig ist, folgt mit Lemma 8.3 auch die
Kompaktheit von

E'T: L¥(Q) — Wy(Q), (E'If)(v) = If(Ev) / fo.

Daraus folgt die Kompaktheit der drei Abbildungen, wieder mit Lemma 8.3,
Wy (Q) — LAQ) — W)

-0
u Ey u r—]b; —9; (V)
Ja; . / .
&% ¢ Oju REEN coju
L RN qu.
O
BEWEIS: (von Satz 8.6) Schreibe L = Lo + K mit Lo = —3 ", 9;(a’ J9ju). Dann ist

Ly : I/VO1 2(Q) — WO1 (€)' Isomorphismus nach Satz 5.7, und K ist kompakt nach Lemma
8.7. Somit ist L ein Fredholmoperator vom Index Null nach Riesz-Schauder, Satz 8.4.

Im Beweis von 8.4, Schritt 4, wurde fiir den Operator L : X — Y gezeigt, dass fol-
gende Abbildung wohldefiniert und surjektiv ist:

F:ker L' — (Y/Bild L), Fo([y]) = o(y).

Damit ist y € Bild L genau wenn ¢(y) = 0 fiir alle ¢ € ker L. In unserm Fall ist X = W&’Z(Q)
Hilbertraum, und Y = I/VO1 ’Q(Q)’ .Ist J: X — X" der kanonische Isomorphismus, so gilt

L'J=1L* denn (L'Ju)(v) = (Ju)(Lv) = (Lv)(u) = (L*u)(v).
Insbesondere folgt ker L’ = J ker L*, und damit
peBIdL < ¢(u) =Ju(p) =0 fiir alle u € ker L*.
Fiir Aussage (3) liefert die Elliptizitit
NIDul2a 0y < Lou(u) = Luw) — Ku(u) < || Ll 0y lullwro) + Kuw).

Weiter gilt nach Voraussetzung an die Koeffizienten
|Ku(u)| = ‘ / (Z Vu@yu) + > ¢ (9u)u+ qu2> ‘
Qo j=1
< CM(/ ju]|Dul +/ uf?)
Q Q

< €/|Du]2+C(M,€)/]u|2.
Q Q

Wir wihlen e = \/2 und absorbieren:
\wwamsawamw%%Mwmwm+Awﬂ.
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Nun gilt ||U||124/1,2(Q) < C(diam ) |\Du||%2(9) nach Poincaré, Satz 5.4. Ferner
lullf2q0 < sup [ < gy Il
veW, (), [[vllyr,2<llully 1,2 72

Durch Kiirzen von ||u(|yy1.2(q) folgt Behauptung (3). O

9 Spektralsatz fiir elliptische Randwertprobleme

In diesem Abschnitt beweisen wir einen Spektralsatz fiir elliptische Randwertprobleme. Diese
Anwendung wiirde aus dem allgemeinen Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Ope-
ratoren folgen, den wir aber aus Zeitgriinden nicht behandeln kénnen. Wir beginnen mit ein
paar Grundlagen zu Hilbertrdumen.

Definition 9.1 Der Hilbertraum X heifst Hilbertsumme der abgeschlossenen Unterriume E;,
1 €1, falls gilt:

(2) Djcr Ei st dicht in X.

Lemma 9.1 Scien F;, i € N, abgeschlossene, paarweise orthogonale Unterrdume des Hilber-
traums X, mit zugehorigen Orthogonalprojektionen P;. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(1) « L E; firalei = x=0 (Mazimalitit).
(2) X ist Hilbertsumme der E;.
(3) =32y P firalexeX (Vollstindigkeit).
(4) lz)*> = Y2, [|Px||? fir alle x € X (Parsevalsche Gleichung).
BEWEIS: Der Reihe nach:
(1) = (2): Setze E = @:°, E;. Nach (1) ist E+ = {0}, also nach dem Projektionssatz X = E.

(2) = (3): Seiy € @fil E;. Dann folgt

, N N ) N ) N )
|z — vl :H x—ZPm —&-ZPix—yH :Hx—ZPZw’ —i—HZRw—yH )
i=1 i=1 i=1 i=1

LE; fiir 1I<j<N G@J_V LB >0
i=

Daraus folgt

N
Hx — ZPix
i=1

N
‘ — dist (a:@E) — 0 mit N — oo.
=1
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(3) = (4): Wegen Stetigkeit des Skalarprodukts gilt

N N N
— i : ) — i e [2
(z,z) = MA;PM’;P@ - ngnw; | P
(4) = (1): Aus P,z = 0 fiir alle ¢ folgt direkt = = 0. O

Bemerkung. Im Fall dim E; = 1, E; = Spane; mit (e;, e;) = d;5, lautet das so:

(1) {e; : i € N} ist maximales ON-System.

(2) Endliche Linearkombinationen der e; sind dicht.

(3) x =32 (x, ;) e; (Fourierentwicklung).

(4) [|z)* = 3252, [{z, €;)|* (Parsevalsche Gleichung).
Wir kommen zum Eigenwertproblem. Sei {2 C R" offen und beschréankt, und

n
Lu=— Z 9;(a" du) + qu,
ij=1

wobei fiir die Koeffizienten folgende Voraussetzungen gelten:

(9.45) Elliptizitat:  3p > 0:a”(2)&€ > plé)* Vo e Q, € e R,
(9.46) Beschréanktheit: ||a/ij||Loo(Q), gl oo (@) < M < o0,
(9.47) Symmetrie: a¥ =d firallei,j=1,...,n.

Der Einfachheit halber vereinbaren wir, das Summenzeichen wegzulassen wenn iiber doppelt
auftretende Indizes zu summieren ist. Wir definieren die symmetrische Bilinearform und
zugehorige quadratische Form

B(u,v) = /Q(aijﬁiu ;v + quv),
Qu) = /Q(aij@-uﬁju + qu2) (= B(u,u)).
Wir betrachten L als Operator auf einem abgeschlossenen Unterraum V € W12(Q):
L:V = V', Lu(v) = B(u,v), wobei W,?() C V.
Das schwache Formulierung des Eigenwertproblems lautet dann
(9.48) Lu=X inV' & B(u,v) = XNu,v) fiir allev € V.

Mit der Wahl von V' lassen sich verschiedene Randbedingungen schwach formulieren.
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Beispiel 9.1 Im Dirichletproblem wéhlen wir wie bisher V' = WOI’Q(Q):

/ (aijaiu djv + quuv) = )\/ uv  fiir alle v € Wol’z(m'
0 Q

Nach formaler partieller Integration bedeutet das

—0j(aY0u) +qu = Alu inQ,
u = 0 auf 09.

Beispiel 9.2 Im freien Randwertproblem wihlt man V = W12(Q):

/ (a” 9pu 0jv + quv) = )\/ wv  fiir alle v € WH2(Q).
Q Q

Hier ist u € W2(Q), es sind a priori keine Randwerte vorgeschrieben. Testen mit v € VVO1 2(Q)
ergibt wie beim Dirichletproblem formal die Differentialgleichung

~0j(a"du) + qu=Au  in Q.
Durch Testen mit v € W12(Q) folgt, weiter formal:
0 = / (a9;ud;v + (g — N)uv)
Q

= / (—8]‘ (aijaiu) + (q — /\)u) + / yjaij(aiu)’u dpu.
Q o0

=0
Ist v|pn beliebig wéhlbar, so ergibt sich mit dem Fundamentallemma die Randbedingung
a’(Qu)r! =0 auf 00,
Im Fall L = —A, also a” = §;;, ist das die homogene Neumann-Bedingung d,u = 0.

Allgemeiner kénnten auf einem Teil von 02 Nullrandwerte vorgeschrieben werden, auf dem
Komplement konnten sie frei wihlbar sein.

Satz 9.1 (Spektralsatz) Sei Q@ C R" offen und beschrinkt mit C'-Rand, und es sei
W01’2(Q) CV Cc WH2(Q) ein abgeschlossener Unterraum. Wir betrachten den ellliptischen,
symmetrischen Operator mit beschrdinkten Koeffizienten

L:V = V' Lu=-0;(a"0u) + qu.

Dann gibt es eine Folge A1 < Xy < ... von FEigenwerten mit zugehorigem L*(Q)-
Orthonormalsystem vy, € V von Eigenfunktionen, so dass Folgendes gilt:

(1) Sei Ex(L) ={v €V : Lv = \v}. Die vy mit \y = X\ sind eine ON-Basis von E\(L).
(2) dim E)\(L) < oo und A\ /oo mit k — oo.

(3) L2() ist Hilbertsumme der Ey, (L).
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BEWEIS:

Schritt 1 Konstruktion der Figenwerte und Eigenfunktionen
Sei Vy = {0} sowie induktiv fiir & > 1

A= Inf{Q(v) v eV, [Jvll 2y =1, v L2 Vi },
vy = zugehorige Minimalstelle von Q(v),
Vi = Vi1 @ {w}-

Wir erhalten vy, wie folgt: zunzichst gilt fiir u € W12(Q)

1 . 1
(0.49) IDulf < - / 05050 < Q) + Mul}s).

Also folgt A\ > —M und dann Ay < Ay < .... Wéhle eine Folge Minimalfolge u; € V, also
uj L Vi_1, |lujl| 2 =1, und Q(uj) — A. Dann ist

1 1
1Du;l72 < ;(Q(Uj) +M) = ;()\k + M) < oc.
Wir brauchen nun den Satz von Rellich, siehe Satz 8.1 im Fall V' = W(} (). Der Satz gilt
auch fiir Folgen in W12(Q), wenn das Gebiet C!'-Rand hat. Es folgt:
e u; — u in L*(), insbesondere ||u;||;» =1, u; L2 Vi_q

e u; — u schwach in W12(Q), insbesondere u € V (nach Folgerung 3.1 ist der abgeschlos-
sene Unterraum V' auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz).

e Duj — Du schwach in L?(Q,R").

Es gilt nun in Kurznotation, da a symmetrisch,

/Qa(puj,puj) :/Qa(Du,Du)—FQ/Qa(D(uj—u),Du)+/ a(D(u; —u), D(uj — u)).

Q

-~

—0 mit jooo 20

Da u die Nebenbedingungen [lu|z2(q) =1, u L2 Vi1 erfiillt, folgt
Ak < Q(u) < liminf Q(uj) = M.
k—o0
Also ist vg := v Minimalstelle, und wegen dim V' = oo bricht die Induktion nicht ab.

Schritt 2 Nachweis der Eigenfunktionsgleichung
Seiv € V mit v L2 Vi, [[v][12(q) = 1. Da vy Minimalstelle, gilt

d
0= £Q((COS t)vg + (sint)v) =0 = 2B(vk, v).
Daraus folgt induktiv mit der Symmetrie von B

B(vg,vj) = B(vj,vp) =0 fir1 <j<k-1
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Insgesamt ergibt sich fir alle v € V
B(vk,v) = A (v, 0)p2()  mit Ay = Q(vg).
Wegen WO1 2(Q) C V impliziert das die Differentialgleichung Lvp = Agvg.

Schritt 3 Verhalten der Figenwerte, Vollstindigkeit
Wir zeigen zunéchst A\ — oo fiir & — co. Ware A\, < A < o0, so folgt aus (9.49)

1
IDukl72 0 < - ( Qo) +M) < —(A+ M),
U AN~~~
=\
Nach Rellich gibt es eine Teilfolge, die in L?(Q) konvergiert. Aber

ok —v||* =2 fiir k # I, Widerspruch.

1
"

Es folgt, dass unsere Konstruktion alle Eigenrdume von L bestimmt. Denn Eigenfunktionen
u,v € V zu Kigenwerten A\ # p stehen senkrecht:

0= B(u,v) — B(v,u) = Mu,v) r2(q) — (v, u)r2(0) = (A — p){u, v) 12(q)-
Ist u € V, [lullp2(q) = 1, Eigenfunktion zu einem Eigenwert A > A;_1, so folgt
A>inf{Q(v) v eV, [vllpzq) =1, v L2 Vi1} = A

Damit gibt es zu jedem Eigenwert A einen nichtleeren, maximalen Abschnitt k_ < k < k4,
ke € N, mit \y = A. Wiirden die zugehorigen Eigenfunktionen v den Eigenraum nicht
aufspannen, so gibe es eine weitere normierte, dazu orthogonale Eigenfunktion, und wir
hétten Ag, 11 = A im Widerspruch zur Maximalitdt. Es bleibt nun die Vollstdndigkeit zu
beweisen, dazu zeigen wir fiir alle © € V' die Entwicklung

N

(9.50) UN = Z(u,vk>Lz(Q)vk —u in LQ(Q).
k=1
Da V > W, () dicht in L2(R), folgt hieraus die L2-Vollstindigkeit der vy,. Es gilt
N
D {w ok i) = lunlfz) < llunlfzg) + v — unlZz) = ullf2q).
k=1

Also ist uy eine L?(Q)-Cauchyfolge und konvergiert gegen ein ug in L2(Q); zu zeigen ist
up = u. Da u —uy € V zulissige Testfunktion und u — uy L2 vy fiir k < N, gilt

N N

B(uy,u —uyn) = Z(u, vg) 2 B(vk, u —un) = Z(u,vk>Lz/\k<vk,u —un)r2 =0.
k=1 k=1

Wir schitzen damit ab

IDunlay < (Bl un) + Mlula)  (nach (9.49)
= i(B(U,UN)"’MHu”QL?(Q))
< ;(lLUva lun w0y + Mlull72(q))
< SlDun sy + el MY (IEul + 2 ey).
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Also ist ux beschrinkt in W2(Q) und konvergiert gegen ug schwach in W12(€2), insbesondere
gilt up € V. Aber (u—uy, vk)L2(Q) = limy 00 (u—up, vk>Lz(Q) = 0 fiir alle k. Wegen u—ug € V
folgt nach Definition der A

1
||lu — uOH%Q(Q) < )\—kQ(u —up) — 0 mit k — oo.

Damit ist (9.50), die L?(2)-Vollstéindigkeit der Eigenfunktionen, bewiesen. O
Wir wollen noch die Verbindung zum Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operato-
ren andeuten. Wir nehmen zunéchst an, dass der Operator L aus Satz 9.1 injektiv ist. Der
Operator ist selbstadjungiert, also L* = L, nach Satz 8.6(2) ist L dann invertierbar. Wir
haben dort nur das Dirichletproblem betrachtet, die Aussage gilt aber analog. Definiere nun
den Greenschen Operator G : L?(Q2) — L?() durch das Diagramm

L2 % Q)

E’Il TE

vy
E :V C L*(Q) ist die Einbettung, I : L*(Q) — L?(Q2)’ der Riesz-Isomorphismus und E' :
L?(Q) ¢ V' die transponierte Abbildung. Die Funktion u = Gf € V ist die eindeutige
Loésung des Problems

Lu=f < Lu(v) = (f,v)1q) fiir allev € V.
G ist symmetrisch auf L?(Q2), denn mit G f; = u;, i = 1,2, gilt

(f1.Gf2)r2) = (f1,u2) 12(0) = Lua(u2) = Lug(u1) = (f2, Gf1)2(0)-

Weiter ist E und damit G kompakt nach Rellich, Satz 8.1. Daher kann der allgemeine Spek-
tralsatz fiir kompakte, symmetrische Operatoren auf G angewandt werden. L und G haben
dieselben Eigenrdume, die Eigenwerte sind Kehrwerte:
1
Lu=M <& Gu:xu.

Die Eigenwerte sind jeweils nicht Null: L ist injektiv nach Voraussetzung, fiir G ist das
offensichtlich. Ist L nicht injektiv bzw. ist das unklar, so kann als Trick der Operator L+ c1d,
c € R, betrachtet werden. Es gilt

(L + cId)u(u) > ,u/ | Dul? + / (q + c)u’.
Q Q
Fiir ¢ > [|g—|| Lo (q) ist L + cId also injektiv, und auf den zugehorigen Greenschen Operator
kann der Spektralsatz angewandt werden. Der gegebene Beweis ist dennoch sehr instruktiv,

weil er die Interpretation der Eigenfunktionen als Grund- bzw. angeregte Zustdnde deutlich
macht.
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