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Einleitung

Das Thema dieser Vorlesung ist die Lineare Funktionalanalysis. Generell geht es dabei um
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer Gleichungen

Lz =y,
das heifit L : X — Y ist eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen:
L(/\ml + )\2.%'2) = A\ Lx1 + N Lzoy fiir alle T2 € X, )\172 € R bzw. C.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdaume ist dieses Problem in der Linearen Algebra vollstéindig
behandelt worden; das Interesse gilt nun dem Fall dim X = oo. In diesem Zusammenhang
nennt man L auch einen linearen Operator. Ein wichtiges Beispiel ist das Dirichletproblem
fiir die Poissongleichung auf einer beschréinkten offenen Menge (2 C R™:

—Au = fin Q, wu =0 auf 99Q.

Setze X = {u € C°(Q) NC%(Q) : ulpn = 0} und Y = C(2). Dann ist das Dirichletproblem
gleichbedeutend mit der Losung der Gleichung Lu = f fir L = —A : X — Y. Die folgenden
Beispiel zeigen, dass die Losungsmethoden der Linearen Algebra nicht oder jedenfalls nicht
unmittelbar anwendbar sind.

Beispiel 0.1 Betrachte den Raum
X = {X = (:ci)ieN = (371,:1,’2, .. ) 1 T; € R}

mit der komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation (Ax+py); = Az;+py;. Definiere
die linearen Abbildungen, genauer Endomorphismen,

A: X =X, Axy,ze,...)=(0,21,22,...),
B:X—>X, B(zy,x9,...) = (z2,z3,...).

A ist injektiv, aber nicht surjektiv; B ist surjektiv, aber nicht injektiv. Im Endlichdimensio-
nalen wire das nicht moglich.

Beispiel 0.2 Betrachte auf dem Raum X = C%([—n, 7], C) die lineare Abbildung
L:X — X, (Lu)(t) = (sint) u(t).

Angenommen, L hat einen Eigenwert A € C. Dann gibt es eine Funktion v € X, nicht die
Nullfunktion, mit Lu = Au bzw.

(sint) u(t) = Au(t) fir alle t € [—m, 7]

Es folgt {t € [—m, 7] : u(t) # 0} C {t : sint = A}. Die rechte Menge ist aber endlich, somit
ist u identisch Null, Widerspruch.

Auch zentrale Aussagen der Analysis lassen sich nicht einfach in unendlichdimensionale
Réume iibertragen.



Beispiel 0.3 Betrachte den Raum

(P (R) ={x = (zi)ien : ©i € R, ||X]|oc = sup |z;| < c0}.
1€N

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ((*°(R), | - ||c) ein Banachraum ist. Nun gilt fiir £ € N
k - K o0
[x*[|c =1 fiir x* =(0,...,0,1,0,...) € £(R)..

Aber x* hat keine konvergente Teilfolge beziiglich || - ||oo, denn ||x* — x!||oo = 1 fiir k # 1.

Grundsétzlich miissen zu den Methoden der Linearen Algebra geeignete topologische Kon-
zepte hinzukommen, um unendlichdimensionale Probleme zu behandeln. Im R” fiihrt jede
Norm auf die gleiche Topologie, wie wir jetzt zeigen.

Satz 0.1 (Aquivalenz der Normen auf R") Auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum X sind alle Normen dquivalent: zu || - ||1, || - |2 gibt es 0 < A < A < oo mit

Mzl < ||zl < Allzlle fiir alle x € X.

Insbesondere fithren alle Normen zur gleichen Topologie bzw. Konvergenzbegriff.

BeweEels: Wir kénnen X = R"™ annehmen, sonst wéhle eine Basis v1,...,v, und betrachte
auf R" die Normen ||z]|12 = ||¢(z)||1,2 mit p(x) = Y ;| x;v;. Weiter reicht es zu zeigen, dass
eine gegebene Norm || - || &quivalent zur Euklidischen Norm || - || ist. Mit den Eigenschaften

der Norm und Cauchy-Schwarz folgt

n

n n 1
Joll = 'Y ieall < 3 lailllesll < Allellz - wobei A= (D [leil?)*.
=1 =1

i=1

-

Die Funktion f:R"™ — R, f(z) = ||z||, erfiillt wegen der Dreiecksungleichung

[f(@) = Fol = [z = llyll] < llz =yl < Allz —yll2,

d.h. f ist Lipschitzstetig mit Konstante A. Setze nun
A =inf{f(z) : x € R", ||z|]2 = 1}.

Die Menge der z € R™ mit ||z||2 = 1 ist abgeschlossen und beschrénkt. Da f stetig, wird das
Infimum angenommen und es folgt A > 0. Fiir z # 0 gilt dann

€T
ol = || || e llz = Al
[l

O

Zur Erginzung sei bemerkt, dass zwei Metriken auf R™ nicht notwendig dieselbe Topologie
liefern. Ein triviales Beispiel ist die diskrete Metrik d(z,y) = 1 fiir x # y, beziiglich der alle
Mengen offen sind. Fiir die Fuklidische Metrik ist das natdurlich nicht der Fall. Wichtiger
ist hier allerdings die Tatsache, dass die Aquivalenz der Normen auf unendlichdimensionalen
R&umen nicht notwendig gilt.



Beispiel 0.4 Auf X = C°(I), I =0, 1], haben wir die beiden Normen(!)

1 ) 1/2
oo = maxfuta)| und Julgoqny = ([ uta)ds)

Die Standardabschétzung liefert |[ul|z2(r) < |lul/co(r), die Normen sind aber nicht &dquivalent.
Betrachte die Folge

{1—nx falls 0 < x < l,
up(x) = n

0 sonst.

Es gilt dann [[uy|[cory = 1 und [Jun||p2(r) = \/% — 0 mit n — oo.

1 Metrische und normierte Riaume

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Dann heiffit d : X x X — [0,00) Metrik und (X,d)
metrischer Raum, falls Folgendes gilt:

(1) d(z,y) > 0, Gleichheit genau wenn v =7y  (Positivitdt),
(2) d(z,y) = d(y,z) fir allexz,y € X  (Symmetrie),

(3) d(x,2) < d(x,y)+d(y, =) fir alle x,y,z € X  (Dreiecksungleichung).

Definition 1.2 U C (X, d) heifit offen, falls es zu jedem x € U einr > 0 gibt mit B.(x) C U,
wobei By(z) ={y € X :d(z,y) <r}.

Beispiel 1.1 B, (x) ist offen, denn fiir y € B,.(z) gilt By(y) C By(z) mit o = r —d(z,y) > 0.
Fir z € B,(y) liefert nédmlich die Dreiecksungleichung

d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) <d(z,y) +r—d(z,y) =r.
Lemma 1.1 (Topologie auf metrischen Riumen) Sei (X, d) metrischer Raum.
(1) Ist Uy, A € A, Familie von offenen Mengen in X, so ist | Jycp U offen.
(2) Ist U;, i € 1, endliche Familie von offenen Mengen in X, so ist ();c; U offen.
(3) Zuxy,x9 € X mit x1 # o gibt es offene Uy, Uy mit x; € U; fiiri = 1,2 und UyNUy = 0.

Bemerkungen. Sei X eine Menge. Ein System 7T von Teilmengen von X heifit Topologie,
wenn 7 abgeschlossen ist unter beliebigen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten,
und auBerdem (), X € T gilt. Die Mengen in 7 nennt man dann offen, ihre Komplemente
abgeschlossen. Jedes U € T mit x € U heifit (offene) Umgebung von z. Eine Folge =, € X
konvergiert gegen x beziiglich 7, falls jede Umgebung von X alle bis auf endlich viele
Folgenglieder enthilt. Wenn die Eigenschaft (3) aus dem Lemma erfiillt ist, heifit die
Topologie Hausdorffsch und (X, 7)) Hausdorffraum.!

'Felix Hausdorff, 1868-1942



Fiir Mengen A C (X, d) sind folgende weitere Bezeichnungen iiblich:

int A = {xe€ X: esgibtein r > 0 mit B,(x) C A},
A = {z€X:B.(z)NA#D0 fiir alle r > 0},
0A = A\int A,

diam A = sup d(z,y).
z,y€A

Eine Menge A heifit beschrénkt, falls diam A < co. Weiter heifit eine Folge zy, in (X, d)
konvergent < es gibt ein x € X mit lim d(zg,z) =0,
k—o00

Cauchyfolge <  zu jedem € > 0 gibt es ein K € N mit d(zk, z;) < ¢ fur alle k,l > K.

Definition 1.3 (Vollstidndigkeit) Fin metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede
Cauchyfolge in X konvergiert.

Satz 1.1 (Vervollstindigung nach (;aptor) 2 Zu jedem metrischen Raum (X,d) gibt es
einen vollstandigen metrischen Raum (X, d) und eine isometrische (abstandstreue) Abbildung

J:(X,d)— (X,d) mit J(X) dicht in X.

Eindeutigkeit: ist (X, d) vollstindig und J : X — X isometrisch mz'tj(X) dicht in X, so gibt
es genau eine Isometrie (abstandstreue Bijektion) ® : X — X mit J = ®o J.

(X, d)

J J

v N
(X,d) = (X,d)

BEWEIS: Zur Konstruktion von X betrachten wir den Raum der Cauchyfolgen
CF(X) = {x = (2")ien : x ist Cauchyfolge in X.
Zu z € X gibt es viele Folgen mit Grenzwert . Wir definieren X = CF(X)/ ~ wobei

x~y < limd('y’) =0.

11— 00

Es ist leicht zu sehen dass ~ eine Aquivalenzrelation auf C'F(X) ist. Weiter definieren wir
den Abstand von zwei Punkten in X durch

~

d(x], [y)) = lim d(a’,y) > 0.

1—>00
Der Grenzwert existiert, denn fiir 7, j hinreichend grof} gilt d(z?, z7), d(y*,3’) < 5, also

d(z',y") <d(z',27) +d(2?,y7) + d(y,y") < d(z7,y7) +e.

2Georg Cantor, 1845-1918



Wegen Symmetrie folgt |d(x?, y*) — d(27,y7)| < €, also ist d(x?, y’) eine Cauchyfolge in R und
damit konvergent. Der Grenzwert hingt auch nicht von der Wahl der Folgen ab, denn fiir
X ~x und y ~ y haben wir

d(#,§") < d(@, ") +d(z',y) + d(y',7"), somit lim d(i’,7") < lim d(z,y°).

i—00 i—00

Aus der Definition ergibt sich Symmetrie und Dreiecksungleichung fiir d([x], [y]). Ferner gilt

dx.,y)=0 & lmd@'y)=0 & x~y & =[]

11— 00

Wir definieren J : X — X durch J(z) = [(z, ..)]- Dann ist offenbar d(J(z), J(y)) = d(z,y),
also J isometrisch. Aulerdem ist J(X) di cht in X denn fiir [x] € X gilt

~

d([x], J(z*)) = lim d(z%,2%) < e fiir k hinreichend groB.

1—00

Es bleibt jetzt noch zu zeigen dass (X , a?) vollstédndig ist. Dazu eine einfache Vorbemerkung:
ist (x )zEN eine Cauchyfolge und (2'"),cy eine Teilfolge, so definieren beide dasselbe Element
von X, denn es gilt lim, s d(z", 2™*) = 0. Sei nun [x;] eine Cauchyfolge in X, das heifit

(1.1) lim d(zi,z}) <e  fiir k, 1> k(e).

1—00

Durch Weglassen von endlich vielen Gliedern in jeder Folge x; kénnen wir annehmen dass

o 1
(g, ) <

? fiir alle 4,57 € N.

Jetzt betrachte die Diagonalfolge (y¥)ren, also y* = 2¥. Fiir k,1 > k(e) gilt
kol ki i il 1 i iy, L
d(y*,y’) < d(wg, ) + d(wg, xp) + d(zp, 27) < T (@}, xp) + 7
Mit ¢ — oo folgt aus (1.1)

1 1
dlyf,y') < o Fet g fir k> k).

Somit ist y eine Cauchyfolge in X. Ahnlich sechen wir dass [x;] gegen [y] konvergiert, es ist

o S 1 S 1
d(zy,y') < d(x}wxi) + d(xk, ) + d(xz,xz) < z + d(azi, xi) + 7

Mit j — oo folgt d(z%,y’) < + + ¢+ 1 fiir i, k > k() nach (1.1), also gilt

d([xz], [y]) = lim d(z, %) < % +e firk>k(e),

1—00

das heiBt d([xx],[y]) — 0 mit k — co wie behauptet. Damit ist (X,d) vollstéindig und die
Existenzaussage des Satzes ist bewiesen.

Sei nun (X,d) vollstindig und J : X — X sei isometrisch mit J(X) dicht in X. Da
J isometrisch ist und somit injektiv, erhalten wir die wohldefinierte Abbildung

¢:J(X)—= X, ¢(p) = J(x) fir p=J(x).



Offenbar ist ¢ o J = J, und es gilt fiir p = J(x) und ¢ = J(y)

d(6(p),0(a) = d(J(2),J(y)
= d(z,y) (da J isometrisch)
= d(p,q) (da J isometrisch).

Somit ist ¢ auf J(X) isometrisch, insbesondere gleichméfig stetig. Da J(X) dicht in X ist
und X vollstindig, existiert eine stetige Fortsetzung @ : XX (Serie 1, Aufgabe 1). Diese
Fortsetzung ist isometrisch: zu p,q € X gibt es pg,qx € J(X) mit pr — p, qx — ¢. Es folgt
dann ®(p) — ®(p), ®(qx) — P(¢) und weiter

~ ~ ~ A~ ~

d(®(p), ®(q)) = lim d(®(pr), ®(ax)) = lim d(¢(pk), d(gr)) = lim d(px,qr) = d(p, q)-

Das Bild ®(X) enthilt ¢(J(X)) = J(X), es ist also dicht in X. Aber ®(X) ist auch abge-
schlossen: sei @(pk) eine konvergente Folge in X. Dann ist pr eine Cauchyfolge in X, also
gilt pr, = p in X und somit ®(py) — P(p). Damit ist & : X — X die gesuchte (bljektlve)
Isometrie. Schliellich ist ® eindeutig als stetige (da isometrische) Fortsetzung der Abbildung
¢, die auf der dichten Teilmenge J(X) gegeben ist. O

Beispiel 1.2 Im Beweis wurden die reellen Zahlen als bekannt vorausgesetzt. Cantor hat
das Verfahren benutzt, um R als Quotient CF(Q)/ ~ zu konstruieren, dies erfordert nur
geringfiigige Anderungen.

Der folgende Begriff diirfte wohlbekannt sein, er wurde in der Einleitung schon benutzt.

Definition 1.4 (Norm) Sei X ein Vektorraum iber K = R,C. Eine Funktion | -] : X —
[0,00) heifit Norm, falls gilt:

(1) |lzl=0 < x=0 (Positivitdit),
(2) || Az|| = M| ||z|| fir allex € X, A€ K (Halblinearitt),
3) llz+yl < |zl + llyl| fir alle x,y € X  (Dreiecksungleichung).

Wir haben dann auf X die induzierte Metrik d(z,y) = ||z — y||. Ist X mit dieser Metrik
vollstindig, so heift (X, || -||) Banachraum.?

Ein normierter Raum ist stets ein Vektorraum, wéhrend ein metrischer Raum auf irgendeiner
Menge gegeben sein kann.

Beispiel 1.3 Sei Q2 C R” offen und 1 < p < co. Fiir L™-messbare f,g: Q2 — R sei

fr~g & L'({zeQ: f(z)#g(x)}) =0.

Fiir f : Q — R messbar setzen wir

1
PdLe)” fiir 1 <
sy = { Ll 27) irlsp<eo
inf {s > 0:L"({|f| > s}) =0} fiir p=oo.

3Stefan Banach, 1892-1945



Damit kann der Raum der LP-Funktionen wie folgt definiert werden:
LP(Q) = {f : @ — R messbar : || f|| 1r(q) < 00}/ ~.

Nach dem Satz von Fischer-Riesz ist (LP(), || - [|Lr(q)) ein Banachraum. Nun haben wir die
offensichtliche isometrische Abbildung

T (G2, - lerg@) = (L), |- lzo(e))-

Man beachte, dass || - || (o) auf CY(Q) tatsichlich eine Norm ist. C9(Q) ist dicht in LP()
im Fall p < oo (siehe Skript Kuwert Analysis 3, Satz 6.10). Fiir p < oo kénnen wir LP(Q2) als
(konkrete Realisierung der) Vervollstéindigung von (C2(Q),]| - || 1r(q)) ansehen.

Die Konstruktion als Aquivalenzklassen von Q-Cauchyfolgen beweist die Existenz der reellen
Zahlen, man greift aber in der Analysis nie auf sie zuriick, weil die Charakterisierung durch
Axiome einfacher und effizienter ist. Auch im Fall der Vervollstindigung eines metrischen
Raums ist es ebenfalls giinstig, eine moglichst konkrete Realiserung zu haben. Zum Beispiel
ist es wiinschenswert, die Elemente von LP(€2) durch (fast iiberall definierte) Funktionen zu
beschreiben, und nicht nur als Aquivalenzklassen von LP-Cauchyfolgen in C?(9). Genau das
leistet der Satz von Fischer-Riesz.

Definition 1.5 Seien (X, ||-]|), (Y, ||-||) normierte Ridume. Eine lineare Abbildung A : X —'Y
heifit beschrankt, falls gilt:

[All = sup [|Az| < oo
[lz]|<1

Die Zahl || A|| heifst Operatornorm von A. Der Raum
LX,)Y)={A: X =Y : A linear, ||A]| < oo}
ist mit || - || ein normierter Raum.

Lemma 1.2 (Stetigkeitskriterien fiir lineare Abbildungen) Fir eine lineare Abbil-
dung A: (X,|-|) = (Y| - |l) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist beschrinkt.
(2) A ist stetige Abbildung.
(3) A ist stetig im Punkt 0 € X.
BeEweEls: Aus (1) folgt
[Az — Ay|| = [[A(z — y)|| < Al [z = yl],

das heifit die Abbildung ist sogar Lipschitzstetig mit Konstante ||A||. Sei umgekehrt A stetig
in 0 € X. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein § > 0 mit

|Az|| = ||[A(z) — A(0)]| <1 firallez e X mit |z|| = |z —0] <4.
Fiir x # 0 folgt daraus die Abschéitzung

ERIERYPE
lAz| = 5[4 (6= )| < Slall

(el

<1



Satz 1.2 (Vollstindigkeit von L(X,Y)) Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum.
Dann ist L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum.

BeEWEIS: Sei A; Cauchyfolge in L(X,Y), also
A = Ajall < A= Al 2] < ellell  fir 5 > I(2).
Somit ist A;x Cauchyfolge, und Az := lim; ,,, A;x existiert. Es ist klar dass A linear ist,

weiter gilt
AN = 1Al| < 14 - Ajll <& fiard,j > I(e).

Also existiert A := lim;_, || A;||, und es folgt
Az = lim 4] < Alle].
das heifit A € L(X,Y). Schliefllich haben wir
|Ax — Ajz|| = lim ||Ajz — Ajz|| <ellz| fir j > I(e),
1—00
also ||A — Aj|| < e fir j > I(e). O

Definition 1.6 (Dualraum) Sei X ein normierter Raum. Dann heifst der Banachraum
X' =L(X,K) (K=R oder C), versehen mit der Operatornorm, Dualraum von X .

Satz 1.3 (Quotientenrdume) Sei X ein Banachraum und V ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann wird der Quotient X/V ein Banachraum mit der Norm

= inf .
(el = it flz+ v

Die Projektion p: X — X/V ist offen und hat Operatornorm ||p|| =1 (aufer wenn V = X).

BEWEIS: Wir beginnen mit den Normeigenschaften. Ist ||[z]|] = 0, so gibt es vy € V mit
|z + vi|| = 0, also vy — —z. Da V' abgeschlossen, folgt x € V' bzw. [z] = 0. Weiter gilt fiir
A # 0 (der Fall A = 0 ist klar)

, . 1
IM2]ll = Al = inf [[Az +vlf = A inf [lo + Sof = [A] ][]l

Fiir die Dreiecksungleichung berechnen wir

[[z1] + [zl = [l[z1 + 22|
= inf Hxl + 22 + 11 —l—UgH
v1,02€V
< inf (Hl‘l—l—UlH + Hl‘2‘|‘v2”)
v1,v2€V
= [fzalll + [[[z2]]]-

Jetzt zeigen wir, dass X/V mit dieser Norm ein Banachraum ist. Es gilt

(1.2) Iyl =[]l = [lly — 2| = inf ||y — 2z + | = inf [|§—=|.
veV F€[y]

8



Sei [z;] Cauchyfolge in X/V. Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass
I[wis1] — [w]]] < 27 fiir i € N. Wir bestimmen nun induktiv #; € [z;] mit

(1.3) |Zip1 — a4l < 27%  fir i € N,
Setze &1 = x1. Ist &; € [x;] schon gefunden fiir ein i € N, so ist
] = [l = ] = (2] < 277,
also gibt es Z;11 € [zij+1] mit (1.3). Da X Banachraum, existiert & = lim;_, &; und es gilt
li] = 21l = lll@] - (2] = inf [|&; — 2 + vl < ||Z; — 2] = 0.

Damit ist die Vollstdndigkeit von X/V bewiesen. Wir zeigen als néichstes dass p offen ist.
Ist ||[y] — [z]]] < 7, so gibt es nach (1.2) ein § € [y] mit § € B.(z). Da [y] = p(y) folgt
B, (p(z)) C p(Br(z)). Ist nun U C X offen und z € U, so gilt B,(z) C U fiir ein » > 0 und
damit B,.(p(x)) C p(U), das heifit p(U) ist offen.

Schlielich zur Norm von p. Wir hatten schon ||[z]|| < ||z||, also ||p]] < 1. Sei jetzt V
ein echter Unterraum, das heifit es gibt ein z € X mit ||[z]|| = inf,ey ||z + v|| > 0. Dann
existiert zu jedem € > 0 ein & = z 4 v € [z] mit

12l < @ +e)lllz]ll = A+ 2]l = @ +e)lp(@)| < (1 +e)llpll [|Z]]-

Dies zeigt [|p|| > 1. O

Wir kommen schliefllich zu Normen, die von einem Skalarprodukt induziert sind.

Definition 1.7 (Skalarprodukt) Sei X ein K-Vektorraum. (-,-) : V. x V — K heifit Ska-
larprodukt, wenn folgende Regeln erfillt sind:

(Ax—i—,uy,z) = )‘<x Z> :U’<y7 Z)

. . +
1) (-,-) ist Sesquilinearform: <, _
(1) () dst Sesquilinearform: 'y ) = X,y + Ble. =),

(2) (-,-) ist symmetrisch: (x,y) = (y, ).
(3) (-,-) ist positiv definit: (x,x) > 0, Gleichheit genau wenn x = 0.

Die Euklidische Norm von x € X st ||z| = \/{(x, x).

Satz 1.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Sei X, (-,-) ein Skalarproduktraum. Dann gilt
fur alle x,y € X:

(1) Kz, y)| <zl llyll  (Ungleichung von Cauchy-Schwarz).
(2) llz+yll < ||zl + |lyll  (Dreiecksungleichung).

Insbesondere ist die Euklidische Norm eine Norm.



BEWEIS: Sei erst K = R. Fiir ||z|| = ||y|| = 1 gilt bei geeigneter Wahl des Vorzeichens
1 1
L= 19l = 5 (el + Iyl £ 2w, 9)) = Sl £+ g > 0

Fiir beliebige z,y € X, ohne Einschrinkung z,y # 0, folgt (1) durch Skalierung:

12‘<x y>‘ [(z, )|

™l 71 Ayl

Im Fall K = C gilt, wieder fiir ||z| = ||y|| = 1 und nun mit e geeignet,
1 ) 1 .
L= Kz, p)l = 5 (2l + yl” + 2¢ (@, 9)) = Sl +y[* > 0.

Ungleichung (1) folgt nun wie oben. Weiter erhalten wir fiir alle z,y € X

lz +yl* = [l + (z,5) + (@, 9) + lyl® < =) + 2llz |yl + > = (=l + [yl)>.

Damit erfiillt || - || auch die Dreiecksungleichung. Die weiteren Eigenschaften einer Norm
ergeben sich direkt aus der Definition. O

Es stellt sich die Frage, wann eine Norm || - || von einem Skalarprodukt induziert ist.

Bemerkung 1.1 Ist |- || eine Skalarproduktnorm auf einem K-Vektorraum X, so ergibt sich
durch Ausmultiplizieren die Parallelogrammgleichung

(1.4) lz +ylI? + llz = ylI* = 2(ll[* + |yl*) ~ fiir alle 2,y € X.

Umgekehrt ist eine Norm || - || mit (1.4) eine Skalarproduktnorm, und zwar ist das zugehorige
Skalarprodukt durch folgende Polarisationsformel gegeben:

(z,y) = ~(lz+yl|* -z —y|?) imFallK=R,

| |

(z,y) = 4(H$+y|!2—Hﬂf—yllz)JrZ(lleyllz—||93—Zy||2) im Fall K = C.

Mithilfe der Parallelogrammgleichung kann man zeigen, dass (-, ) tatséichlich alle Regeln fiir
ein Skalarprodukt erfiillt.

Definition 1.8 Ein Hilbertraum* ist ein Skalarproduktraum (X, (-,-)), der beziiglich der Ska-
larproduktnorm ||z|| = \/{(x, x) vollstindig ist.

Beispiel 1.4 Fiir  C R” ist der Raum L?(Q) der quadratintegrierbaren Funktionen mit

mmzlﬁ@mwm

ein Hilbertraum nach dem Satz von Fischer-Riesz.

4David Hilbert, 1862-1943
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2 Kompaktheit in metrischen Ridumen

Definition 2.1 Fine Teilmenge K eines metrischen Raums (X, d) heifit kompakt, falls gilt:
jede Familie (Ux)xen von offenen Mengen mit K C |Jycp Ux besitzt eine Teilfamilie (Ux)xenr
mit A’ endlich und K C Jycpr Ua.

Satz 2.1 (Aquivalenz der Kompaktheitsbegriffe) Sei (X,d) metrischer Raum. Fir
K C X sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) K ist kompakt.

(2) K ist vollstindig (mit der induzierten Metrik) und prikompakt, das heifit fir jedes o > 0
lasst sich K durch endlich viele Kugeln B,(x), x € K, tiberdecken.

(3) K ist folgenkompakt: jede Folge (xk)ken in K besitzt eine Teilfolge, die gegen ein x € K
konvergiert.

BEWEIS: (3) = (2): Die Vollsténdigkeit ist klar, denn mit einer Teilfolge konvergiert schon
die ganze Folge. Wire K nicht prikompakt, so wihle induktiv z; € K mit z ¢ Ufz_ll By(zi).

Fir £ # [ gilt dann d(xg,x;) > o, also kann die Folge zj, keine konvergente Teilfolge haben,
Widerpruch zu (3).

(2) = (1): Angenommen K C |Jycp Uy, aber K wird nicht durch endlich viele der
U, iiberdeckt. Konstruiere sukzessive Kugeln By, = By« (x) mit 2 € K und BN By_1 # 0,
so dass B N K nicht durch endlich viele der Uy iiberdeckt wird. Ist Bi_; schon gefunden,
so iiberdecke Bi_1 N K durch endlich viele Kugeln By (y;), 1 < ¢ < N, mit y; € K und
By« (y;) N Bi—1 # 0. Fiir wenigstens ein ¢ wird By« (y;) N K nicht durch endlich viele der Uy
iiberdeckt. Im Induktionsanfang wende dieses Argument an mit By := K. Nach Konstruktion
ist xj eine Cauchyfolge, also zp — = € K. Es ist x € U, fiir ein A, also B C U, fiir k
hinreichend grof}, im Widerspruch zur Konstruktion.

(1) = (3): Angenommen (zj)reny hat keinen Haufungspunkt in K. Zu jedem z € K

gibt es dann ein p > 0 mit x; € B,(x) hochstens fiir endlich viele k. Denn sonst finden

wir induktiv k1 < ko < ... mit 2, € Bi(z), also x; — = im Widerspruch zur Annahme.
J

Waéhle nun eine endliche Teiliiberdeckung von K mit solchen Kugeln. Es folgt x; € K nur
fiir endlich viele k, ein Widerspruch. O

Beispiel 2.1 Sei X, (-, -) ein unendlichdimensionaler Skalarproduktraum. Mit dem Verfahren
von Gram-Schmidt findet man dann eine Folge ey, e,... in X mit (e;, e;) = d;;. Es folgt

le; —ejl| = V2 fiir i # j.

Es gibt damit keine Teilfolge, die beziiglich der Norm || - || konvergiert. Das bedeutet auch:
abgeschlossene und beschrinkte Mengen sind nicht notwendig kompakt.

Das Verfahren von Gram-Schmidt ist auf Skalarproduktrdume beschréinkt, man hat aber in
beliebigen normierten Rdumen den folgenden Ersatz.

Lemma 2.1 (fast orthogonales Element) Sei (X, ||-||) normierter Raum und V C X ein
abgeschlossener, echter Teilraum. Dann gibt es zu 0 < 1 ein xg € X mit

dist (zg, V) >0 und |zg|| = 1.

11



BeweEIs: Wihle x € X\V. Da V abgeschlossen, gilt dist (2, V) > 0 und es gibt ein vy € V
mit ||z — vg|| < § dist (z, V). Setze

x — vg
Tp=—-.
[l — vell
Es folgt fiir alle v € V
1 dist (z,V
|zg —v|| = ——— ||z — vo — lz — vgllv || = dist (2, V) > 0.
[l — voll — [l — woll
€

Satz 2.2 (Heine-Borel) Fir einen normierten Raum X gilt:

B1(0) kompakt < dim X < oo.

BEwEIS: Die Implikation < folgt aus der Aquivalenz der Normen, Satz 0.1, und dam Satz
von Bolzano-Weierstrafl. Fiir = wihle induktiv mit Lemma 2.1 eine Folge x; € X mit

lzx] =1 und  dist (zg, Span{zy,...,xp_1}) > —.

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen. O

Fiir die Existenz von Losungen von Gleichungen ist die Kompaktheit ein zentraler Begriff
der Analysis. In der Funktionalanalysis spielen Kompaktheitskriterien fiir Teilmengen von
Banachraumen (oder metrischen Rédumen) eine bedeutende Rolle. Ein bekanntes Beispiel ist
der Satz von Arzela-Ascoli, den wir nun behandeln wollen.

Definition 2.2 Scien X,Y metrische Rdume. Wir setzen
B(X,Y) = {f: X =Y : f(X) ist beschrinkt},
CUX,Y) = {f:X =Y :f iststetig}.
Satz 2.3 Seien X,Y metrische Riume, Y vollstandig.
(1) B(X,Y) ist vollstindiger metrischer Raum mit dg(f, g) = sup,cx d(f(z), g(z)).

(2) (C° N B)(X,Y) ist abgeschlossen in (B(X,Y),dg), insbesondere ist (C° N B)(X,Y)
vollstindiger metrischer Raum mit dp.

Bewers: Es ist klar, dass dp(f, g) eine Metrik auf B(X,Y) ist. Sei f; eine Cauchyfolge in
B(X,Y), also
d(fx(z), fi(z)) <e firallex € X, k,1 > k(e).

Da Y vollsténdig, existiert f(z) := limg_ oo fr(x). Mit | — oo erhalten wir
d(fe(z), f(z)) <e firalleze X, k> k(e),

also dp(fk, f) — 0 mit k¥ — co. AuBerdem ist f beschriankt, denn fiir k = k(¢) ist

d(f(z), f(wo)) < d(f (), fr(z)) +d(fe(z), fr(20)) + d(fr(20), f(20)) -

~~

<e <diam fj(X)<oo <e
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Ist fj, stetig fiir k = k(e), so gibt eszue > 0ein d > 0 mit d(f(x), fr(zo)) < € fiir d(z, 79) < 9,
und die Abschéitzung liefert

d(f(x), f(x0)) < d(f(x), fx(x)) + d(fi(), fx(x0)) + d(fr(x0), f (x0)) < 3z.

v~

<e <e <e

Also ist C° N B(X,Y) abgeschlossene Teilmenge. O

Definition 2.3 Die Oszillation von f: (X,d) — (Y,d) ist die Funktion

Wy - (Oa OO) - [O’ OOL (,Uf((S) = sup d(f(J:l)af(xQ))

d(a:l ,3:2)<5

Gilt wg(6) — 0 mit 6 — 0, so heifit f gleichmafsig stetig. Fine Familie F von Abbildungen
f: X =Y heifit gleichgradig stetig, falls sup pexwy(d) — 0 mit 6 — 0.

Alternativ kann die gleichgradige Stetigkeit wie folgt formuliert werden:

fiir alle € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit d(f(x1), f(z2)) < ¢ fur alle f € F und alle
x1, 9 € X mit d(z1,x2) <.

Beispiel 2.2 Sei 0 < aw < 1. Die a-Holderkonstante von f : (X, d) — (Y, d) ist

END)
[f]a = x;éI; d(m,y)a .

f heifit a-Holderstetig wenn [f], < oo. Offenbar gilt

d(f (@), f(y))
d(z,y)*

Die Ostzillation erfiillt also die Abschéitzung

d(f(z), f(y)) = d(z,y)* < [fla 0" falls d(z,y) < 4.

(2.5) Wy (8) < [fla 0™

Eine Holderstetige Funktion ist also gleichméfig stetig, und fiir jedes A < oo ist die Familie
F={f:X =Y :[fla <A} gleichgradig stetig.

Satz 2.4 (Arzela-Ascoli) ® Seien X,Z metrische Riume, X kompakt und Z vollstindig.
Fiir F € C%(X, Z) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F st gleichgradig stetig und {f(x) : f € F} ist relativ kompakt in Z fir jedes x € X.

(2) Jede Folge fi. in F hat eine Teilfolge fy,, die gleichmdfig gegen ein f € CYX,Z)
gleichmdflig konvergiert.

(3) F ist relativ kompakt in (C°(X,Z),dp).

5C. Arzela, 1847-1912 und G. Ascoli, 1843-1896
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Eine Teilmenge eines metrischen (oder topologischen) Raums heifit relativ kompakt, wenn ihr
Abschluss kompakt ist. Beachte weiter: fiir X kompakt und f € C°(X,Y) ist f(X) kompakt,
insbesondere beschrinkt. Es gilt also CY(X,Y) € B(X,Y).

BeEwers: (1) = (2) : Da X kompakt, gibt es eine abzdhlbare dichte Teilmenge D C X.
Zum Beispiel kann man dafiir X mit endlich vielen Kugeln vom Radius % iitberdecken fiir
v = 1,2,...; die Menge der Mittelpunkte ist dann dicht. Fiir jedes x € X hat die Folge
fr(z) eine konvergente Teilfolge, durch sukzessive Wahl von Teilfolgen erhalten wir fiir die
Diagonalfolge

f(z) :=limg o fr(z) existiert fir alle x € D.

Seien x1,z9 € D mit d(x1,x2) < d, dann folgt

d(f(z1), f(z2)) = klggo d(fe(z1), fr(z2)) < sulj):ww(é) = w(d) -0 mitd—0.
o€

Somit ist f : D — Z gleichméflig stetig, und es existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
f € C°X, 7). Es bleibt zu zeigen, dass die Folge gleichmifig gegen f konvergiert. Fiir § > 0
ist {Bs(x) : x € D} offene Uberdeckung von X, also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
{Bs(y) :y € Ds}. Zu x € X gibt es ein y € Ds mit d(z,y) < ¢, und es folgt

d(fe(z), f(z)) < d(fi(@), fe(y)) +d(fe(y), f(v)) + d(f(y), f(z))
< Inax d(fx(y), f(y)) + 2w (0).

Das Supremum iiber x € X liefert

dp(fr, f) < max d(fe(y), f(y)) + 2w(0),

und schliellich folgt wie behauptet

limsupdp(fk, f) <2w(d) =0 mitd— 0.

k—o0

(2) = (3) : Nach Satz 2.1 reicht es zu zeigen dass F folgenkompakt ist. Das folgt leicht aus (2).

(3) = (1) : Wir zeigen als erstes, dass F gleichgradig stetig ist. Nach Satz 2.1 ist F
prikompakt, das heifit zu e > 0 gibt es {f1,..., fx} C F mit

N
FclJB(f)
i=1

das heifit zu f € F gibt es ein j € {1,. mit dp(f, fj) < e. Es folgt fur d(x,y) <9

N}
d(f(2), f(y)) < d(f(z), fi(2)) + d(f;(z), fi(y)) + d(f(y), f())
)

< max wf]( + 2e.

1<j<N
Bilde das Supremum iiber alle z,y € X, d(z,y) <, und alle f € F:

5 8) + 2e.
;telgwjf( ) < max wy, (9) +2¢
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Lass nun § — 0. Da f; € F stetig und damit gleichm#Big stetig ist wegen X kompakt, gilt
wy;(6) — 0 mit § — 0, also
limsup (sup wy(d)) < 2e.
6—0 feF

Damit ist die gleichgradige Stetigkeit von F bewiesen. Betrachte schliellich eine Folge
2k = fr(x) mit f, € F. Nach Wahl einer Teilfolge gilt fr — f € C°(X,Z) gleichmiBig,
insbesondere z, = fi(z) — f(z). Damit sind beide Aussagen in (1) gezeigt. O
Als Anwendung zeigen wir einen Kompaktheitssatz fiir Holderstetige Funktionen. Sei X me-
trischer Raum. Fiir v : X — R setzen wir

[ullco.e(xy = lullcox) + [ulg x = sup |u(z)[+  sup
0 0 X zeX z,yeX, x#y d(:c,y)o‘

Dabei ist 0 < a < 1. Es gilt der

Satz 2.5 C**(X) = {u € C°(X) : ||lul|co.a(x) < 00} ist ein Banachraum.

BEWEIS: Sei u, € C%*(X) eine Cauchyfolge beziiglich der Norm || - [|co.e(y). Dann ist
ur € (C°N B)(X), und uy ist Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm. Nach Satz 2.3
konvergiert u; beziiglich der Supremumsnorm gegen ein v € (C° N B)(X). Nun gilt fiir
r,2ye X mit z #y

u(e) —u(y)l _ () — )]
— 2 =] —_— ] o .

d(z,y)" koo d(z,g)t ko luxllgo.o) < o0
Somit ist u € C%¥(X), und weiter

((u —up)(x) — (u—up)(y)| . [(w—ug) (@) — (ug — ug)(y)] .
d(z,y)* = fm d(z, )° < hﬁsoljp s — urll o x)-

Es folgt [u—ug]a,x < € fiir k > k(e), das heifit die Folge konvergiert gegen u in der C%“-Norm.
O

Satz 2.6 (Einbettung von Hoélderrdumen) Sei X kompakter metrischer Raum, und
up € C¥(X), 0 < a < 1, eine Folge mit |lug|lcoax)y < A < oo fiir alle k. Dann gibt
es ein u € C¥*(X), so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

wp — u i COP(X)  fiir jedes 0 < B < .
Beweis: Nach (2.5) gilt fiir die Oszillation die Abschétzung
Wy, (5) < [uk]a’X(sa < Ad“.

Damit ist die Folge uj gleichgradig stetig. Aulerdem ist die reelle Folge uy(z) beschrinkt fiir
jedes z, also relativ kompakt in R. Nach Arzela-Ascoli gibt es ein u € CY(X), so dass ux — u
in C°(X) nach Ubergang zu einer Teilfolge. Es gilt u € C%*(X), denn

[u(z) —uly)] _ . (@) — u(y)]

— <A .
d(x,y)> k—00 d(x,y)> SA<o0
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Fiir d(z,y) < 0 gilt die Abschitzung

0= )(0) = =) _ g, oo

(=) () = (wg — ug) (y)] a—pB
lim < 2A6 .
d(z,y)? -

oo d(z,y)>

Andererseits gilt fiir d(z,y) > 6
(v — ug)(x) — (u—up)(y)]

<267 P |u— koo (x)-

d(z,y)”
Also folgt
limsupfu — ug)g x < 2068 50 mitd— 0,
k—o0
das heiBt uy — u in C%#(X) wie behauptet. O

Holderstetige Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei der Analysis von elliptischen Dif-
ferentialgleichungen. Im Folgenden skizzieren wir das am Beispiel eines Randwertproblems.
Wir brauchen dafiir eine Verallgemeinerung von Satz 2.6 auf die Situation, wenn Ableitungen
Holderstetig sind. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, k € Ng und 0 < a < 1. Fiir u € C*(Q)
setzen wir

lullor) = Z 1D ullcoq,
0<]y|<k
lulloray = luler@ + Y (D ulag.
IvI=k

Dabei bezeichnet |y| = 1 + ... + 75, die Ableitungsordnung von D7 = 9]*...9,". Wir
definieren die Funktionenriume

CFQ) = {ueC*Q): DV ist auf Q stetig fortsetzbar fiir alle || < k},
Q

P @) = {ue M) flullgra) < o).
Satz 2.7 Sei Q C R" offen und beschrinkt. Dann gilt:
(1) (C*(Q), [ullerqy) ist ein Banachraum.
(2) (Ck(Q), [l ok ()) st ein Banachraum.
BEWEIS: (1) gilt fiir K = 0 nach Satz 2.3(2). Betrachte fiir k = 1 eine Cauchyfolge u; € C1(Q)

beziiglich [|ulc1(q). Dann gilt u; — u € C%(Q) sowie du; — v; € C(Q) gleichmiiBig mit
j — oo. Fiir g € Q und s € R hinreichend klein gilt

S
w;(zo + se;) = uj(xo) + / Oiuj(xo + te;) dt.
0
Mit j — oo erhalten wir
S
u(zo + se;) = u(wg) + / vi(xo + te;) dt,
0

also durch Differentiation d;u(z) = v;(xo). Somit ist v € C1(Q) und |ju — uillcrq) — 0. Im
Fall k > 2 konvergiert eine Cauchyfolge u; beziiglich || - || (@) gegen u € C1(Q), und nach
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Induktion konvergiert d;u; gegen v; € C*¥~1(Q) beziiglich || - |cr-1(0)- Es folgt v; = du und
hieraus Behauptung (1).

Sei jetzt u; € CF*(Q) eine Cauchyfolge beziiglich | - ||ck.a (- Dann gilt zunéchst
uj — u in C*(Q) wie gerade gezeigt. Fiir |y| = k gilt weiter DYu; — v in C%%(Q) nach Satz
2.5. Es folgt v7 = D7u und u; — u beziiglich [| - [|ok.a(q)- O

Wir brauchen nun folgenden technischen Begriff.

Definition 2.4 Q C R"™ hat Sehnenbogenkonstante k € [1,00), wenn es fir alle x,y € Q
einen C1-Weg ~ von x nach y gibt mit L(v) < k|x — y|.

Satz 2.8 Sei & C R™ offen und beschrinkt mit Sehnenbogenkonstante k < oo, und seien
k,l € Ny, o, 8 € [0,1] mit k+a > [+ 3. Istuj € CH(Q) eine Folge mit [wllche@y <A < oo,
so konvergiert eine Teilfolge in C4P(Q).

BeEwEIs: Wir gehen in vier Schritten vor.
Schritt 1 Der Fall k =1=0 (also 1 > a > > 0) gilt nach Satz 2.6.

Schritt 2: Es gilt [|ullcorq) < Clluller(q):
Fiir z,y € Q sei v € C([0,1],Q) mit v(0) = x, y(1) = y und L(v) < K|z — y|. Es folgt

i) ~u)| = | [ Sutena

[ putatanroa

IN

1
| Dulloogay /O /(1))

< &[|Dullcoylz =yl

Schritt 3: Der Fallk=1>1,1>a> 3> 0:

Nach Schritt 2 und Schritt 1 gilt induktiv u; — w in C*=1(Q), Ferner nach Schritt 1
DVuj — v7 in C%8(Q) fiir |y| = k. Wie in Satz 2.7 folgt v = DVu fiir |y| = k, also u; — u
in C*%(Q).

Schritt 4: Der Fall k > 1 > 0:

Wegen | +1 <k gilt |lujl|ciriq) < Cllujlloraq) < A. Fiir a > 0 haben wir u; — u in Ck ()
mit Schritt 3, also u; — u in C%!(Q) nach Schritt 2. Fiir a = 0,3 = 1 ist k > [ + 2. Es gilt
dann mit Schritt 2

HUHCk—lJ(Q) < CHU||Ck(Q) < CA.

Nach Schritt 3 folgt u; — w in C*~1(2). Damit ist der Satz bewiesen. O

Jetzt kommen wir (endlich) zu der Anwendung. Im folgenden sei 2 C R"™ ein beschrénktes
C*°-Gebiet. Betrachte das Randwertproblem

Z aijaz'zju + sz@iu +eu=finQ, wu=0auf .
ivjzl =1
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Im Fall a;; = d;5, b; = ¢ = 0 handelt es sich um die klassische Poissongleichung Au = f,
allgemein sind die Koeffizienten a;;, b;, ¢ beliebige Funktionen auf ). Wir setzen aber voraus,
dass fiir gewisse Konstanten 0 < A < A < oo folgende Bedingungen gelten:

(2.6) ax laijll co.e (0, llél%ﬁl\\bi”cova(ﬂ)» [cllco.e@) < A,
(2.7) Z aij(2)&€&; > N¢EP fiir alle z € Q, € € R™
ij=1

Die Voraussetzung (2.7) heifit Elliptizitdtsbedingung, salopp gesagt bedeutet sie, dass die
Gleichung vom Typ der Poissongleichung ist. Um das Problem funktionalanalytisch zu for-
mulieren, betrachten wir den linearen Operator

L:C2(Q) - C%Q), Lu= Z aij@?ju + Z biOju + cu,
ij=1 i=1

wobei C3(Q2) = {u € C*(Q) : u|gn = 0}. Das Randwertproblem hat somit die Kurzfassung
Lu = f.

Die Regularititsbedingung (2.6) impliziert, dass L ein beschrinkter Operator ist:

|Lulleo@) < A( Y 10%ulco@) + D ol o) + lulloo) ) = Allulczqo.
ij=1 i=1

Fiir die Operatornorm gilt also ||L|| < A. Wir verwenden ohne Beweis die folgenden a prio-
ri Abschitzungen von Schauder®. Sie sind ein fundamentales Resultat aus der Theorie der
elliptischen Differentialgleichungen, siche [?, Theorem 6.19].

Satz 2.9 (Regularitétssatz von Schauder) Seien Q und L wie oben, und u € C2(Q2) sei
Lésung von Lu = f. Ist f € C%*(Q), so ist u € C**(Q) und es gilt die Abschitzung

ullc2a) < C ([fllcowy + llullco@y)
wobei C' nur von den Daten n,a, A\, A und € abhdngt.

Die Aussage des Satzes ist grob gesprochen, dass die Losung v maximal reguléar ist, das heifit
u ist so gut wie es die Daten (2, a;;, b;, ¢, f erlauben. Im Fall von C°°-Daten wére die Losung
beispielsweise ebenfalls von der Klasse C'*°. Ein anderes, wohlbekanntes Beispiel fiir eine el-
liptische Differentialgleichung ist die Cauchy-Riemann Gleichung aus der Funktionentheorie,
und man hat dort eine analoge Verbesserung der Regularitét: differenzierbare Losungen sind
automatisch unendlich oft differenzierbar. Auch in der Funktionentheorie ist es wichtig, dass
nicht nur die Regularitéit verbessert wird, sondern durch Abschitzungen quantitativ kontrol-
liert werden kann. Wir interessieren uns nun fiir die Losungen des homogenen Problems, also
zur rechten Seite f = 0.

5J. Schauder, 1899-1943
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Folgerung 2.1 Der Kern von L : C3(Q) — C%(Q) ist endlichdimensional.

Beweis: Wihle auf ker L die Norm ||ul[coq)- Sei up € ker L eine beliebige Folge mit
ugllcoy < 1 fiir alle k. Aus Satz 2.9 (mit f = 0) folgt, dass die Folge uj in C**(Q)
beschrankt ist. Nach Satz 2.8 gilt fiir eine Teilfolge

up —u in C?(Q), insbesondere u € ker L.

Die Einheitskugel in ker L ist somit beziiglich der C°-Norm kompakt, das heifit ker L ist
endlichdimensional nach dem Satz von Heine-Borel, Satz 2.2. O

3 Existenz linearer Funktionale

In einem endlichdimensionalen, normierten Vektorraum X kann man Funktionale ¢ € X’
durch ihre Werte auf einer Basis ey, ..., e, definieren. Fiir = )" | z;¢; ist die gegebene
Norm ||z|| dquivalent zu ||z|; = Y i, |z;] nach Satz 0.1, damit ist ¢ automatisch stetig:

n

(@) <D lele)] @il < ((max [p(e)]) D lail < Cllz].
i=1

1<i<n .
=1

Fir dim X = oo konnten Linearformen zwar ebenfalls {iber eine Basis definiert werden,
aber die Stetigkeit bzw. Beschrénktheit wére unklar. Der folgende Satz erlaubt induktiv die
Konstruktion von linearen Funktionalen, bei Beibehaltung der Norm. Statt einer Norm wird
etwas allgemeiner eine Abschéitzung durch eine sublineare Funktion betrachtet.

Satz 3.1 (Hahn-Banach) 7 Sei X ein R-Vektorraum und p : X — R sublinear, das heift

p(Ax) = Ap(x) firalle A\ >0,z € X,
plx+y) < plx)+ply) firallez,yeX.

Sei V C X ein Unterraum und ¢ : V — R linear mit
o(v) <p(v) firaleveV.

Dann gibt es eine Linearform ¢ : X — R mit ¢|ly = ¢ und ¢(z) < p(z) fir alle x € X.

BEWEIS:

Schritt 1: Fir x ¢ V konstruieren wir eine Fortsetzung ¢ : V @& Rz — R mit ¢ < p.
Definiere ¢(v + ax) = ¢(v) + as, wobei s = ¢(x) noch zu bestimmen ist. Damit ist ¢
wohldefiniert, linear, und es gilt ¢|y = ¢. Wir brauchen

(3.8) p(v+azx) > p)+as firalltaeR, veV.

Nach Voraussetzung gilt das fiir « = 0. Es reicht a = +1, dann folgt fiir a > 0 beliebig

p(v+ax)= ap(g :i:x) > a(w(%) + s) = ¢(v) + as.

"H. Hahn, 1879-1934
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Wir konnen also s € R mit (3.8) wéhlen, falls gilt:

inf (p(u-+ ) — p(0) > sup (p(v)) — p(v/ — 7).
ve v'eV

Aber nach Voraussetzung haben wir
p(v+a) +p —2) = p(v+0) 2 p(v+") = ¢(v) + (V).
Damit ist Schritt 1 gezeigt.

Schritt 2: X hat eine abziahlbare Basis {z1,z2,...}

Definiere induktiv iy < iz < ... kleinstmoglich mit x;, ¢ V @ span{x;,,...,z; _,}. Es folgt
X =V @ span{z;,,z,,...}. Mit Schritt 1 erhalten wir die verlangte Fortsetzung induktiv
auf ganz X.

Schritt 3: Konstruktion fiir X beliebig

Wir fithren die Behauptung auf das Lemma von Zorn zuriick®. Dieses ist kein Lemma,
sondern in unserem Rahmen ein Axiom, das gleichwertig mit dem Auswahlaxiom oder dem
Wohlordnungsprinzip ist. Es stellt eine Art verallgemeinerte Induktion dar.

Definition 3.1 (induktive Ordnung) FEine Menge A mit einer Relation < heifit teilweise
geordnet, wenn fir alle a,b,c € A Folgendes gilt:

a<a
a<bb<a = a=0b,
a<bb<c = a<ec

(1) M C A heifit total geordnet < fiir a,b € M gilt stets a < b oder b < a.

(2) m € A heifst maximales Element < aus m < a € A folgt a = m.

(3) b€ A heifit obere Schranke von M < a <b fiir alle a € M.

(4) A heifit induktiv geordnet < jede total geordnete Menge M C A hat eine obere Schranke.

Zum Beispiel kann man fiir Punkte a,b auf einem Tannenbaum a < b setzen, wenn b ein
Wachstums-Nachfolger von a ist. Dann sind nicht alle Punkte vergleichbar, eine gewachsene
Folge von Asten ist aber total geordnet. Jede Zweigspitze ist ein maximales FElement.

Lemma von Zorn Ist (A, <) induktiv geordnet, so hat A (mindestens) ein
mazimales Element.

Wir zeigen jetzt Satz 3.1 mit dem Lemma von Zorn. Sei A die Menge aller Paare (W, 1)),
wobei W O V Unterraum, 1 : W — R linear mit |y = ¢ und ¢ (w) < p(w) fir alle w € W.
Definiere die teilweise Ordnung

(Wi, 1) < (Wa,ahe) & Wy C Wa, to|w, = 1.

8M. Zorn, 1906-1993
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Die Regeln der teilweisen Ordnung sind leicht zu priifen. Wir zeigen nun, dass A induktiv
geordnet ist. Sei dazu M = (W, 1;):cr eine total geordnete Teilmenge von A. Setze

W=JW;, md ¢:W =R, ¢l =

i€l
Fir 4,5 € I gilt W; C W; und 9;|w, = v;, oder umgekehrt. Damit sieht man:
e W ist linearer Unterraum,
e ¢ ist wohldefiniert, linear und |y = ¢,
o Y(w) < p(w) fiir alle w € W.

Somit ist (W, 1)) eine obere Schranke von M, also A induktiv geordnet. Sei nun nach Zorn
(W, ¢) maximales Element von A. Wire W ein echter Unterraum von X, so kénnten wir
mit Schritt 1 eine Fortsetzung von (W, ¢) bestimmen, im Widerspruch zur Maximalitit. Die
gewiinschte Fortsetzung (X, ¢) ist also gefunden, der Satz von Hahn-Banach bewiesen. O

Satz 3.2 (Hahn-Banach fiir lineare Funktionale) Sei X normierter K-Vektorraum,
V c X Unterraum mit der induzierten Norm. Dann gibt es zu @ € V' ein ¢ € X' mit

¢=pauf V. und |¢]x = [lelv.
BeEwEIs: Im Fall K =R wihle p: X — R, p(z) = ||¢|v/||z]]. Dann ist p sublinear, und
le() < llellv [lvll = p(v)  fiir alle v € V.

Die Fortsetzung ¢ : X — R nach Satz 3.1 erfillt ¢(z) < p(z) = ||¢llv =], also gilt
|6l x = |l¢lly wie verlangt.

Im Fall K = C betrachte ¢1 = Rep : V — R, also |o1(v)| < |p@)] < |lellv vl fir
alle v € V. Wihle ein R-lineares Funktional ¢; : X — R mit

pr=wprauf V. und ||é1]lx = [y
Definiere ¢(x) = ¢1(x) — i1 (ixz). Dann ist ¢ linear iiber C, denn
¢(iz) = p1(iz) — i1 (—x) = i(d1(2) — id1(ix)) = ig(x).
Weiter folgt fiir alle v € V
$(v) = ¢1(v) —ig1(iv) = Rep(v) —iRep(iv) = Rep(v) +iImp(v) = ¢(v).
SchlieBlich gilt mit geeignetem 6 € [0, 27)

[6(x)| = “(x) = ¢(e’z) = d1(e’z) < llpillv ezl < llellv ]
eR

O

Der Satz von Hahn-Banach ist ein grundlegendes Resultat der Funktionalanalysis. Es ist etwas
unbefriedigend, dass es auf das nichtkonstruktive Lemma von Zorn zuriickgreifen muss. In
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vielen Fillen ist das tatséchlich unnétig, was wir kurz erldutern wollen. Ein metrischer Raum
(und allgemeiner ein topologischer Raum) heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte
Teilmenge enthilt. Fiir einen normierten Raum X ist das gleichbedeutend damit, dass eine
linear unabhingige Menge B = {x1, z2, ...} existiert mit

X = Span (B).

Eine solche Menge B wird manchmal eine Basis von X genannt (zur Unterscheidung
bezeichnet man eine Basis im Sinne der Linearen Algebra als Hamel-Basis®; in der
Funktional-Analysis spielen Hamel-Basen in aller Regel keine Rolle). Die Aquivalenz ergibt
sich wie folgt: hat man eine abzéhlbare dichte Teilmenge, so kann man wie in Satz 3.1 induktiv
Elemente weglassen und gelangt zu einer Basis B. Hat man umgekehrt eine abzidhlbare Ba-
sis B, so sind die Linearkombinationen mit rationalen Koeffizienten abzahlbar und dicht in X.

Sei nun X separabel und B = {z1,z9,...} eine Basis von X. Ein gegebenes Funktio-
nal ¢ : V — R konnen wir mit Induktion nach Satz 3.1, Schritt 2, fortsetzen zu

¢:V@SpanB = R, ¢ly =, wobei [¢]| <[]
Da ¢ Lipschitzstetig ist, existiert dann eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung
¢p: X =V@&SpanB - R mit ||¢| < ¢l

Wir koénnen also hier auf das Lemma von Zorn verzichten und stattdessen die Fortsetzung
per Stetigkeit verwenden. Ein konkretes Beispiel sind die Riume LP(Q), die fir 1 < p <
oo separabel sind. Wir kommen nun zu Anwendungen. Im Folgenden sind die Normen von
linearen Funktionalen auf den jeweiligen Definitionsbereichen zu nehmen.

Folgerung 3.1 Sei (X, ||-||) normierter Vektorraum. Ist V- C X ein Unterraum und xo € X
mit dist (g, V) > 019, so gibt es ein ¢ € X' mit

dlv =0, |lo]l =1 und ¢(zo) = dist (xo, V).

BEWEIS: Definiere das lineare Funktional ¢ € (V @& Rxg)’ durch ¢(v + azg) = adist (zg, V).
Es gilt ¢y =0, ¢(z) = dist (xo, V), und fiir a« # 0, v € V gilt

(% .
lv + azol| = laf ||~ + o]l = o] dist (2o, V) = | (v + azo)|.

Also ||| < 1. Da dist (zg, V) > 0 gibt es v, € V mit ||vs — || < (1 + ¢) dist (x0, V), also

|p(ve — xg)| = dist (xg, V) > lve — zo]|.

1+¢
Mit € N\, 0 folgt ||¢|| > 1. Setze nun ¢ mit gleicher Norm fort nach Satz 3.2. O

Folgerung 3.2 In einem normierten Vektorraum X gelten folgende Aussagen:

(1) Zu jedem xo € X gibt es ein ¢ € X' mit ||¢]| =1 und ¢(xo) = ||zo]|-

°G. Hamel, 1877-1954
0¢.g. V abgeschlossen und zo ¢ V
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(2) Aus ¢(x) =0 fiir alle p € X' folgt x = 0.
BEWwEIS: (1) ist der Spezialfall V' = {0} in Folgerung 3.1, es ist dann dist (zo,V) = ||zg]|.
Behauptung (2) folgt unmittelbar. O

Die dritte Folgerung bringt das Prinzip zum Ausdruck, dass der Dualraum X’ mindestens so
grof} ist wie der Raum X.

Folgerung 3.3 Sei X normierter Vektorraum. Ist X' separabel, so auch X.

BeEwEIs: Wiihle eine dichte Folge ¢ in der Menge {¢ € X' : ||¢|| = 1}. Eine solche Folge
ergibt sich, indem wir eine beliebige dichte Folge in X’ normieren. Wihle x € X mit ||xg| = 1
und ¢y () > 1. Angenommen es ist

#

V = Span{xy : k € N} C X.
Nach Folgerung 3.1 gibt es dann ein ¢ € X’ mit ¢y = 0 und ||¢|| = 1. Nach Auswahl einer
Teilfolge gilt ¢ — ¢ in X’. Es folgt

0= 6(ai) = duloen) + (6 — )(w) > 5 — 6~ oull >0 fir b grob,

ein Widerspruch. O

Wir kommen nun zu Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach auf das Problem, konvexe
Mengen durch Hyperebenen zu trennen. Dazu folgendes Lemma.

Lemma 3.1 Sei X normierter Raum. Ist K C X offen und konver mit 0 € K, so ist
p: X —[0,00), p(x) =inf{t > 0: % € K},
sublinear und es gilt K = {x € X : p(x) < 1}.

BeweEis: Es gilt p(0) = 0 und B,(0) C K fiir ein ¢ > 0. Es folgt § € K fir ¢t > @,
insbessondere p(z) < oo fiir alle x € X. Wir behaupten fiir x € X, ¢t > 0 beliebig,

(3.9) % ek o pla)<t

Sei § € K. Da K offen, gilt £ € K fiir s < ¢ nahe bei ¢, also p(x) < s < t. Ist umgekehrt
p(r) < t,so wihle s € (p(z),t) mit £ € K. Wegen K konvex und 0 € K folgt

T s T
—-=-.-—c K.
t t s

Also ist (3.9) gezeigt, insbesondere K = {z € X : p(z) < 1}. Fiir A > 0 gilt mit s = &

p(A\z) = inf{t > 0 % € K} = \inf{s > 0 g € K} = Ap(z).

Es bleibt die Subadditivitit. Fiir x,y € X wihle A > p(z), p > p(y). Dann gilt

x| py
N Y
A A A+p p ’
<~ <
€K eK



und es folgt

(s ) =Gl =

Mit A N\ p(2), p i p(y) folgt p(z +y) < p(z) + p(y). O

Bemerkung. Ist K beschrinkt, so gilt p(z) > 0 fiir alle x # 0. Ist auBerdem K symmetrisch
beziiglich des Nullpunkts, so ist p(x) eine Norm, die zu der gegebenen Norm #quivalent ist.

Das folgende Lemma ist eine Vorstufe zur Trennung von zwei konvexen Mengen.
Lemma 3.2 Sei K C (X, |- |]) offen und konvex. Zu jedem xo ¢ K gibt es ein ¢ € X' mit
o(z) < p(xo)  fir alle x € K.

BeweIs: Durch Translation kénnen wir 0 € K annehmen. Sei p : X — [0, 00) wie in Lemma
3.1. Setze p(txg) =t fiir t € R. Dann folgt

r=tromitt>0 = %:xogéK, also p(x) >t = p(x),

r=tromitt <0 = ¢x)=t<0<px).
Nach Satz 3.1 gibt es eine lineare Fortsetzung ¢ : X — R von ¢ mit ¢ < p. Fiir x € K gilt

o(z) < p(z) < 1, aber ¢(z9) = p(xo) = 1. Es bleibt die Stetigkeit von ¢ zu zeigen. Wahle
dazu B,(0) C K und schétze ab

X

(@) < pla) =2 p(o) < el

||
0

Satz 3.3 (Hahn-Banach fiir konvexe Mengen) Sei X normierter Raum und A, B C X
seien konvexr mit AN B = (. Ist zusdtzlich A offen, so gibt es ein ¢ € X' mit

o(x) < o(y) firalexe A,y € B.
BEWEIS: Betrachte die Menge

K:{x—y:xeA,yeB}:U{x—y:xeA}: offen.
yeB

K ist auch konvex, denn es gilt fiir 12 € A und y12 € B

Mz — 1) + pze — y2) = (Azy + pas) — y1 + pye) € K.
Ferner ist 0 ¢ K wegen AN B = (). Nach Lemma 3.2 gibt es ein ¢ € X' mit ¢(2) < ¢(0) =0
fiir alle z € K, also ¢(z) < ¢(y) fur alle z € A, y € B. O

Ist ¢ € X' nicht das Nullfunktional, so nennen wir H = { € X : ¢(x) = 0} eine Hyperebene.
Ist g € X mit ¢(xg) # 0, so folgt fiir alle x € X

o) N o)
2~ Gy ™) = 90 = gy #e0) =0
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Also gilt = € H & Rxp, das heift H hat Kodimension Eins. Eine Menge {z € X : ¢(z) = a}
mit o € R heifit affine Hyperebene. Ist « € R mit

sup ¢(z) < a < inf ¢(y),
zEA yeB

so sagen wir, A und B werden durch die affine Hyperebene {¢ = a} getrennt. In der Situation

von Satz 3.3 kénnen wir @ € R so wéhlen, genauer liegt A sogar im offenen Halbraum {¢ < a}.

Wir brauchen spiéter folgende Variante von Satz 3.3.

Folgerung 3.4 Sei X normierter Raum und A, B C X seien konver mit AN B = (). Ist
zusdtzlich A abgeschlossen und B kompakt, so kénnen A, B strikt getrennt werden, das heifst

sup P(z) < ;gg B(y).

BEwEIs: Betrachte fiir o > 0 die Mengen
Ay = A+ B,(0)={z+z:2€ A z¢e By(0)},
B, = B+ B,0)={y+z:y€B,zc By(0)}.

Man sieht leicht, dass A,, B, offen und konvex sind. Da A abgeschlossen und B kompakt,
ist Ap N B, = 0 fiir p > 0 hinreichend klein. Nach Satz 3.3 werden A,, B, durch ein ¢ € X’
getrennt. Fiir alle x € A, y € B und z, 2’ € B,(0) folgt

o(x) + 06(2) = dp(x + 02) < Py + 02') < d(y) + 0o(2).

Bilde links das Supremum iiber z € B,(0), rechts das Infimum iiber 2’ € B,(0):

o(z) + ool < d(y) — ol ¢]-

Die Behauptung folgt, wenn wir das Supremum bzw. Infimum bzgl. x € A, y € B nehmen. [J

Eine weitere Anwendung verschérft Lemma 3.2.

Folgerung 3.5 Sei X normierter Raum, K C X abgeschlossen und konvex. Ist 0 ¢ K, so
gibt es ein ¢ € X' mit ||¢]| = 1 und

¢(z) < —dist (0, K)  fir alle x € K.

BEWEIS: Setze R = dist (0, K), also R > 0 nach Voraussetzung. Nach Satz 3.3 gibt es ein
¢ € X', so dass K und Br(0) getrennt werden. Nach Normierung gilt ||¢|| = 1. Es folgt

S < inf =R inf =—R =—R.
sup P(z) < et é(y) ot P(2) 9]

O

Beispiel 3.1 Beliebige disjunkte konvexe Mengen A, B kénnen im allgemeinen nicht getrennt
werden, das heifit die Voraussetzung A offen in Satz 3.3 kann nicht weggelassen werden. Sei
A dichter Unterraum eines Banachraums X, und B = {z} mit 2o ¢ A. Angenommen es gibt
¢ € X' mit ¢p(z) < ¢(xo) fiir alle x € A. Da A dicht, folgt ¢(z) < ¢(z0) fiir alle z € X und
hieraus ¢ = 0, ein Widerspruch. Ein konkreter Fall wire A = C2(R") C L?(R").
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Zum Ende des Abschnitts wollen wir unser Studium von elliptischen Operatoren fortsetzen.
Dazu brauchen wir noch eine Eigenschaft der Holderrdume.

Lemma 3.3 Sei Q2 C R" offen und beschrinkt mit einer Sehnenbogenbedingung. Fiir u,v €
Ck(Q) ist auch uv € CHF(Q) und es gilt

||UU||Ck»a(Q) < CHUHCM(Q)||U\|Ck»a(9) mit C = C(k,Q).

BEWEIS: Durch Induktion iiber k. Fiir £ = 0 schatzen wir ab

(wo)(z) — (wo)(y)l  _ [(u(z) —uly))v(z) + uly)(v(z) — v(y))|
|z —y|o jz —y|*
[ula.allvlco@) + l[ullco@) [v]a.0

2||ullo. @ llv]lcoa(q)-

<
<

Sei jetzt die Aussage fiir [ < k — 1 gezeigt. Dann gilt fir |[y| <k —1

10: D7 (uv)]| go.e () 107 ((Dsu)v + u(930)) [ go(o

IN

Ok = 1,9) (103l cxr.oqy 10l cimr.aey + [l cxmroq@ 100l cimr.aey)
C(k, ) |lull ko (@ [[V]| ok () -

IN

Die Konstante hingt von der Sehnenbogenkonstante und vom Durchmesser von €0 ab. O

Wir betrachten den Operator L nun auf den Holderrdumen, also
(3.10) L:C2*@Q) - C*(Q), Lu = Z ai;05u+ sz&u + cu.
i,j=1 i=1

Wie in (2.6) und (2.7) sollen die Koeffizienten eine C%®-Schranke A < oo haben und die
Elliptizitdtsbedingung mit A > 0 erfiillen. Aus Lemma 3.3 folgt dann eine Abschéitzung

| Luf|co.a ) < CAllullc2.0(q),

das heiBt L ist stetiger linearer Operator. Der Grund fiir den Ubergang zu den Holderrdumen
ist die a priori Abschitzung von Schauder, Satz 2.9. In C3(Q) gilt eine analoge a priori
Abschétzung nicht, und auch das folgende Resultat wire falsch (wie man zeigen kann).

Satz 3.4 Das Bild des Operators L aus (3.10) ist abgeschlossen in C%*(Q).

BEWEIS: Nach Folgerung 2.1 in Abschnitt 2 ist ker L endlichdimensional. Mit Hahn-Banach
gibt es dann einen abgeschlossenen Unterraum X C Cg () mit

Cg *(Q) =ker L® X (als Banachriume),
siehe Aufgabe 3, Serie 5. Wir behaupten, dass eine Konstante u > 0 existiert mit
(3.11) [ Lul| o) > pllullceay  fiir alle u € X.

Andernfalls gibt es u; € X mit

1 ,
‘|Luk‘|00a(g) < EHukHCz,a(Q) fir £ € N.
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Durch Normierung kénnen wir |[ug||¢2.0() = 1 annehmen, und haben nach Ubergang zu
einer Teilfolge u — u in CY(Q) nach Satz 2.8. Mit Satz 2.9 folgt

[lug — ulHCz,a(Q) < C(HLuk — L’LLlHCO,a(Q) + ||lug — ’LLl||00(Q)) <e fir k1 grof.
Nach Satz 2.7 gilt up — u in C**(Q), und u|gq = 0. Nun gilt
HLu — LukHCo,a(Q) < AHU — uk||02,a(g) — 0.

Wegen || Lug||co.0) < % — 0 folgt Lu = 0, also u € ker L. Da X abgeschlossen, gilt aber
u € X und somit u = 0, im Widerspruch zu [[ul|c2.e() = limg—oo [|ukl|c2e() = 1. Damit
ist (3.11) bewiesen. Sei nun f; € Bild L mit f;, — f in C%%(Q). Es gibt dann u; € X mit
Luy, = fi, und mit (3.11) folgt

1 .
||lug — ulHCz,a(Q) < ;ka — fl”Co,a(Q) — 0 mit k,] — oco.

Nach Satz 2.7 folgt up — w in C?%(Q) mit u|sgqg = 0. Durch Grenziibergang ergibt sich
Lu = f, also ist das Bild von L abgeschlossen. O

4 Das Kategorieprinzip von Baire

Definition 4.1 Fine Teilmenge S eines metrischen Raums (X, d) ist von erster Kategorie,
falls S abzdhlbare Vereinigung von Mengen ist, die nirgends dicht sind. Dabei heifst A nirgends
dicht genau wenn int A = (). Andernfalls heifst S von zweiter Kategorie.

Satz 4.1 (Kategorieprinzip von Baire) '' In einem vollstindigen metrischen Raum X
gilt fiir abgeschlossene Mengen Ay, k € N, die Implikation

oo
intUAk#(Z) = int Ay #0  fir ein k € N.
k=1
Offene Mengen in X sind also von zweiter Kategorie.

BEWEIS: Angenommen es ist int Ay = () fiir alle k, aber [ J,~, A enthilt eine offene Kugel
By. Wir bestimmen fiir £ > 1 induktiv Kugeln By, = By, (zx) mit 0 < ry < %, so dass

E C Bk—l\Ak~

Dies ist moglich, da Bj_1\A; offen und nichtleer ist. Fiir [ > k folgt induktiv B; C By,
insbesondere d(xy, xy) < % Also ist x; eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein = € X.
Es gilt € By und damit = ¢ Ay, fiir alle k > 1. Aber

(e.)
x € By C U Ay, ein Widerspruch.
k=1

"R.L. Baire, 1874-1932
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Lemma 4.1 Sei (X,d) vollstindiger metrischer Raum, Y normierter Vektorraum, und die
Familie F C CY(X,Y) sei punktweise gleichmdfig beschrinkt:

S(x) :=sup ||f(x)|| <oo  fir allex € X.
feF

Dann gibt es eine (nichtleere) offene Kugel B C X mit

sup S(z) < oo.
reB

Beweis: Die Mengen Ay, = (;cz{z € X : [[f(2)|| < k} sind abgeschlossen. Es gilt z € Ay
genau wenn S(z) < k, also X = |J;—; Ax. Nach Satz 4.1 enthélt ein Ay, eine offene Kugel B,
also gilt S(z) < k fiir alle x € B. O

Satz 4.2 (Banach-Steinhaus) 2 Sei X ein Banachraum, Y normierter Vektorraum und
F C L(X,Y) sei punktweise gleichmdfig beschrankt:

K(x) = 7S,}el;]):HTxH < oo fir allex € X.

Dann ist F gleichmdfSig beschrinkt, also supper ||T|| < o0o.

BEWEIs: Nach Lemma 4.1 gibt es ein zp € X, o > 0 und C < oo mit [|[Tz|| < C fur
|z — x| < 0. Fiir z € X beliebig folgt

T

20
|Te] = ”Z'HT(IO + o)~ T(ao)]| < 27 .

]
Also gilt ||T|| < %. O

Fine sehr wichtige Anwendung ist die

Folgerung 4.1 Sei X Banachraum. Die Folge ¢, € X' konvergiere schwach® gegen ¢ € X':
ox(x) — o(x)  fir alle x € X.

Dann ist die Folge ¢p, in X' beschrinkt, also supyey ||dk| < oo.

BEWEIS: Schwache Konvergenz der ¢ bedeutet punktweise Konvergenz. Also ist fiir jedes
x € X die Folge ¢y () beschrankt, und nach Satz 4.2 ist dann auch die Folge || ¢y || beschrénkt.
O

Die schwache Konvergenz wird noch ausfiihrlich behandelt. Eine zweite Anwendung ist

Beispiel 4.1 Ist eine bilineare Abbildung B : X X Y — Z zwischen Banachridumen in jedem
Argument stetig, so ist sie insgesamt stetig. Zum Beweis betrachte fiir ||z|| < 1 die lineare
Abbildung B, € L(Y, Z), B,(y) = B(z,y). Nach Voraussetzung gilt fiir alle y € Y

sup || Bz (y)l| = sup [|B(z,y)|| < oo
Jell<1 <1

2Englisch: uniform boundedness principle

28



Die B, sind somit auf Y punktweise gleichmiflig beschrankt, aus Satz 4.2 folgt

M:= sup [B(z,y)| = sup [|Bsll < oo.
llll lyll<1 flzll<1

Hieraus folgt die Stetigkeit von B, und zwar hat man mit der Dreicksungleichung

1B, y) — B(zo, yo)ll < M(|lz — zolll[yll + llzolllly — ol])-

Satz 4.3 (von der offenen Abbildung) Seien X,Y Banachriume. Ist T € L(X,Y) sur-
jektiv, so ist T' offen, das heifst
QC X offetn = T(Q)CY offen.

Bemerkung. Ist umgekehrt T offen, so folgt Bs(0) C T'(B1(0)) bzw. Br(0) C T(B%(O), das
heifit T ist surjektiv.

Beweis: Schritt 1 7'(B;(0)) D B;(0) fiir ein 6 > 0.
Nach Voraussetzung gilt

Y = T(Bk(0)).
k=1

Nach Baire, Satz 4.1, gibt es dann ein & € N mit T(B(0)) D B:(yo), fiir yo € Y und € > 0
geeignet. Also gibt es zu jedem n € B.(0) C Y eine Folge x; € By(0) mit T'(x;) — yo + 1.
Waihle noch §; € By(0) mit T'(§;) — yo. Dann folgt

B8 = o (T(ay) = (&) — g it

T 2k
EBl(O)

Dies zeigt T'(B1(0)) D Bi(()) =: B;(0).

Schritt 2 Bs(0) € T(B1(0)) C T(Bs(0)).

Es ist nur die erste Inklusion zu zeigen; sei dazu yp € Bs(0) gegeben. Setze zp = 0 und
konstruiere xg, z1, . . . durch folgende Iteration: ist x;, schon bestimmt mit ||y —Txx| < 2756,
S0 setze Tp11 = Tk + & wobei

& € By (0) mit [[(yo — Ty,) — Té|| <2716,

Nach Schritt 1 ist diese Wahl moglich. Wegen ||x4, 1 — 21| < 27% und ¢ = 0 konvergiert die
Folge x, gegen ein = € B1(0), und es folgt Tz = limy oo T2k = yo.

Schritt 3 Aus Schritt 2 folgt T offen mit Skalierung, und zwar ist
r r
T(Br(wo)) = T(z0) + 5 T(B2(0)) > T(20) + 5 Bs(0) = Bar (T(20)).
O
Der néchste Satz garantiert die Stetigkeit der inversen Abbildung. Dies ist eine wichtige Ei-
genschaft, insofern liefert der Satz ein gutes Resultat. Allerdings ist die Voraussetzung der
Bijektivitat oft schwierig zu verifizieren. In Anwendungen, zum Beispiel auf das Dirichlet-
problem, lduft die Argumentation in umgekehrter Reihenfolge: erst werden Abschétzungen
bewiesen, dann wird aus diesen die Surjektivitéat gefolgert.
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Satz 4.4 (Satz von der inversen Abbildung) Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y) bijektiv. Dann ist T invertierbar, das heifst T~ ist stetig.

Bewers: Es gilt T'(0) = 0, nach Satz 4.3 gibt es also ein 6 > 0 mit Bs(0) C T(B1(0)), also
T-1(Bs(0)) C B1(0) oder T~1(B4(0)) C By (0), das heift 1T < % O

Beispiel 4.2 Seien || - ||; und || - |2 vollsténdige Normen auf dem Vektorraum X. Dann gilt

sup ||zll2 <oco = sup |[z|i < oo.
[lefl1<1 l|lz]]2<1

Betrachte dazu Id : (X, |- ]1) = (X,]|-[|2) und wende Satz 4.4 an. Es ist allerdings unklar wie
die Voraussetzung, dass beide Normen auf demselben Raum X vollstéindig sind, verifiziert
werden kann. Ist X vollstédndig beziiglich || ||, so natiirlich auch beziiglich jeder dquivalenten
Norm || - ||2, aber diese Aquivalenz wollen wir ja nicht voraussetzen sondern folgern.

Satz 4.5 (vom abgeschlossenen Graphen) Scien X,Y Banachriume und T : X — Y
sei linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Der Unterraum Gp = {(z,Tx):x € X} C X @Y ist abgeschlossen.
(2) T ist stetig.

Wir wihlen hier ||(z,y)|xey = max(||z|x, ||y|ly), damit ist X & Y ein Banachraum.

Bewers: Ist T stetig und (zg, Txr) — (x,y), so folgt y = limg_ oo Txx = Tx. Sei umgekehrt
Gr abgeschlossen, also Banachraum mit der induzierten Norm auf X & Y. Die Projektion
P, : Gr — X ist stetig und bijektiv. Nach Satz 4.4 ist dann auch P1_1 : X — Gr stetig, und
somit auch T'= PP ' : X = Y. O

Satz 4.6 (von der direkten Summe) Der Banachraum Z sei algebraische direkte Summe
der Unterrdume X und Y. Sind X,Y abgeschlossene Unterriume, so ist

T:XoY = Z T(x,y)=z+vy,
stetig invertierbar, und die Projektionen Px : Z — X, Py : Z —'Y sind stetig.
BEWEIS: Nach Voraussetzung ist 1" bijektiv und stetig, denn
17, 9)llz = lle + yllz < 2max(lelx, lylly) = 2l v)l xey-

Nach Satz 4.4 ist dann auch 77! : Z — X @Y stetig. Die Projektionen P 5 auf die Kompo-
nenten von X @Y sind stetig, damit auch Py = P, T~! baw. Py = P,T~ . O
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5 Hilbertraumtheorie

David Hilbert (1862-1943) ist einer der bedeutendsten Mathematiker zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts. Die Grundidee der Funktionalanalysis, analytische Probleme mit Konzepten der
Geometrie zu studieren, geht auf ihn zuriick.

Definition 5.1 Fin Skalarproduktraum (X, (-,-)) dber R heifst Hilbertraum, wenn er
beziiglich der Norm ||z|| = +/(z, x) vollstindig ist.

Beispiel: ist u duBeres Mafl auf einer Menge €2, so ist L?(x) Hilbertraum mit

(fr9 2 = /Qfg dp.

Als weiteres Beispiel betrachten wir spiter den Sobolevraum W12(Q) fiir offenes Q C R”. Es
spielen auch Hilbertrdume iiber C eine Rolle, etwa in der Quantenmechanik. Die Unterschiede
zum reellen Fall sind aber nicht so grof}, soweit es unsere Analysis betrifft, aus Zeitgriinden
bleiben wir deshalb im Reellen. In jedem Hilbertraum X haben wir die Riesz-Abbildung

R:X — X', Rag(x) = (z, o).
Die Abbildung R ist linear, explizit berechnen wir

R(Axo + px1)(x) = (x,A\xo+ pxy)

Xz, zo) + plz, x1)
ARzo(z) + p Ry (x)
= (ARzo+ pRxy)(z).

Weiter ist R isometrisch, das heifit es gilt
(5.12) IRzo|| = ||zol| fiir alle 29 € X.
Denn einerseits gilt nach Cauchy-Schwarz die Abschitzung

[Raoll = sup [Rao(x)| = sup [(z,z0)| < [[zol-
l[=ll<1 =<1

Andererseits ergibt sich durch Wahl von x = zp (man spricht auch vom Test mit )
lzol|? = {0, 20) = Rao(xo) < [Raoll[lzoll = [Raoll = [lzol.
Der folgende zentrale Satz besagt, dass die Abbildung R surjektiv ist.

Satz 5.1 (Darstellungssatz von Riesz) Sei X ein Hilbertraum iber R. Zu jedem ¢ € X'
gibt es genau ein xg € X mit ¢ = Rz, also

(5.13) o(x) = (z,x0)  fiir alle x € X.
Somit ist die Riesz-Abbildung R : X — X' eine Isometrie.

Zusatz. x ist die eindeutige Minimalstelle des Funktionals Qg(z) = 3||z[|* — ¢().
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BEWEIS: Die lineare Abbildung R ist injektiv, denn aus Rxg = 0 folgt o = 0 wegen (5.12).
Es gibt also hochstens ein zg mit Rxg = ¢ bzw. mit (5.13). Fiir die Existenz zeigen wir:

(a) Eine Minimalstelle 2y von Q4 ist Losung von (5.13).
(b) Es gibt eine Minimalstelle zo von Q.

Zu (a): Sei g Minimalstelle von Q4. Fiir € X und ¢ € R berechnen wir

2
Qg(xo +tz) = %on + ta||* — ¢z + tz) = Qu(wo) +t ((z, o) — ¢(x)) + %HxHZ-

Aus der Minimumeigenschaft folgt
d .
0= 7 Q¢(xo + tx)]i=0 = (x, o) — P(x) fiir alle z € X.
Damit ist (a) bewiesen. Weiter folgt dass @4 hochstens eine Minimalstelle haben kann.
Zu (b): Q¢ ist nach unten beschrénkt, genauer gilt
1 1 1 1
Qo(@) = S ll=l* = lloll lll = S(llll = I¢l)* = Sllel* = =5l #lI*.

Insbesondere ist A := infyex Qy(x) > —oo. Sei nun z;, € X eine Minimalfolge fiir Q, das
heit Qg (zx) — A mit kK — oo. Es gilt (Parallelogrammgleichung)

l‘k—i-xl)

1 1
g llek = zil|” = llwll® + flo))* - g llew + 2| = 2Qq (k) + 2Qp (1) — 4Qq( 5

Beachte dass sich rechts die linearen Terme von Q)4 wegheben. Es folgt
1
§||xk — £Cl||2 < 2Q¢($k) + 2Q¢($l) —4X —> 0 mit k,l — oo.

Somit existiert o = limy_,oc 2. Da Qg stetig ist, folgt Qy(r0) = limp_00 Qg(xr) = A
O

Folgerung 5.1 Ein Hilbertraum (X, (-,-)) ist reflexiv, das heifit die Abbildung Jx : X — X",
Jx (x)(¢) = ¢(x), ist surjektiv (sogar Isometrie).

BEWEIS: Nach Satz 5.1 ist die Rieszabbildung Rx : X — X’ eine Isometrie. Es folgt, dass die
Norm auf X’ durch ein Skalarprodukt induziert ist, und zwar gilt mit (¢, 1) := <R;(1¢>, R}lw)

o]l = IRxR¥ ¢l = IR¥ ¢l = V{0, 6).

Damit ist X’ seinerseits ein Hilbertraum, mit Rieszabbildung Ry : X' — (X') = X”. Wir
zeigen nun Jy = Ry o Ry, fiir r € X und ¢ € X’ gilt

Rx(Rxa)(¢) = (¢, Rxx) = (Ry'¢,2) = Rx(Ry'¢)(x) = ¢(x) = Jxz(9).

Nach Satz 5.1 ist Jx surjektiv und isometrisch. O
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Folgerung 5.2 Seien X,Y Hilbertriume tiber R. Dann gibt es zu jedem T € L(X,Y) genau
ein T* € L(Y, X), den adjungierten Operator, mit

(5.14) (x, T*y) = (Tx,y) firalexzec X,yeY.

Es gilt | T[] = |T°[].

BEwEIS: Fiir y € Y betrachte die Linearform ¢, : X — R, ¢,(z) = (Tz,y). Mit Cauchy-
Schwarz folgt ¢, € X', genauer gilt

sup [gy(2)| < (sup [T} iyl = 7))yl
lzll<1 llzll<1

Gleichung (5.14) besagt nun (z,T*y) = ¢,(x) fir alle z € X, das heifit ¢, wird durch
T*y dargestellt. Insbesondere ist 7%y und damit T* eindeutig bestimmt nach Satz 5.1. Wir
definieren nun T*y = R~'¢,, damit gilt (5.14). Die Abbildung T* ist linear, denn

T (M1 + 1y2) = R dagitpge = R™HADyy + 1y,) = AT y1 + T yo.
Da R isometrisch ist, folgt weiter

17"l = sup IT"y[| = sup [¢y] < [T
lyli<1 lyll<t

Nun ist (7%)* = T', und damit ||T*|| = ||T||. O

Sei Z Hilbertraum. Der Orthogonalraum zu einem Unterraum X C Z ist
Xt={yeZ:(z,y) =0 firallezc X}.

Es ist leicht zu sehen, dass X+ immer ein abgeschlossener Unterraum von Z ist, und dass
X N Xt = {0} ist. Angenommen es gilt Z = X @ X1, das heiBt jedes z € Z hat eine
Darstellung z = « + y mit € X und y € X*. Es folgt dann

z€X & (zy)=0firalley € Xt & ze(XH)t

Die Darstellung Z = X & Xperp kann also nur gelten, wenn X selbst abgeschlossen ist. Ein
Standard Gegenbeispiel ist X = C°(Q2) im Hilbertraum Z = L%*(Q), nach dem Fundamen-
tallemma der Variationsrechnung ist

XLz{feLQ(Q):/Qfgo:()fnrauegoey}z{()}.

Folgerung 5.3 Ist X abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums Z, so gilt Z = X & X +.

BeEwEIs: Nach Voraussetzung ist X mit dem induzierten Skalarprodukt ein Hilbertraum. Fiir
z € Z betrachte ¢ € X', ¢(x) = (x,z). Nach Satz 5.1 gibt es ein xp € X mit

o(x) = (x,20) & (x,z—x09)=0 fiir alle x € X.

Alsoist z =z0 + (2 —x20) € X © X+ O
Man bezeichnet Folgerung 5.3 auch als Projektionssatz. Denn mit der Summe Z = X @ X+
haben wir auch die Orthogonalprojektion auf X, und zwar

P:Z—-X,Pz=x firz=z+y.
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Unter allen # € X hat Pz den kleinsten Abstand zu z, denn wegen z — Pz € X+ folgt
Iz = 2|® = |lz = Pz + Pz — z||* = ||z = Pz|* + | Pz — z]|* > ||z — Pz]]%,

mit Gleichheit genau wenn x = Pz. Man sieht leicht ||P|| = 1 aufler wenn X = {0}. Weiter
hat man die Relationen P> = P und P* = P. In einem Hilbertraum kann allgemeiner
die Projektion auf jede konvexe, abgeschlossene Teilmenge definiert werden, das wird als
Ubungsaufgabe behandelt.

Im zweiten Teil des Kapitels geht es um die Anwendung der Hilbertraumtheorie auf
partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typ, genauer die Existenz von Losungen
mit vorgeschriebenen Randwerten. Fiir die Formulierung der Gleichung im Kontext der
Hilbertraume brauchen wir das Konzept der verallgemeinerten oder schwachen Ableitung.

Definition 5.2 (schwache Ableitung) Sei Q C R" offen und u € L. (). Eine Funktion

loc

g € L} () heifit schwache Ableitung von u(x) nach der Variablen x;, falls gilt:

loc

/ ud;p = —/ gy fir alle p € C°(Q).
Q Q

Notation: 0;u = g schwach.

Die schwache Ableitung sollte eindeutig sein. Tatséchlich folgt aus O;u = g1 2 schwach

[@—abo=— [wo+ [uwde =0t aite e c2(@)
Q Q Q

und daraus g; = ¢go mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung. Weiter sollte fiir
u € CYQ) die klassische Ableitung gleich der schwachen Ableitung sein. Dies ergibt sich
durch partielle Integration, es gilt

/ udip = — / (Ou)p  fiir alle p € C°(Q).
Q Q

Natiirlich ist weiter zu priifen, ob und in welchem Sinne die Differentiationsregeln auch fiir

das schwache Konzept gelten. Hier nur zur Linearitét: sind u,v € L} () schwach nach z;

differenzierbar, so auch au + fv fir «a, 5 € R; es gilt J;(au + pv) = adiu + SO;v. Denn wir
berechnen fiir ¢ € C°()

/Q(au+[5’v)6igo = a/ﬂu@igo—l—ﬂ/ﬂvaigo

— _a/ﬂ(aiu)go—ﬁ/g(ﬁw)so
- /Q (adiu + BOv)p.

Beispiel 5.1 Betrachte fiir « € R die Funktion

|z|*  fiir z #0,

uwe L (RY), u(z) =
toe(R"), () {0 fir z = 0.
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Fiir welche o € R hat u(z) schwache Ableitungen auf R"? Auf R™\{0} ist u(x) glatt, die
schwache Ableitung muss dort die klassische sein:

T
||

(R™), wir zeigen O;u = g; schwach. Und zwar gilt fir ¢ € C°(R")

diu(zr) = alz|* =2 = gi(x)  fiir  # 0.

1
loc

Fira>1—-nistg; €L

/ wdip = lim (0s(up) — (O7u)p)
n N0 JRrn\ B, (0)

= lim / up(e;, v dM/ gitp
@\0( 9B,(0) o) R™\ B, (0) )

chn—l+a

Wir beschrénken uns jetzt auf den Fall p = 2, so dass wir es mit Hilbertrdumen zu tun haben.

Definition 5.3 (Sobolevraum) Sei Q C R" offen. Wir definieren
Wh2(Q) = {u € L*(Q) : O;u € L*(Q) firi=1,...,n},

mit dem zugehorigen Skalarprodukt

n

(u, U>W1¢2(Q) = (u, U>L2(Q) + Z<8Z'u, aiU>L2(Q).
1=1

Analog werden auch die lokalen Sobolevrdume VVllof(Q) erklart.

Satz 5.2 W12(Q) ist ein Hilbertraum.

BEWEIS: Ist uy, eine Cauchyfolge in W12(€2), so sind uy sowie 0;uy, Cauchyfolgen in L?(€2).
Nach Fischer-Riesz gilt dann uy — u, d;ux, — g; in L*(2). Fiir p € C2°(Q) folgt

/u@itp— lim /ukﬁicp— — lim /(@-uk)gp—/gicp.

Q k—oco Jo k—oo J Q

Also gilt d;u = g; schwach, v € WH2(Q) und up — u in WH2(Q). O
Fiir Funktionen u € C%(Q) sind die Randwerte als Einschrinkung u|sq gegeben. Dies kann
nicht einfach auf Funktionen in W12(Q) iibertragen werden, diese haben im allgemeinen
keinen stetigen Repréasentanten. Wir definieren Funktionen mit verallgemeinerten Nullrand-
werten wie folgt.

Definition 5.4 Sei () C R" offen und beschrdankt. Wir bezeichnen mit Wol’z(Q) den Abschluss
von C°(Q) in WH2(Q).

Es ist berechtigt zu fragen, in welchem Sinn diese Funktionen Randwerte Null haben. Wir
wollen das hier nicht voll diskutieren, zeigen aber eine Teilaussage. Diese wird spéter nicht
wirklich benétigt, sie soll zum Verstindnis der Randbedingung beitragen. Der Raum C(£2)
bezeichnet hier die Menge aller Funktionen u € C1(f2), fiir die v und alle Ableitungen d;u
stetig auf  fortsetzbar sind. Eine solche Fortsetzung ist natiirlich eindeutig bestimmt.
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Lemma 5.1 (Nullrandwerte) Sei Q C R" ein offenes und beschrinktes Gebiet der Klasse
C*Y. Dann gilt fiir Funktionen u € C1(Q)

ueWy?(Q) < uloq =0.

BEWEIS: Sei u € WOI’Q(Q), das heiit es gibt eine Folge u; € C°(Q) mit up — uw und
diuy — Oju in L*(Q). Fiir p € CY(R") folgt dann

0 (upp) = (Oyug) + u(9;0) — (Ou)p + u(9;p) = 9;(up)  in L*().

Beachte dass ¢ und ;¢ auf Q beschriinkt sind. Es folgt mit dem Satz von Gauf

/89 u(v, e;)p = /Qai(ug()) = le%O/gzai(ukw) —0

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung, angewandt in Randkarten von €, zeigt nun
u(v,e;) = 0 auf 09 fur i = 1,...,n und damit u|gpg = 0.

Die umgekehrte Richtung zeigen wir erst auf dem Hallbraum H = {z € R" : z,, > 0}. Sei
u € CY(H) mit kompaktem Triger in H und u = 0 auf H. Wir konstruieren eine Approxi-
mation durch Funktionen u. € C}(H), Glittung liefert dann leicht eine Approximation mit
Funktionen in C°(H). Wihle n € C*°(R) mit

0 fiir [t| <1, ,
t) = und 0<7n'(t) <C.
n(t) {1 fiir |¢] > 1, AU

Definiere ue(x) = n.(@n)u(x) wobei n.(t) = n(%). Damit ist u. € C}(H) und
_ | L (En
Oite(x) = () 0u() + = (2 u(a).

Es folgen die Abschitzungen

IN

‘ua —'LL| X{xnge}‘uL

C
’8iu5 - 8Zu| < X{xnge}‘aiu‘ + gX{xngs}W’

Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz gehen die Funktionen x ¢, <c}|u| und x4, <c1|9iu
in L2(H) gegen Null. Aus der Voraussetzung u(-,0) = 0 folgt weiter

/ /\u(m’,xn)Idenda;’ = / /
Rr—1 J0 Rn—=1J0

52/ / Opu(2’, 2)|? dzda’.
rn—1.J0

Damit geht auch éX{xnga}W in L?(H) gegen Null, wieder nach Lebesgue. Also ist u. die
gesuchte Approximation. Ein allgemeines Gebiet 2 iiberdecken wir mit endlich vielen inne-
ren Umgebungen und Randumgebungen. Wir zerlegen dann u mittels einer untergeordneten
Teilung der Eins mit kompakten Triigern. Die Randumgebungen sind C'-diffeomorph zu
Gebieten im Halbraum, und durch Hin- und Riicktransport mit dem Diffeomorphismus er-
halten wir fiir sie eine Approximation wie oben. Addition der lokalen Funktionen liefert die
gewiinschte die Approximation. O

Tn 2
/ Opu(x’, 2) dz| dx,dx’
0

IN
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Jetzt aber zum Randwertproblem. Auf einem offenen und beschrinkten beschrinkten C'-
Gebiet 2 C R" betrachten wir den Differentialoperator

(5.15) L:C*Q) = CYQ), Lu=— Y 9;(a"0u).
ij=1
Die Koeffizienten a%/ seien in C*(Q), der Operator ist also durch (11.49) wohldefiniert. Para-
defall ist (minus) der Laplaceoperator
Lu=—-Au=— Z@?u, also a" = §;;.
i=1
Weiter sei f € C°(Q) gegeben. Das klassische Dirichletproblem besteht in der Konstruktion
einer Losung u € C°(Q) N C%(Q) der Randwertaufgabe
(5.16) Lu= fin Q, wu=0 aufoQ.

Wir wollen fiir eine Losung von (5.16) eine Gleichung in einem Hilbertraum herleiten, die
sogenannte schwache Formulierung des Problems. Es geht erstmal um die Motivation dieser
Version, dazu kénnen wir zusitzlich v € C'(Q) annehmen. Aus der Randbedingung u|sq = 0
folgt dann v € T/VO1 ’Q(Q), siehe Lemma 5.1. Weiter folgt durch Multiplikation der Differential-
gleichung Lu = f mit einer Testfunktion ¢ € C2°(Q2), und anschliessende partielle Integration

/ Z aijaiuaj(p: / fo furalle ¢ € CSO(Q)-
Q=1 @

Da die Koeffizienten a* beschriinkt sind, existiert die linke Seite allgemeiner fiir Funktionen
u,p € WO1 2(€2). Wir definieren nun den schwachen Operator

(5.17) L WIQ) = WE(QY, (Lu)(p) = /Q 3" aidude.
ij=1
Als rechte Seite wihlen wir ¢ € VVO1 ’Q(Q)’ beliebig, wir erhalten das schwache Dirichletproblem
(5.18) Lu=¢ fiir gesuchtes u € Wol’Q(Q).
Ist die rechte Seite durch Integration gegen f gegeben, so ist ¢ = ¢ mit
(5.19) op(v) = (f,v)r2( fiiralle v € WOI’2(Q).
Fiir eine klassische Losung u € C2(Q) N CY(Q) gilt also
(5.20) we Wyt (Q) und  Lu= ;.

In der Herleitung tritt kein Informationsverlust auf: sei umgekehrt u € C2(Q) N C*(Q) eine
Losung der schwachen Formulierung (5.20). Dann wihlen wir dort ¢ € C2°(Q2) als Testfunk-
tion und integrieren zuriick partiell, es folgt

/ ( Z Gj(aijaiu) — f)cp = / aijaiuajgo — / fe=0 firalle p € C°(Q).
Q%=1 Q @
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Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt die klassische Gleichung Lu = f.
Auflerdem folgt aus u € I/VO1 2(Q) die klassische Dirichlet Randbedingung v = 0 auf 02, wie in
Lemma 5.1 gezeigt. Zusammengefasst ist die schwache Version (5.20) fiir regulére Funktionen
dquivalent zur klassischen Version (5.16), aber sie ist im Hilbertraumkontext formuliert. Unser
Ziel ist ein Existenzsatz fiir das schwache Problem. Dazu brauchen wir folgende Ungleichung.

Satz 5.3 (Poincaré) Sei Q) C R" offen und beschrinkt. Dann gilt fir alle u € Wol’z(Q)
lullz2() < d||[Dullp2()  wobei d = diam (£2).

Bewers: Wir kénnen v € C2°(R™) annehmen mit spt u C {z € R” : 0 < z, < d}. Fiir
r=(2',2,) € R"! x [0,d] folgt mit Cauchy-Schwarz

™ OJu
! 2
= <
u(x', x,)| ‘/0 axn(x ) dz d/ ‘

Es folgt mit Fubini

/n|u(:v)|2dx = /Rn 1/ lu(z, z,)|? dzy, da’
< / / / ‘3 :1: ,2) dzda:ndq:
Rn—1 Tn
_ 2

2 / |Du(x)|2d;r.

dz.

a: ,2) dzda:

IA

O

Fiir die schwache Losung brauchen wir fiir die Koeffizienten nur gewisse Strukturvorausset-
zungen, die wesentliche ist die Elliptizitdt des Operators L.

Satz 5.4 (Existenz der schwachen Lésung) Sei Q) C R™ offen und beschrinkt, und

L:T/VOLQ(Q)—>V[/'O12 / Za’](‘)uﬁv— A(u,v).
i,j=1
Dabei seien a” € L>(Q) symmetrisch, also a¥) = a’®, und elliptisch: es gibt eine Konstante
A >0 so dass fir fast alle x € Q gilt:

n

(5.21) > a(@)&g = MEP® fiir alle § € R™.

ij=1
Dann ist L beschrdnkt invertierbar, und es gilt die Abschdtzung

2
(5.22) Ly < S

wobei d = diam (£2).

Zusatz. Die Losung von Lu = ¢ st die eindeutige Minimalstelle des Funktionals

1

—A(u,u) — ¢(u).

Q:Wo(Q) =R, Qu) =5
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BEWEIS: Wegen a”/ = o/ ist die Bilinearform A(u,v) symmetrisch. Wir zeigen dass sie ein
Skalarprodukt auf VVO1 2(Q) definiert, das dquivalent zum gegebenen W 2-Skalarprodukt ist.
Wir beginnen mit der Abschétzung nach oben. Setze dazu

X = zn:Xjej wobei X7 = Zn:aijaiu.
j=1 i=1
Es folgt dann mit Cauchy-Schwarz
" " 4
Au,v)| = \/Q;X@v\ < (L) ([ o),

Weiter haben wir die Ungleichung, fiir M = maxi<; j<n ||a/ij||Loo(Q),

X2 =32 > aou] < MY 30wl = na* Duf?
j=1 " i=1 j=1i=1
Durch Einsetzen ergibt sich also
(5.23) |A(u, v)| < VM || Dul| 20| Dvll 20,
insbesondere folgt die Abschéitzung nach oben
2
(5.24) Au,u) < v/nM ||uHW1,2(Q).

Nach Satz 5.3, der Poincaré-Ungleichung, gilt
[ullfiri2q) = lullZzq) + 1DulZ2(q) < (@ + 1| DullZ2q).
Mit der Elliptizitat folgt nun die Abschétzung nach unten
2 A 2
(5.25) Alu,u) 2 A Dull2 ) = 5 lullr2@)-

Damit ist W01’2(Q) mit der Norm ||ull4 = A(u,u)? ein Hilbertraum. Nach Riesz, Satz 5.1,
gibt es zu ¢ € Wol’Q(Q)’ genau ein u € W01’2(Q) mit

A(u,v) = ¢p(v) fiir alle v € W01’2(Q).

Dieses u ist die eindeutige Losung von Lu = ¢, und die Minimalstelle von @ in W& 2(9)
Durch Testen mit u ergibt sich wegen Lu(u) = A(u,u)

d? +1 AP +1 d?+1

lullfir 2 < Lu(u) = ——¢(u) < —— o] lullw2q).

Nun ist © = L~'¢, und nach Kiirzen

d?+1
ullwi2@) < 3 ol
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Fiir das Funktional ¢¢ gilt [¢r(v)| < [|fl|2)llv]lL2(q), der Satz liefert fiir die Losung

d>+1
lullwiz@) < ——Iflc2@)-

Diese Abschitzung kann modifiziert bzw. verbessert werden, aber das wollen wir jetzt nicht
vertiefen. Um auch den Fall zu behandeln, wenn die Koeffizientenmatrix nicht symmetrisch
ist, brauchen wir eine geringfiigige Verallgemeinerung des Satzes von Riesz, den Satz von Lax
und Milgram.

Lemma 5.2 (Darstellung von Bilinearformen) Sei X Hilbertraum, und B : X x X — R
sei stetige Bilinearform auf X, das heifit

Bl = sup [B(u,v)| < oo.
lul,floll<1

Dann gibt es genau ein T = Tp € L(X, X) mit
B(u,v) = (u,Tv)  fir alle u,v € X.
Es gilt ||T| = || BI|-

BeweEls: Die Eindeutigkeit von T ist klar. Fiir die Existenz betrachte, fiir v € X fest, das
Funktional B(-,v). Erhalte mit Satz 5.1 eine wohldefinierte Abbildung 7': X — X mit

B(u,v) = (u,T(v)) fir alle u,v € X.
Man sieht leicht, dass T linear ist. Mit u = T'v fiir |jv|| < 1 folgt
ITv]|* = B(Tv,v) < || BIl|Tv],

also ||T'|] < ||B||. Die Ungleichung ||B]| < ||T|| ist offensichtlich. O
Satz 5.5 (Lax-Milgram) Sei B : X x X — R Bilinearform auf dem Hilbertraum X mit
folgenden FEigenschaften.

(1) B ist stetig: es gibt ein M < oo mit |B(u,v)| < M||ul|||v|| fir alle u,v € X.

(2) B ist koerziv: es gibt ein > 0 mit B(u,u) > pllul|? fir alle u € X.
Dann ist der Operator L : X — X', (Lu)(v) = B(u,v), invertierbar, und es gilt

1
(5.26) L7 < ~.
7!

Ist B symmetrische Bilinearform, so ist die Losung von Lu = ¢ die eindeutige Minimalstelle
des Funktionals Q4(v) = $B(v,v) — ¢(v).

BEWEIS: Durch Testen mit v folgt aus der Koerzivitét
pllul® < B(u,u) = Lu(u) < || Lul [[ul,

das heiit |lul| < %HLuH Insbesondere ist L injektiv. Sobald zusétzlich die Surjektivitdt von
L bewiesen ist, folgt aulerdem die Abschétzung (5.26).
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Ist B symmetrische Bilinearform, so ist B(:,-) ein Skalarprodukt auf dem Hilbertraum X
mit dquivalenter Norm, genauer gilt

Velull < Jlullp = vV B(u,u) < VM|ul|  fiir alle v € X.

Die Surjektivitdt von L folgt dann direkt aus Satz 5.1. Im Fall B nicht symmetrisch wéhle
T € L(X, X) mit B(u,v) = (u,Tv), siche Lemma 5.2. Es gilt dann

pllull® < Bu,w) = (u, Tu) < |ul| [Tl

also ||Tu|| > p|lul|. Betrachte nun die Bilinearform A(u,v) = (Tu, Tv). Es gilt ||A| < ||T||? =
| B||? nach Lemma 5.2, sowie

A(u,u) = ||Tul|? > p@?|ju)*  fiir alle w € X.
Wie gezeigt ist K : X — X', (Ku)(v) = A(u,v), beschrinkt invertierbar. Aber
(Ku)(v) = A(u,v) = (Tu, Tv) = B(Tu,v) = L(Tu)(v).

Dies zeigt LT = K, also ist auch L surjektiv. O

Wir erhalten insgesamt folgenden Existenzsatz.
Satz 5.6 (Losung des Dirichletproblems) Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, und
L: WOI’Q(Q) — WUI’2(Q)’, Lu(v) = B(u,v) mit B(u,v) = / Z a Oudjv.
Q=
i,7=1

Dabei sei a € L>®(Q,R™™) elliptisch mit X > 0. Dann ist L beschrinkt invertierbar, und

2
1
- < 4 ; wobei d = diam ().

A

BEWEIS: B(u,v) ist stetig und koerziv mit Konstante yu = - g die Behauptung folgt somit
aus Satz 5.5. m

Bei nichtsymmetrischen Koeffizienten a* kann die Lésung nicht als Minimalstelle des qua-
dratischen Funktionals Q4 (u) = 2 B(u,u) — ¢(u) interpretiert werden, denn die quadratische
Form B(u,u) héingt nur vom symmetrischen Anteil £(a”/ + a’) ab.

6 Satz von Radon-Nikodym

Bevor wir in das Thema einsteigen kurz ein paar Regeln zur Summation. Sei I eine abzéhlbare
(evtl. endliche) Indexmenge. Die Summe von Zahlen \; € [0,00], i € I, ist

Z \i = sup { Z i I’endlich}.
il icl’
Ist |I| = oo so liefert jede Abzdhlung eine Reihe, die gegen die Summe konvergiert. Fiir

Ai € RU {#o0} betrachten wir )\ii = max(+\;,0). Wir sagen, die Zahlen \;, i € I, sind
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summierbar oder die Summe der )\; existiert, wenn mindestens eine der Summen der )\f oder
A; endlich ist. In diesem Fall setzen wir

D=3 A =D A €[-o00,00].

icl el icl
Dieser Summationsbegriff ist gleichbedeutend mit dem Lebesgueintegral auf I beziiglich des
ZdhlmafBes card. Sei nun X eine Menge und € € 2% eine o-Algebra.

Definition 6.1 Eine Funktion \ : € — [—o00,00] mit AN(0) = 0 heifst signiertes Maf§ auf
E, falls gilt: ist B; € &, 1 € I, eine abzihlbare, paarweise disjunkte Familie, so ist \(F;)
summierbar und es gilt

(6.27) )\(UE) =3 NE.
i€l i€l
Wir bemerken, dass A hochstens einen der Werte 00 annehmen kann. Denn sonst gilt
oo =AA) = AA\B)+ AXANB),
—o00=A(B) = AB\A)+AANB).
Aus der ersten Gleichung folgt A\(AN B) > —oo, aus der zweiten A(A N B) < co. Die Mengen

A\B und B\A sind dann disjunkt mit A-Mafl +oo, also sind A\(A\B) und A\(B\A) nicht
summierbar im Widerspruch zur Definition.

Beispiel 6.1 Sei p ein Maf auf £. Das Integral der Funktion 6 : X — RU{+o0} sei definiert,
das heift 6 ist £-messbar und (mindestens) eines der Integrale von 67 ist endlich. Wir erhalten
dann ein signiertes Maf3 auf £ durch

A€ = RU {0}, )\(E):/Gd,u:/ Oxp dp.
E X

A(E) ist definiert, denn mindestens eins der Integrale [ x 0Fx g du ist endlich. Sei nun E =
Uier Ei abzéhlbare, paarweise disjunkte Vereinigung von Mengen E; € £. Dann ist die Summe
der A(E;) definiert, denn es gilt

Z)‘(Ei)i = Z (/ OxE, d#)i < Z/ 0 xE, du = / 0\ dp.
iel X el /X X

i€l

Der letzte Schritt verwendet monotone Konvergenz. Weiter gilt
ANE) = / 0% xE dp — / 0™ xEdu
X X

_ + _ -
= /XZG X, dy /XZH X, du

el i€l
= Z/ 9*)@%#-2/ 0~ X, dy
el VX icl /X
= > ME)).
i€l

Wir bemerken, dass mit u(E) = 0 auch A(E) = 0 gilt. Der Satz von Radon-Nikodm liefert
eine Darstellung als Integral fiir jedes signierte Maf§ A\ mit dieser Eigenschaft, sieche unten.
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Definition 6.2 Sei A signiertes Mafl auf €. Fine Menge P € £ heif$t positiv bzgl. A, falls
ME)>0 firalle ECP (E€f).

Analog: Q € &€ negativ, sowie N € £ Nullmenge.

Satz 6.1 (Zerlegungssatz von Hahn)!3 Sei \ signiertes Maf auf € C 2X. Dann gibt es

eine disjunkte Zerlegung X = P U Q mit P positiv, Q negativ beziiglich .

BEWEIS:
Schritt 1 P, j € N, positiv. = P =J}Z, P} positiv
Sei F € £ mit E C P. Definiere induktiv

j—1
Ey=EnP, Ej=EnP\|JE.
i=1

Die Ej C P; sind paarweise disjunkt mit E' = (J;2, Fj;. Es folgt

= i)\(E]) >0

=1

Schritt 2 Ist F € £ mit A(E) € (0,00), so gibt es P C E positiv mit A(P) > 0.
Ist E selbst positiv, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls bestimme induktiv By C E\ Uk ! K,
Er € &mit k=1,2,..., nach folgendem Verfahren:

e Setze \p = inf {A(E’ L E' C E\UIZ| Ej, E' € £}, offenbar A\; < Ay <

o Wihle E, C E\IZ| Ej, Ey, € £, mit
A
A(Ex) < max (;, —1) .

Fall 1 )\, > O fiir ein erstes k € N
Dann ist E\ Uk | E; positiv und es gilt

k—1
0<ANE (E\ U ) Z (E;), die Behauptung folgt.
1 ——
J <0
Fall 2 )\, <O fiiralle ke N
Setze P = E\J;Z, Et. Dann gilt

0< A(E) =AP) + i A(Ep) < A(P) + imax (A; —1) .
k=1 k=l
<0

Es folgt A(P) > 0 und A, 0. Fiir F C P, F € £, gilt F ¢ E\|J}Z] Ej fiir alle k, also
AF) > A\ = 0 mit £ — oo. Somit ist P positiv bzgl. A.

'3Hans Hahn (1879-1934, Wien)
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Schritt 3 Beweis des Satzes
Wir nehmen an dass A den Wert oo nicht annimmt, andernfalls betrachte —\. Setze

A = sup{\(FE) : E positiv bzgl. A}.

Es gilt A > 0 wegen A(#) = 0. Wihle Py positiv mit A(Pg) ,* A und setze P = |Jpo; Pg.
Nach Schritt 1 ist P positiv, insbesondere A > A(P). Andererseits gilt

A(P) = A(Bg) + A(P\Pg) > M(Py) /A,
also folgt A\(P) = A (insbesondere A = \(P) < o0). Ist P C X\ P positiv, so folgt
A>ANPUP)=XP)+AP)=A+XP), also\(P)=0.
Nach Schritt 2 ist @ := X\ P negativ bzgl. A\, und die Zerlegung X = P U Q ist gefunden. O

Definition 6.3 Seien A\, u (nichtnegative) Mafe auf € C 2X.
(1) X\ heifst absolutstetig bzgl. p (Notation: A\ < ), falls gilt:
wE)=0 = A£F)=0.
(2) A\, 1 heiffen zueinander singulir (Notation: A L p) falls E € € existiert mit
MX\E)=0 wund p(E)=0.
Folgerung 6.1 Sei A signiertes Maf auf € C 2X. Dann besitzt X eine eindeutige Darstellung

A=At — A7, wobei AT zueinander singulire Mafe auf € sind. Das Maf |\| = AT + A\~ heifit
Totalvariation von .

BeEwels: Die Existenz folgt aus Satz 6.1, in dem wir setzen
AT(E)=XENP), AN (E)=-\NENQ).
Eindeutigkeit: Ubungsaufgabe. O
Lemma 6.1 Sei p ein Maf auf € C 2X. Gegeben seien Mengen Qq € &, o € Q(T, so dass
WQu\Qs) =0 fira < B  und  Qo=0.
Dann gibt es 6 : X — [0, 00] E-messbar mit

O(x) < B fir p-fast alle z € Qg
O(x) > B fir p-fast alle z € X\Qp.

BEWwEIS: Wir setzen §(z) = inf{s € Qf : # € Qs}. Nach Definition gilt

bz)<p o ze|]Qa
a<f
Insbesondere ist § messbar beziiglich £. Offenbar ist 0(x) < 8 auf Q3, andererseits folgt
{z € X\Qp:0(z) < B} C U Qo \Qp = p-Nullmenge.

a<f
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Satz 6.2 (Radon-Nikodym) Seien A\, u Mafe auf € C 2%, u sei o-endlich. Ist X absolut-
stetig bzgl. u, so existiert eine E-messbare Funktion 6 : X — [0, oo] mit

)\(E):/Gdy fiir alle E € £.
E

Die Funktion 0 ist eindeutig bis auf Abdnderung in einer u-Nullmenge, und heifit Radon-
Nikodym Dichte von X bzgl. p.

BEWEIS: Wir setzen zunéchst pu(X) < oo voraus.

Eindeutigkeit. Seien 6; 5 : X — [0, 0o] wie in der Behauptung. Betrachte fiir £ > 0
E.={zxe X :0x(x) > 01(x) +}.
Angenommen es ist p(E;) > 0. Da 6;(x) < oo fiir z € E,, gibt es ein k € N mit
w(Ezr) >0 wobel B, ={z € E.: 0:(z) <k}.

Es folgt
AEei) = / 01 dpi < ku(E. ) < oo,
Es,k

)\(Es,k) = / 02 dp > / 01 dy + E,M(Eg,k) > )\(E&k),
Es,k Es,k H/O_/
>

ein Widerspruch. Also ist {z : 02(x) > 61(2)} = 2, E1 eine u-Nullmenge.
J

Existenz. Da u(X) < oo ist A\ — au, a € Qg, ein signiertes Mafl. Betrachte dazu die
Hahn-Zerlegung X = P, U Qq, 0BdA Q¢ = 0. Fiir o < 3 gilt Qo \Qs = Qa N P, also

(A= ap)(Qa\Qp) <0 und (A —Bu)(Qa\Qp) = 0.

Es folgt (8 — o) n(Qa\Qp) < 0, also u(Qa\Qs) = 0. Sei § : X — [0,00] die E-messbare
Funktion aus dem Lemma, also p-fast iiberall

O(z) < pauf Qg, 0O(x)> p auf X\Qp.
Fiir E € £ beliebig betrachte fiir N € N, k € Ny,

k [e%S)
Ep = ENQeu\ U Qg sowie Eu = E\ U Q.
j=1 k=1
Dann ist £ = Eo U|Jpe g E) disjunkte Vereinigung, also
oo
AE) = AEoo) + > A(Ey).
k=0

Es gilt Ex C Qr11\Q & , daraus folgt
N N

k E+1

— << — - i .
N = 0 < N p-fast iiberall auf Ey
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Durch Integration folgt

k k41
2B < | 60du < T u(E).
Nu( k)_/Ek P — 1(Ey)

Aber E C Qru1 sowie Ey C Py (siehe oben), also nach Definition der Hahn-Zerlegung
N N

Durch Kombination folgt

1 1
ABR) — () < / 0 < A(By) + - (B,
Ey
Auf E, ist p-fast iiberall 0(z) = co. Weiter haben wir E,, C Py fiir alle k € Ny, daraus
N

folgt (A — £u)(Ex) > 0. Es folgt

o ist ((Es) > 0, so folgt A(Eug) = 00.

o ist u(Ex) =0, so folgt A(Ex) = 0 wegen Absolutstetigkeit.
In jedem der Fille gilt

AMFoo) :/ 0 du.

Durch Summation iiber k € Ny U {oo} folgt schlielich

1

NE) = ulE) < [ 0du<XE) + 5 B,

also mit N — oo die Behauptung des Satzes.

Sei jetzt p nur o-endlich, also X = Jpo; Xp mit X C &€ und p(Xy) < oo. Die Ein-
deutigkeit der Dichte 6 folgt sofort, denn 6|x, ist Radon-Nikodym-Dichte auf X} und dort
eindeutig bis auf eine p-Nullmenge. Zur Existenz schrinke A, u auf Xj ein, erhalte Dichte
Oy : X — [0, 00]. Setze fort durch 0, = 0 auf X\ Xj. Wegen Eindeutigkeit gilt 6; = 05 p-fast
iiberall auf Xy, fiir [ > k, also konvergiert 6 monoton gegen 6 : X — [0, o] nach Abénderung
in p-Nullmengen. Damit folgt wegen monotoner Konvergenz

k—o00

AE) = lim M(ENXg) = hm Qk dp = / 0du.
Satz 6.3 (Lebesgue-Zerlegung) Seien \, i o-endliche Mafe auf € C 2%. Dann gilt
Mac(E) = [ 0du  absolutstetig bzgl. pu,
A= Aac + s, wobei

As(E)=AXENN) fir eine p-Nullmenge N.

Die Mafle Age und A sind eindeutig bestimmdt.
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BEWEIS: Nach Voraussetzung ist v = A + p ein o-endliches Maf}, und A, t sind absolutstetig
bzgl. v. Nach Radon-Nikodym gibt es £-messbare Funktionen f,g: X — [0, 00| mit

)\(E):/ fdv und u(E):/gdu VE C €£.
E E
Setze N = {z € X : g(z) = 0}, also p(N) = 0, und

Aao(E) = o fdv, X(E)=AENN).

Es folgt A = A4c + As, zu zeigen ist nur noch dass A\, absolutstetig ist bzgl. u. Aus u(E) =0
folgt g = 0 fiir v-fast-alle x € E, also v(E\N) = 0 und somit

Aae(E) = fdv=0.
E\N

Die Eindeutigkeit ist den LeserInnen {iberlassen. O

Beispiel 6.2 Im Satz von Radon-Nikodym kann die Voraussetzung, dass u o-endlich ist,
nicht weggelassen werden. Betrachte dazu auf dem System der Borelmengen in [0, 1] das
Zihlmaf card und das Lebesguema$l £!. Es gilt card(E) = 0 genau wenn E = (), also ist £!
absolutstetig beziiglich card. Hitte £! eine Darstellung mit einer Dichte 6 : [0,1] — [0, o0]
beziiglich card, so folgt fiir beliebiges x € [0, 1]

0=LY{z}) = 0 dcard = 0(z),
{z}

also ist @ die Nullfunktion und damit £' = 0, Widerspruch.

Beispiel 6.3 Im Zerlegungssatz von Lebsgue kann auf die o-Endlichkeit von A nicht ver-
zichtet werden. Betrachte dazu nochmal die MaBie card und £! auf der Borelalgebra von
[0,1]. Angenommen es gibt eine Zerlegung card = card,. + cards wie im Satz 6.3. Sei N die
zugehorige £'-Nullmenge und B = [0, 1]\ N. Es gilt dann fiir » € B

cards({z}) = card{z} " N) =0 und cardg.({z}) = gdct =o.
{=}

Damit folgt 1 = card({z}) = 0, Widerspruch.

7 Dualitidt der LP-Raume
Im folgenden ist p ein Maf auf der o-Algebra £ C 2¥.

Lemma 7.1 Seien 1 < p,q < o0, % + % =1, im Fall p = 0o sei u o-endlich. Dann ist

T 2(n) 10 £ 9) = [ fodu
eine isometrische Injektion.
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BEWEIS: Wir zeigen die Aussage in drei Schritten.

Schritt 1 Nach der Holderschen Ungleichung gilt

1@l < [ 1faldi < 1710 lglee
also ist If € L9(p)" mit ||If]| < |/ f]|z». Dies gilt auch wenn p € {1, 00}.

Schritt 2 Der Fall 1 < p < o0
Sei f € LP(u), f #0. Im Fall p > 1 ist ¢ = p%l, und mit g = sign(f)|f[P~!

lolee = ([ 15 au)* = 191"

Im Fall p = 1 setze g = sign(f), also ||g||re = 1. Fiir alle p € [1, 00) ergibt sich

If(g) = / [fIPdp = fllcellgllze, — also [ILf]| = [[fl|e-

Schritt 3 Der Fall p = o0
Sei f € L>®(u), f # 0. Nach Voraussetzung gilt X = J;2; X, mit X,, € £, X1 C Xo C ...
und pu(X,) < oco. Fir a < || f||ze ist p({|f] > a}) > 0, also fiir n grofl

M(Xn,a) € (07 OO), wobei Xn,a =X,N {|f| > CY}.

Mit g = sign(f)xx, . ergibt sich

If(g) = /X Fldu > ap(Xna) = allgllzigy.  also 11f] > a 7 | fllz~-

O

Wir brauchen folgende Hilfsaussage, eine Modifikation von Lemma 7.1. Es ist hier wichtig
dass f € LP(u) nicht vorausgesetzt wird, sondern gefolgert.

Lemma 7.2 Sei u(X) < o0, 1 < p < oo und % + % = 1. Fiir f € L'(u) sei
HIfHLqT(u)' = sup{If(¥) : ¥ Treppenfunktion, |||« <1} < oo.
Dann ist f € LP(u) und es gilt || fllr < HIf||LqT(M),.

BEwEIs: Wihle Folge ¢ > 0 von Treppenfunktionen mit ¢ 7 | f| punktweise auf X.

Falll 1 <p,g< o0
Wir betrachten die Treppenfunktion 1y, = sign(f )cpi_l. Es gilt

p—1

ol = ([ chdn) ™ = loulis”
X
If() — /X P du > lonl,
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Nach Definiton der L?F(,u)’ -Norm folgt mit monotoner Konvergenz
I fllpe ey = leklle = [ flle mit k — oo

Fall 2 p=oo,g=1
Betrachte die Treppenfunktion ¢ = x{|f>q}sign(f), wobei u({[f| > a}) > 0. Es gilt

[l = p({lf1>a})  und  If(4) = / [fldp =z ap({[f] > a}).
{If[>a}
Also folgt [[1f[[p1 (uy = @, und |[f|[zee = sup{ar: u({[f| > a}) > 0} < [ f[| 1y L

Satz 7.1 (LP-L9-Dualitit) Sei yu Maf auf € C 2% und 1 < p < co. Im Fall p = oo sei
o-endlich. Mit % + % =1 ist dann die Abbildung

I LP(p) — L (p /fgdu,

surjektiv, und damit eine Isometrie.

BEWEIS: Sei ¢ € LI(u) gegeben.

Fall 1 u(X) < oo
1
Fir E C € gilt ||[xgllre = p(F)e < co. Wir definieren

[l

AE) = ¢(xe), also |\E)| <|[o[lu(E)q.

Offenbar ist A(0) = 0. Fiir E; € £ paarweise disjunkt berechnen wir
HZXEj :/ ‘ZXEJ- :/ZXEjd/.L:/.L<UEj)<OO
- La x 1 4 X 4 )
7j=1 7j=1 7j=1 =1
Aus der Stetigkeit von ¢ folgt
A(UEj)qu(ZXEj) Zqﬁ (xB,) = Y AE;
j=1 j=1 j=1

Also ist A Mafl auf £, und absolutstetig bzgl. u. Nach dem Satz von Radon-Nikodym fiir
signierte Mafle (= Lebesgue-Zerlegung im Fall A < ) gibt es eine Funktion f € L'(p) mit

¢(XE):/Efd,u:/XfXEd,u fiir alle E € £.

Es folgt fiir alle u-Treppenfunktionen

/X o du = o) < 160 190

Nach Lemma 7.2 folgt f € LP(p) mit || f||z» < ||¢]]. Da ¢ < oo sind Treppenfunktionen dicht
in L(p). Es folgt wegen ¢ stetig

= /fgdu fiir alle g € L(p).
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Also gilt ¢ = If, der Satz ist bewiesen.

Fall 2 4 ist o-endlich

Sei X =Jp2; X, mit X, € £, X1 C Xo C ... und pu(X,) < co. Wende Fall 1 an auf das
MaB p, = p X5, also pn(E) = p(E N X,,), und auf das Funktional

bn : L (pn) = R, on(g) = d(xx, 9)-

Fiir g € L(uy,) gilt die Abschitzung
60 (9)| < N9l Ixx, 9llLaguy = 181l 9] Lagun)-
Nach Fall 1 gibt es ein f;, € Lp(ﬂn) mit an”L?’(un) = H‘bn” < ”‘b” mit

bn(g) = / fngduy,  fir alle g € LY (uy,).
X

Fiir g € LY(p) mit g = 0 auf X\ X, folgt

6(9) = dulg) = /X Fug ditn = /X £ gdn.

Wegen Eindeutigkeit gilt nach Abénderung in einer p-Nullmenge f,, = f, auf X, fiir alle
m > n. Wir erhalten somit eine wohldefinierte Funktion f: X — RU {£oc} mit f = f, auf
X,,. Wegen monotoner Konvergenz ist

/Ifl”duz hm/ falP du <[]
X n—oo [y

Fiir g € L9(p) haben wir wegen dominierter Konvergenz

/ g—xxnglqduz/ lg|? — 0.
X X\ Xn

Nach Holderscher Ungleichung ist | fg| € L'(u), also folgt wieder mit dominierter Konvergenz

¢lg) = lim é(xy,9) = lim /X fn9xx,dn = /X fgdp.

Fall 3 pu beliebigund 1 < p < oo
Fiir E C X o-endlich gibt es fg € LP(p) mit f = 0 auf X\ F, so dass gilt

o(g) = /ngd,u fiir alle g € LY(p), g = 0 auf X\FE.

Dies folgt durch Anwendung von Fall 2 auf u_E. Fiir E C E’ gilt fp = fg p-fast-iiberall auf
E, wegen Eindeutigkeit. Setze

NE) = [ 1fel du
X
Dann gilt A\(E)| < [|¢]|P und A(E) < A(F') fir E C E'. Wéhle E; C Es C ... o-endlich mit

A Eg) /A =sup{\(E) : Eo-endlich}.
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Dann ist Y = (Jp2 | By wieder o-endlich, also
A= lim M\(Eg) < AY) <A.
k—o0

Sei nun E o-endlich mit £ D Y. Dann gilt frp = fy p-fast iiberall auf Y, und weiter

J s an=xE) <20 = [ 1nran= [ irapn

Das bedeutet fp = 0 auf X\Y, und damit fr = fy wp-fast-iiberall auf X. Wir zeigen nun
dass fy die Darstellungseigenschaft hat. Fiir g € L9(u) gilt fiir € > 0 nach Tschebyscheff

U u({lg) > <)) < /X 1917 dp < oo.

Also folgt

{lol >0} = U {lol > 1} wobei n({lal > 1}) <.

das heifit Ey = {|g| > 0} ist o-endlich. Dann ist auch Y U E; o-endlich, und damit

9) :/quE+gdl$:/fygdu.

O

Beispiel 7.1 Wir zeigen hier, dass fiir I = [0, 1] die Abbildung I : L'(I) — L°°(I)’ nicht
surjektiv ist. Dazu verwenden wir, dass C°(I) ein abgeschlossener Unterraum von L (1) ist.
Denn fiir f € CY(I) gilt

£l goo(ry = inf{t > 0: L'({|f] > t}) =0} = | fllcor

C°(I) ist ein Banachraum, also als Unterraum von L°(I) abgeschlossen. Da C%(I) echter
Unterraum ist, gibt es nach Folgerung 3.1 ein ¢ € L*(I)" mit [|¢|| = 1 und ¢|coy = 0.
Angenommen ¢ ist durch ein f € L([0,1]) darstellbar, also

:/jgﬂﬂ fiir alle g € L>(I).
I

Insbesondere haben wir

/mw%waﬂwewm.
1

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung impliziert dann f = 0 fast {iberall auf I. Das
bedeutet aber ¢ = 0, ein Widerspruch.

Tatséchlich spielt der Dualraum von L (u) keine grofie Rolle. In Kapitel ?? werden wir den
Dualraum von C°(X) bestimmen, wobei X kompakter metrischer Raum ist. Dieser Satz von
Riesz-Radon ist von fundamentaler Bedeutung.
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8 Dualitit der LP-Riaume”

Hier geben wir einen alternativen Zugang zur LP-L9-Dualitéit, das Kapitel ist optional. u sei
ein dufleres Mafl auf einer Menge X. Fiir y-messbare Funktionen u : X — R haben wir

(8.28) ull Loy = (fx |u(a)|P dp( )) fiir 1 < p < oo,
inf{s > 0: pu({f > s}) =0} fiir p=oo.

Sei A/ der Raum aller Funktionen u : X — R mit p({f # 0}) = 0. Die LP-Réume sind
(8.29) LP(u) = {u p-messbar : |[u| zp(,) < 0o} /N.

Da sich dquivalente Funktionen nur auf einer Nullmenge unterscheiden, ist ||u|z»(,) auf dem
Quotienten wohldefiniert, und ist eine Norm nach der Ungleichung von Minkowski. In Analysis
IIT wird gezeigt:

Satz 8.1 (Fischer-Riesz) Fir 1 <p < oo ist LP(u) mit Norm ||ul| s, ein Banachraum.

Lemma 8.1 Seil < p < oo und u sei ein dufleres MafS auf X, o-endlich im Fall p = 1. Fir
1 <q < oo mit % + % =1 ist dann die Abbildung

(8.30) I, L9(u) — LP(p), (Iv)(uw) = /Xuv du,

etne isometrische Injektion.

Bemerkung. L?(p) ist Hilbertraum, und I5 ist die Rieszabbildung R aus Kapitel 5.

BeEwEIs: Nach der Holderschen Ungleichung gilt

o)l = | [ o di] < g Pl

also Iyv € LP(u)' mit Norm |[Iv|| < ||v]|La(,)- Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen.

Fall 1: 1 < p < o0.
Wir setzen S9(u) = {u € LY(p) : ||ul|pe(u) = 1} und betrachten die Abbildung

(8.31) Ty = S8%(n) — SP(n), Ty(v) = sign (v)[v]*™".

Sei v € S9(u) gegeben. Fiir p < oo ist (¢ — 1)p = ¢, und mit u = T (v) folgt
1 1

(8.2) iy = ([ TP au)” = ([ 1ol7dn)” =

Fiir p = oo ist Ty(v) = sign (v), also ebenfalls

(8.33) [ull o uy = Il sign (v)[| oo () = 1.

Aber nun liefert Testen mit v = T,(v)
o) = [ sign @l odu= [ Joltd =1 =l
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also [ Igv|| > 1 = ||v[|a(y) und insgesamt ||I,v]| = [|[v]|La(,)-

Fall 2: p=1

Nach Voraussetzung ist X = (J;2, Ej mit Ej p-messbar, By C Ep C ... und p(Ej) < oc.
Sei v € L*(u) mit |[v[[ze(y = 1 gegeben. Wir betrachten fiir § < 1 die Mengen
Ejg={z € Ej :v(z) > 0}, also {v >0} =2, Ejp. Es folgt

0 <nu({v>0}) = lim u(Ejp).

Berechne nun fiir v = xg; ,

Iov(u) = /X XE; oV dp = /E vdp > 0u(Ej ) = 0|ullp,)-

3,0

Mit 6 7 1 sehen wir |[loov|| > 1 = [[v]|poo (), also [[Loov]| = (V] oo (u)- O

Satz 8.2 (LP-L9-Dualitét) Sei p ein dufleres Maf$ auf X und 1 < p < co. Im Fall p =1
sei zusdtzlich p o-endlich. Mit % + % =1 ist die Abbildung

I L9(n) = D) Lo() = [ wvdp,
X

surjektiv, also eine Isometrie.

Zu jedem ¢ € LP(u) gibt es also genau ein v € L9(p) mit

o(u) = / wodp  fiir alle uw € LP ().
X

BeEwEIS: Wir nehmen zuerst 1 < p < oo an. Sei ¢ € LP(u)" gegeben, ohne Einschrinkung
H¢” = SUPyesp(u) ¢(u) =1

Schritt 1. Ist ug € SP(u) mit ¢p(uo) = 1, so gilt I,(T,(uo)) = ¢, also ist vo = Tp(ug) Lisung
des Darstellungsproblems.

Wir berechnen die notwendige Bedingung im Maximum wug. Fir w € LP(u) beliebig
und |t| < 1 gilt nach Kettenregel

O¢lu + tulP = psign (ug + tu)|ug + tulP"tu,  also |0l uo + tulP| < p(luo| + |ul)? € LY ().
Also ergibt sich durch Differentiation unter dem Integral
d . _
%Huo + tul| Lo () le=0 = / sign (uo) o[’ udp = / Ty (uo)u = I(Tp(uo))(u).
X X
Aus der Maximaleigenschaft von ug folgt nun

Ozd ( ug + tu

0 (o= oo = 60 = 1T, ) ).

Damit ist Schritt 1 gezeigt.
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Schritt 2. FEs gibt ein ug € SP(u) mit ¢(ug) = 1.

Wir zeigen, dass jede Maximalfolge eine Cauchyfolge ist; daraus folgt, dass es genau
eine Maximalstelle gibt. Wir verwenden dazu folgenden Begriff:

Definition 8.1 FEin normierter Vektorraum heifst gleichmdfig konvex, wenn es zu jedem
e >0 ein d >0 gibt, so dass folgende Implikation gilt:

Ul + ug

(8.34) lual = lluzll =1, ||

[>1-6 = |ui—uf <e.

Wir zeigen unten, dass die LP-Raume fiir 1 < p < oo gleichméssig konvex sind, und wenden
das hier an. Zu € > 0 sei § > 0 wie in Definition 8.1 gewahlt. Fiir die Maximalfolge wuy, gilt

Huk—l—ul‘

uk+ul> 1
2

—) = §(¢(Uk) + ¢(w)) >1—46 fiir k,1 hinreichend gro8,

)Zeb(

Lr(p

und damit |lug — wl|ze(,) < €. Das zeigt Schritt 2, und damit den Satz fiir p > 1.
Schritt 3. Fiir u o-endlich ist I, : L (u) — L*(pn)" surjektiv.

Sei ¢ € LY(u). Fiir E C X p-messbar, u(E) < oo und 1 < p < co betrachte

¢p: LP(1) = R, ¢p(u) = ¢p(xEu).

Mit %+ % = 1 gilt nach Hélder [[xgullr1(,) < ,u(E)l/qHuHLp( also

B>

6ol < NIl ()11

Wie bewiesen gibt es genau ein v, € L?(p) mit
Ivp(u) = ¢p(u) = ¢(xpu) fir alle u € LP(u).
Daraus folgt fiir alle u € LP(u)
Iy (xx\Evp) (1) = Lyvp(xx\Eu) = ¢d(xEXX\EW) = 0.

Wegen 1, injektiv ist v, = 0 p-fast-iiberall auf X\E. Sei nun 1 < p/ < p, also ¢ < ¢’ < 0.
Dann gilt v,y € L9(p) wegen vy = 0 auf X\E und p(E) < oo. Wir berechnen fiir v € LP(u),
also xgu € Lp/(,u),

Ty (u) = /X XEWy dip = Igvy (XEu) = d(xEXEY) = d(XEU) = I3vp(U).

Aus I; injektiv folgt v,y = v, =: v fast {iberall, und nach Lemma 8.1

[

v/l o gy = 0wl Ly = Np Il < NS (E)T — @]l mit p’ N\, 1.
Dies zeigt ||v]| ooy < ||l Setze nun fiir u € L'(p) und k € N

k falls u(z) > k,
up(x) = ¢ —k  fallsu(z) < —

u(z) sonst.

>
< —k,
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Dannn ist xgug € LP(p) und und xguy — xgu in L'(u). Es folgt

/ wv dp = / xpuvdp = lim / Xpupvdp = lim ¢(xpur) = d(xpu).
X X k—oo X k—o00

SchlieBlich sei X = |Jp—; E} mit p-messbaren Ej, u(E) < co und E; C Ey C .... Seien
v, € L>®(u) wie oben konstruiert, dann folgt fiir v € L'(x) und k < &’

Lo (x5, 007) (1) = /X Xt djt = B(x, ) = DX, 1) = Tnovi (1),

Wieder wegen Eindeutigkeit ist vy = vy auf Ey, fast iiberall. Es gibt daher v € L>°(u) so dass
XE,v = vy, fast iiberall, genauer gilt |[v|| () < [|¢]|. Dieses v hat die Darstellungseigenschaft,
denn fiir alle v € L'(u) folgt

Iov(u) = Jim Iv(xg,u) = Jim Iovr(XE,u) = Jim d(xE,u) = o(u).

Wir zeigen nun

Satz 8.3 Fiir 1 < p < oo ist LP(u) gleichmdjig konvez.

BEWEIS: Wir zeigen fiir alle u,v € LP(u) folgende Ungleichungen, mit |lull, = [[ul[zs(,) und
einer Konstante ¢ = ¢(p) > 0:

1 u+v lu —vllp fiir p 2 2,
(8:35) Sl +lolp) - 5=l 2 e { '

(lullp + l[ollp)P 2w — vl fir 1 <p <2.

Daraus folgt leicht die Behauptung des Satzes. Der Beweis von (8.35) beruht auf der Konve-
xitét der Funktion f(u) = |ulP, genauer behaupten wir fiir |u| + [v| > 0 mit ¢ = ¢(p) > 0

1 U+ v lu — v|P fiir p > 2,
(8.36) 5 (ul’ +[o]") — | "> {

2 (Ju| + [v))P2lu —v]?  fiir 1 <p< 2.

Im Fall p > 2 folgt (8.35) direkt aus (8.36), indem wir u = wu(z), v = v(x) einsetzen und
integrieren. Im Fall 1 < p < 2 folgt aus der Holderschen Ungleichung, mit Exponenten
2/(2 — p) bzw. 2/p, und aus (8.36) mit X = {z € X : |u(z)| + |v(z)| > 0}

B Q
=l = ([ Gl D5l + o) = op )

([ Gultepan) ™ ([ ol b= ol )
) (Rl + )™ [ (0l + 1) = | 52 )

Im letzten Schritt wurde die Minkowski-Ungleichung in LP(x) und (8.36) benutzt. Insgesamt
bleibt nun (8.36) zu zeigen. Durch Vertauschen von u,v und Skalierung kénnen wir dazu
annehmen, dass u = 1 und v € [—1, 1]. Betrachte also die Funktionen

2

IN

IN

1 14w
= (1 p P
o) = S(1+hP)— (F20),
(1—w)P fir p > 2,
T(v) = 2 2 g
(1+w)P2(1—-wv)* firl<p<2.
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Wir berechnen o'(v) = %(sign (v)|olP~t — (4 ”)p_l) < 0 fur v < 1, also

o(l)=0'(1)=0 und o"(1)= > 0.
Weiter ist 0 < 7(v) < max(2P,4) auf [—1, 1], und

0 fir p > 2,
-1 firl<p<2,’

(1) =7'(1)=0, '(1)= {
Wihle oo = a(p) > 0 mit 0”(1) — a7’ (1) > 0. Nach Taylor gibt es dann ein § = §(p) > 0 mit
o(w)—ar(v) >0 firve[l-94,1].

Weiter folgt fir alle v € [—1,1 — J]

o(l—9)

o(w)>o(1-10)> max(2, )

7(v).

Somit ist o(v) > ¢(p)7(v) auf ganz [—1, 1], also gilt (8.36), womit der Satz bewiesen ist. O

Optimale Versionen der obigen Ungleichung sind von J.A. Clarkson bewiesen worden (1936),
aber diese werden hier nicht gebraucht.

9 Der Satz von Riesz-Radon*

Wir beginnen mit ein paar Grundlagen zu Borelmaflen und Radonmaflen. Einige der folgenden
Uberlegungen sind im Fall des Lebesguemafles wohlbekannt. Im folgenden ist X stets ein
lokalkompakter, separabeler metrischer Raum.

Definition 9.1 FEin dufleres Maf p auf X heifst Borelreguldr, wenn gilt:
(1) Jede Borelmenge B C X ‘st pi-messbar.
(2) Zu jedem S C X gibt es eine Borelmenge B D S mit u(B) = u(S).

Das Maf heifit Radonmaf, wenn zusditzlich p(K) < oo fir alle kompakten K C X.

Lemma 9.1 Sei pu Borelregulires Maf$ auf X und E C X. Das Maf$ (u E)(S) = u(SNE)
ist ebenfalls Borelreguldr, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

(1) E ist Borelmenge
15t o-endlich, das heifst E =\ J._, E; fir u-messbare E; mit u(£;) < oo.
2) E dlich, das heifst E JoolEjf bare E; E;

BeweEIs: Wir zeigen erst, dass jede Borelmenge B messbar ist beziiglich uL F. Es gilt

(W E)(S) = n(ENS)
= u((ENS)NB) +pu((ENS)\B)
= w(EN(SNB))+u(En(S\B))
= (uE)(SNB) + (E)(S\B).
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Eigenschaft (2) aus Definition 9.1 zeigen wir fiir u_F in drei Fallen:

Fall 1: Sei F Borelmenge. Wihle zu S C X eine Borelmenge By D FE N S mit
w(B1) = p(ENS). Dann ist B = By U (X\E) Borel mit B D S und es gilt

(W E)(B) = p(EN B1) < p(B1) = (uE)(S).

Fall 2: Sei E p-messbar mit pu(F) < co. Wahle B D E Borel mit p(B) = pu(E). Wir zeigen
puLE = p B, die Behauptung folgt dann aus Fall 1. Fir S C X gilt

(1LB)(S) = u(BNS) < p(ENS) + u(B\E) = u(E 1 8) + u(B) — u(E) = (u.E)(S).
Fall 3: Sei E = (J;2, Ej mit E; p-messbar und u(Ej) < oo. Wir konnen Ey C By C ...
annehmen. Wie gezeigt gibt es zu S C X Borelmengen B; O S mit u Ej(Bj) = pEj;(S).
Dann ist B = (2, Bj Borel mit B O S, und es gilt

pLE(B) = lim p(E; N B) < limsup p(E£; N Bj) < limsup u(E; N S) < (ueE)(S).

Jj—o0 j—o0 j—ro0

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Satz 9.1 (Caratheodory-Kriterium) Sei u dufleres Maf8 auf dem metrischen Raum
(X, d) mit folgender Eigenschaft:

A,BC X,dist(A4,B) >0 = wu(AUB)=pu(A)+ u(B).
Dann sind alle Borelmengen p-messbar.
BEWEIS: Wir zeigen dass jede abgeschlossene Menge C' C X messbar ist, dass also gilt:
w(S) > pu(SNC)+p(S\C) firalle S C X.

Natiirlich kénnen wir dazu p(S) < oo annehmen. Setze Cy, = {z € X : dist (z,C) < £} fiir
k € N. Wegen dist (SN C, S\Ck) > 7 > 0 gilt nach Voraussetzung

u(SNC) + p(S\Cr) = u((S N YU (S\C)) < ().
Es reicht also aus zu zeigen
(9.37) p(S\C) = lim p(S\C).

Die Folge S\C} ist aufsteigend mit S\C = |Jz—; S\C%. Allerdings folgt (9.37) daraus nicht
direkt, denn die Mengen sind eventuell nicht messbar. Betrachte

}.

Da C abgeschlossen, gilt fiir £ € N die Darstellung S\C = S\C}y U U;’ik Sj, und es folgt

1
= . — 1 <
Sp={zes k+1<d1st(:1;,C’)_

| =

n(S\C) < u(S\Ck) + ) u(S;).
j=k
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Also reicht es zu zeigen, dass die Reihe 3 72, u(S;) konvergiert. Aber es gilt

1 1
dist (5;,5;) > —— —=>0 firj>i+2.
ist (S;, S;) T ]> ir j >0+

Durch Induktion erhalten wir aus der Voraussetzung

N N
>on(Sx) = n(Usa) < u(s) < oo
szl z]:Vl
ZM(Szz‘—l) = M( U 52i—1) < u(S) < oo
i=1

i=1
Damit ist der Satz gezeigt. O
Die folgende Approximationseigenschaft ist fiir p = £ wohlbekannt.

Satz 9.2 (Approximationssatz) Sei p ein Borelregulires MafS auf (X,d). Es gebe eine
Ausschopfung X = U 1 X mit X; offen und p(X;) < co. Dann gilt:

(1) u(A) = iancUOﬁen,u(U) fir alle A C X.
(2) u(A) =inf, -, abgeschlossen“(c) fiir alle messbaren A C X.
BeEwEIS: Wir zeigen (1) erst im Fall u(X) < oo, und zwar behaupten wir
A={AC X :ABorel, (1) gilt} ist die Borelalgebra.

Mit Definition 9.1(2) folgt daraus (1) fiir alle Mengen A. Wir zeigen nun, dass A unter
abzéhlbaren Durchschnitten und Vereinigungen abgeschlossen ist. Seien A; € A. Dann gibt
es Uj D Aj offen mit

u(U\A ) = w(U;) — p(4;) <277

Links wurde A; messbar verwendet. Es folgt

(0 =1 4) = n( A N 4) <a(JUna) <

Nun gilt limk_mo,u(ﬂ?:l Uj) = ,u(ﬂ;?il Uj), wobei pu(X) < oo benutzt wird. Zu e > 0 gibt

es also ein k£ € N mit .
n((0) <n(4
Jj=1 J=1

Das beweist /2, A; € A. Weiter folgt

o0 o0

@ U UU\UA > u( @U UU\A >M(L_JU) E.

Also ist auch U‘]’il Aj € A. Es ist nicht direkt klar, dass A abgeschlossen unter der Bildung
von Komplementmengen ist. Wir kénnen uns aber mit einem Trick behelfen: das System A’ =
{A e A: X\A € A} ist abgeschlossen unter Komplementbildung, und auch abgeschlossen
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unter abzéihlbaren Vereingungen wegen X\ UjZ; 4; = ;2 X\A;. Ferner enthélt A" die
offenen Mengen, denn fiir C' C X abgeschlossen gilt

C= ﬂ{:cGX dist (z,C) > }EA

j=1

Somit ist A’, und damit auch A, die Borelalgebra. Im Fall p(X) < oo ist (1) bewiesen.

Sei nun X = (J;2, X; mit X offen und p(X;) < oo. Nach Lemma 9.1 ist dann pX;
Borelregulér. Wie bewiesen gibt es zu € > 0 demnach U; D A offen mit

(X)) (U) < (1 X;)(Ay) +27e.
Wir kénnen wieder A Borel annehmen, insbesondere ist A messbar beziiglich p X; und
(X)) (UNA) = (e X,)(U;) — (1 X;)(A) < 2776,

Daraus folgt

N@:

(U; N X;)\A)

GUﬂX = GUﬁX )N A) + p(
7=1

7j=1 7=1

= w(A) +p( U X;n(U;\A))
=1
< wd)+e.

Damit ist Behauptung (1) allgemein bewiesen.

Wir kommen nun zu (2), erst im Fall u(X) < oo. Nach (1) gibt es zu ¢ > 0 ein
U D X\ A offen mit u(U) < u(X\A)+¢e. Dann ist C = X\U C A abgeschlossen, und es folgt

w(C) = p(X\U) = p(X) = p(U) > p(X) = p(X\A) —e = p(A) —e.

Im letzten Schritt wurde die Messbarkeit von A benutzt. Ist nur X = U;i1 X; mit X; offen,
p(X;) < oo, so gibt es Cj C A abgeschlossen mit . X;(C;) > pX;(A) —e. Wir konnen
C1 C Oy C ... annehmen. Es folgt

n(A) = lim p(X;NA) < hm ;L(C ) +e.

]—)OO

Also gilt (2) auch in diesem Fall. O
AD jetzt setzen wir voraus, dass Abstandskugeln in (X, d) relativ kompakt sind:

(9.38) Fiir alle x € X, 0> 0 ist By(z) ={y € X : d(x,y) < o} kompakt.

Im Fuklidischen Raum R"™ ist das natiirlich erfiillt, ebenso in abgeschlossenen Teilmengen des
R"™. Es gilt folgende Version von Satz 9.2.

Folgerung 9.1 Sei X metrischer Raum mit (9.38). Dann gilt fir ein Radonmafl p auf X

(1) u(A) =inf, oﬁen/‘(U) fir alle A C X.
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(2) u(A) =supy 4 kompakt“(K) fiir alle A C X messbar.

BewEIs: Da p RadonmaB, gilt u(By(r)) < oo. Wegen X = (J32, B;(0) folgt Aussage (1) aus

Satz 9.2. Fiir C C X abgeschlossen ist C'N B;(0) kompakt und lim; o u(CNB;(0)) = pu(C).
Aussage (2) folgt wieder mit Satz 9.2. O

Satz 9.3 (Riesz-Radon) Sei ¢ : CO(X,R¥) — R ein stetiges lineares Funktional auf einem
kompakten metrischen Raum (X,d). Dann gilt:

(1) Auf X ist ein Radonmass p, das Variationsmafl von ¢, wie folgt definiert:

— j(U) = sup{6(f)  |f| < 1, spt f C U} fiir U offen,
— w(E) =inf{u(U) : U D E, U offen} fir E beliebig.

(2) Es gibt n: X — R* p-messbar mit |n(x)| = 1 fiir p-fast-alle x € X, so dass
(9.39) o) = [ Wfodu fir alle f € COCX )
X

(3) Das Maf v und die Funktion n mit |n| =1 sind durch (9.39) eindeutig bestimmdt.

Im Fall reellwertiger Funktionen ist n : X — {£1}, dann ist A = pLn ein signiertes Ra-
donmass. Der Beweis des Satzes erfordert einige Vorbereitungen aus der Mafitheorie und ist
relativ lang, siche mein FA-Skript aus dem Jahr 2014. Es gibt eine offensichtliche Verallge-
meinerung auf o-kompakte metrische Rdume, man muss dann mit Funktionen f € C9(X,R¥)
arbeiten.

BEWEIS:

Schritt 1: |¢| ist ein duferes Maf.

Fiir U = ) ist nur die Nullfunktion in Definition ??(1) zuléssig, also ist |¢|(0) = 0. Seien Uj,
j €N, offen und f € C2(X) mit |f| <1 und spt f C Uj2; Uj. Nach Heine-Borel gilt

N
spt f C UUj fiir ein N € N.
j=1

Wihle eine untergeordnete Teilung der Eins x; € CY(X):
N
spt x; CU; und ij =1 auf spt f.
j=1
Fiir fj = x;f € CY(X,R¥) ist spt f; C Uj, sowie |fj| <1 und f = Z;Vﬂ fj. Also folgt
N

o(F) = D_e(fi) < 3_101(U;) < D _16l(U)).

Jj=1 J
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Bilden wir das Supremum {iber alle solche Funktionen f, so folgt

bl Ui) <> IolU;).
j=1 j=1

Sei nun E C |2, Ej mit E, E; beliebig. Wahle zu ¢ > 0 offene U; D Ej mit [¢|(U;) <
|9|(E;) + 2 7¢; dies geht nach Definition ??. Es folgt E C U2 Uj und weiter

6(B) < lgl(LJ U3) < Y 161(U) <D [8l(E)) +e.
j=1 j=1 j=1

Mit € N\, 0 folgt die Subadditivitét von |¢|.

Schritt 2: Borelmengen sind |¢|-messbar.
Das zeigen wir mit Caratheodory. Seien A, B C X mit dist (A4, B) > 0. Zu zeigen ist

|p|(W) > |¢|(A) + |¢|(B) fiir alle offenen W D (AU B).

Fiir § > 0 hinreichend klein sind U = Bs(A) N W und V' = Bs(B) N W disjunkt. Seien f, g €
CY(X,RF) mit spt f C U, spt g C V und |f|,|g| < 1, so gilt spt (f +g) C (spt fUspt g) C W
und |f 4+ g < 1 auf ganz X. Es folgt

o(f) + o(g) = o(f +g) < [o|(W).
Durch Bilden des Supremums iiber alle f, g ergibt sich
|91(A) + [0[(B) < [¢|(U) +[¢](V) < [¢|(W).

Schritt 3: Konstruktion der Borelhiille und Endlichkeit auf kompakten Mengen.
Fir E C X mit [¢|(E) < oo wihle offene U; D E mit [¢|(U;) < [¢|(E) + %, ohne Ein-
schrankung sei Uy D Uy D .... Dann ist B = ﬂ;‘il U; O E Borelmenge mit

91(B) < lim [6](U) = [9I(E).

Somit ist |¢| Borelregulér. Ist schliefllich K kompakt, so gibt es nach Voraussetzung U D K
offen mit U kompakt, also nach Voraussetzung (9.38)

9|(K) < [¢|(U) < C(U) < 0.

O

Erginzung. Wir wollen noch die Teilung der Eins konstruieren. Sei K C X kompakt, K C
Uxea Ux mit Uy offen. Zu z € K bestimme r(z) > 0 und A(z) € A mit

B2T‘({17) (IL’) - U)\(m) .

Nach Heine-Borel ist K C Ujvzl B, (x;) mit r; = r(x;). Wihle x; € C2(X) nichtnegativ mit

-1 aufBrj(xj)
YN0 anf X\Byy, (7).
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Setze x = Zjvzl X;. Dann gilt x > 1 auf K, also x > % auf einer offenen Umgebung U von
K. Wihle n € C%(X) mit spt n C U und 75| = 1, und setze schlieBlich

Xj = n%;j/x € CJ(X).
Nach Konstruktion ist dann spt x; C Ba; (@) C Uy(g;), und Z;VZI x; =1 auf K.

Unser Ziel ist folgendes Darstellungsresultat.
Wir brauchen zum Beweis folgendes Approximationsresultat.

Satz 9.4 (Lusin) Seip ein Radonmaf$ auf (X, d), und A C X mit u(A) < oo. Istg: X - R
messbar, so gibt es ein § € CY(X) mit

p({r e A:g(x) #g(x)}) <e  und ||gllcox) < Sup lg(2)]-
Te
Wir werden das spéater beweisen, und nun den Darstellungssatz angehen.

BEWEIS: (Eindeutigkeit) Sei A, ¢ auch mit mit der Darstellungseigenschaft, das heift

o(f) :/X(f,Q dx  fiir alle f € CY(X,RF).

Ist spt f C U und |f| < 1, so folgt ¢(f) < A(U) und hieraus p(U) = |¢|(U) < A(U). Mit
Folgerung 9.1(1) haben wir p < A. Sei andererseits K C X kompakt. Zu U D K offen mit U
kompakt und zu € > 0 gibt es nach Lusin ein ¢ € C°(X,R¥), so dass gilt:

ME)<emit E={x€U: CN($) #((x)} und ||5||CO(X) < s1€15|C| <1.

Satz 9.4 liefert |¢;| < 1 fiir jede Komponente, man kann ¢ dann noch auf die Einheitskugel
projizieren. Wihle y € C2(X), 0 < x < 1, mit spt x C U und x = 1 auf K. Schitze dann ab

wU) > é(xE)  (Definition von u(U) = [¢|(U))
= [a&oan
U
/deA—/Ux<<<,<>—1>dA

AMK) —2)\(E)
AMEK) — 2e.

>
>

Mit € \, 0 und U N\, K folgt u(K) > A(K), somit p = A auf Borelmengen nach Folgerung
9.1(2). Zu E C X gibt es B, B’ D E Borel mit u(B) = u(E) und A(B") = A(E). Wir kénnen
B = B’ annehmen, sonst gehe iiber zu B N B'. Es folgt u(E) = A\(E) allgemein.

Sei nun v € R¥ fest. Fiir alle f € C%(X) ist dann fv € C%(X,R¥), also gilt
[ tomdn= [ (ro.¢rdn fin e £ € 2.
X X
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CY(X) ist dicht in L'(u)'*, und beide Seiten sind stetig unter L'(u)-Konvergenz. Es folgt

[ twmdn= [ fo.cran s ale f e L),
X X

Die Funktionen (v,n), (v,¢) € L>®(u) stellen also dasselbe lineare Funktional in L!(x)" dar,
und sind damit u-fast-iiberall gleich nach Lemma 8.1. 1 muss dabei o-endlich sein, das ist
erfiillt wegen (9.38). Indem wir fiir v die Standardvektoren des R* wihlen, folgt ¢ = n u-fast-
iiberall auf X. O

BEWEIS: Ezistenz: Wir wihlen u = |¢|, das Variationsma8. Fiir v € R¥, |v| = 1, sei

Gy Cg(X) = R, ¢u(f) = ¢(fv).

Wir wollen zeigen, dass ¢, als stetiges lineares Funktional auf L' (y) fortgesetzt werden kann.
Dann erhalten wir die Komponente von 1 beziiglich v aus der Dualitit L' (u)" = L (u). Um
¢, abzuschétzen, betrachten wir das Funktional

¢ CYUX,RY) — R, o(f) =sup{d(g) : g € CX(X,R¥), |g| < f}.

Nach Definition von pu = |¢| des Variationsmafes gilt

(9.40) o(f) < pspt £l fllcocxy-

Da g = +fv in (9) zuléssig ist, gilt

(9.41) 6u(f) < o(f) fiir alle f € C2(X,RY).
Es gilt
(9.42) u(U) =sup{p(x) : x € CHX,R{), spt x C U, x < 1}.

Denn ist g € C%(X,R¥) mit spt g C U und |g| < 1, so folgt
3(9) < ¢(l9l) < sup{e(x) : x € CLX,Ry), spt x C U, x < 1}.
Ist andererseits y € CY(X, Rg ) gegeben mit x < 1, so folgt
p(x) = sup{e(g) : g € C2(X,R"), lg| < x} < p(U).
Behauptung 1: ¢ ist halblineares Funktional auf C?(X), das heifit

olaf) = ap(f) fir feCUX,RY), a>0,
o(fi+f2) = o(fi)+e(f) fir fioe CAX,RY).

BEWEIS: Die erste Zeile gilt nach Definition. Fiir die zweite wihle g12 € C%(X,RF) mit
lgi| < fi und ¢(g;) > ©(fi) — . Es folgt, bei geigneter Wahl des Vorzeichens,

e(f1) +o(f2) — 26 < |o(g1)] + [¢(g2)| = |d(g1 £+ g2)| < o(f1 + f2).
1 Aufgabe 1, Serie 9
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Fiir die umgekehrte Ungleichung sei g € CO(X,R¥) mit |g| < fi + fo. Betrachte dann

{ g falls fi + f2 >0,
gi =
0 sonst.

Es folgt |gi| < fi, insbesondere g; € C2(X,R¥). Wegen g = g1 + go folgt
19(9)] < [¢(g1)] + [o(g2)| < w(f1) + ©(f2),
und hieraus ¢(f1 + f2) < ©(f1) + ¢(f2).

Behauptung 2: Es gilt ¢(f) = [y fdpu fiir alle f € CO(X,R]).
BEwEIs: Wihle zu € > 0 Zwischenwerte 0 =ty < ... < ty < oo mit

ti—ti1| <e, ty>maxf und p(f ' {t;})=0 fir i=1,...,N.

Dies ist moglich, denn die Menge der ¢ > 0 mit ,u( f~Ht}) > 0 ist abzihlbar wegen
u(spt f) < oo. Wir setzen U; = f~1(t;_1,t;) fiir i = 1,..., N; diese Mengen sind offen.

Abschitzung von o(f) nach unten:

Seien x; € CS(X,R(T) mit spt x; C U;, x; < 1fiir¢=1,...,N. Dann gilt Zf\il ticixi < f.
Nach Definition ist ¢ monoton, also haben wir

th 19(xi) = (th 1X1> < o(f).
Bilde das Supremum iiber die x;. Mit (9.42) folgt SN t; 1(U;) < o(f), und weiter
[ raus Zw )< Z i1+ )lUs) < o (f) + eplspt ).
Abschdtzung von ¢(f) nach oben:
Fiiri = 1,..., N wihle V; D U; U f~1({t;}) offen mit u(V;) < u(U;) + ~- Es gibt x; € Co(V;)

mit spt x; C V5, 0 < x; < 1lund x; = 1auf U;Uf~1({t;}). Es folgt f < Zf\il t;x; und hieraus

N
p(f) < D tivla)
=1

N
< Z(ti—l +&)u(Vi) (nach (9.42))
=1
N
< Dt o) (U + ) +=(u@) + )
=2

< / fdpi+ ep(spt )+ ellflloog + Ce.

Mit € N\ 0 in beiden Abschétzungen folgt Behauptung 2.
Beweis des Satzes: Fiir f € C(X) haben wir ¢,(f) = ¢o(f1) — ¢o(f7), also

60(H)] < 1ou ()] = [6u(F)] < o) + 0(f7) = /X fdp.
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Da C?(X) dicht in L*(u)' hat ¢, eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung als lineares
Funktional auf L' (). Nach Satz 8.2 gibt es eine Funktion 7, € L°°(u) mit

Po(f) :/anvdﬂ fiir alle f € L' (p).

Wiihle fiir v die Standardvektoren e; € RF und setze

k
X >R n=> nee.
=1

Dann folgt fiir g € C2(X,RF)

k k
$9) =D de;(9:) = Z/ GiTle; dpt = / (9,n) dp.
i=1 i=1 /X X
Wir zeigen noch |n| = 1 u-fast-iiberall: betrachte i = p|n| und

oy Jn@)/In(@)] - falls n(z) # 0,
i(x) = {0 falls 7(z) = 0.

Es folgt |n(z)| =1 fur f-fast-alle x € X, und

¢@=A@mw=4@mmwzé@mm

Das Paar fi,7 hat also die gewiinschte Darstellungseigenschaft, womit die FExistenz bewiesen
ist. O

Jetzt tragen wir den Beweis des Satzes von Lusin nach. Dazu verwenden wir das

Lemma 9.2 (von Tietze) Sei (X,d) metrischer Raum. Ist C C X abgeschlossen und f :
C — R stetig, so gibt es eine Fortsetzung f € C°(X) mit I fllcox) = supgec | f ()]

BEwEIs: OBdA 1 < f < 2, sonst betrachte 2 + %arctan f. Definiere die Fortsetzung durch

~ d

f(z) = yuelgf(y)d((xx:g)) falls € X\C, bzw. dquivalent d(x,C) > 0.
Dann ist inf f < f < sup f: die untere Abschiitzung folgt aus d(x,y)/d(x,C) < 1, die obere
Abschétzung ergibt sich durch Wahl von y € C mit d(z,y) < (1 + ¢)d(z,C). Wir zeigen die
Stetigkeit erst im Fall g € 0C. Sei x € Bs(x0)\C und y € C mit d(z,y) < (1 + a)d(z,C);
dabei sei a € (0, 1]. Dann gilt

d(zo,y) < d(zo,z) + d(z,y) < d(zo,z) + (1 + a)d(z,C) < (24 a)d(xg,z) < 36.
Mit e(6) = supj,_z,|<s [f(y) — f(z0)| folgt die Abschéitzung

d(z,y)

< (14 ) flao) + 2¢(36).

15 Aufgabe 1, Serie 9
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Fiir d(z,y) > 2d(x,C) haben wir die triviale Abschéitzung

d(z,y)
d(z,C)

Mit o = 1 ergibt sich insgesamt die untere Abschitzung

f()

> 2inf f > f(xo).

f(@) =2 f(wo) —e(36) = f(wo) mit 6\, 0.

Andererseits gibt es zu jedem o > 0 Punkte y € C' mit d(z,y) < (1 + a)d(z,C), und mit
a N\ 0 folgt die obere Abschéitzung

f(z) < f(mo) +2e(30) — f(xp) mit d 0.

Auf X\C folgt die Stetigkeit leicht mit der Dreiecksungleichung: Wegen 1 < f < 2 gilt

inf) fy)d(zy,y) < inf, fW)d(z2,y) + 2d(x1, x2).

Also ist inf,ec f(y)d(z,y) (Lipschitz-)stetig auf X\C. Dasselbe gilt fiir d(x,C), somit ist f
als Quotient von stetigen Funktionen stetig auf X\C. O

BEWEIS: (von Satz 9.4) Betrachte die Mengen

Aj7k:{:ceA:ﬁ§f(:c)<

k+1
T
J J

fir j e Nk € Z.

Da A Radonma$B, gibt es zu ¢ > 0 kompakte Mengen Kjj, C Ajp mit pu(A;\Kjr) <
2771kl /3. Bs folgt

N 00

o
li ) = . —i=lklg /3 — 9=i.
Ni"“oe“( U KM) M(A\ U KM) < 3 273 =27
k=—N k=—oc0 k=—0o0
Fiir hinreichend groBles N; € N gilt dann mit K; = Uivi_Nj K, auch u(K;) < 277e. Fiir
K =2, K folgt

u(AK) < p( JAVK;) < DD uANK;) <.
j=1

J=1

Betrachte nun die Funktionen f; : A — R, fj(z) = % fir x € A . Aus Kompaktheitsgriinden
haben die K C Aj positiven Abstand, somit ist f; lokal konstant (insbesondere stetig)
auf K; O K. Aber |f(z)— fi(z)| < % — 0 mit j — oo. Als gleichméBiger Grenzwert ist damit
flx stetig. Mit der Fortsetzung nach Lemma 9.2 folgt nun die Behauptung. O

10 Schwache Konvergenz

Betrachte eine Folge (zy)ren im Folgenraum ¢P(R) mit ||z, < 1 fir alle k. Wie schon
festgestellt, existiert im allgemeinen keine Teilfolge, die beziiglich der Norm || - ||, konvergiert.
Das bekannte Beispiel ist die Koordinatenfolge (x%)" = 01, mit ||g — x|, = 2V/P fiir k # 1.
Andererseits ist fiir i € N fest die Folge (z1)}cy beschrinkt, genauer ist |(zx)!| < [z, < 1.
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Mit einem Diagonalverfahren finden wir dann eine Teilfolge, so dass nach Umnummerierung
gilt: 2% 1= limy_,oo (z1)* existiert fiir alle i € N. Es folgt dann

(i\xﬂp) = hm (Z| ) <hm1ankap
i=1

Mit z = (2%);en gilt also [|z]|, < liminfy_,o ||zk|l, < 1, insbesondere ist @ € (P(R). Obwohl
die Folge in /P(R) im allgemeinen nicht konvergiert, erhalten wir einen geeigneten Grenzwert
mittels koordinatenweise Konvergenz. Das Konzept des schwachen Grenzwerts verallgemei-
nert diese Situation.

Definition 10.1 (schwache Grenzwerte) Sei X ein Banachraum.

(1) Die Folge xy, € X konvergiert schwach gegen x € X (xp, — x), falls :
é(x) — é(x) fir alle p € X'.
(2) Die Folge ¢y, € X' konvergiert schwachx gegen ¢ € X' (¢, = ¢), falls gilt:
or(x) — ¢(x) fir alle z € X.
Die schwach* Konvergenz ist genau punktweise Konvergenz der ¢ : X — R.
Beispiel 10.1 In einem Hilbertraum X gilt nach Satz 5.1
xp — x schwach < (xg,y) — (x,y) fir alle y € X.

Beispiel 10.2 Sei 1 < p < oo. Mit 1 + 1 =1 gilt:

(10.43) gk — g schwach in Li(n) < / for du — / fgdp fir alle f € LP(p).
X X
Dies folgt aus der LP-L?-Dualitit, Satz 8.2, wobei u o-endlich im Fall p = oc.

Beispiel 10.3 Sei 1 < p < oo und % + % = 1. Fiir fx, f € LP(u) sagen wir

(10.44)  fx — f schwachx in L(p) < / frgdu —>/ fgdu fir alle g € LY(p).
X X

Fiir die schwachx Konvergenz brauchen wir hier nur, dass Funktionen in LP () als Funktionale
in LI(p)" aufgefasst werden konen, dies gilt nach Lemma 8.1. Im Fall p = oo muss u zusitzlich
o-endlich sein. Fiir 1 < p < oo stimmen schwache Konvergenz und schwachx Konvergenz
iiberein, die Testfunktionen sind jeweils in L9(u).

Beispiel 10.4 Sei (X, d) kompakter metrischer Raum. Nach Definition ist
o — ¢ schwachx in CO(X) < ¢p(f) — o(f) fiir alle f € CO(X).

Sind j1, # Radonmafle auf X, so konnen sie als (nichtnegative) lineare Funktionale auf C°(X)
aufgefasst werden. Damit ergibt sich folgender Konvergenzbegriff:

(10.45) wre — o schwach < / fdug — / fdu fiir alle f € CO(X).
b's X

Eigentlich miisste es schwach* heiflen; man spricht auch von Konvergenz im Sinne von Ra-
donmafBen. Die folgende Charakterisierung ist jedenfalls niitzlich.
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Satz 10.1 (schwache Konvergenz von Radonmaflen) Sei (X, d) kompakter metrischer
Raum. Fir Radonmafe py, o sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) px — p schwach als Radonmajse

(2) w(U) <liminfy_ o pi(U) fiir alle U C X offen,
pu(K) > limsupy,_, o pi(K) fir alle K C X kompakt.
)=
(1

(3) wu(B) = limg_yo0 pr(B) fiir jede Borelmenge B mit u(0B) = 0.
BEWEIS: (1) =(2): Sei U offen. Fiir K C U kompakt und y € C%(X) mit 0 < x <1, x =1
auf K, spt x C U gilt
pwK) < / xdp = lim / X dpy < liminf i, (U),
X k—o0 X k—o0

pU) = /xdpc: lim / X dpx > limsup pug (K).
X k—o0 X

k—o0

Aus den Approximationseigenschaften von Radonmaflen folgt

w(U) = sup{u(K): K C U, K kompakt} < ligninfuk(U),
—00
w(K) = inf{u(U):U D K, U offen} > lim sup ux(K).

k—o0

(2) =(3): Dies folgt direkt aus der Zeile

w(B) = pu(int B) < hmlnf pr(int B) < limsup ug(B) < p(B) = p(B).

k—oo

(3) =(1): Zue>0gibt estyg < t; <...tny mit tp < min f <max f <ty und |t; —t;—1| < e.
Da p RadonmaB, ist die Menge der t € R mit u({f = t}) > 0 abzéhlbar, also kénnen wir

pw({f=ti})=0ftiri=1,..., N annehmen. Setze B; = {t;_; < f <t;} firi=1,...,N, also
1(@B;) =0 und X =Y | B; disjunkt. Es folgt

‘/deﬂk—/deu‘ < ‘/fduk—ZN:tmuk(B)
+‘th (B /fdu‘

th‘—l\uk(Bz‘) — pu(Bi)| + e(pe(X) + p(X)).

i1 (p(B;) — pn(By))
—1

Jetz folgt (1) mit k — oo und € — 0. O
In Aufgabe 4, Serie 4. hatten wir schon folgende Tatsache.

Lemma 10.1 Sei X normierter Raum. Dann ist die kanonische Abbildung
J: X = X" Jx(¢) = ¢(x)  fiir alle p € X',

eine isometrische Einbettung.
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BEwEIs: Es gilt |[Jz|| = sup|4<1 [J2(9)| = supg <1 [¢(@)] < [[z]|. Andererseits gibt es zu
z € X, nach Folgerung 3.2(1), ein ¢ € X’ mit ||¢]| = 1 und ¢(z) = ||z||. Das bedeutet

[zl = |Jz(9)] = |¢(z)] = ||z

Satz 10.2 (Grundtatsachen zur schwachen Konvergenz) Fs gilt:
(1) Schwache bzw. schwachx Grenzwerte sind eindeutig bestimmdt.
(2) Schwache bzw. schwachx-konvergente Folgen sind beschrinkt.
(3) Unterhalbstetigkeit der Normen:
xp — « schwach = |jz| < likrgioréf IE7AI

¢r — ¢ schwachx = |¢| < likminf || brl|-
—00

BEWEIS: Angenommen x, — = sowie xp — y schwach in X. Dann gilt fiir jedes ¢ € X’
Pz —y) = ¢(x) — ¢(y) = lim ¢(xp) — lim P(xy) = 0.
k—o00 k—o00

Nach Hahn-Banach, Folgerung 3.2(2), folgt * = y. Fiir schwachx Grenzwerte ist die
Eindeutigkeit trivial.

Die Beschrinktheit von schwachx konvergenten Folgen in X’ wurde schon in Folge-
rung 4.1 mit Banach-Steinhaus gezeigt. Sei nun xp — x schwach in X, und J : X — X" die
kanonische isometrische Einbettung. Dann gilt fiir alle ¢ € X’

Jx(¢) = ¢(x) = Jim () = Jim Jap(),

also Jxp — Jx schwachx in X” = (X'). Also ist Jxj beschrinkt in X”. Da J : X — X"

isometrisch nach Lemma 10.1, ist die Folge x; in X beschrankt.

In (3) betrachten wir wieder erst die schwachx Konvergenz ¢p — ¢ in X = Y'. Ist
y €Y mit [|y]| <1, so gilt

6(y)] = Jim |6x(y)] < limint gy

Mit Supremum iiber y folgt ||¢|| < liminfg o ||¢x||. Sei nun xy, — = schwach in X. Wie oben
gezeigt, gilt dann Jz — Jx schwachx in X”, und mit Lemma 10.1 folgt

llz|| = ||Jz| <liminf ||Jzk| = liminf ||zg||.
k—o0 k—o0

Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. O

Um die Konvergenz beziiglich der Norm abzugrenzen, wird sie auch als starke Konver-
genz bezeichnet. Es gelten folgende weitere Aussagen zur schwachen Konvergenz, die als
Ubungsaufgabe behandelt werden sollen:
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(4) Aus starker Konvergenz folgt schwache beziehungsweise schwachx Konvergenz.

(5) Ist xx — 2 schwach in X und ¢y — ¢ stark in X', so folgt ¢p(zx) — &(z).
Ist ¢ — ¢ schwach* in X' und xp — = stark in X, so folgt ¢y (xr) — o(z).

(6) Ist xx — x schwach in X und T' € L(X,Y), so folgt Tz, — Tx schwach in Y.
Der folgende Satz verallgemeinert das Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstra8.

Satz 10.3 (schwachx Folgenkompaktheit) Sei X separabler Banachraum. Dann hat jede
beschrinkte Folge ¢ in X' eine Teilfolge, die schwachx gegen ein ¢ € X' konvergiert.

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist C' := supjey ||¢k|| < 0o, und es gibt eine dichte Teilmenge
{zy :n € N} C X. Es gilt fiir jedes n € N

ok (xn)| < Cllzy||  fiir alle k € N.
Durch sukzessive Wahl von Teilfolgen und Ubergang zur Diagonalfolge folgt

3 lim ¢p(z,) € R fiir alle n € N.
k—o0

Sei nun Xy = Span {z,, : n € N}, das heiBt jedes z € X hat eine Darstellung x = > 7 | iy,
mit a,, # 0 fiir hochstens endlich viele n € N. Definiere

¢:Xo =R, ¢(x) = lim dy(z).
k—o0
Dann ist ¢ wohldefiniert und linear, und es folgt

lp(z)| = klim |pr(x)] < Cllz|| fiir alle z € X,.
—00

Damit ist ¢ Lipschitzstetig auf dem dichten Teilraum X, also fortsetzbar zu einem linearen
Funktional ¢ € X' mit ||¢|| < C. Fiir x € X und xy € X, liefert die Dreiecksungleichung

0(x) = ¢r(2)] < [d(x) = P(z0)| + [d(x0) — dr(20)| + [dr(20) — Pr()],

und hieraus mit £k — oo

lim sup [6(z) — ¢ (2)] < 2Cz — o

k—o0

Da X, dicht in X, folgt ¢r(z) — ¢(x) fiir alle z € X, das heifit ¢ — ¢ schwachx in X'. O

Wir wollen einen entsprechenden Satz fiir die schwache Konvergenz folgern. Dazu folgende

Definition 10.2 FEin Banachraum X heifit reflexiv, falls die kanonische Einbettung in den
Bidualraum J : X — X", Jx(¢) = ¢(x), surjektiv ist.

Lemma 10.2 Ist X reflexiver Banachraum, so ist jeder abgeschlossene Unterraum Xo C X
ebenfalls reflexiv.
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BEWEIS: Sei A € X/ gegeben. Betrachte A : X' — R, A(¢) = A\(¢|x,). Es folgt

(M@ < Al ¢lxoll < 1AM,

also gilt ||A|l = ||A]] und insbesondere A € X”. Nach Voraussetzung gibt es ein z € X
mit A = Jxz. Angenommen es ist © ¢ Xy, also nach Voraussetzng dist (z, Xo9) > 0. Nach
Hahn-Banach, Folgerung 3.1, gibt es dann ein ¢ € X’ mit ¢|x, = 0 und ¢(z) # 0. Dann ist

0=A(0lx,) = A(9) = (Jx)(¢) = ¢(x) # 0,

ein Widerspruch. Somit gilt z € Xy. Zu ¢ € X|) existiert, wieder nach Hahn-Banach Satz 3.1,
ein ¢ € X' mit ¢|x, = ¢. Es folgt dann

(Jxo)(p) = ¢(x) = d(x) = (Jx)(9) = A(9) = M),

das heifit A = Jx,z wie verlangt. O

Satz 10.4 (schwache Folgenkompaktheit) Sei X refleziver Banachraum. Dann hat jede
beschrinkte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.

BEWEIS: Sei ||| < C fiir alle k € N. Wir betrachten

Xo = Span{zy, : k € N}.

Dann ist X, separabel sowie nach Lemma 10.2 reflexiv, also Jx, : Xo — X{ surjektive
Isometrie. Somit ist auch X{J separabel, und dann nach Folgerung 3.3 auch X|) separabel. Die
Folge Jx,zy ist beschrinkt im Dualraum (X))’ = X{/, wir kénnen also Satz 10.3 anwenden.
Da Jx, surjektiv ist, gibt es ein « € X so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge fiir alle
v € X gilt:

p(ar) = (Txomi)(9) = (Tx)(9) = o(a).

Sei nun ¢ € X’. Dann gilt fiir die Teilfolge

d(zr) = ¢lx, (k) = Blx, () = o(2).

Somit konvergiert die Teilfolge x;, — = schwach in X. O

Wir wollen die abstrakten Kompaktheitssidtze nun konkretisieren.

Satz 10.5 (schwache Folgenkompaktheit in Hilbertraumen) In einem Hilbertraum
X hat jede beschrinkte Folge eine schwach konvergente Teilfolge.

BEWEIS: Nach Folgerung 5.1 ist X reflexiv, die Aussage folgt also direkt aus Satz 10.4. O

Satz 10.6 (schwache Folgenkompaktheit in LP(u) fiir 1 < p < o0) Sei p ein Maff auf
X und 1 < p < co. Dann besitzt jede beschrinkte Folge fi, € LP(u) eine schwach konvergente
Teilfolge, das heifst nach Ubergang zur Teilfolge gilt

[ fgdn = [ sadu fir ate g € L1,
X X
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BEWEIS: Wir zeigen dass LP(u) reflexiv ist, die Behauptung folgt dann mit Satz 10.4. Sei ¢ €
LP(u)”, das heiit ¢ : LP(u)" — R ist lineares Funktional. Die Abbildung I : L9(u) — LP(u)’
ist isometrisch, also gilt ¢ o I € LI(u)’. Nach Satz 8.2 gibt es ein f € LP(u) mit

(poI)(g /fgd,u fiir alle g € L(p).

Sei nun J : LP(u) — LP(u)” die kanonische Einbettung. Dann folgt

(D) = (9D = [ Fadn = (0o D(a) = oll9).
Nach Satz 8.2 ist I : L9(pu) — LP(u)" surjektiv, also ist ¢ = J f wie behauptet. O

Lemma 10.3 (zur Separabilitét) In einem kompakten, metrischen Raum (X,d) gilt:
(1) CO%(X) ist separabel.
(2) LP(u) ist separabel, falls p Radonmaf auf X und 1 < p < oo.
BEWEIS: Zu 0 > 0 gibt es eine Teilung der Eins y; € C°(X), 1 <i < N:
e spt x; C Bs(z;) fiir ein x; € X,
e 0<x; <1
. Zfilxz:l auf X.

Wihle dazu eine Uberdeckung X = Ufil Bsjo(x;) und x; € C°(X) mit spt x; C Bs(;),
0 <xX; <1und x; = 1 auf Bs/s(z;). Dann ist Z;V:1 X; > 1 auf X, und wir konnen x; =
Xi/ Zévzl X setzen. Fiir f € C%(X) gilt die Abschétzung

(@) foz ()| = (ﬁ: (@] < wi(6).

Wiéhle nun 4, = % und erhalte fiir £ = 1,2,... Funktionen Xf, 1 < i < Ni wie oben. Da
f gleichméfig stetig ist, wird f in C°(X) durch Linearkombinationen der x* approximiert.
Die Linearkombinationen mit Koeffizienten in Q sind dann eine abzéhlbare, dichte Teilmenge.

Sei nun g ein Radonmas8 und 1 < p < oo. Wir zeigen, dass jede Funktion xg,

E C X p-messbar, durch C°(X) approximiert wird. Daraus folgt die Behauptung, denn
Stufenfunktionen sind dicht in LP(p). Wahle K C E kompakt mit u(E\K) < €, und setze

ps € C°(X), ps(x) = <1 - dlSt(;’K)>+

Mit K5 = {dist (-, K) <} gilt {ps — xg # 0} C (K; U E)\K, also folgt

/ los — xelP du < p(Ks\K) + w(E\K) < e fiir 6 > 0 hinreichend klein.
D'
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Satz 10.7 (schwachx-Folgenkompaktheit in L>(u)) Sei (X,d) kompakter metrischer
Raum und p sei Radonmajf$ auf X. Dann besitzt jede beschrinkte Folge fi, € L*°(u) eine
schwachx-konvergente Teilfolge, das heifst nach Umnummerierung gilt

[ fgdn [ sadu fir ate g e L'
X X

BEWEIS: Das Maf8 i ist endlich, also gilt L*>°(u) = L'(u)" nach Satz 8.2. Weiter ist L!(p)
separabel nach Lemma 10.3. Die Behauptung folgt also aus Satz 10.3. O

Fiir L'(x) haben wir leider keinen Kompaktheitssatz. Satz 10.3 ist nicht anwendbar, denn
wir haben L!'(u) nicht als Dualraum charakterisiert. Die Einbettung nach L (u)’ ist im
allgemeinen nicht surjektiv, siche Beispiel ?7. Insbesondere ist L!(x) auch nicht reflexiv,
damit ist auch Satz 10.4 nicht anwendbar. Der folgende Satz liefert einen gewissen Ersatz,
denn wir kénnen Funktionen in L!(u) als (signierte) Radonmafle auffassen.

Satz 10.8 (Kompaktheitssatz fiir Radonmafle) Sei (X,d) kompakter metrischer
Raum, und py, k € N, eine Folge von Radonmafen auf X mit

C :=sup pui(X) < oo.
keN

Dann gibt es ein Radonmafl i auf X, so dass fiir eine Teilfolge py — p fiir k — oo, also
/ I dug —>/ fdu  fir alle f € C°(X).
X X
BEWEIS: Der Raum C%(X) ist separabel, und es gilt

‘/deﬂk‘ < Cllflleoxy,

das heiBt die Folge py, ist in C°(X)’ beschrinkt. Nach Satz 10.3 gibt es ein ¢ € C°(X)" mit

o(f) = lim /deuk fiir alle f € C°(X).

k—oo

Insbesondere ist [¢(f)| < C|/fllcox) und ¢(f) > 0 fiir f € CY%(X,RJ). Es gibt dann ein
Radonmaf} p auf X mit

¢>(f):/deM fiir alle f € C%(X).

Dies folgt aus dem Satz von Riesz-Radon, Satz 9.3. Genauer liefert der Satz erst ein signiertes
Maf, dieses ist aber nichtnegatiov wegen ¢ > 0. O

Puristen koénnen kritisieren, dass wir die schwache Konvergenz definiert haben, ohne die
zugehorige Topologie zu betrachten. Wir holen das kurz nach, hier fiir die schwachx Topologie.
Fiir ¢ € X', A C X endlich und & > 0 definieren wir die Basismengen

Une(9) = {¢ € X': max|¢(z) —¢(z)| < e}
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Wir zeigen dass der Schnitt von Basismengen Uy, ., (¢;), i = 1,2, als Vereinigung von Ba-
sismengen darstellbar ist. Daraus folgt dass die Basismengen eine Topologie erzeugen. Sei
¢ €Une () fiilr i =1,2. Fiir ¢ € Ua,ua,,5(¢) gilt dann fiir i = 1,2

max [$;(x) — ()| < max([gi(z) — ¢(x)| + [$(z) — P(2)]) <&,
TEA; TEA; D

<6

<g&;

fiir 6 > 0 hinreichend klein. Es folgt dann

UA1UA1,5(¢) C UA1,81 (¢1) N UA2,82 <¢2)

Die Topologie ist Hausdorffsch: zu ¢; # ¢ gibt es z € X mit & := 1[¢1(2) — ¢a(z)| > 0, also

Uz} e(1) NUgzy o (92) = 0.
Es gilt ¢, — ¢ beziiglich der Topologie genau wenn fiir alle A C X endlich und ¢ > 0 gilt:

max |pr(z) — ¢(z)| < e fir k hinreichend grof.
e

Das ist offensichtlich gleichbedeutend mit schwachx Konvergenz, das heiffit mit punktweise
Konvergenz. Fiir die schwach* Topologie gilt nun der folgende Satz.

Satz 10.9 (Banach-Alaoglu) Sei X Banachraum. Dann sind abgeschlossene und be-
schrinkte Mengen in X' kompakt beziiglich der schwachx Topologie.

Satz 10.3 ist insofern schwicher als wir X separabel voraussetzen. Allerdings liefert Satz 10.9
Kompaktheit im Sinne von Uberdeckungen, im allgemeinen impliziert das nicht Folgenkom-
paktheit, ein Beispiel hierzu in den Ubungen. Falls aber X separabel ist, so ist die Implikation
doch giiltig, aus Satz 10.9 folgt also Satz 10.3. Der Beweis von Satz 10.9 ist nichtkonstruktiv,
er verwendet den Satz von Tychonoff und damit das Lemma von Zorn. Dagegen erfordert
unser Beweis von Satz 10.3 nur ein harmloses Diagonalfolgenargument. In den Anwendungen
ist die Folgenkompaktheit das was man braucht.

11 Kompakte und Fredholm-Operatoren

Definition 11.1 Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifst kompakt, wenn gilt: fiir jede
beschrinkte Folge (xk)ren hat die Folge (Kxy)ren eine konvergente Teilfolge.

Lemma 11.1 Aquivalente Bedingungen fiir die Kompaktheit von K € L(X,Y) sind:

(1) Fir jedes B C X beschrinkt ist K(B) CY kompakt.

(2) falls X reflexiv: Fir jede Folge xy, — x schwach in X folgt Kz — Kz stark in'Y .

BEWEIS: Sei K kompakt. Ist B beschréinkt und y; Folge in K(B), so gibt es z; € B mit
lyr — Kay|| < £. Nach Wahl einer Teilfolge gilt dann Kz — y. Es folgt y € K(B) und
Yk — Y, also ist (1) bewiesen. Sei umgekehrt (1) erfiillt und xj eine beschriankte Folge in X,

also ||zg|| < R fiir alle K. Da K(Bg(0) kompakt, gilt fiir eine Teilfolge Kxp — y. Somit ist
K kompakter Operator.
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Wir zeigen jetzt: aus K kompakt folgt (2). Sei dazu z; — x schwach in X. Dann ist
die Folge zj, beschrankt und es gilt Kz, — Kz schwach in Y (siehe Satz 10.2(2) sowie
Aussage (6) nach diesem Satz). Angenommen Kz} konvergiert nicht stark gegen Kz. Dann
gibt es ein € > 0, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt

| Kz — Kz|| > ¢ fiir alle k € N.

Da K kompakt, gilt aber fiir eine weitere Teilfolge Ky, — y stark in Y. Da starke Konvergenz
schwache Konvergenz impliziert, und der schwache Grenzwert eindeutig ist (Satz 10.2(1)),
muss y = Kz sein, ein Widerspruch. Sei schlielich nun (2) erfiillt, und z; beschréinkte Folge
in X. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann z;, — x schwach in X; hier brauchen wir
die Voraussetzung X reflexiv. Aus (2) folgt dann Kz — Kz stark in Y, also ist K kompakt.

O

Beispiel 11.1 Jeder Operator K € L(X,Y) mit endlichdimensionalem Bild ist kompakt.

Beispiel 11.2 Sei X kompakter metrischer Raum und 0 < 8 < o« < 1. In Satz 2.6 haben
wir gezeigt, dass dann die Einbettung C%%(X) c C%#(X) kompakt ist. Sind k,! € Ny und
a,B € [0,1] mit I + 3 < k + a, so ist die Einbettung C**(Q) c C"#(Q) kompakt, falls
zum Beispiel ) beschriinktes C'-Gebiet ist. Dies wird in Satz 2.8 bewiesen (in der Vorlesung
ausgelassen).

Lemma 11.2 FEs gilt

(1) Die Verkettungen stetig o kompakt sowie kompakt o stetig sind wieder kompakt.
(2) Ist K : X =Y kompakt, so auch K': Y' — X'.

(3) Die kompakten Operatoren bilden einen abgeschlossenen Unterraum von L(X,Y).

BEWEIS: (1) ist trivial und (3) ist eine Ubungsaufgabe. Fiir (2) seien ¢, € Y’ mit ||| <
A < oo. Nach Lemma 11.1(1) ist M = K(B1(0)) kompakt in Y. Nun ist |y gleichmifig
beschréinkt und gleichméBig Lipschitz. Nach Arzela-Ascoli, Satz 2.4, ist ¥k |ps eine Cauchyfolge
in CO(M), nach Ubergang zu einer Teilfolge. Zu £ > 0 gibt es also ein K € N mit

lr — 2/);||CO(M) <e fiir alle k,1 > K,
insbesondere wegen K (B1(0)) C M

[ o K =0 K| = sup [¢p(Kz)—(Kz)| <e firk,l>K.
z€B1(0)

Also ist K'iy, = 1 o K eine Cauchyfolge in X', und konvergiert in X”. O

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Operatoren, den Fredholmoperatoren'®. Vor
der Definition ein Lemma zur Existenz von Komplementen, das weiter unten gebraucht wird.

Lemma 11.3 Sei V' Unterraum eines Banachraums X .

(a) Ist dim V < oo oder dim X/V < 0o, so hat V' ein abgeschlossenes Komplement.

1Tyar Fredholm, 1866-1927, Stockholm
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(b) Ist X =V @ W fiir abgeschlossene Unterriume V,W, so sind Py, Py stetig.

BEwEIS: Wir beginnen mit (a) im Fall dim V' =n < co. Sei vy, ..., v, eine Basis von V', und
©1,...,¢n die duale Basis von V', also ¢;(v;) = 0;;. Nach Hahn-Banach, Satz 3.1, haben die
©; eine Fortsetzung ¢; € X'. Definiere die stetige lineare Abbildung

PeL(X,V), Pz =Y @i(x)v.
=1

Es folgt Pv; = v;, P2 = P und P|y = Idy. Fiir x € X folgt = Pz + (v — Px) € V @ ker P.
Der Raum ker P ist ein Komplement wie verlangt.

Fiir dim X/V =n < oo wihle eine Basis [z1],..., [zy] von X/V. Dann ist Span {z1,...,z,}
ein endlichdimensionales, also abgeschlossenes, Komplement.

In (b) ist V' x W mit der Produktnorm ein Banachraum, und die Abbildung V- x W — X,
(v,w) — v+ w, ist bijektiv und stetig. Nach Satz 4.4 ist auch die Inverse stetig, und damit
die Projektionen Py, Py auf die Komponenten. O

Definition 11.2 L € L(X,Y) heifit Fredholmoperator, falls ker L und coker L = Y/Bild L
endlichdimensional sind. Der Fredholmindex von L ist dann definiert als

ind L = dim ker L — dim coker L € Z.

Lemma 11.4 Das Bild eines Fredholmoperators L : X — 'Y ist stets abgeschlossen.

BEWEIS: Sei L injektiv, andernfalls betrachte X /ker L. Wihle ein Komplement Y}, von Bild L.
Dann ist X x Y ein Banachraum mit der Produktnorm, da Yy endlichdimensional ist. Die
Abbildung L : X x Yy — Y, L(x,y) = Lx + y, ist bijektiv und stetig. Nach Satz 4.4 ist auch
L~ stetig, und damit Bild L = L(X x {0}) abgeschlossen. O

Die beiden Zahlen in der Definition haben folgende Interpretation:

dim ker L = Anzahl der linear unabhingigen Losungen

der homogenen Gleichung Lz = 0.

dim coker L. = Anzahl der linear unabhingigen Bedingungen,

damit die inhomogene Gleichung Lz = y 16sbar ist.

Hier ein paar Beispiele zum Fredholmindex:
e Ein invertierbarer Operator ist Fredholm mit Index Null.

e Auf dem Folgenraum ¢%(R) gilt:

(r1,22,...) +— (x2,23,...) hat Index 1,
(r1,x2,...) +— (0,z1,22,...) hat Index — 1.
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e Sind X, Y endlichdimensional, so ist der Index unabhéngig von L:

indL = dim ker L — dim coker L
= (dim X —dim Bild L) — (dim Y — dim Bild L)
= dim X —dim Y.

Wir haben hier den Homomorphiesatz (oder Dimensionssatz) der Linearen Algebra benutzt.
Jetzt zeigen wir im Kontext von Banachrdumen einen verwandten Isomorphismus.

Satz 11.1 Fir L € L(X,Y) ist die kanonische Abbildung
(11.46) F:ker L' — (Y/Bild L), (F¢)(ly]) = ¢(y),

eine Isometrie, insbesondere ein Isomorphismus.

Beweis: Nach Satz 1.3 ist Y/Bild L Banachraum mit Norm
Iyl = nf{lly + 2] - =2 € Bild L} < [y].

Fiir ¢ € ker L' gilt ¢(Lz) = L'¢(x) = 0 fiir alle z € X. Da ¢ stetig, folgt ¢ = 0 auf Bild L,
also ist F'¢([y]) durch (11.46) wohldefiniert. Weiter gilt fiir alle z € Bild L

Fo(ly]) = o(y) = oy + 2) < ¢l [ly + =]

Durch Bildung des Infimums iiber z folgt ||F¢| < ||¢|| und F¢ € (Y/Bild L)'. Betrachte nun
G: (Y/BIdL) = Y', Gy (y) = d([y))-

Es gilt |Gy ()| < [N [ ]| < 91 lyll, also [[Gap|| <[], insbesondere G € Y. AuBerdem
bildet G nach ker L' ab, denn

L'(GY)(z) = (G¥)(Lz) = ¢([La]) = 0.
Wir rechnen nach, dass ¥ und G zueinander invers sind:

GFo(y) = Fo(ly]) = ¢(y) und  FGY([y]) = GY(y) = ¥ ([y]).

Der Satz ist bewiesen. 0

Der Vollstéandigkeit halber geben wir einen zweiten kanonischen Isomorphismus an, der aber
im Folgenden nicht benétigt wird.

Satz 11.2 Hat L € L(X,Y) abgeschlossenes Bild, so ist auch Bild L' abgeschlossen und die
kanonische Abbildung

F:X'/BildL — (ker L), F([¢])(z) = ().

ist eine Isometrie, insbesondere ein Isomorphismus.
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BEWEIS: F ist wohldefiniert wegen L'¢)(z) = ¢(Lx) = 0 fiir ¢ € Y’, x € ker L. Weiter gilt

[F@)(z)] = (¢ + L'¢)(@)] < |6 + L'l |-
Durch Bildung des Infimums folgt || F[¢]|| < || [#]||. Wir zeigen nun
(11.47) $eX mit uwr =0 = o¢eBildL.

Fiir das gesuchte ¢ € Y/ muss offenbar ¢)(Lx) = ¢(z) gelten, und dadurch ist ¢ auf Bild L
auch wohldefiniert. Fiir die Stetigkeit von 1/ schétzen wir fiir zg € ker L beliebig ab:

(L) = |[$(L(z + 20))| = [d(z + o) < || Iz + 2ol

also |¢(Lz)| < || [z] || nach Bildung des Infimums iiber zp. Aber nun ist

L:X/ker L — Bild L, L[x] = L,

bijektiv und stetig, also gilt || [x] || < C||Lz|| nach dem Satz von der beschrankten Inversen,
Satz 4.4 (hier ist Bild L abgeschlossen wesentlich). Insgesamt ist ¢ € (Bild L)’ und kann zu
1 € Y’ fortgesetzt werden nach Hahn-Banach, Satz 3.1.

Jetzt definieren wir die Umkehrabbildung: setze ¢ € (ker L)’ nach Hahn-Banach mit
gleicher Norm zu ¢ € X’ fort, dann ist Gy = [¢]. Nach (11.47) ist das wohldefiniert, und

1Goll = 18]l < llell = [lll-
F, G sind zueinander invers. Ferner ist Bild L' = {¢ € X' : ¢|xer, = 0} abgeschlossen. O

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz iiber kompakte und Fredholmoperatoren.

Satz 11.3 (Riesz-Schauder) Secien X,Y Banachriume. Die Abbildung Lo € L(X,Y) habe
eine beschrinkte Inverse und K € L(X,Y) sei kompakt. Dann ist L = Ly + K Fredholmope-
rator vom Index Null. Insbesondere gilt

L surjektiv < L injektiv .

Bemerkung. Die letzte Aussage wird oft so formuliert: entweder die homogene Gleichung
Lz = 0 hat eine nichttriviale Losung, oder die inhomogene Gleichung Lx = y ist fiir alle
rechten Seiten y eindeutig losbar (Fredholmsche Alternative).

Beweis: Wir kénnen X =Y und L = Id+ K annehmen, sonst betrachte LalL = Id—i—LElK
und beachte Aussage (1) in Lemma 11.2. Wir zeigen den Satz in fiinf Schritten.

Schritt 1 ker L und ker L’ sind endlichdimensional

Sei xj, € ker L mit ||zg|| < 1. Dann gilt x = — Ky, also konvergiert x gegen ein x € ker L
nach Ubergang zu einer Teilfolge. Nach Satz 2.2 ist ker L endlichdimensional. Weiter gilt
L'=(1d+ K) =1d+ K'. Da K’ kompakt ist nach Lemma 11.2, Aussage (2), ist auch ker L'
endlichdimensional.

Schritt 2 Sei X abgeschlossenes Komplement von ker L. Dann existiert g > 0 mit

| Lx| > w||lx| fir alle z € Xj.
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Andernfalls finde zj, € Xo, ||zx| = 1, mit || Lay|| < +. Wir kénnen Kzj, — z € X annehmen.
Dann folgt aber wegen L =Id + K

xp = Lz — Kxp, — —x, also x € X und [|z|| = 1.
Aber Lx = limy_ o Lxi = 0, ein Widerspruch.

Schritt 3 Bild L ist abgeschlossen.
Sei yp = Lxp — y € X. Wir konnen xj € Xy annehmen. Dann folgt aus Schritt 2

1 1 .
[zr — @] < ;HL(xk — )| = ;”yk —ull =0 mit k[ — oo

Also konvergiert zp — x, und y = limy_,, Ly = Lz € Bild L.

Schritt 4 (coker L) = ker L' nach Satz 11.1.
Zusammen mit Schritt 1 folgt dim coker L < 0o, damit ist L Fredholm.

Schritt 5 Bestimmung des Fredholmindex
In Satz 11.4 unten zeigen wir, dass die Menge der Fredholmperatoren offen ist und der Index
lokal konstant. Somit ist die Funktion ¢ — ind (Id + ¢K’) konstant, also gleich Null. O

Lemma 11.5 (Additivitit des Fredholmindex) Seien S : X - Y, T :Y — Z Fred-
holm. Dann ist T'S : X — Z Fredholm und es gilt

ind(7'S) = ind(S) + ind(T).
BEwEISs: Es ist S : kerT'S — Bild .S Nker T surjektiv mit Kern ker S, also gilt
dim ker TS = dim ker S 4 dim (Bild S Nker T") < oo.

Wiéhle nun Komplemente ker 7' = (Bild S NkerT) @ Yy, und dann Y = BildS & Yy @ V7.
Es folgt TY = BildT'S + TY;. Die Summe ist direkt, denn ist z = T'Sx = Ty; mit z € X,
y1 € Y7, so folgt T'(y1 — Sz) = 0 und damit

y1 € Bild S+ kerT =BildS ¢ Yy, also y; =0 und damit z = 0.
Also gilt dim coker T'S = dim coker T' + dim Y] < oo, und durch Subtraktion

ind7'S = dim ker S — dim coker T' + dim (Bild S Nker T") — dim Y7.
Schliefllich haben wir

dim ker 7' — dim coker S = dim (Bild S NkerT) + dim Yy — (dim Yp + dim Y7)
dim (Bild S Nker T') — dim Y;.

Durch Einsetzen ergibt sich die Behauptung. O

Satz 11.4 Sei L : X — Y Fredholmoperator. Dann hat L in L(X,Y) eine Umgebung, die
aus Fredholmperatoren mit demselben Index besteht.
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BEwEIS: Wihle abgeschlossene Komplemente X = Xo@®ker L und Y = Bild L@ Y7, insbeson-
dere dim Y] < oco. Die Projektionen auf die Komponenten sind dann stetig. Fiir S € L(X,Y)
setze Sp : Xo — Bild L, Sy = Pgia .S ix,, wobei ix, die Inklusionsabbildung ist. Es gilt

150 = Loll = | PBila (5 — L) ix, || < C'[|S — L],
Ly ist ein Isomorphismus, also auch Sy fiir ||S — L|| < . Dann ist S Fredholmoperator:

e Die Projektion kerS — X/Xj ist injektiv: aus Sz = 0 fir z € Xg folgt Spx =
Pgilg .S x,x = 0 und somit z = 0. Also ist dim ker §' < oo.

e Die Projektion Y7 — Y/Bild S ist surjektiv: zu y € Y wéhle = € Xy mit Soz = Pgyq Ly,
also Ppijar(y — Sz) = 0 bzw. y — Sz € Y;. Es folgt dim coker S < oo.

So ist damit Verkettung von drei Fredholmoperatoren:
X 2% x S,y Peus g,
Es folgt aus Lemma 11.5
0 =ind Sy = —dim ker L + ind S + dim coker L = ind S — ind L.

O

Als Anwendung studieren wir nun das Dirichletproblem fiir elliptische Operatoren, die Terme
niederer Ordnung enthalten. Das entscheidende Hilfsmittel ist der folgende Satz.

Satz 11.5 (Rellich) 17 Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Dann ist E : Wol’z(Q) C L*(Q)
eine kompakte Einbettung.

BEWEIS: Schritt 1: Poincaré-Ungleichung auf Wiirfeln
Sei W C R™ Wiirfel mit Kantenléinge L. Dann gilt fiir f € C'(W) die Abschiitzung

(11.48) /W P2 do < L‘”(/W fdr)’ + C(n)L? /W DfPde it C(n) = 2.

Fiir xz,y € W = [0, L]™ berechnen wir mit dem Hauptsatz und Cauchy-Schwarz

10 = 1P = |30 [T osn it i

HZ(/ \8f xl,...,xi_l,t,yiﬂ,...,yn)]dt)Q

n

S nLZ/ |aif($17”'7xi—17t7yi+17"')yn)|2dt'
i=170

IN

Wir integrieren iiber beide Variablen z,y € W. Das i-te Integral in der Summe ergibt bei
Integration der Variablen z1,...,%;_1,%it1, ... Yn das Integral von |0; f|? auf W. Die iibrigen
Variablen z;, ..., Zn, 1, ..., y; liefern jeweils den Faktor L, also ingesamt L"!. Es folgt

//|f |2dxdy<nL”+2/ |Df|? da.

"Franz Rellich, Nachrichten Wiss. Ges. Géttingen, 1930
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Die Ungleichung folgt durch Ausmultiplizieren links und Division durch 2L".
Schritt 2 Beweis des Satzes
Da Cg°(2) dicht in Wol’Q(Q) ist, und Q in einem geeigneten Wiirfel W enthalten ist,

reicht es Funktionen in C2°(W) zu betrachten. Unterteile W in kongruente Teilwiirfel W,
1 <j < N", der Kantenléinge L/N. Auf W gilt die Poincaré-Ungleichung

[ o (B[, 50+ [ o

Setze w; = (L/N)™2 xw;, und summiere iiber alle W;. Das ergibt

N™
C(n)L? 9
Frde <Y (fwi)is +/ Df|%dz.
/I/V j:1< ]>L (W) N2 W’ ‘

Sei nun fi € C°(W) mit || fix[lw12w) < A < oo. Wir wenden die Poincaré-Ungleichung auf
fe — fian. Es gilt || D fi, — D fil| 2wy < 2A, also nach Anpassung von C(n)

N™ C L2
/W fi = filPde < (fe = frowi) i) + (]7\27)2 A%,

=1

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert f; schwach in L?(W), siehe Satz 10.5. Es folgt
(fr — fl7wj>L2(W) — 0 mit &, — oo, also

C(n)L?
lim sup || fx — le%Q(W) < () A* =0 mit N — co.

k,l—00 N2

Wir interessieren uns nun fiir einen Operator L : I/VO1 2(Q) — I/VO1 (€)' der Form

(11.49) Lu=—Y"0;(a0u) - Y 0;(t'u) + > Jdju+ qu.
j=1 j=1

ij=1
Dabei ist €2 C R” offen und beschrinkt, und die Koeffizienten von L erfiillen folgende Bedin-
gungen, mit Konstanten M < co und A > 0,

(11.50) la*llzoe, 167 [lzos, 1 Lo, llalizee < M,

(11.51) D di(2)&g > AEP® fiiralle z € Q, £ € R
ij=1

Wie in Kapitel 5 erkldrt ist L schwach definiert, das heifit

n

Lu(v) = /Q ( Zn: a" Qjudjv + Zn: Yu(9;v) + Z J(Qju)v + quv).
j=1

ij=1 j=1

81



Wir definieren den zu L formal adjungierten Operator durch
(11.52) L* - Wy 2(Q) = W, 2(), L*u(v) = Lo(u).

Explizit bedeutet das

L*u(v) = /Q < z”: a 9vdju + i Vv (9u) + i I (95v)u + qvu)

ij=1 j=1 j=1
= / ( z”: a?* Qudjv + Zn: Ju(9v) + Zn: v (9u)v + quv).
Q%=1 j=1 =1

Somit ergibt sich fiir L* die Darstellung

n

(11.53) Z 0;(a"0u) = Y 9;(Tu) + > ¥V oju+ qu.
j=1 j=1

1,j=1

Sind L*u und Lv als L?>-Funktionen darstellbar, so gilt

(L*u,v) 2(0) = Lu(v) = Lv(u) = (u, Lv) 12(q)-
Der Operator L* ist also adjungierter Operator von L beziiglich des L2-Skalarprodukts, er
ist nicht die Hilbertraumadjungierte von L : VVO1 2(Q) — VVO1 2(Q). Die Koeffizienten von L*
erfiillen (11.50) und (11.51) mit denselben Konstanten M und .

Lemma 11.6 Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, und v/, ¢, ¢ € L>°(Q). Dann ist
K - Wy(Q) — Wy (9, Za (tu) —i—Zc’ dju) + qu,

ein kompakter Operator.

BEWEIS: Zum Beweis betrachten wir die schwache Definition des Operators genauer. Nach
Rellich Satz 11.5, ist E : W,*(2) C L?(Q) kompakt. Die Rieszabbildung I : L2(Q) — L*(Q),
Tu(v fQ uw, ist stetig, mit Lemma 11.2 folgt die Kompaktheit von

E'T: L¥(Q) — Wy(Q), (E'If)(v) = If(Ev) /va /fv

Damit sind, wieder mit Lemma 11.2, die folgenden Abbildungen kompakt:

WetQ) — 1A — W@y
u N u Pl [V [o b u(;)]
7 Ju EL e Jo & (0ju)v
E ¢ BT
— ur—qu — [ [ quul.

Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir folgende Aussagen.
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Satz 11.6 (Fredholmtheorie des Dirichletproblems) SeiQ C R™ offen und beschrdinkt.
Betrachte den elliptischen Operator L : Wol’Q(Q) — Wol’Q(Q)’,

n n n
- Z 8j(aij8iu) — Zéj(bju) + Zc](?]u + qu,
ij=1 j=1 j=1
mit L*°-Koeffizienten wie in (11.50) und (11.51). Dann gilt:

(1) L ist Fredholmoperator vom Index Null.
(2) peBIldL < ¢(u) =0 fir alle u € ker L*.
(3) Fiir alle u € Wol’Q(Q) gilt mit einer Konstanten C = C'(\, M,diam Q) < oo
fullwra@ < C1Lullyazay + lullyrzy):
wobei HuHW1 2 =sup{ [quv:v € WOI’2(Q), [ollwrz@) <1}

BEWwEIS: Es ist L = Lo + K wobei Lo = — > /', 0;(a* 'J9ju) Isomorphismus nach Satz 5.6
und K kompakt nach Lemma 11.6. Also ist L Fredholm mit Index Null nach Riesz-Schauder,
Satz 11.3. Da Bild L abgeschlossen ist, haben wir nach Satz 11.1 den Isomorphismus

F:ker L' - (Y/Bild L), Fo(ly]) = ¢(y).

Also ist y € Bild L genau wenn ¢(y) = 0 fiir alle ¢ € ker L’. In unserem Fall ist X = WO1 2((2)
und Y = Wy *(Q). Ist J : X — X" der kanonische Isomorphismus, so gilt

L'J=1L* denn (L'Ju)(v) = (Ju)(Lv) = (Lv)(u) = (L*u)(v).
Insbesondere folgt ker L’ = J ker L*, und damit
peBIdL < ¢(u) = Ju(¢) =0 fiir alle u € ker L*.
Fiir Aussage (3) liefert die Elliptizitét
M Dulf2(q) < Lou(u) = Lu(u) — Ku(u) < [|Lullyz g el 2@ + Ku(u)].

Weiter haben wir nach Voraussetzung an die Koeffizienten

\Ku(u)| = \/Q(Xn:b"u(aju)+zn:cj(aj“>“+q“2>’
j=1 J=1
CM(/Q|uy|Duy+/Q\UI2)

< 5/ \Du!2+C(M,s)/ 2.
Q Q

Wir wihlen € = A/2 und absorbieren:

IN

IDul720) < C(M, A) (ILully g lullwz @) + C(M, Mlulzz)-

Nun gilt [|ull?12q 2(q) < C(diam Q)| Dul3, 2(q) Mach Poincaré, Satz 5.3. Weiter ist nach Defini-

tion ||u||L2 < Hu||W1 2 Hu||W1 2(q)- Durch Kiirzen von [Jul|y1.2(q) folgt Behauptung (3).
0
O

83



12 Spektralsatz fiir elliptische Randwertprobleme

In diesem Abschnitt beweisen wir einen Spektralsatz fiir elliptische Randwertprobleme. Diese
Anwendung wiirde aus dem allgemeinen Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Ope-
ratoren folgen, den wir aber aus Zeitgriinden nicht behandeln. Wir beginnen mit ein paar
Grundlagen zu Hilbertraumen.

Definition 12.1 FEin Hilbertraum X heifit Hilbertsumme der abgeschlossenen Unterrdume
E;,iel, falls gilt:

(1) E; L Ej firi#j,
(2) Djcr Ei ist dicht in X.

Hier bezeichnet @, ; E; die algebraische Summe, also den Unterraum der Summen ) . ; ;
mit x; € F;, x; # 0 nur fir endlich viele ¢ € I.

Lemma 12.1 Seien FE;, i € N, abgeschlossene, paarweise orthogonale Unterrdume des Hil-
bertraums X, mit zugehorigen Orthogonalprojektionen P;. Dann sind dquivalent:

x L E; firalei = =0 (Mazimalitit).

4) |z|* =32, [|Px||? fir alle x € X (Parsevalsche Gleichung).
BEWEIS: Setze X, = @ | E; und X, = @;cn Li- Es gilt der Reihe nach:

(1) = (2): Nach dem Projektionssatz, Folgerung 5.3, gilt X = X + YOL = Xo.
(2) = (3): Fiir z € X sei &, = )~ ; Pix. Berechne fiir y € X,, beliebig

le = ylI* =l & — an + 20 =yl = o — zal* + on — ol

1 Xn eXn >0

Also gilt || — zp|| = mingex, || — y||. Nach Annahme gibt es zu ¢ > 0 ein y € X mit
|l —y|| <e. Esist y € Xy fiir N € N geeignet. Fiir n > N ist y € X,,, es folgt

[z —zn| < flz—yl| <e fiirallen > N.

(3) = (4): Wegen Stetigkeit des Skalarprodukts gilt

N N N
_ , N g 112
(v,2) = Jim (3" P,y Pay= Jim 3 || Pal.
i=1 =1 1=1
(4) = (1): Aus Pz = 0 fiir alle i folgt direkt = = 0. O

Bemerkung. Im Fall dim E; = 1, E; = Spane; mit (e;, e;) = d;5, lautet das so:

(1) {e; : i € N} ist maximales ON-System.
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(2) Endliche Linearkombinationen der e; sind dicht.
(3) =3 :2,(x,e)e; (Fourierentwicklung).
(4) |lzl1? = 3252, [{z, e)|* (Parsevalsche Gleichung).
Wir kommen zum Eigenwertproblem. Sei {2 C R™ offen und beschréankt, und
n
Lu=— Z 9;(a" 0;u) + qu,
ij=1

wobei fiir die Koeffizienten folgende Voraussetzungen gelten:

(12.54) Elliptizitdt: 3> 0:a"(2)&E > pléf* Yz e Q, € € R,
(12.55) Beschrénktheit: ”(jlij”Loo(Q), gl oo () < M < o0,
(12.56) Symmetrie: a’ = a’* fir alle 4,5 =1,...,n.

Der Einfachheit halber vereinbaren wir, das Summenzeichen wegzulassen wenn iiber doppelt
auftretende Indizes zu summieren ist (Einsteinkonvention). Wir definieren die symmetrische
Bilinearform und zugehorige quadratische Form

B(u,v) = /ﬂ(aijaiuajv—i-quv),
Q) — /Q(aijaiuaju—i—quz) (= B(u, ).

Wir betrachten L als Operator auf einem abgeschlossenen Unterraum V C W12(Q):
L:V = V', Lu(v) = B(u,v), wobei W,?() C V.

Das schwache Formulierung des Eigenwertproblems lautet dann

(12.57) Lu=Xu inV' & B(u,v) = Xu,v): fir allev e V.

Mit der Wahl von V' lassen sich verschiedene Randbedingungen schwach formulieren.

Beispiel 12.1 Die Wahl V = VVO1 2(Q) ergibt das Dirichletproblem mit Randwerten Null:

/ (a”9udjv + quv) = /\/ wv  fiir alle v € Wy?(9Q).
0 Q

Nach formaler partieller Integration bedeutet das

~0j(a"9u) +qu = I inQ,
u = 0 auf 09).

Beispiel 12.2 Die Wahl V = W2(Q) ergibt das homogene Neumannproblem:

/ (aijaiu 0jv + quv) = )\/ wv fur allev € Wl’Q(Q)‘
Q Q
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Hier ist u € W12(Q), es sind a priori keine Randwerte vorgeschrieben. Testen mit v € VVO1 2(Q)
liefert wie beim Dirichletproblem formal die Differentialgleichung

—0j(a0u) + qu = Au  in Q.
Ein Test mit v € W12(Q) ergibt dann, wieder formal:

0 = (a” 9;u 0jv + (¢ — N)uv)

I
@\:\

(a”du) + (¢ — Nu) + /c’m v a" (dpu)v dp.
=0

Da v|sq beliebig wahlbar ist, ergibt sich mit dem Fundamentallemma die Randbedingung
a (Q;u)! =0  auf Q.
Im Fall L = —A, also a¥ = dij, ist das die homogene Neumann-Bedingung 9,u = 0.

Allgemeiner koénnten auf einem Teil von 02 Nullrandwerte vorgeschrieben werden, auf dem
Komplement konnten sie frei wahlbar sein.

Satz 12.1 (Spektralsatz) Sei Q@ C R" offen und beschrinkt mit C'-Rand, und es sei
W01’2(Q) C V. Cc WH2(Q) ein abgeschlossener Unterraum. Wir betrachten den elliptischen,
symmetrischen Operator mit beschrdinkten Koeffizienten

L:V =V Lu=-0;(aY0ju) + qu.

Dann gibt es eine Folge \1 < MXa < ... wvon FEigenwerten mit zugehorigem L?()-
Orthonormalsystem vy, € V' von Eigenfunktionen, so dass Folgendes gilt:

(1) Sei Ex(L) ={v €V : Lv = \v}. Die vy mit \y = X\ sind eine ON-Basis von E\(L).
(2) dim E)\(L) < oo und A\, /* oo mit k — oo.
(3) L2() ist Hilbertsumme der Ey, (L).

BEWEIS:

Schritt 1 Konstruktion der Eigenwerte und Figenfunktionen
Sei Vy = {0} sowie induktiv fiir k£ > 1

Ak = Inf{Q) v eV, [Jvllpz2q) =1, v L2 Vil
vy = zugehdrige Minimalstelle von Q(v),
Vi = Vio1 @ {uet.
Wir erhalten v, wie folgt: zunschst gilt fiir u € W1H2(Q)
1 » 1
(12.58) I1Dulfs < /a”ﬁiuaju < QM) + M),

Also folgt A\ > —M und dann A\; < Ao < .... Wihle eine Minimalfolge u; € V fiir A, also
wj L Vi_q, |ujll 2 =1, und Q(uj) — Ap. Dann ist

1 1
| Dyl < ;(Q(uj) + M) — ;(/\k + M) < o0

Wir brauchen nun den Satz von Rellich, im Fall V' = I/VO1 2(Q) siehe Satz 11.5. Der Satz gilt
auch fiir Folgen in W2(Q), dafiir wird die C'-Regularitit von 2 gebraucht. Es folgt:
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e u; — u in L*(2), insbesondere |lul|;2 =1, u Ly2 Vi_y

e u; — uschwach in W12(Q), insbesondere u € V (nach Folgerung 3.1 ist der abgeschlos-
sene Unterraum V' auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz).

e Du; — Du schwach in L?(Q, R™).
Wir zeigen nun Q(u) < liminf; o Q(u;). Es gilt mit |¢| < M und Cauchy-Schwarz
[ = [ a0 [ el =l < Ml + o), = wlzz =0

Weiter gilt wegen a symmetrisch in Kurznotation

/Qa(Duj,Du]-) = /Qa(Du,Du) + Z/Qa(D(Uj —u), Du) —i—/ﬂa(D(uj —u),D(uj —u)).

0 mit j—oo >0

Die Unterhalbstetigkeit folgt. Nun erfiillt u die Bedingungen ||u([z2(q) = 1, u L2 Vi1, somit
Ak < Q(u) < liminf Q(uj) = Ag.
Jj—00
Also ist vg := v Minimalstelle, und wegen dim V' = oo bricht die Induktion nicht ab.

Schritt 2 Nachweis der Eigenfunktionsgleichung
Seiv € V mit v L2 Vi, [[v][12(q) = 1. Da vy Minimalstelle, gilt

0= %Q((COS t)vg + (sin t)v)\t:() = 2B(vg,v).
Daraus folgt induktiv mit der Symmetrie von B
B(vk,vj) = B(vj,v,) =0 fir1 <j<k-—1.
Da B(vg, vp) = Q(vr) = Ak, = Mg ||| 2, ergibt sich insgesamt fiir alle v € V
B(vg,v) = M (U, V) 2()  mit Ay = Q(vg),

das heifit Lv, = \yvp in V7.

Schritt 3 Verhalten der Figenwerte, Vollstindigkeit
Wir zeigen zunéchst A\ — oo fiir £ — co. Wire A\, < A < oo, so folgt aus (12.58)

1
IDvkl 30y < - ( Qo) +M) < —(A+ M),
AN~

=

1
i
Nach Rellich gibt es eine Teilfolge, die in L?(Q) konvergiert. Aber

ok —v||* =2 fiir k # I, Widerspruch.

Es folgt dass unsere Konstruktion alle Eigenwerte von L bestimmt, und zwar stehen Eigen-
funktionen u,v € V' zu Eigenwerten A # p senkrecht:

0= B(u,v) — B(v,u) = Mu,v)2(0) — #{v, u)r2() = (A — ) {w, v) r2(0)-
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Sei nun Lu = Au mit |lulj,z = 1. Wéhle £ € N mit Q(u) < A\;. Ware dann X\ # \; fir
j=1,....k—1, so folgt u L Vy_1 und damit A = Q(u) > A, Widerspruch. Es folgt: zu
jedem Figenwert A gibt es einen nichtleeren, maximalen Abschnitt k_ < k < ky, k+ € N, mit
A = A. Wiirden die zugehorigen vy nicht den Eigenraum aufspannen, so gibe es eine weitere
normierte, dazu orthogonale Eigenfunktion, und wir hitten Ay, 11 = A im Widerspruch zur
Maximalitdt. Es bleibt nun die Vollstandigkeit zu beweisen, dazu zeigen wir fiir alle u € V
die Entwicklung

N
(12.59) un =Y (u,vp)r2yve = u in L*(9).

k=1

Da V > W, () dicht in L*(9), folgt hieraus die L?-Vollstindigkeit der vy,. Es gilt

N
D (v ey = llunlZe) < lunlliag) + llu—unlZz ) = lulZzq)-
=1

Also ist uy eine L?(Q)-Cauchyfolge und konvergiert gegen ein g in L?(Q). Fiir N > k gilt
(u—upn,vE)r2 = 0, mit N — oo folgt (u — ug,vx)r2 = 0 fiir alle k. Hitten wir ug € V, so
folgt mit Definition der Ag

1
Hu—mﬁmngxpW—uwﬁo mit k — 0o,

also u = ug und die L?(2)-Vollstindigkeit der Eigenfunktionen ist bewiesen. Wir zeigen nun
dass tatséchlich ug € V. Da u — uy € V, folgt aus der Gleichung fiir die v

2

N

B(un,u —un) = Z(u, Vi) 12 B(vk, u — upn) Z U, V) 12 A (U, u — un) 2 = 0.
k=1 k=1

Wir schiitzen damit ab, im ersten Schritt mit [Jun |2, < [lul|%.,
1
IDunlBaqy < - (Blu.ux) + Mlulag) (nach (12.58))
(B(u,un) + M|lul|F2(q,)

< (Ll llun w2y + Mllul 7o)

ImP=lRr=EIrrT

< SlIDunlga) + el M) (| Luliyr + lulZa))-

Also ist upy beschrinkt in Wl’Q(Q) und konvergiert gegen ug schwach in W12(Q). Wegen
schwacher Abgeschlossenheit folgt ug € V. O
Wir wollen noch die Verbindung zum Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operato-
ren erkldren, der Einfachheit halber im Fall der Dirichlet-Randbedingung, also V' = WO1 2(9)
Wir nehmen zunéchst an, dass der Operator L aus Satz 12.1 injektiv ist. Wegen L = L* ist
L dann invertierbar nach Fredholmtheorie, siehe Satz 11.6(2). Definiere nun den Greenschen
Operator G : L2(Q) — L?(2) durch das Diagramm

L2 % o)

qu TE

Wiy 5w
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Hier ist E : WOI’Q(Q) C L?(Q) die Einbettung, I : L?(2) — L?(Q)’ der Riesz-Isomorphismus
und E' : L?(Q) C Wol’Q(Q)’ die transponierte Abbildung zu E. Die Gleichung Gf = u ist
dquivalent zu

Lu=f < Lu(v) = (f,v)2aq fir alle v € Wy ?(Q).
G ist symmetrisch auf L?(2), denn mit G f; = u;, i = 1,2, gilt

(f1:Gf2)r2() = (f1,u2) 12() = Lua(u2) = Lua(u1) = (f2, G f1)p2(q).-

Weiter sind E, E’ kompakt nach Rellich, Satz 11.5. Somit ist G ein kompakter , symmetrischer
Operator auf L2(Q), auf den der allgemeine Spektralsatz angewandt werden kann. L und G
haben dieselben Eigenrdume, die Eigenwerte sind sind Kehrwerte:

1
Lu=Xu <& Guzxu.

Die Eigenwerte sind jeweils nicht Null: L ist injektiv nach Voraussetzung, fiir G ist das
offensichtlich.

Ist L nicht injektiv oder ist das unklar, so kann das Argument oben nicht direkt an-
gewandt werden. Man kann aber den Operator L + clId, ¢ € R, betrachten. Es gilt

(L + cId)u(u) Z,u/Q|Du|2+/Q(q+c)u2.

Fiir ¢ > ||g-[|Loo(q) ist L + cId also injektiv, und auf den zugehorigen Greenschen Operator
kann der Spektralsatz angewandt werden. Mit diesem Trick folgt er dann auch fir L.
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