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KAPITEL 1

Elementare Di�erentialgleichungen und erste Beobachtungen

In diesem Kapitel werden wir zuerst drei elementare Lösungsmethoden für einfache, aber fundamentale
Di�erentialgleichungen besprechen.

Anschliessend werden wir die Klassi�kation von gewöhnlichen Di�erentialgleichungen besprechen, die
als Leuchturm für die Auswahl der korrekten Lösungsmethode dient. Zum Abschluss besprechen wir die
Reduktion der Ordnung einer Di�erentialgleichung, die für eine Vereinheitlichung und Vereinfachung
der theorethischen Diskussion sorgt.

1. Elementar integrierbare Di�erentialgleichungen

Die einfachste Klasse von Di�erentialgleichungen sind elementar integrierbare Di�erentialgleichungen:
Sei J ⊆ R ein Interval, f : J → R eine gegebene stetige Funktion, und x : J → R eine gesuchte
Funktion. Wir betrachten die Di�erentialgleichung

(1) x(n)(t) = f(t).

Das Vorgehen wird am Besten anhand von mehreren Beispielen aus der Physik illustriert:

(1) Eine eindimensionale Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v0 ∈ R wird durch die Di�e-
rentialgleichung ẋ(t) = v0 beschrieben. Um die Lösung dieser Di�erentialgleichung zu �nden,
beobachten wir mit dem Fundamentalsatz der Di�erential- und Integralrechnung die Glei-
chung

x(t)− x(0) =

∫ t

0
ẋ(s) ds =

∫ t

0
v0 ds = v0t.

Mit dem Anfangswert x(0) = x0 ∈ R ist die Lösung gegeben durch

x(t) = x0 + v0t.

Dieses Beispiel tritt für Körper in uniformer Bewegung auf.
(2) Eine eindimensionale Bewegung mit vorgeschriebener Geschwindigkeit t 7→ v(t) wird durch

die Di�erentialgleichung ẋ(t) = v(t) beschrieben. Wiederum impliziert der Fundamentalsatz
der Di�erential- und Integralrechnung die Gleichung

x(t)− x(0) =

∫ t

0
ẋ(s) ds =

∫ t

0
v(s) ds.

Daher ist die Lösung für den Anfangswert x(0) = x0 gegeben durch

x(t) = x0 +

∫ t

0
v(s) ds.

Dieses Beispiel tritt in der Diskussion des freien Fall mit newtonscher Reibung auf, z.B. beim
Fallschirmspringen. Mehr dazu im Abschnitt über separierbare Gleichungen.

(3) Eindimensionale Bewegungen mit konstanter Beschleunigung a0 ∈ R werden durch Di�eren-
tialgleichungen zweiter Ordnung von der Form ẍ(t) = a0 beschrieben. Für die Lösung wenden
wir den Fundamentalsatz der Integral- und Di�erentialgleichung zweimal an. Zuerst gilt

ẋ(t)− ẋ(0) =

∫ t

0
ẍ(s) ds =

∫ t

0
a0 ds = a0t.
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6 1. ELEMENTARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND ERSTE BEOBACHTUNGEN

Daher haben wir mit dem Anfangswert ẋ(0) = v0 ∈ R für die Geschwindigkeit die Gleichung

ẋ(t) = v0 + a0t.

Eine weitere Anwendung des Fundamentalsatz der Integral- und Di�erentialgleichung liefert

x(t)− x(0) =

∫ t

0
ẋ(s) ds =

∫ t

0
(v0 + a0s) ds = v0t+

1

2
a0t

2.

Mit der Anfangsbedingung x(0) = x0 für die Position �nden wir

x(t) = x0 + v0t+
1

2
a0t

2.

Der freie Fall im (homogenen) Gravitationsfeld der Erde wird beschrieben durch die Beschleu-
nigung a0 = −g, wobei g > 0 die Graviationskonstante des (homogenen) Graviationsfeldes
der Erde ist.

(4) Bewegungen mit vorgeschriebener Beschleunigung t 7→ a(t) werden durch die Di�erentialglei-
chung ẍ(t) = a(t) beschrieben. Die erste Anwendung des Fundamentalsatzes der Di�erential-
und Integralrechnung liefert

ẋ(s)− ẋ(0) =

∫ s

0
a(r) dr.

Umstellen und verwenden der Anfangsbedingung ẋ(0) = v0 ∈ R liefert

ẋ(s) = v0 +

∫ t

0
a(r) dr.

Eine weitere Integration unter Benutzung des Fundamentalsatz der Di�erential- und Integral-
rechnung liefert

x(t) = x0 +

∫ t

0
ẋ(s) ds

= x0 +

∫ t

0

(
v0 +

∫ s

0
a(r) dr

)
ds

= x0 + v0t+

∫ t

0

(∫ s

0
a(r) dr

)
ds,

wobei wir den Anfangswert x(0) = x0 ∈ R verwendet haben.

Wir haben den Lösungsprozess für Gleichungen erster und zweiter Ordnung illustriert. Der Prozess für
höhere Ordnungen funktioniert analog.

Der Lösungsprozess für eine gewöhnliche Di�erentialgleichung wird in Anlehnung an das obige Vorgehen
oft Integration der Di�erentialgleichung genannt � sogar wenn keine Integration im Lösungspro-
zess sichtbar ist.

Die Lösungsmethode Separation der Variablen, welche später vorgestellt wird, funktioniert mit
einem ähnlichen Vorgehen für eine wichtige Klasse nichtlinearer Gleichungen.

2. Skalare lineare Di�erentialgleichungen erster Ordnung

Die Di�erentialgleichung

(2) ẋ(t) = ax(t)

für eine unbekannte Funktion x : R → R und a ∈ R ist eine weitere einfache und fundamentale
Di�erentialgleichung.

Diese Di�erentialgleichung tritt zum Beispiel beim exponentiellen Wachstum (a > 0) oder beim radio-
aktiven Zerfall (a < 0) auf.

Proposition 1.1.
Eine Funktion x : R→ R löst die Di�erentialgleichung (2) genau dann, wenn x(t) = c exp(at) für eine
Konstante c ∈ R gilt.
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Beweis.

Sei x : R → R eine beliebige Lösung der Di�erentialgleichung (2). Wir betrachten die Hilfsfunktion
z : R→ R gegeben durch z(t) = exp(−ta)x(t). Dann folgt mit der Produktregel und der Di�erential-
gleichung (2) die Gleichung

d

dt
z(t) =

d

dt
(exp(−ta)x(t)) = exp(−ta)(x′(t)− ax(t)) = 0.

Daher schliessen wir, dass die Funktion t 7→ z(t) konstant ist, i.e. es existiert c ∈ R, sodass z(t) = c
für alle t ∈ R. Umstellen ergibt x(t) = c exp(at) für alle t ∈ R.

Für die andere Richtung nehmen wir an, dass x(t) = c exp(at) für eine Konstante c ∈ R und alle
t ∈ R gilt. Di�erenzieren liefert x′(t) = ca exp(at) = ax(t). Somit erfüllen diese Funktionen die
Di�erentialgleichung. Dies beendet den Beweis. �

Proposition 1.2.
Sei t0 ∈ R und a ∈ R. Betrachte für eine unbekannte Funktion x : R→ R das Anfangswertproblem

(3)

{
ẋ(t) = ax(t),

x(t0) = x0 ∈ R.

Dann hat dieses Anfangswertproblem die eindeutige Lösung x(t) = x0 exp(a(t− t0)).

Beweis.

Der erste Teil des Beweises von Proposition 1.1 liefert, dass x(t) = c exp(at) für ein c ∈ R. Die
Bedingung x(t0) = x0 impliziert dann, dass x0 = c exp(at0). Umstellen liefert c = x0 exp(−at0), und
somit x(t) = x0 exp(a(t− t0)).

Wie im Beweis von Proposition 1.1 rechnet man direkt nach, dass die Funktion x(t) = x0 exp(a(t− t0))
das Anfangswertproblem (3) löst. �

Im nächsten Schritt betrachten wir eine etwas allgemeinere Di�erentialgleichung. Sei J ⊆ R ein Interval,
t0 ∈ J und sei a : J → R eine stetige Funktion. Wir betrachten für eine gesuchte Funktion x : J → R
das Anfangswertproblem

(4)

{
ẋ(t) = a(t)x(t),

x(t0) = x0 ∈ R.

Proposition 1.3.
Die eindeutige Lösung des Anfangswertproblem (4) ist gegeben durch

(5) x(t) = exp

(∫ t

t0

a(s) ds

)
x0.

Wir motivieren zuerst die Form der obigen Lösung: Die Lösung x(t) = exp(at)x0 für die gewöhnliche
Di�erentialgleichung ẋ(t) = ax(t) legt den Ansatz x(t) = C exp(g(t)) für die Di�erentialgleichung
ẋ(t) = a(t)x(t) nahe. Einsetzen in die Gleichung liefert

0 = ẋ(t)− a(t)x(t) = C exp(g(t)) [ġ(t)− a(t)] .

Aber die Di�erentialgleichung ġ(t) = a(t) mit der Wahl des Anfangswertes g(t0) = 1 ist elementar
integrierbar, und daher mit den Methoden aus dem vorherigen Abschnitt lösbar.

Beweis.

Wir betrachten für eine beliebige Lösung x : J → R die Hilfsfunktion

z(t) = exp

(
−
∫ t

t0

a(s) ds

)
x(t).

Dann gilt z(t0) = x(t0) = x0. Di�erenzieren liefert

ż(t) = exp

(
−
∫ t

t0

a(s) ds

)
(ẋ(t)− a(t)x(t)) = 0.
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Damit ist die Funktion t 7→ z(t) konstant. Daher gilt für c ∈ R die Gleichung x(t) = c exp
(
−
∫ t
t0
a(s) ds

)
.

Der Anfangswert x(t0) = x0 liefert auch noch c = x0.

Für die andere Richtung veri�ziert man direkt mit dem Fundamentalsatz der Integral- und Di�erenti-
alrechnnung, dass die Funktion aus Gleichung (5) das Anfangswertproblem (4) löst. �

Als Beispiel betrachten wir auf J = (0,∞) das Anfangswertproblem ẋ(t) =
1

t
x(t),

x(1) = 1.

Mit der obigen Lösungsformel erhalten wir die Lösung x : (0,∞)→ R gegeben durch

x(t) = exp

(∫ t

1

1

s
ds

)
x(1) = exp(ln t) · 1 = t.

Wir verallgemeinern die Di�erentialgleichung weiter, indem wir eine Inhomogenität auf der rechten
Seite hinzufügen. Sei J ⊆ R ein Interval, t0 ∈ J und seien a, f : J → R stetige Funktionen. Wir
betrachten für eine gesuchte Funktion x : J → R das Anfangswertproblem

(6)

{
ẋ(t) = a(t)x(t) + f(t),

x(t0) = x0 ∈ R.

Proposition 1.4.
Die eindeutige Lösung des Anfangswertproblem (6) ist gegeben durch

(7) x(t) = exp

(∫ t

t0

a(s) ds

)(
x0 +

∫ t

t0

exp

(
−
∫ s

t0

a(r) dr

)
f(s)ds

)
.

Beweis.

Sei x : J → R eine Lösung des Anfangswertproblem (6). Wie in den vorherigen Beweisen betrachten
wir die Hilfsfunktion

z(t) = exp

(
−
∫ t

t0

a(s) ds

)
x(t)

mit z(t0) = x(t0) = x0. Durch die analoge Rechnung zum vorherigen Beweis erhält man die Di�eren-
tialgleichung

ż(t) = exp

(
−
∫ t

t0

a(s) ds

)
f(t).

Dies ist eine elementar integrierbare Di�erentgleichung mit Lösung

z(t) = x0 +

∫ t

t0

exp

(
−
∫ s

t0

a(r) dr

)
f(s)ds.

Umstellen liefert die gesuchte Lösungsformel (7).

Die Umkehrrichtung folgt wie in den vorherigen Beweisen durch direktes Nachrechnen. �

Als Beispiel betrachten wir auf J = R das Anfangswertproblem{
ẋ(t) = tx(t) + t2,

x(0) = 1.

Zur Lösung verwenden wir die obige Lösungsformel. Zuerst berechnen wir∫ t

0
a(r) dr =

∫ t

0
r dr =

1

2
t2.
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Damit folgt

x(t) = exp

(
1

2
t2
)(

1 +

∫ t

0
exp

(
−1

2
s2

)
s2 ds

)
,

wobei sich das Integral im zweiten Term nicht durch elementare Funktionen ausdrücken lässt.

3. Separation der Variablen

Separierbare Gleichungen sind eine Klasse von gewöhnlichen Di�erentialgleichungen erster Ordnung,
die in geschlossener Form (wenn auch teilweise nur in impliziter Form) lösbar sind. Diese treten oft in
der Physik, insbesondere im Zusammenhang mit Erhaltungssätzen wie der Energieerhaltung, auf.

Separierbarkeit ist ein Konzept für Di�erentialgleichungen der Form

(8) ẋ(t) = F (t, x(t)),

wobei J ⊆ R ein o�enes Interval ist, F : J × R → R eine gegebene Funktion ist, und x : J → R eine
gesuchte Funktion ist.

Definition 1.5 (Separierbare gewöhnliche Di�erentialgleichungen).
Die gewöhnliche Di�erentialgleichung (8) heiÿt separierbar, falls die rechte Seite F : J × R → R als
Produkt

F (t, x) = g(t)h(x)

zweier Funktionen geschrieben werden kann, wobei eine Funktion nur von der Variable t ∈ J abhängt
und die andere Funktion nur von der Variable x ∈ R abhängt.

Insbesonders sind Di�erentialgleichungen der Form ẋ = F (x), die auch autonome Di�erentialgleichun-
gen genannt werden (vgl. der Abschnitt über Klassi�kation), separierbar.

Weitere Beispiele separarierbarer Di�erentialgleichungen sind gegeben durch

ẏ1(t) = a(t)y1(t) und ẏ2(t) = t(1 + y2(t)2);

während die Di�erentialgleichungen

ẏ3(t) = cos(ty3(t)) und ẏ4(t) = t
(
y4(t) + ty2

4(t)
)

nicht separierbar sind.

Separierbare Gleichungen tauchen in allerlei Anwendungen auf: Der radioaktive Zerfall und das expo-
nentielle Wachstum sind durch die separierbare Di�erentialgleichungen

ẏ = ay,

mit a ∈ R beschrieben. Natürlich ist diese Gleichung auch mit den Methoden aus dem vorherigen
Abschnitt lösbar.

Die nichtlineare Di�erentialgleichung (mit Parametern α > 0 und K > 0)

ż = α
(

1− z

K

)
z

heiÿt logistische Di�erentialgleichung - sie taucht in der Populationsdynamik, in der Linguistik, in
der Autokatalyse in der Chemie, oder im Zusammenhang mit der Fermi-Distribution in der Physik auf.

Eine weitere groÿe Klasse an Beispielen liefern Bewegungen in eindimensionalen Potentialen in der
Physik. Die separierbare Di�erentialgleichung ist dann gegeben durch

ẋ =

√
2E

m
− U(x),

wobei E ∈ R die Energie ist, m > 0 die Masse und U : R → R die Potentialfunktion. Ein konkretes
Beispiel ist das Kepler�Problem (i.e. die Bewegung eines Planeten im Graviationsfeldesder Sonne),
welches auf eine Di�erentialgleichung des obigen Typs reduziert werden kann.
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Abschliessend führen Lösungen einer partiellen Di�erentialgleichung mit hoher Symmetrie oft auf se-
parierbare Di�erentialgleichungen. Ein Beispiel ist die Di�erentialgleichung für den Ricci-Fluss

∂

∂t
g(t, x) = −2 Ricg(t)(t, x),

welche sich für sphärisch symmetrische Lösungen auf die gewöhnliche Di�erentialgleichung

d

dt
r2(t) = −2 ṙ(t) = − 1

r(t)
,

für die gesuchte Funktion r : [0, T )→ (0,∞) reduziert.

3.1. Lösungsmethode für separierbare gewöhnliche Di�erentialgleichungen.
Für separierbare gewöhnliche Di�erentialgleichungen gibt es eine direkte Lösungsmethode, welche zu-
mindest eine implizit de�nierte Lösung �ndet. Wir betrachten für I, J ⊆ R und t0 ∈ I, J das Anfangs-
wertproblem

(9)

{
ẋ(t) = g(t) · h(x(t))

x(t0) = x0 ∈ R

für eine gegebene stetige Funktion g : J → R mit t0 ∈ J , eine gegebene stetige Funktion h : R → R,
und eine gesuchte Funktion x : I → R.

Im ersten Schritt betrachten wir die Gröÿe h(x0). Es gibt zwei Fälle:
Falls h(x0) = 0 können wir die Variablen nicht separieren, aber eine Lösung (und je nach Regularität
der rechten Seiten auch die eindeutige Lösung) ist gegeben durch x(t) = x0 für alle t ∈ [t0,∞).
Falls h(x0) 6= 0, so existiert bei Stetigkeit der Funktion h ein Interval J̃ ⊆ I, sodass h(x(t)) 6= 0 für
alle t ∈ J . Dann dürfen wir für alle t ∈ J̃ durch h(x(t)) dividieren. Dies ergibt

ẋ(s)

h(x(s))
= g(s),

wobei wir den Namen der Variablen von t in s geändert haben.

Im nächsten Schritt integrieren wir beide Seiten von t0 nach t bezüglich der Variablen s ∈ R:∫ t

t0

ẋ(s)

h(x(s))
ds =

∫ t

t0

g(s) ds.

Das Integral auf der linken Seite kann mit der Substitutionsregel für Integrale umgeschrieben werden:

Proposition 1.6.
Sei φ : [a, b]→ [c, d] eine stetig di�erenzierbare Funktion mit φ(a) = c und φ(b) = d. Dann gilt für jede
stetige Funktion f : [c, d]→ R die Formel∫ d

c
f(s) ds =

∫ b

a
f(φ(t))φ′(t) dt.

Falls H eine Stammfunktion von 1
h ist, und G eine Stammfunktion von G ist, so gelten nach dem

Fundamentalsatz der Di�erential- und Integralrechnung die Gleichungen∫ x(t)

x(0)

1

h(u)
du = H(x(t))−H(x0), und

∫ t

0
g(s) ds = G(t)−G(0).

Daher folgt

H(x(t))−H(x0) = G(t)−G(t0).

Dies ist eine implizite Lösung des obigen Anfangswertproblem.

Zumindest auf formaler Ebene können wir unsere Lösung in der Form

x(t) = H−1 (H(x0) +G(t)−G(t0))

ausdrücken. Manchmal haben wir Glück und es ist möglich, diesen Ausdruck nach der gesuchten
Funktion x : I → R aufzulösen � und dies ergibt dann eine explizite Lösung des Anfangswertproblem.
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Beispiel (Eine andere Perspektive auf lineare skalare Di�erentialgleichungen).
Sei I ⊆ R und a : I → R eine gegebene stetige Funktion. Wir betrachten für eine gesuchte Funktion
x : I → R das Anfangswertproblem {

ẋ(t) = a(t)x(t),

x(t0) = x0.

Falls x0 6= 0, gibt es ein Interval J ⊆ I, sodass x(t) 6= 0 für t ∈ J . Daher dürfen wir auf der rechten
Seite dividieren und erhalten

ẋ(s)

x(s)
= a(s) 

∫ t

t0

a(s) ds =

∫ t

t0

ẋ(s)

x(s)
ds =

∫ x(t)

x0

1

u
du = [ln |u|]x(t)

x0
= ln

|x(t)|
|x(t0)|

= ln
x(t)

x(t0)
,

wobei wir den Absolutbetrag weggelassen haben, da die Terme x(t) und x(t0) auf dem Interval J ⊆ R
aufgrund von Stetigkeit das gleiche Vorzeichen haben.

Exponentiation und Umstellen dieser Formel liefert natürlich das bereits erhaltene Resultat:

x(t) = x(t0) exp

(∫ t

t0

a(s) ds

)
.

Beispiel (Eine quadratische Nichtlinearität I).
Sei I ⊆ R ein Interval. Für die gesuchte Funktion x : I → R betrachten wir das Anfangswertproblem{

ẋ = (1 + x2),

x(0) = x0 ∈ R.

Diese gewöhnliche Di�erentialgleichung ist separierbar. Wir beobachten

ẋ(t)

1 + x2(t)
= 1, 

∫ x(t)

x0

1

1 + s2
ds =

∫ t

0

ẋ(s)

1 + x2(s)
ds =

∫ t

0
1 ds = t,

 [arctan s]x(t)
x0

= arctanx(t)− arctanx(0) = t, arctanx(t) = t+ arctanx0.

Die Lösung ist daher gegeben durch

x(t) = tan(t+ arctanx0).

Wir beobachten, dass die Lösung für jedes Anfangsdatum x0 ∈ R in endlicher Zeit T ∗ = T ∗(x0) > 0
explodiert. Dabei gilt

T ∗ + arctanx0 =
π

2
 T ∗ =

π

2
− arctanx0.

Das Existenzinterval ist daher durch I = [0, T ∗) =
[
0, π2 − arctanx0

)
gegeben.

Beispiel (Eine quadratische Nichtlinearität II).
Das Verhalten einer Lösung hängt möglicherweise stark von den Anfangsdaten ab. Sei I ⊆ R ein
Interval. Für eine gesuchte Funktion x : I → R betrachten wir das Anfangswertproblem{

ẋ = x2

x(0) = x0 ∈ R
.

Für die Lösung dieses Anfangswertproblemes betrachten wir zwei Fälle: x0 = 0 und x0 6= 0. Im Fall
x0 = 0 ist die eindeutige Lösung des Problemes durch x(t) = 0 für alle t ∈ [0,∞) gegeben.

Für x0 6= 0 benutzen wir Separation der Variablen:

ẋ(t)

x2(t)
= 1,  

∫ x(t)

x0

1

s2
ds =

∫ t

0

ẋ(s)

x(s)2
ds =

∫ t

0
1 ds = t

 

[
−1

s

]x(t)

x0

= t,  
1

x0
− 1

x(t)
= t,  x(t) =

x0

1− x0t
.
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Wir schliessen daher: Für x0 > 0 explodiert die Lösung bei T = 1
x0

im Sinne, dass |x(t)| → ∞ für

t → T . Daher existiert die Lösung auf dem Interval I =
[
0, 1

x0

)
. Für x0 = 0 ist die Lösung konstant,

und daher existiert die Lösung auf [0,∞).

Für x0 < 0 beobachten wir

x(t) =
−|x0|

1 + |x0|t
.

Daher existiert die Lösung für alle t ∈ [0,∞), und es gilt x(t) < 0 für alle t > 0, und x(t) → 0 für
t→∞.

Beispiel (Eine separierbare gewöhnliche Di�erentialgleichung mit impliziter Lösung).
Wir betrachten für eine gesuchte Funktion x : [0, T )→ R und |x0| 6= 1 das Anfangswertproblem ẋ(t) =

t2

1− x2(t)
,

x(0) = x0.

Da |x0| 6= 1 können wir Variablen separieren. Dies ergibt

ẋ(s)
(
1− x2(s)

)
= s2.

Integration von s = 0 bis s = t liefert mit der Substitutionsregel für Integrale∫ x(t)

x0

(1− u2) du =

∫ t

0
(1− x2(s)) ds =

∫ t

0
s2 ds =

1

3
t3.

Auf der linken Seite erhalten wir nach Auswertung des Integrals den Ausdruck∫ x(t)

x0

(1− u2) du =

[
u− u3

3

]x(t)

x0

= x(t)− x0 −
1

3
x(t)3 +

1

3
x3

0.

Die Lösung des Anfangswertproblems ist daher implizit gegeben durch

x3(t)− 3x(t) + t3 +
(
3x0 − x3

0

)
= 0.

In diesem Fall kann man möglicherweise eine explizite Formel �nden, indem man die Lösungsformel
für kubische Gleichungen verwendet - das ist aber etwas verwickelt.

4. Klassi�kation von Di�erentialgleichungen

Sei I ⊆ R ein Interval, and seien l,m, n ≥ 1 natürliche Zahlen.

Definition 1.7 (Gewöhnliche Di�erentialgleichung).
Sei F : I × (Rm)n+1 → Rl eine stetige Funktion. Ein Ausdruck der Form

(10) F (t, u, u′, u′′, u(3), . . . , u(n)) = 0

für eine gesuchte Funktion u : I → Rm heiÿt gewöhnliche Di�erentialgleichung. Eine Funktion
u : I → Rm heiÿt Lösung der Di�erentialgleichung (10), falls wir für alle t ∈ I die Identität

F (t, u(t), u′(t), u′′(t), u(3)(t), . . . , u(n)(t)) = 0

haben.

Im Allgemeinen lässt man zu, dass die Anzahl m ≥ 1 der gesuchten reellwertigen Funktion ui : I → R,
(mit 1 ≤ i ≤ m) von der Anzahl l ≥ 1 der Gleichungen verschieden sein kann. In den meisten
Anwendungen gilt jedoch m = l.

Oft schreibt man auch etwas salopp

F (t, u(t), u′(t), u′′(t), u(3)(t), . . . , u(n)(t)) = 0

für die Di�erentialgleichung - insbesonders wenn man auf die Zeitabhängigkeit t 7→ u(t) aufmerksam
machen möchte.
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Eine wichtige Teilklasse sind Di�erentialgleichungen, in denen die Gleichung nicht explizit von der
Variable t ∈ I abhängt:

Definition 1.8 (Autonome gewöhnliche Di�erentialgleichungen).
Sei F : I × (Rm)n+1 → Rl eine stetige Funktion, und sei

F (t, u, u′, u′′, u(3), . . . , u(n)) = 0

die dazugehörige Di�erentialgleichung. Wir nennen die Di�erentialgleichung autonom, falls eine Funk-
tion G : (Rm)n+1 → Rl existiert, sodass

F (t, u, u′, u′′, u(3), . . . , u(n)) = G(u, u′, u′′, u(3), . . . u(n)) = 0.

Autonome Di�erentialgleichungen treten häu�g in der Physik für die Beschreibung von Systemen, die
invariant unter Zeittranslation sind, auf.

Definition 1.9 (Ordnung einer gewöhnlichen Di�erentialgleichung).
Sei F : I × (Rm)n+1 → Rl eine stetige Funktion, und sei

F (t, u, u′, u′′, u(3), . . . , u(n)) = 0

eine gewöhnliche Di�erentialgleichung. Dann heiÿt n ∈ N die Ordnung der Di�erentialgleichung.

Die Ordnung ist die Ordnung der höchsten Ableitung, die in der gewöhnlichen Di�erentialgleichung auf-
tritt. In den meisten Anwendungen hat man es mit Di�erentialgleichungen erster und zweiter Ordnung
zu tuen. In Abschnitt 5 dieses Kapitels werden wir sehen, dass man Di�erentialgleichungen höherer
Ordnung in reduzierter Standarform (siehe De�nition 1.11 unten) in ein System von Di�erentialglei-
chungen erster Ordnung umschreiben kann.

Als Leitlinie gilt, dass eine höhere Ordnung der Di�erentialgleichung das Verstehen der Di�erential-
gleichung schwieriger macht.

Definition 1.10 (Skalare und Systeme von Di�erentialgleichungen).
Sei F : I × (Rm)n+1 → Rl eine stetige Funktion. Sei

F (t, u, u′, u′′, u(3), . . . , u(n)) = 0

die dazugehörige Di�erentialgleichung. Dann heiÿt die Di�erentialgleichung skalare gewöhnliche

Di�erentialgleichung, falls m = 1; und System von gewöhnlichen Di�erentialgleichungen,
falls m > 1.

Als Faustregel gilt, dass Systeme von Di�erentialgleichungen schwieriger zu verstehen sind als skalare
Di�erentialgleichungen.

In vielen Betrachtungen reduziert man die Diskussion auf Di�erentialgleichungen in welchen die höchste
Ableitung isoliert ist.

Definition 1.11 (Standardform und reduzierte Standardform für Di�erentialgleichungen).
Sei F : I × (Rm)n+1 → Rm eine stetige Funktion und (10) die dazugehörige Di�erentialgleichung. Die
Di�erentialgleichung ist in Standardform, falls eine matrixwertige Funktion A : I → Mat(m;Rm)
und eine stetige Funktion f : I × (Rm)n → Rm existieren, sodass

A(·)u(n) = f(t, u, u′, u′′, . . . , u(n−1)).

Die Di�erentialgleichung ist in reduzierter Standardform, falls

u(n) = f(t, u, u′, u′′, . . . , u(n−1)).

Zum Beispiel ist eine skalare gewöhnliche Di�erentialgleichung erster Ordnung für eine gesuchte Funk-
tion u : I → R gegeben durch

a(·)x′ = f(t, x),

wobei a : I → R und F : I × R→ R gegebene stetige Funktionen sind.
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Eine weiteres Beispiel ist eine skalare gewöhnliche Di�erentialgleichung zweiter Ordnung in reduzierter
Standardform. Dann haben wir für eine gesuchte Funktion u : I → R die Gleichung

x′′ = f(t, x, x′),

wobei f : I × R× R→ R eine gegebene stetige Funktion ist.

Im Folgenden betrachten wir gewöhnliche Di�erentialgleichungen in Standardform und reduzierter
Standardform.

Definition 1.12 (Lineare Di�erentialgleichungen).
Eine gewöhnliche Di�erentialgleichung heiÿt lineare gewöhnliche Di�erentialgleichung, falls sie
in der Form

(11)
n∑
j=0

Aj · u(j) = g

geschrieben werden kann, wobei u : I → Rm die gesuchte Funktion ist, g : I → Rm eine vektorwertige
Funktion ist, und Aj : I → Mat(m;R) gegebene matrixwertige Funktionen sind.

Proposition 1.13 (Gewichtetes Superpositionsprinzip).
Seien u1, u2 : I → Rm Lösungen einer linearen gewöhnlichen Di�erentialgleichung (11), und seien
λ1, λ2 ∈ R mit λ1 6= −λ2. Dann löst die Funktion w : I → R de�niert durch

w =
1

λ1 + λ2
(λ1u1 + λ2u2)

ebenfalls die lineare gewöhnliche Di�erentialgleichung (11).

Insbesondere gilt dies für λ1 + λ2 = 1. Diese Proposition sagt aus, dass der Lösungsraum

L := {u : I → Rm : u löst die Di�erentialgleichung (11)}

der linearen gewöhnlichen Di�erentialgleichung (11) ein a�ner Raum ist.

Beweis.

Der Beweis ist eine direkte Rechnung. Seien λ1, λ2 ∈ R, und u1, u2, w : I → Rm wie in der Aussage.
Dann gilt aufgrund der Linearität der Ableitung

n∑
j=0

Aj · w(j) =

n∑
j=0

Aj ·
(

1

λ1 + λ2
(λ1u1 + λ2u2)

)(j)

=
1

λ1 + λ2

n∑
j=0

Aj · (λ1u1 + λ2u2)(j)

=
1

λ1 + λ2

λ1

n∑
j=0

Aj · u(j)
1 + λ2

n∑
j=0

Aj · u(j)
2

 =
1

λ1 + λ2
(λ1g + λ2g) = g.

Somit löst die Funktion w : I → Rm die lineare Di�erentialgleichung (11). Dies beweist die Behauptung.
�

Definition 1.14 (Homogene lineare Di�erentialgleichungen).
Eine lineare gewöhnliche Di�erentialgleichung (11) heiÿt homogene lineare gewöhnliche Di�eren-
tialgleichung, falls

(12)
n∑
j=0

Aj · u(j) = 0,

wobei u : I → Rm die gesuchte Funktion ist, und Aj : I → Mat(m;R) gegebene matrixwertige Funktio-
nen sind.

Homogene lineare gewöhnliche Di�erentialgleichungen erfüllen ein Superpositionsprinzip:
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Proposition 1.15 (Superpositionsprinzip für homogene lineare Di�erentialgleichungen).
Seien u1, u2 : I → Rm Lösungen der linearen homogenen Di�erentialgleichung (12). Dann ist für alle
λ1, λ2 ∈ R die Funktion w : I → R de�niert durch

w = λ1u1 + λ2u2

eine Lösung der linearen homogenen Di�erentialgleichung (12)

Insbesonders ist w = 0 immer eine Lösung einer homogenen linearen Di�erentialgleichung. Der Lö-
sungsraum

L := {u : I → Rm : u löst die Di�erentialgleichung (12)}
einer linearen homogenen Di�erentialgleichung (12) ist daher ein R-Vektorraum.

Beweis.

Der Beweis ist eine direkte Konsequenz des Beweises des gewichteten Superpositionsprinzips für lineare
Di�erentialgleichungen, Proposition 1.13. �

Ein weiterer wichtiger Spezialfall von linearen Di�erentialgleichunge sind lineare Di�erentialgleichungen
mit konstanten Koe�zenten:

Definition 1.16 (Lineare Gleichungen mit konstanten Koe�zenten).
Eine lineare gewöhnliche Di�erentialgleichung (11) hat konstante Koe�zenten, falls

∀t ∈ I :

n∑
j=0

Aj · u(j)(t) = g(t)

gilt, wobei Aj ∈ Mat(m;R) gegeben Matrizen, und u : I → Rm die gesuchte Funktion ist.

Beispiel (Freier Fall im homogenen Graviationsfeld).
Die gewöhnliche Di�erentialgleichung für den freien Fall eines Massenpunkts (ohne Reibung) in einem
homogenen Graviationsfeld (i.e. nahe bei der Erdober�äche) kann aus dem zweiten Newtonschen Axiom
hergeleitet werden. Es gilt für eine gesuchte Funktion x : [0, T )→ R die Gleichung

mẍ = −mg,
wobei m > 0 die Masse des Massenpunktes und g > 0 die Graviationskonstante ist. Hier wird das
Koordinatensystem so gewählt, dass die x-Achse nach oben zeigt.

Diese Di�erentialgleichung ist eine autonome skalare lineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung.
Weiterhin hat die Gleichung konstante Koe�zenten, ist aber inhomogen. Weiterhin ist die Di�eren-
tialgleichung in Standardform, und kann durch Division durch m > 0 in reduzierte Standardform
überführt werden.

Beispiel (Radioaktiver Zerfall).
Der radioaktive Zerfall einer Substanz wird durch die gewöhnliche Di�erentialgleichung

ẋ = −kx,
beschrieben. Hier ist x : [0, T )→ R die gesuchte Funktion, wobei x(t) die Masse an Substanz beschreibt,
die zum Zeitpunkt t ∈ R vorhanden ist (und daher gilt auch x(t) ≥ 0 für alle t ∈ [0, T )). Die Konstante
k > 0 ist die Zerfallskonstante des radioaktiven Zerfalls.

Diese Di�erentialgleichung ist eine autonome skalare lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung, die
weiterhin homogen ist, und konstante Koe�zenten hat. Die Di�erentialgleichung ist in reduzierter
Standardform.

Beispiel (Harmonischer Oszillator).
Wir betrachten eine Masse m > 0, die an einer elastischen Feder mit Federkonstante k > 0 befestigt
ist. Das zweite Newtonsche Axiom ergibt, dass die Kinematik des Systemes (ohne Reibung) durch die
Di�erentialgleichung

mẍ+ kx = 0.
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Dies ist eine autonome homogene lineare skalare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koe�zenten. Die Gleichung ist in Standardform, und Division durch m > 0 überführt die Gleichung
in die reduzierte Standardform

(13) ẍ+ ω2
0x = 0,

wobei wir die Oszillarkonstante ω0 =
√

k
m eingeführt haben. Die Lösungen dieser Di�erentialgleichung

sind gegeben durch
x(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t)

für A,B ∈ R. Das Anfangswertproblem mit Anfangswerten x(0) = x0 ∈ R und ẋ(0) = v0 ∈ R hat die
Lösung

x(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0
sin(ω0t).

Der harmonische Oszillator (13) ist das fundamentale Beispiel in der Physik: die Gleichung tritt auf,
wenn man eine Bewegung um ein lokales Minimum (mit nichtverschwindender zweiter Ableitung) eines
Potentiales in der quadratischen Näherung betrachtet.

Beispiel (Lotka�Volterra-Modell).
In den 1920er Jahren schlugen A.J. Lotka and V. Volterra ein Modell für die Populationsdynamik
zweier interagierender Spezies � einer Beutespezies und einer Räuberspezies � vor. Die Funktion
t 7→ x1(t) beschreibt die Population der Beute, und die Funktion t 7→ x2(t) beschreibt die Population
der Räuber. Das Modell ist gegeben durch{

ẋ1 = F1(x1, x2) := (α− βx2)x1

ẋ2 = F2(x1, x2) := (γx1 − δ)x2

wobei (x1, x2) : I → R2 die gesuchte Funktion ist, und α, β, γ, δ > 0 positive Konstanten sind. Die
Konstanten α und δ beschreiben die Geburtsrate der Beute und die Toderate der Räuber in Abwesenheit
von Interaktionen, während die Konstanten β und γ die Interaktion des Spezies beschreiben.

Diese Di�erentialgleichung ist ein autonomones nichtlineares System von Di�erentialgleichungen erster
Ordnung. Weiterhin ist die Gleichung in reduzierter Standardform.

Beispiel (Die Hamilton-Di�erentialgleichung für den Ricci-Fluss in drei Dimensionen).
Die Hamilton-Di�erentialgleichung ist eine Di�erentialgleichung für eine gesuchte Funktion (x, y, z) :
I → R3 gegeben durch 

ẋ = x2 + yz,

ẏ = y2 + xz,

ż = z2 + xy.

Die Gleichung ist ein autonomes nichtlineares System erster Ordnung von Di�erentialgleichungen. Das
System ist in reduzierter Standardform.

Beispiel (Bessel-Gleichung).
Sei ν ∈ C mit Re ν > 0 eine Parameter. Die Bessel-Gleichung mit Parameter ν für die gesuchte
Funktion y : (0,∞)→ R gegeben durch

x2y′′(x) + 2xy′(x) + (x2 − ν2)y(x) = 0.

Diese Di�erentialgleichung ist eine lineare homogene skalare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung, die
aber nicht autonom ist, und auch keine konstanten Koe�zenten hat. Die Gleichung ist in Standardform.
Häu�gt tri�t man auch die Gleichung in reduzierter Standardform

y′′(x) +
2

x
y′(x) +

x2 − ν2

x2
y(x) = 0.

an, die durch Division durch x > 0 entsteht.

Die Bessel-Gleichung tritt in der Physik in vielen Problemen mit zylindrischer und sphärischer Sym-
metrie auf, z.B. bei der Berechnung der Eigenfrequenzen einer Membran.

Allgemeiner kann man diese Gleichung als Di�erentialgleichung mit meromorphen Koe�zenten für eine
gesuchte Funktion y : C→ C au�asen � dies führt zu einer interessanten und reichhaltigen Theorie.
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Beispiel (Der freie Fall mit newtonscher Reibung).
Für ein Koordinatensystem, in welchem die x-Achse nach unten zur Erdober�äche orientiert ist, ergibt
das zweite Newtonsche Axiom für den freien Fall mit newtonscher Reibung die Di�erentialgleichung

ẍ = g − γ(ẋ)2

wobei γ > 0 der massennormalisierte Reibungskoe�zent ist.

Diese Di�erentiagleichung ist eine autonome skalare nichtlineare Gleichung zweiter Ordnung, welche
in reduzierter Standardform gegeben ist.

Durch den Variablenwechsel v = ẋ können wir die Gleichung auch als

v̇ = g − γv2

ausdrücken. Dies ist ist nun eine separierbare Di�erentialgleichung erster Ordnung.

Beispiel (Lorenz-Gleichung).
Die Lorenz-Gleichung für eine gesuchte Funktion u : I → R3 ist gegeben durch

u̇1 = −a(u1 − u2),

u̇2 = bu1 − u2 − u1u3,

u̇3 = u1u2 − u3,

wobei a, b, c > 0 positive Konstanten sind.

Diese Gleichung ist ein autonomes nichtlineares System erster Ordnung von Di�erentialgleichungen,
welches in reduzierter Standardform ist.

Das System wurde von E.N. Lorenz im Jahr 1961 in die Literatur eingeführt. Diese gewöhnliche Di�e-
rentialgleichung wurde durch Trunkation der Fouriermoden der Boussinesq�Approximation der Navier�
Stokes-Gleichungen hergeleitet. Die Gleichung zeigt Bifurkation und Chaos. Die Gleichung tritt oft im
Kontext des Schmetterlingse�ekt auf, unter anderem auch dadurch, dass die Visualisierung der Tra-
jektorien zwei Schmetterlings�ügeln ähnelt.

In den meisten Anwendungen in der Mathematik und den Naturwissenschaften ist man an Lösungen
der Di�erentialgleichung mit gewissen Anfangswerten interessiert.

Definition 1.17 (Anfangswertproblem).
Sei F : I × (Rm)n → Rm eine stetige Funktion, t0 ∈ I, und u0, . . . , un−1 ∈ Rm. Die gewöhnliche
Di�erentialgleichung (10) zusammen mit den Hilfsbedingungen

u(t0) = u0, u
′(t0) = u1, . . . , u

(n−1)(t0) = un−1

wird als Anfangswertproblem bezeichnet.

Man kürzt Anfangswertproblem in der Literatur auch ofte mit AWP ab; und man betrachtet oft nur
t0 = 0 als Anfangszeit. Die Anzahl an Anfangsbedingungen ist so gewählt, dass man ho�en kann, dass
das Anfangswertproblem (unter Regularitätsannahmen an die Di�erentialgleichung) eine eindeutige
Lösung hat. Wir werden die später in Kapitel 3, Abschnitt 2 diskutieren.

Eine weitere Klasse von Hilfsbedingungen sind Randwerte für eine gewöhnliche Di�erentialgleichung.
Diese treten vorallem auf, wenn die unabhängige Variable der Di�erentialgleichung eine Raumvariable
ist. Wir betrachten hier skalare Gleichungen zweiter Ordnung.

Definition 1.18 (Randwertproblem).
Sei f : [a, b]×R×R→ R eine stetige Funktion. Wir betrachten für eine gesuchte Funktion x : [a, b]→ R
die Di�erentialgleichung x′′ = f(t, x, x′). Ein Randwertproblem ist die eine Di�erentialgleichung
zusammen mit Nebenbedingungen

g1(x(a), x′(a)) = 0 und g2(x(b), x′(b)) = 0,

wobei g1, g2 : R× R→ R.
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In der Literatur wird manchmal Randwertproblem auch mit RWP abgekürzt.

Vier Beispiele für Randwerte sind gegeben durch

• Dirichlet-Randwerte: x(a) = A and x(b) = B,
• Neumann-Randwerte: ẋ(a) = A and ẋ(b) = B,
• gemischte Dirichlet�Neumann-Randwerte: x(a) = A and ẋ(b) = B,
• periodische Randbedingungen: x(a) = x(b) and ẋ(a) = ẋ(b),

wobei A,B ∈ R gilt. Falls A = B = 0 spricht man auch von homogenen Randbedingungen.

Im Vergleich zum Anfangswertproblem sind Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit (unter Regulari-
tätsannahmen) an die Gleichung schwieriger zu beantworten: Es ist möglich, dass ein Randwertproblem
keine, eine, mehrere oder unendlich viele Lösungen zulässt.

Zum Beispiel hat das Dirichlet-Problem

ẍ+ x = 0, x(0) = x(π) = 0

unendlich viele Lösungen, während das Dirichlet-Randwertproblem

ẍ+ x = 0, x(0) = 0, x(π) = 1

keine Lösung hat.

5. Reduktion der Ordnung

Für eine einheitliche Behandlung der Theorie (und teilweise auch aus einer rechentechnischen Perspek-
tive) ist es nützlich gewöhnliche Di�erentialgleichungen höherer Ordnung in Systeme von Di�erential-
gleichungen erster Ordnung zu überführen.

Wir illustrieren das Vorgehen mit drei Beispielen � einmal eine lineare skalare Di�erentialgleichung
zweiter Ordnung, einmal eine nichtlineare skalare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung, und einmal
eine nichtautonome lineare skalara Di�erentialgleichung erster Ordnung.

Beispiel (Umschreiben des harmonischen Oszillators in ein System erster Ordnung).
Die gewöhnliche Di�erentialgleichung, die den harmonischen Oszillator beschreibt, ist gegeben durch

ẍ+ ω2
0x = 0,

wobei ω0 > 0 die Oszillationskonstante ist, und x : R→ R die gesuchte Funktion.

Wir schreiben diese skalare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung in ein System von Di�erential-
gleichungen erster Ordnung um. Dafür de�nieren wir eine Funktion u : R → R2 mit Komponenten
u(t) = (u1(t), u2(t)) durch die Formel

u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

)
=

(
x(t)
ẋ(t)

)
.

Wir berechnen die Zeitableitung:

u̇(t) =

(
u̇1(t)
u̇2(t)

)
=

(
ẋ(t)
ẍ(t)

)
=

(
ẋ(t)
−ω2

0x(t)

)
=

(
u2(t)
−ω2

0u1(t)

)
=

(
0 1
−ω2

0 0

)
· u(t).

Daher haben wir die Di�erentialgleichung in ein System erster Ordnung

u̇ = A · u, where A =

(
0 1
−ω2

0 0

)
.

für eine gesuchte Funktion u : R→ R2 umgeschrieben.
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Beispiel (Umschreiben des anharmonischen Oszillators in ein System erster Ordnung).
Die gewöhnliche Di�erentialgleichung, die den anharmonischen Oszillator beschreibt, ist gegeben durch

ẍ+ ω2
0x+ λx3 = 0,

wobei ω0 > 0 die Eigenfrequenz des linearen Oszillators, λ > 0 die Anharmonizitätskonstant, und
x : I → R die gesuchte Funktion ist.

Wir gehen wie im vorherigen Beispiel vor: Wir de�nieren u : I → R2 mit Komponenten u(t) =
(u1(t), u2(t)) durch die Formel

u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

)
=

(
x(t)
ẋ(t)

)
.

Wie oben berechnen wir die Zeitableitung:

u̇(t) =

(
u̇1(t)
u̇2(t)

)
=

(
ẋ(t)
ẍ(t)

)
=

(
ẋ(t)

−ω2
0x(t)− λx(t)3

)
=

(
u2(t)

−ω2
0u1(t)− λu1(t)3

)
Da der Ausdruck auf der rechten Seite nichtlinear in u ist, können wir die rechte Seite nicht weiter als
Matrix-Vektor-Produkt umschrieben.

Damit haben wir den anharmonischen Oszillator in ein System erster Ordnung gegeben durch u̇ = F (u),
wobei F : R2 → R2 gegeben ist durch

F (u) = F

(
u1

u2

)
=

(
u2

−ω2
0u1 − λu3

1

)
umgeschrieben.

In ähnlicher Weise ist es auch möglich nichtautonome Di�erentialgleichungen für eine gesuchte Funk-
tion u : I → Rm in eine autonome Di�erentialgleichung für eine gesuchte Funktion v : I → Rm+1

umzuschreiben. Wir illustrieren dies anhand der Bessel-Di�erentialgleichung:

Beispiel (Umschreiben der Bessel-Di�erentialgleichung in eine autonome Gleichung).
Wir betrachten die Bessel-Di�erentialgleichung (mit ν ∈ C, Re ν > 0) für eine gesuchte Funktion
y : (0,∞)→ R:

y′′(x) +
2

x
y′(x) +

x2 − ν2

x2
y(x) = 0.

Wir de�nieren eine Funktion u : (0,∞)→ R3 mit Komponenten u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)) durch

u(x) =

u1(x)
u2(x)
u3(x)

 =

y(x)
y′(x)
x

 .

Wir berechnen die Ableitung der Funktion x 7→ u(x) und beobachten

u′(x) =

u′1(x)
u′2(x)
u′3(x)

 =

 y′(x)

− 2
xy
′(x)− x2−ν2

x2
y(x)

1

 =

 u2(x)

− 2
u3(x)u2(x)− u3(x)2−ν2

u3(x)2
u1(x)

1

 .

Damit haben wir die Bessel-Di�erentialgleichung als System erster Ordnung u̇ = F (u) für eine gesuchte
Funktion u : (0,∞)→ R3 umgeschrieben. Hier ist F : (0,∞)→ R3 gegeben durch

F (u) = F

u1

u2

u3

 =

 u2

−2u2
u3
− u23−ν2

u23
u1

1

 .





KAPITEL 2

Lineare Systeme mit konstanten Koe�zenten

1. Das Matrixexponential

Definition 2.1 (Operatornorm).
Sei A ∈ Mat(m;C). Die Operatornorm der Matrix A ist de�niert durch den Ausdruck

‖A‖Mat(m;C) := sup {‖Ax‖ : x ∈ Cm mit ‖x‖ ≤ 1} .

Im folgenden Abschnitt schreiben wir auch oft ‖ · ‖ anstelle von ‖ · ‖Mat(m;C), falls es aus dem Kontext
klar ist, dass es sich um die Operatornorm handelt.

Lemma 2.2.
Die Operatornorm ‖ · ‖Mat(m;C) : Mat(m;C)→ R de�niert eine Norm, da gilt

(1) Positive De�nitheit:

∀A ∈ Mat(m;C) : ‖A‖Mat(m;C) ≥ 0 und (‖A‖Mat(m;C) = 0⇔ A = 0).

(2) Positive Homogenität:

∀A ∈ Mat(m;C), ∀λ ∈ R : ‖λA‖Mat(m;C) = |λ| ‖A‖Mat(m;C).

(3) Dreiecksungleichung:

∀A,B ∈ Mat(m;C) : ‖A+B‖Mat(m;C) ≤ ‖A‖Mat(m;C) + ‖B‖Mat(m;C).

Beweis.

Das Lemma ist eine direkte Konsequenz der Eigenschaften der euklidischen Norm ‖ · ‖ auf Cm. Wir
geben einen detailierten Beweis.

(1) Aufgrund der positiven De�nitheit der euklidischen Norm gilt für alle x ∈ Cm die Abschätzung
‖Ax‖ ≥ 0. Damit ist 0 eine untere Schranke, und da das Supremum gröÿer gleich jeder unteren
Schranke ist, folgt ‖A‖Mat(m;C) ≥ 0.
Nun zeigen wir, dass ‖A‖Mat(m;C) = 0 genau dann wenn A = 0.
(=⇒): Falls ‖A‖Mat(m;C) = 0 gilt, so gilt ‖Ax‖ = 0 für alle x ∈ Cm mit ‖x‖ ≤ 1. Daher gilt
auch Ax = 0 für alle x ∈ Cm mit ‖x‖ ≤ 1. Aufgrund der Linearität von A folgt Ax = 0 für
alle x ∈ Cm. Damit ist aber A(Cm) = {0}, und somit gilt A = 0Mat(m;C).
(⇐=): Falls A = 0Mat(m;C) gilt, so folgt Ax = 0 und ‖Ax‖ = 0 für alle x ∈ Rn. Damit folgt
nach De�nition des Supremums ‖A‖Mat(m;C) = 0.

(2) Sei λ ∈ C. Dann gilt für alle x ∈ Cm die Gleichheit

‖(λA)x‖ = ‖λ(Ax)‖ = |λ| ‖Ax‖

aufgrund der positiven Homogenität der euklidischen Norm ‖ · ‖. Damit gilt

‖λA‖Mat(m;C) = sup{‖λAx‖ : ‖x‖ ≤ 1} = sup{|λ| · ‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= |λ| · sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} = |λ| · ‖A‖Mat(m;C),

wobei wir die Eigenschaften des Supremums verwendet haben.
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(3) Wir beobachten mit der Dreiecksungleichung für die euklidische Norm und mit Eigenschaften
des Supremums

‖A+B‖Mat(m;C) = sup{‖(A+ b)x‖ : ‖x‖ ≤ 1} = sup{‖Ax+Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1}
≤ sup{‖Ax‖+ ‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≤ sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}+ sup{‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= ‖A‖Mat(m;C) + ‖B‖Mat(m;C).

Dies beweist die Dreiecksungleichung für die Operatornorm.

Damit haben wir gezeigt, dass die Operatornorm eine Norm ist. �

Lemma 2.3 (Submultiplikativität der Operatornorm).
Seien A,B ∈ Mat(m;C). Die Operatornorm ist submultiplikativ, i.e.

‖AB‖Mat(m;C) ≤ ‖A‖Mat(m;C) · ‖B‖Mat(m;C).

Insbesonders gilt für alle k ∈ N die Ungleichung

‖Ak‖Mat(m;C) ≤ ‖A‖kMat(m;C).

Beweis.

Wir bemerken zuerst, dass für alle x ∈ Cm die Ungleichung ‖Ax‖ ≤ ‖A‖Mat(m;C) · ‖x‖ gilt. Falls x = 0
ist, so ist die Ungleichung direkt. Falls x 6= 0 gilt, setze y = x

‖x‖ mit ‖y‖ = 1. Mit der positiven
Homogentität der euklidischen Norm und der De�nition der Operatornorm folgt dann

‖Ax‖ = ‖x‖ ·
∥∥∥∥A x

‖x‖

∥∥∥∥ ≤ ‖x‖ · sup{‖Ay‖ : ‖y‖ ≤ 1} = ‖x‖ · ‖A‖Mat(m;C).

Um die submultiplikativ zu beweisen beobachten wir nun

‖AB‖Mat(m;C) = sup{‖ABx‖ : ‖x‖ ≤ 1} = sup{‖A(Bx)‖ : ‖x‖ ≤ 1}
≤ sup{‖A‖Mat(m;C)‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖A‖Mat(m;C) sup{‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= ‖A‖Mat(m;C)‖Bx‖Mat(m;C),

wobei wir die obige Ungleichung und Eigenschaften des Supremums benutzt haben.

Die zweite Aussage des Lemma folgt aus der ersten Aussage durch Induktion. �

Wir sind nun bereit die De�nition des Matrixexponentials zu erklären:
Wir de�nieren für N ∈ N0 die Matrix BN ∈ Mat(m;C) durch

BN =
N∑
j=0

1

j!
Aj .

Dann gilt fürM > N aufgrund der Dreiecksungleichung und der Submultiplikativität die Abschätzung

‖BM −BN‖ =

∥∥∥∥∥∥
M∑

j=N+1

1

j!
Aj

∥∥∥∥∥∥ ≤
M∑

j=N+1

1

j!
‖Aj‖ ≤

M∑
j=N+1

1

j!
‖A‖j .

Sei nun ε > 0. Aufgrund der Konvergenz der Konvergenzreihe existiert für jedes ‖A‖ ≥ 0 ein Index
N0 ∈ N, so dass

∑M
j=N+1

1
j!‖A‖

j < ε für alle M > N ≥ N0. Daher ist (BN )N∈N eine Cauchy-Folge
in Mat(m;C). Da (Mat(m;C), ‖ · ‖Mat(m;C)) ein normierter endlichdimensionaler Vektorraum ist (und
damit automatisch vollständig ist), existiert der Grenzwert B = limN→∞BN ∈ Mat(m;C). Für diesen
Grenzwert schreiben wir exp(A) := B in Analogie zur Exponentialfunktion exp : R→ R.

Definition 2.4 (Matrixexponential).
Sei A ∈ Mat(m;C). Der Grenzwert exp(A) ∈ Mat(m;C) de�niert durch

exp(A) :=

∞∑
j=0

1

j!
Aj := lim

N→∞

N∑
j=0

1

j!
Aj

heiÿt Matrixexpoential der Matrix A.
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Lemma 2.5 (Matrixexponential für Diagonalmatrizen).
Sei D ∈ Mat(m;C) eine Diagonalmatrix, i.e. es existieren λ1, . . . , λm ∈ C, sodass

D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 0 0
... 0

. . . 0
0 . . . 0 λn

 .

Dann ist das Matrixexponential exp(D) ∈ Mat(m;C) auch eine Diagonalmatrix, und es gilt die Formel

D =


exp(λ1) 0 . . . 0

0 exp(λ2) 0 0
... 0

. . . 0
0 . . . 0 exp(λn)

 .

Beweis.

Sei k ≥ 1. Dann gilt für die k-te Potenz Dk ∈ Mat(m;C) die Formel

Dk =


λk1 0 . . . 0
0 λk2 0 0
... 0

. . . 0
0 . . . 0 λkn


wie man durch Induktion einsieht. Mit der Konvention A0 = idm, der obigen Beobachtung, Linearität
und Stetigkeit �nden wir

exp(D) =

∞∑
j=0

1

j!
Dj

=


∑∞

j=0
1
j!λ

k
1 0 . . . 0

0
∑∞

j=0
1
j!λ

k
2 0 0

... 0
. . . 0

0 . . . 0
∑∞

j=0
1
j!λ

k
n

 =


exp(λ1) 0 . . . 0

0 exp(λ2) 0 0
... 0

. . . 0
0 . . . 0 exp(λn)

 .

Dies beendet den Beweis. �

Korollar 2.6 (Matrixexponetial für Nullmatrix).
Für die Nullmatrix 0m ∈ Mat(m;C) (mit Einträgen (0m)ij = 0 für alle 1 ≤ i, j ≤ m) erhalten wir
das Matrixexponential exp(0m) = idm, wobei idm die Identitätsmatrix in Mat(m;C) bezeichnet (mit
Einträgen (idm)ij = δij für 1 ≤ i, j ≤ m).

Lemma 2.7 (Matrixpotenzen für ähnliche Matrizen).
Seien A,B ∈ Mat(m;C) ähnliche Matrizen, i.e. es existiert P ∈ Mat(m;C) invertierbare Matrix,
sodass A = PBP−1. Dann gilt für alle k ≥ 0 die Relation

Ak = PBkP−1.

Beweis.

Wir verwenden Induktion über k ≥ 0. Für k = 0 haben wir A0 = idn = P idn P
−1 = PB0P−1, und für

k = 1 gilt die Aussage aufgrund der Vorraussetzung. Für den Induktionsschritt k 7→ k + 1 beobachten
wir

Ak+1 = AkA = (PBkP−1)(PBP−1) = PBk+1P−1.

Dies beweist die Behauptung. �
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Proposition 2.8 (Matrixexponential für ähnliche Matrizen).
Seien A,B ∈ Mat(m;C) ähnliche Matrizen, i.e. es existiert P ∈ Mat(m;C) invertierbare Matrix,
sodass A = PBP−1. Dann gilt für alle t ∈ R die Relation

exp(tA) = P exp(tB)P−1.

Beweis.

Aufgrund von Lemma 2.7 für die Matrixpotenzen ähnlicher Matrizen und der Stetigkeit von Matrix-
multiplikation bezüglich der Operatornorm beobachten wir

exp(tA) =

∞∑
j=0

tj

j!
Aj =

∞∑
j=0

tj

j!
PBjP−1 = P

 ∞∑
j=0

tj

j!
Bj

P−1 = P exp(tB)P−1.

Dies beendet den Beweis. �

Proposition 2.9 (Kommutierende Matrizen und das Matrixexponential).
Seien A,B ∈ Mat(m;C) zwei kommutierende Matrizen, i.e. AB = BA. Dann gilt die Formel

exp(A+B) = exp(A) exp(B).

Beweis.

Da die Matrizen A,B ∈ Mat(m;C) kommutieren, gilt wie in den reellen Zahlen die binomische Formel

(A+B)j =

j∑
l=0

(
j

l

)
AlBj−l.

Mit der Identität
(
j
l

)
= j!

l!(j−l)! schliessen wir insbesonders

1

j!
(A+B)j =

j∑
l=0

1

l!(j − l)!
AlBj−l.

Summation dieser Formel ergibt
2N∑
j=0

1

j!
(A+B)j =

2N∑
j=0

j∑
l=0

1

l!(j − l)!
AlBj−l =

∑
j,k≥0,0≤j+k≤2N

1

j!k!
AjBk.

Andererseits erhalten wir durch Matrixmultiplikation N∑
p=0

1

p!
Ap

 N∑
q=0

1

q!
Bq

 =

N∑
p=0

N∑
q=0

1

p!q!
ApBq =

∑
j,k≥0,0≤max{j,k}≤N

1

j!k!
AjBk.

Durch Subtraktion erhalten wir
2N∑
j=0

1

j!
(A+B)j −

 N∑
p=0

1

p!
Ap

 N∑
q=0

1

q!
Bq


=

∑
j,k≥0,0≤k+j≤2N,max{j,k}>N

1

j!k!
AjBk

Die Norm dieses Ausdruckes ist gegeben durch∥∥∥∥∥∥
2N∑
j=0

1

j!
(A+B)j −

 N∑
p=0

1

p!
Ap

 N∑
q=0

1

q!
Bq

∥∥∥∥∥∥
≤

 2N∑
j=N+1

1

j!
Aj

( 2N∑
k=0

1

k!
Bk

)
+

 2N∑
j=0

1

j!
Aj

( 2N∑
k=N+1

1

k!
Bk

)
.
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Wir haben
2N∑

j=N+1

1

j!
‖A‖j ,

2N∑
j=N+1

1

j!
‖B‖j → 0 für N →∞

aufgrund der absoluten Konvergenz der Matrix-Exponentialreihe. Daher geht auch die obere Di�erenz
für N →∞ gegen Null, und die Aussage folgt. �

Korollar 2.10.
Für jede Matrix A ∈ Mat(m;C) ist das Matrixexponential exp(A) invertierbar (i.e. exp(A) ∈ GL(m;C))
und für die Inverse gilt die Formel [exp(A)]−1 = exp(−A).

Beweis.

Wir beobachten, dass die Matrizen −A und A kommutieren. Daher gilt nach Proposition 2.9 über
kommutierende Matrizen die Formel

exp(−A) exp(A) = exp(−A+A) = exp(0m) = idm .

Daher ist exp(A) ∈ Mat(m;C) invertierbar, und es gilt [exp(A)]−1 = exp(−A). �

Korollar 2.11.
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann gilt für alle s, t ∈ R die Identität

exp((t+ s)A) = exp(tA) exp(sA) = exp(sA) exp(tA).

Beweis.

Da die Matrizen tA, sA ∈ Mat(m;C) kommutieren, folgt die Aussage direkt aus Proposition 2.9 über
das Matrixexponential für kommutierende Matrizen. �

Lemma 2.12.
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann gelten die Abschätzungen

‖ exp(A)‖Mat(m;C) ≤ exp(‖A‖Mat(m;C)),

‖ exp(A)− id−A‖Mat(m;C) ≤ ‖A‖2Mat(m;C) exp(‖A‖Mat(m;C)).

Beweis.

Aufgrund der Stetigkeit der Operatornorm erhalten wir mit der Dreiecksungleichung und der Submul-
tiplikativität der Operatornorm die Ungleichung

‖ exp(A)‖Mat(n;C) = lim
N→∞

∥∥∥∥∥∥
N∑
j=0

1

j!
Aj

∥∥∥∥∥∥
Mat(m;C)

≤ lim
N→∞

N∑
j=0

1

j!
‖Aj‖Mat(m;C) ≤ lim

N→∞

N∑
j=0

1

j!
‖A‖jMat(m;C) = exp

(
‖A‖Mat(m;C)

)
.

Dies beweist die erste Abschätzung.

Für die zweite Abschätzung verschiebt man zusätzlich noch den Summationsindex und faktorisiert
einen quadratischen Term aus:

‖ exp(A)− idn−A‖Mat(m;C) ≤
∞∑
j=2

1

j!
‖A‖jMat(m;C)

≤ ‖A‖2Mat(m;C)

∞∑
j=2

1

(j − 2)!
‖A‖j−2

Mat(m;C) ≤ ‖A‖
2
Mat(m;C) exp

(
‖A‖Mat(m;C)

)
.

Dies beendet den Beweis der Proposition. �
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Lemma 2.13 (Euler-Formel für das Matrixexponential).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann haben wir

exp(A) = lim
n→∞

(
id +

A

n

)n
.

Beweis.

Wir zeigen, dass der Fehlerterm für m→ 0 gegen null geht:

exp(A)−
(

id +
A

N

)N
=

[
exp

(
A

N

)]N
−
(

id +
A

N

)N
=
N−1∑
l=0

[
exp

(
A

N

)]N−l−1 [
exp

(
A

N

)
−
(

id +
A

N

)](
id +

A

N

)l
,

wobei wir in der ersten Umformung Proposition 2.9 und in der letzten Umformung eine Teleskopsumme
verwendet haben.

Mit den Abschätzungen aus Lemma 2.12 gilt nun für den ersten Term∥∥∥∥exp

(
A

N

)∥∥∥∥ ≤ exp

(
1

N
‖A‖

)
und für den zweiten Term∥∥∥∥exp

(
A

N

)
−
(

id +
A

N

)∥∥∥∥ ≤ 1

N2
‖A‖2 exp

(
1

N
‖A‖

)
.

Weiterhin gilt nach der Dreiecksungleichung, und nach der Abschätzung 1 + x ≤ exp(x) für x ≥ 0 für
die Exponentialfunktion ∥∥∥∥id +

A

N

∥∥∥∥ = 1 +
1

N
‖A‖ ≤ exp

(
1

N
‖A‖

)
.

Damit können wir in der obigen Formel für alle 0 ≤ l ≤ N − 1 mittels der Submultiplikativität die
Abschätzung ∥∥∥∥∥

[
exp

(
A

N

)]N−l−1 [
exp

(
A

N

)
−
(

id +
A

N

)](
id +

A

N

)l∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥exp

(
A

N

)∥∥∥∥N−l−1

·
∥∥∥∥exp

(
A

N

)
−
(

id +
A

N

)∥∥∥∥ · ∥∥∥∥id +
A

N

∥∥∥∥l
≤ exp

(
1

N
‖A‖

)N−l−1

· 1

N2
‖A‖2 exp

(
1

N
‖A‖

)
· exp

(
1

N
‖A‖

)l
=

1

N2
‖A‖2 exp (‖A‖)

erhalten.

Wendet man diese Abschätzung uniform für 0 ≤ l ≤ N − 1 an, i.e. für N Terme, so erhält man∥∥∥∥∥exp(A)−
(

id +
A

N

)N∥∥∥∥∥ ≤ N · 1

N2
‖A‖2 exp (‖A‖) ≤ 1

N
‖A‖2 exp(‖A‖).

Sei nun ε > 0. Wähle N0 ∈ N mittels N0 >
‖A‖2 exp(‖A‖)

ε . Dann gilt für alle N ≥ N0 die Abschätzung∥∥∥∥∥exp(A)−
(

id +
A

N

)N∥∥∥∥∥ < ε.

Somit haben wir die Aussauge gezeigt. �
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Proposition 2.14 (Ableitung des Matrixexponentials).
Die Funktion t 7→ exp(tA) ist für all t ∈ R di�erenzierbar. Weiterhin gilt für die Ableitung die Formel

d

dt
exp(tA) = A exp(tA) = exp(tA)A.

Beweis.

Wir berechnen zuerst den Grenzwert d
dt

∣∣
t=0

exp(tA). Mit Lemma 2.12 beobachteten wir für den Di�e-
renzenquotienten die Abschätzung∥∥∥∥1

h
[exp(hA)− idn]−A

∥∥∥∥
Mat(m;C

≤ 1

|h|
‖ exp(hA)− idn−hA‖Mat(m;C)

≤ |h|‖A‖2Mat(m;C) exp(|h|‖A‖Mat(m;C)).

Aufgrund dieser Abschätzung existiert der Grenzwert h → 0 und wir schliessen d
dt

∣∣
t=0

exp(tA) = A.
Für den allgemeinen Fall berechnen wir

d

dt
exp(tA) = lim

h→0

1

h
[exp((t+ h)A)− exp(tA)] = lim

h→0

1

h
[exp(hA)− idn] exp(tA)

=

[
lim
h→0

1

h
[exp(hA)− idn]

]
exp(tA) = A exp(tA).

Dies ergibt die Behauptung. �

2. Systeme erster Ordnung

Theorem 2.15 (Lösung des Anfangswertproblems für lineare Systeme).
Sei A ∈ Mat(m;C), t0 ∈ R, und x0 ∈ Cm. Dann hat das Anfangswertproblem bestehend aus der
gewöhnlichen Di�erentialgleichung u̇ = Au und dem Anfangswert u(t0) = u0 eine eindeutige Lösung
u : R→ Cm gegeben durch u(t) = exp((t− t0)A)u0.
Falls A ∈ Mat(m;R), u0 ∈ Rm, so erhalten wir eine Lösung u : R→ Rm vermöge der gleichen Formel.

Beweis.

Wir behandeln den reellwertigen Fall für t0 = 0. Der komplexe Fall und der allgemeine Fall t0 6= 0 sind
analog.

Eindeutigkeit:
Sei u : R → Rn eine stetig di�erenzierbare Lösung der Di�erentialgleichung mit x(0) = x0. Wir
de�nieren die Hilfsfunktion y : R→ Rn durch v(t) = exp(−tA)u(t). Proposition 2.14, die Produktregel
und die Di�erentialgleichung ergeben

v̇(t) = exp(−tA)u̇(t)−A exp(−tA)u(t) = exp(−tA) (u̇(t)−Au(t)) = 0.

Daher ist die Funktion t 7→ v(t) aufgrund des Mittelwertsatzes konstant mit v(t) = v(0) = u(0) = u0.
Wir schliessen u(t) = exp(tA)u0, und damit die Eindeutigkeit der Lösung.

Existenz:
Andererseits rechnen mit wir für u(t) = exp(tA)u0 mit Proposition 2.14 direkt nach, dass

u̇(t) =
d

dt
(exp(tA)u0) = A exp(tA)u0 = Au(t),

und u(0) = exp(0A)u0 = exp(0m)u0 = idm u0 = u0. Daher löst t 7→ u(t) = exp(tA)u0 das Anfangs-
wertproblem. �

Beispiel (Harmonischer Oszillator).
Das Anfangswertproblem für eine gesuchte Funktion x : R → R mit Oszillatorfrequenz ω0 > 0 ist
gegeben durch

ẍ+ ω2
0x = 0 mit x(0) = x0 ∈ R und ẋ(0) = v0 ∈ R.
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Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem in die Form

u̇ = Au mit u(0) =

(
x0

v0

)
∈ R2 und A =

(
0 1
−ω2

0 0

)
für eine gesuchte Funktion u : R→ R2 umgeschrieben werden kann. Nach Theorem 2.15 ist die Lösung
gegeben durch u(t) = exp(tA)u0. Wir berechnen das Matrixexponential t 7→ exp(tA).

Für die Berechnung des Matrixexponentials diagonalisieren wir die Matrix A ∈ Mat(2;R) über den
komplexen Zahlen C. Das characteristische Polynom ist gegeben durch

pA(λ) = det(A− λ id) = det

(
−λ 1
−ω2

0 −λ

)
= λ2 + ω2

0.

Die Nullstellen dieses Polynomes sind

λ1 = iω0 und λ2 = −iω0.

Damit haben die Eigenwerte algbraische Vielfachheit eins, und die Matrix A ∈ Mat(2;R) ist über C
diagonalisierbar. Wir berechnen die Eigenräume:

Zuerst für den Eigenwert λ1 = +iω0. Dann gilt

A− λ1 id = A− iω0 id =

(
−iω0 1
−ω2

0 −iω0

)
.

Wir lösen die lineare Gleichung (A− λ1 id)v = 0:

(A− λ1 id)v = 0 

(
−iω0 1
−ω2

0 −iω0

)(
v1

v2

)
=

(
0
0

)
 

(
ω2

0 iω0

−ω2
0 −iω0

)(
v1

v2

)
=

(
0
0

)
 

(
ω2

0 iω0

0 0

)(
v1

v2

)
=

(
0
0

)
.

Daher ergibt sich der Eigenraum

E(λ1 = +iω0) =
{
v ∈ C2 | v2 = iω0v1

}
=

{
v = α

(
1
iω0

)
∈ C2

∣∣∣∣α ∈ C
}
.

Wir berechnen den zweiten Eigenraum für λ2 = −iω0 auf analoge Weise. Dies ergibt

E(λ2 = −iω0) =
{
v ∈ C2 | v2 = −iω0v1

}
=

{
v = β

(
1
−iω0

)
∈ C2

∣∣∣∣β ∈ C
}
.

Damit ist in der Diagonalisierung A = PDP−1 die Diagonalmatrix D ∈ Mat(2;C) gegeben durch

D =

(
+iω0 0

0 −iω0

)
,

die Transformationsmatrix P ∈ Mat(2;C) ist gegeben durch

P =

(
1 1
iω0 −iω0

)
,

und die Inverse P−1 ∈ Mat(2;C) der Transformationsmatrix ist gegeben durch

P−1 =
1

detP

(
−iω0 1
−iω0 1

)
=

1

2iω0

(
iω0 1
iω0 −1

)
.
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Damit ist die Lösung des Anfangswertproblemes gegeben durch

u(t) = exp(tA)u0 = P exp(tD)P−1u0 = P

(
exp(λ1t) 0

0 exp(λ2t)

)
P−1

(
x0

v0

)
=

(
1 1
iω0 −iω0

)(
exp(iω0t) 0

0 exp(−iω0t)

)
1

2iω0

(
iω0 1
iω0 −1

)(
x0

v0

)
=

1

2iω0

(
exp(iω0t) exp(−iω0t)

iω0 exp(iω0t) −iω0 exp(iω0t)

)(
iω0x0 + v0

iω0x0 − v0

)
=

(
cos(ω0t)

1
ω0

sin(ω0t)

−ω0 sin(ω0t) cos(ω0t)

)(
x0

v0

)
=

(
x0 cos(ω0t) + v0

ω0
sin(ω0t)

−x0ω0 sin(ω0t) + v0 cos(ω0t)

)
.

In der vorherigen algebraischen Rechnung haben wir die Euler-Identitäten

cos(ω0t) =
1

2
(exp(iω0t) + exp(−iω0t)) und sin(ω0t) =

1

2i
(exp(iω0t)− exp(−iω0t))

verwendet. Die erste Komponente t 7→ u1(t) der Abbildung ergibt die Formel für die Verschiebung

x(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0
sin(ω0t),

während die zweite Komponent t 7→ u2(t) der Abbildung die Formel für die Geschwindigkeit

ẋ(t) = −ω0x0 sin(ω0t) + v0 cos(ω0t).

ergibt.

In den Übungen werden wir den Ein�uss eines Reibungstermes auf die obige Di�erentialgleichung
untersuchen.

Definition 2.16 (Fundamentallösung für lineare Systeme mit konstanten Koe�zenten).
Die matrixwertige Funktion Φ : R→ Mat(m;C) gegeben durch Φ(t) = exp(tA), welche Φ(0) = id und
Φ′(t) = AΦ(t) erfüllt, heiÿt Fundamentallösung der Di�erentialgleichung u̇ = Au.

Beispiel (Fundamentallösung für harmonischen Oszillator).
Die Fundamentallösung zur Gleichung Φ′ = AΦ für die Matrix

A =

(
0 1
−ω2

0 0

)
ist nach obiger Rechnung gegeben durch

Φ(t) =

(
cos(ω0t)

1
ω0

sin(ω0t)

−ω0 sin(ω0t) cos(ω0t)

)
.

Theorem 2.17 (Lösungsraum eines homogenen linearen Systemes mit konstanten Koe�zenten).
Wir betrachten für A ∈ Mat(m;K) und u : R→ Km die Di�erentialgleichung u̇ = Au.

(1) Im reellwertigen Fall (i.e. K = R) gilt, dass der Lösungsraum

L =
{
u ∈ C1(R,Rm) : u̇ = Au

}
ein m-dimensionaler reeller Vektorraum ist.

(2) Im komplexwertigen Fall (i.e. K = C gilt, dass der Lösungsraum

LC =
{
u ∈ C1(R,Cm) : u̇ = Au

}
ein m-dimensionaler komplexer Vektorraum ist.

Beweis.

Wir behandeln den reellen Fall. Sei u ∈ L, i.e. u ∈ C1(R;Rm) ist eine Lösung der Di�erentialgleichung
u̇ = Au. Setzen wir u0 := u(0) ∈ Rm, so löst u das Anfangswertproblem u̇ = Au mit u(0) = u0. Nach
der Eindeutigkeitsaussage von Theorem 2.15 gilt u(t) = Φ(t)u0.

Wir de�nieren nun die lineare Abbildung η : Rm → C1(R;Rm) durch die Formel

η(u0) = Φ(t)u0.
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Mit obiger Beobachtung gilt η(Rm) = L. Da η(u0) = 0 ∈ C1(R,Rm) zuerst η(u0)(0) = 0 ∈ R und
aufgrund von Φ(0) = id auch u0 = 0 ∈ Rm impliziert, folgt, dass η injektiv ist. Der Rangsatz impliziert
dimL = dimRm = m. Dies beweist die Aussage für den reellen Fall.

Der Beweis für den komplexen Fall ist analog. �

3. Inhomogene Systeme erster Ordnung

Den Fall imhomogener Systeme mit konstanten Koe�zenten können wir wie zuvor mittels der Funda-
mentallösung Φ(t) = exp(tA) auf eine elementar integrierbare Di�erentialgleichung reduzieren.

Theorem 2.18 (Lösung des Anfangswertproblems für inhomogene lineare Systeme).
Sei A ∈ Mat(m,C), t0 ∈ R, u0 ∈ Cm und I ⊆ R ein o�enes Interval mit t0 ∈ I. Weiterhin sei
b : I → Cn eine stetige Funktion. Dann hat das Anfangswertproblem{

u̇ = Au+ b auf I,

u(t0) = u0

eine eindeutige Lösung u : I → Cm gegeben durch

u(t) = exp(tA)

(
u0 +

∫ t

0
exp(−sA)b(s) ds

)
= exp(tA)u0 +

∫ t

0
exp((t− s)A)b(s) ds.

Falls A ∈ Mat(m;R), u0 ∈ Rm, und b : I → Rm, so erhalten wir auf analoge Weise durch die obige
Formel eine eindeutige Lösung u : I → Rm.

Beweis.

Dies funktioniert analog im eindimensionalen Fall, vergleiche Proposition 1.4. �

Beispiel (Harmonischer Oszillator mit äuÿerer Anregung).
Wir betrachten für die gesuchte Funktion x : R→ R die Di�erentialgleichung

ẍ(t) + ω2
0ẋ(t) =

1

m
f(t)

wobei m > 0 die Masse und ω0 > 0 die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Die Funktion f ∈ C(R,R)
beschreibt die äuÿere Kraft, die auf den Oszillator einwirkt. Wir können diese Di�erentialgleichung
zweiter Ordnung in ein System erster Ordnung für eine gesuchte Funktion u : R → R2 umschreiben.
Dies ergibt

u̇(t) = Au(t) + b(t), wobei A =

(
0 1
−ω2

0 0

)
und b ∈ C(R,R2) mit b(t) =

(
0

m−1f(t)

)
.

Mit Theorem 2.18 und den Beobachtungen für das homogene Problem erhalten wir für die Lösung

u(t) =

(
cos(ω0t)

1
ω0

sin(ω0t)

−ω0 sin(ω0t) cos(ω0t)

)(
x0

v0

)
+

∫ t

0

(
cos(ω0(t− s)) 1

ω0
sin(ω0(t− s))

−ω0 sin(ω0(t− s)) cos(ω0(t− s))

)(
0

1
mf(s)

)
ds

=

(
cos(ω0t)

1
ω0

sin(ω0t)

−ω0 sin(ω0t) cos(ω0t)

)(
x0

v0

)
+

1

mω0

∫ t

0

(
sin(ω0(t− s))f(s)

ω0 cos(ω0(t− s))f(s)

)
ds.

Insbesonders erhalten wir für die erste Komponenten u1 : R → R, die zur Position x : R → R
korrespondiert, den Ausdruck

x(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0
sin(ω0t) +

1

mω0

∫ t

0
sin(ω0(t− s))f(s) ds,

welchen wir in einen homogenen Anteil xp und partikulären Anteil xp mittels

xh(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0
sin(ω0t) und xp(t) =

1

mω0

∫ t

0
sin(ω0(t− s))f(s) ds

aufspalten können.
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In der Folge werden wir den partikulären Anteil der Lösung für eine Wahl von t 7→ f(t) genauer
untersuchen. Sei dazu Ω > 0, F0 > 0 und f(t) = F0 cos(Ωt). Dann gilt

xp(t) =
F0

m0ω0

∫ t

0
sin(ω0(t− s)) cos(Ωs) ds.

Wir werden das Integral in den Fällen Ω 6= ω0 und Ω = ω0 auswerten. Wir verwenden das Additions-
theorem

sin(x) cos(y) =
1

2
(sin(x− y) + sin(x+ y)) .

Für Ω 6= ω0 erhalten wir

xp(t) =
F0

2m0ω0

∫ t

0
(sin(ω0t− (ω0 − Ω)s) + sin(ω0t− s(ω0 − Ω))) ds

=
F0

2m0ω0

[
1

ω0 + Ω
cos(ω0t− s(ω0 + Ω)) +

1

ω0 − Ω
cos(ω0t− s(ω0 − Ω))

]t
0

=
F0

2m0ω0

[
1

ω0 + Ω
+

1

ω0 − Ω

]
[cos(Ωt)− cos(ω0t)]

=
F0

m0(ω2
0 − Ω2

0)
[cos(Ωt)− cos(ω0t)] .

Für die Amplitude dieser Schwingung gilt maxt∈[0,∞) |xp(t)| ∼ F0

m|ω2
0−Ω2| . Insbesonders wird die Ampli-

tude für |ω0 − Ω| << 1 sehr groÿ.

Für Ω = ω0 erhalten wir

xp(t) =
F0

2m0ω0

∫ t

0
(sin(ω0(t− 2s)) + sin(ω0t)) ds =

F0

2m0ω0

[
1

2ω0
cos(ω0(t− 2s)) + sin(ω0t)s

]t
0

=
F0

2m0ω0

[
1

ω0
cos(ω0t) + t sin(ω0t)

]
.

Insbesonders wird die Amplitude dieser Oszillation für t→∞ immer gröÿer. Dies wird als Resonanz-
katastrophe bezeichnet. Typischerweise ist in solchen Situationen die harmonische Näherung nicht
mehr anwendbar, und häu�g führt dies auch zur Zerstörung des Systemes. Man bezeichnet daher auch
Ω = ω0 als Resonanzfrequenz des Systemes.

In den Übungen werden wir den Ein�uss eines Reibungstermes auf die obige Di�erentialgleichung und
die Resonanzfrequenz untersuchen.

4. Homogene lineare Gleichungen mit konstanten Koe�zienten von höherer Ordnung

Wir betrachten die Di�erentialgleichung m-ter Ordnung

(14) x(m) + am−1x
(m−1) + · · ·+ a0x = 0

für eine gesuchte Funktion x ∈ Cm(R,K) und gegebene Koe�zenten a0, . . . , am−1 ∈ K, wobei K = R
oder K = C.

Diese Gleichung können wir äquivalent als System erster Ordnung u̇ = Au formulieren, wobei u ∈
C1(R,Km) und A ∈ Mat(m;C) gegeben sind durch

u =


x
ẋ
ẍ
...

x(m−1)

 und A =


0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . . 0
...

...
. . . . . . 0

0 0 0 1
−a0 −a1 . . . . . . am−1

 .
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Die Matrix A ∈ Mat(m;K) wird auch als Begleitmatrix (engl. companion matrix) der Di�eren-
tialgleichung (14) bezeichnet.

Die Lösungstheorie für lineare System suggeriert nun, dass sich die Lösungen der Di�erentialgleichung
(14) als Linearkombinationen von Termen der Form exp(λit) und tk exp(λit) darstellen lassen, wobei
λj die Eigenwerte der Matrix A ∈ Mat(m;C) sind, und 1 ≤ k ≤ νj − 1 gilt.

Der Exponentialansatz x(t) = exp(λt) führt auf das Polynom λ 7→ p̃(λ) gegeben durch

p(λ) = λm + am−1λ
m−1 + · · ·+ a0,

welches gerade (bis auf den Vorfaktor (−1)m) das charakteristische Polynom pA(λ) = det(A − λ id)
der Begleitmatrix A ∈ Mat(m;C) ist.

Die Struktur des Lösungsraumes des linearen Systems u̇ = Au (cf. Theorem 2.17) überträgt sich:

Theorem 2.19 (Lösungsraum für lineare Gleichungen höherer Ordnung).
Wir betrachten für a0, . . . , am−1 ∈ K und x ∈ Cm(R,K) die Di�erentialgleichung (14).

(1) Im reellwertigen Fall (i.e. K = R) ist der Lösungsraum

Lm =
{
x ∈ Cm(R,R) : x(m) + am−1x

(m−1) + · · ·+ a0x = 0
}

ein m-dimensionaler reeller Vektorraum.
(2) Im komplexwertigen Fall (i.e. K = C) ist der Lösungsraum

LmC =
{
x ∈ Cm(R,C) : x(m) + am−1x

(m−1) + · · ·+ a0x = 0
}

ein m-dimensionaler komplexer Vektorraum.

Beweis.

Sei L der Lösungsraum des zugehörigen linearen Systemes u̇ = Au. Dann ist die Abbildung Θ : Lm → L
gegeben durch

Θ(x) = (x, ẋ, . . . , xm−1)t

linear und bijektiv. Daher folgt die Aussage für den reellen Fall.

Das Argument für den komplexen Fall ist analog. �

Es ist möglich eine Basis des Lösungsraumes Lm explizit anzugeben.

Theorem 2.20 (Basis für komplexen Lösungsraum).
Sei p : C→ C das charakteristische Polynom der Di�erentialgleichung (14) mit Faktorisierung

p(λ) = (−1)m
k∏
j=1

(λ− λj)νj

mit λ1, . . . , λk ∈ C, λi 6= λj und Vielfachheiten ν1, . . . , νk ∈ N, sodass ν1 + · · ·+ νk = m. Dann ist jede
Lösung der Di�erentialgleichung (14) als Linearkomination der m Funktionen

fjl(t) = tl exp(λjt) mit 1 ≤ j ≤ k und 0 ≤ l ≤ νj − 1

darstellbar. Insbesonders bilden diese Funktionen eine Basis des komplexen Lösungsraumes LmC der
Di�erentialgleichung (14).

Beweis.

Der Beweis besteht aus drei Schritten: Zuerst zeigen wir, dass die obigen Funktionen die Di�erenti-
algleichung lösen, dann dass die Funktionen linear unabhängig sind, und abschliessend, dass sie eine
Basis des Lösungsraumes bilden.

Schritt 1: fjl sind Lösungen

Wir fassen die Ableitung D = d
dt als lineare Abbildung D : C∞(R,C)→ C∞(R,C) auf, und D0 = id :
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C∞(R,C) → C∞(R,C) ist die Identitätsabbildung. Damit lässt sich die Di�erentialgleichung (14) in
der Form

0 = x(m) + am−1x
(m−1) + · · ·+ a0x = p(D)x, wobei p(D) = (−1)m

k∏
j=1

(D − λj id)νj

ausdrücken. Für q ∈ C1(R) und λ ∈ C gilt nach der Produktregel

(D − λ id)(q(t) exp(λt)) = (q′(t) exp(λt) + λq(t) exp(λt)− λq(t) exp(λt)) = q′(t) exp(λt).

Für q ∈ C l(R) folgt nach Iteration

(D − λ id)l(q(t) exp(λt)) = q(l)(t) exp(λt).

Für 1 ≤ j ≤ k und 0 ≤ r ≤ νj − 1 folgt somit

(D − λ id)νj (tr exp(λjt)) = (tr)(νj) exp(λjt) = 0.

Für x ∈ C2(R,C) und λ, µ ∈ C gilt

(D − λ id)(D − µ id)x = x′′ − λx′ − µx′ + λµx = (D − µ id)(D − λ id)x.

Daher können wir die Reihenfolge der Ableitungen im Ausdruck D 7→ p(D) vertauschen. Für die
Funktionen fil ∈ C∞(R;C) beobachten wir daher

p(D)fil(t) =

k∏
j=1,j 6=i

(D − λj id)νj (D − λi id)νifil(t) = 0,

i.e. die Funktionen (fil)1≤i≤k,0≤l≤νi−1 lösen die Di�erentialgleichung (14).

Schritt 2: Funktionen fjl sind linear unabhängig
Wir führen einen indirekten Beweis. Angenommen es existieren Koe�zenten bjl ∈ C mit 1 ≤ j ≤ k
und 0 ≤ l ≤ νj − 1, sodass

∀t ∈ R :
k∑
j=1

νj−1∑
l=0

bjlfjl(t) = 0,

wobei bj0l0 6= 0 für einen Index 1 ≤ j0 ≤ k und 0 ≤ l0 ≤ νj0−1. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
können wir l0 = max{0 ≤ l ≤ νj0−1 : bj0l 6= 0} annehmen. Die Rechnungen aus Schritt 1 ergeben∏
j 6=j0

(D − λj id)νj
∑
j 6=j0

νj−1∑
l=0

bilfil = 0, (D − λj0 id)l
∑
l<l0

fj0l = 0, (D − λj0 id)l0fj0l0 = l0! exp(λj0t).

Summation und die Annahme
∑

jl bjlfjl = 0 ergibt dann

0 =
∏
j 6=j0

(D − λj id)νj (D − λj0 id)k0

∑
jl

bjlfjl


=
∏
j 6=j0

(D − λj id)νj (l0! exp(λj0t)bj0l0) = l0!bj0l0
∏
j 6=j0

(λj0 − λj)νj ,

also bi0l0 = 0. Dies ist ein Widerspruch.

Schritt 3: Funktionen fjl erzeugen den Lösungsraum

Nach Konstruktion gilt
∑k

j=1 νj = m. Daher bilden erzeugen die linear unabhängigen Funktionen
(fjl)1≤j≤k,0≤l≤νj einen m-dimensionalen Vektorraum. Die Aussage folgt nun, da nach Theorem 2.19
der Lösungsraum LmC der Di�erentialgleichung (14) Dimension m hat. �

Bemerkung 2.21.
Alternativ kann man die obige Aussage auch durch Verwenden der jordanschen Normalform für die
Begleitmatrix A ∈ Mat(m;C) verwenden. Dazu muss man zeigen, dass die geometrische Vielfachheit
der Eigenwerte geo(λj) = 1 erfüllt, i.e. zu jedem Eigenwert gehört ein Jordanblock Jλj ∈ Mat(νj ,C).



34 2. LINEARE SYSTEME MIT KONSTANTEN KOEFFIZENTEN

Beispiel (Noch einmal der harmonische Oszillator).
Wir betrachten die Di�erentialgleichung

ẍ+ ω2
0x = 0

für x : R → R und ω0 > 0. Der Exponentialansatz ergibt das charakteristische Polynom p(λ) =
λ2 + ω2

0 mit Nullstellen λ1 = iω0 und λ2 = −iω0 der Vielfachheit eins. Somit ist eine Basis des
Lösungsraumes L2

C gegeben durch exp(iω0t), exp(−iω0t). Da die Koe�zenten der Di�erentialgleichung
reell sind, erhalten wir eine Basis cos(ω0t), sin(ω0t) des reellen Lösungsraumes L2.

Die allgemeine Lösung x ∈ C2(R,R) der Di�erentialgleichung ist somit gegeben durch

x(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t)

für A,B ∈ R. Betrachten wir die Anfangswerte x(0) = x0 ∈ R und ẋ(0) = v0 ∈ R, so ergibt sich

x(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0
sin(ω0t).

Beispiel (Noch einmal der harmonische Oszillator mit Dämpfung).
Wir betrachten die Di�erentialgleichung

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = 0

für eine gesuchte Funktion x : R→ R und Konstanten ω0, β > 0. Durch den Exponentialansatz erhalten
wir das charakteristische Polynom p(λ) = λ2 + 2βλ+ ω2

0.

Wir unterscheiden drei Fälle: 1) schwache (oder subkritische Dämpfung) Dämpfung ω2
0 − β2 > 0, 2)

kritische Dämpfung ω2
0 − β2 = 0, und 3) superkritische Dämpfung ω2

0 − β2 < 0.

Schwach (subkritische) Dämpfung: In diesem Fall hat das charakteristische Polynom zwei komplex
konjugierte Nullstellen λ± = −β ± iω, wobei ω =

√
ω2

0 − β2. Nach Theorem 2.20 ist

exp(−βt) exp(iωt), exp(−βt) exp(−iωt)
eine Basis des komplexen Lösungsraumes L2

C. Dies liefert mit exp(−βt) cos(ωt), exp(−βt) sin(ωt) eine
Basis des reellen Lösungsraumes. Für A,B ∈ R ist die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung
gegeben durch

x(t) = exp(−βt)[A cos(ωt) +B sin(ωt)].

Kritische Dämpfung: In diesem Fall hat das charakteristische Polynom eine doppelte reelle Null-
stelle λ = −β. Eine Basis des komplexen Lösungsraumes L2

C ist nach Theorem 2.20 gegeben durch
exp(−βt), t exp(−βt). Dies ist bereits eine Basis des reellen Lösungsraumes L2 und allgemeine Lösung
der Di�erentialgleichung ist für A,B ∈ R gegeben durch

x(t) = A exp(−βt) +Bt exp(−βt).

Superkritische Dämpfung: In diesem Fall hat das charakteristische Polynome zwei reelle Nullstellen
λ± = −β ±

√
β2 − ω2

0. Eine Basis des komplexen Lösungsraumes L2
C ist nach Theorem 2.20 gegeben

durch exp(−(β +
√
β − ω2

0)t), exp(−(β −
√
β − ω2

0)t). Wie oben ist dies bereits eine Basis des reellen
Lösungsraumes und für A,B ∈ R ist die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung gegeben durch

x(t) = A exp

(
−
(
β +

√
β − ω2

0

)
t

)
+B exp

(
−
(
β −

√
β − ω2

0

)
t

)
.

5. Inhomogene lineare Gleichungen mit konstanten Koe�zenten von höherer Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir inhomogene lineare skalare Di�erentialgleichunge von höherer
Ordnung mit konstanten Koe�zenten.

Es gibt zwei Lösungsmethoden: Einerseits die Lösung mittels der Formel für die Variation der Kon-
stanten, welche man aus der zugehörigen Formel für die Variation der Konstanten für Systeme erster
Ordnung herleiten kann. Andererseits gibt es auch die Ansatz-Methode.



5. INHOMOGENE LINEARE GLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZENTEN VON HÖHERER ORDNUNG 35

Die Ansatz-Methode ist potentiell schneller, aber sie funktioniert nur für Inhomogenitäten mit spezieller
Struktur; während die Formel für die Variation der Konstanten immer funktioniert, aber potentiell
aufwendiger ist.

5.1. Die Formel für die Variation der Konstanten.
Wir betrachten für die gesuchte Funktion x : R→ R das Anfangswertproblem

(15)

{
x(m)(t) + am−1x

(m−1)(t) + · · ·+ a2ẍ(t) + a1ẋ(t) + a0x(t) = g(t)

x(0) = y0, ẋ(0) = y1, . . . , ẋ
(n−1)(0) = ym−1

,

wobei am−1, . . . a1, a0 ∈ R, und g : J → R ist eine gegebene Funktion.

Wie im vorherigen Abschnitt kann diese Gleichung auch in ein System erster Ordnung umgeschrieben
werden. Es gilt {

u̇(t) = Au+ b(t),

u(0) = u0 ∈ Rm,

wobei A ∈ Mat(m,R) die Begleitmatrix ist, und u0 ∈ Rm wie im vorherigen Abschnitt gegeben ist.
Weiterhin ist b : J → R gegeben durch

b(t) =


0
...
0
g(t)

 .

Die Lösungsformel für inhomogene Systeme erster Ordnung (mit konstanten Koe�zenten) liefert nun

u(t) = uH(t) + up(t) = exp(tA)u0 +

∫ t

0
exp((t− s)A) · b(s) ds.

Der erste Term kann durch Au�nden des Lösungsraumes wie in Theorem 2.20 schnell ausgewertet
werden.

Um den zweiten Term e�zient auszuwerten beobachten wir

exp(tA) =

 | . . . |
u1(t) . . . um(t)
| . . . |

 ,

wobei ui : R → Rm die Lösung der gewöhnlichen Di�erentialgleichung u̇ = Au mit Anfangswert
ui(0) = ei ist, wobei ei ∈ Rm der i-te Basisvektor in Rm ist.

Da die Matrix A ∈ Mat(m;R) eine Begleitmatrix einer skalaren Di�erentialgleichung ist, haben die
Funktionen ui : R→ Rm die spezielle Struktur

ui(t) =


xi(t)
ẋi(t)
ẍi(t)
. . .

x
(m−1)
i (t)

 ,

wobei die Funktion xi : R→ R das Anfangswertproblem{
x

(m)
i + am−1x

(m−1)
i + · · ·+ a2ẍi + a1ẋi + a0xi = 0,

x(0) = 0, ẋ(0) = 0, . . . , x(i−2)(0) = 0, x(i−1)(0) = 1, x(i)(0) = 0, . . . , ẋ(m−1)(0) = 0,
.

löst.
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Werten wir nun den Integranden in der obigen Lösungsformel für Systeme aus, so erhalten wir

exp((t− s)A) · b(s) =


x1(t− s) . . . . . . xm(t− s)

... . . . . . .
...

x
(m−2)
1 (t− s) . . . . . . x

(m−2)
m (t− s)

x
(m−1)
1 (t− s) . . . . . . x

(m−1)
m (t− s)

 ·


0
...
0
g(s)

 =


xm(t− s)g(s)

∗
∗
∗

 ,

wobei ∗ bedeutet, dass wir nicht am exakten Wertes des Eintrages interessiert sind.

Die Lösung x : R → R des Anfangswertproblems ist durch die erste Komponente der obigen Formel
gegeben. Daher ist die partikuläre Lösung xp : J → R gegeben durch die erste Komponente der
partikulären Lösung up : J → Rm. Daher gilt

xp(t) =

∫ t

0
xm(t− s)g(s) ds.

Beachte, dass diese partikuläre Lösung die Eigenschaft xp(0) = 0, ẋp(0) = 0, . . . , x
(m−1)
p (0) = 0 hat.

Daher haben wir die folgende Lösungsformel hergeleitet:

x(t) = xH(t) +

∫ t

0
x̃(t− s)g(s) ds,

In dieser Formel bezeichnet x̃ : J → R die Lösung des homogenen Anfangswertproblemes{
x̃(m) + am−1x̃

(m−1) + · · ·+ a2
¨̃x+ a1

˙̃xi + a0x̃ = 0

x̃(0) = 0, . . . , . . . , ˙̃x(m−2)(0) = 0, ẋ(m−1)(0) = 1
.

Beispiel (Der harmonische Oszillator mit einer äuÿeren Kraft).
Wir betrachten den harmonischen Oszillator mit einer periodischen äuÿeren Kraft. Das Anfangswert-
problem ist gegeben durch 

ẍ(t) + ω2
0x(t) = A0 sin(Ωt),

x(0) = x0,

ẋ(0) = v0.

Hier ist x : R→ R die gesuchte Funktion (welche die Auslenkung misst), und x0 ∈ R ist die Anfangs-
auslenkung, und v0 ∈ R ist die Anfangsgeschwindigkeit, und ω0 > 0 ist die Eigenfrequenz, und A0 > 0
ist die Amplitude der äuÿeren Kraft, und Ω > 0 ist die Frequenz der äuÿeren Kraft.

Das homogene Anfangswertproblem 
ẍ+ ω2

0x = 0,

x(0) = x0,

ẋ(0) = v0,

hat die Lösung

x(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0
sin(ω0t),

welche wir in vorherigen Abschnitten hergeleitet haben.

Setzen wir x0 = 0 und v0 = 1, so erhalten wir

x̃(t) =
1

ω0
sin(ω0t).

Daher ist die partikuläre Lösung des Problemes gegeben durch

xp(t) =
A0

ω0

∫ t

0
sin(ω0(t− s)) sin(Ωs) ds.

Um eine explizitere Lösungsformel zu erhalten, muss man das Integral in zwei Fällen auswerten: Ei-
nerseits den nicht-resonanten Fall Ω 6= ω0, und andererseits den resonanten Fall Ω = ω0.
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5.2. Die Ansatz-Methode.
Eine andere Lösungsmethode für inhomogene lineare skalare Di�erentialgleichungen höherer Ordnung
ist die Ansatz-Methode.

Im Vergleich zur vorherigen Methode muss man anstelle einer Integration ein lineares Gleichungssystem
der Gröÿe m (wobei m die Ordnung der Gleichung ist) lösen. Der groÿe Nachteil der Ansatz-Methode
ist, dass sie nur für Summen und Produkte von Exponentialfunktionen, Sinus, Kosinus und für Poly-
nome anwendbar ist.

(1) Abhängig von der Struktur der Inhomogenität macht man einen Ansatz für die partikuläre
Lösung.
Hinweis: Falls der Ansatz einen Term enthält, der bereits in der allgemeinen Lösung für die
homogene Gleichung auftritt, muss man den Ansatz durch Hinzufügen von Summanden, die
mit Potenzen von t 7→ tk modi�ziert ist, erweitern.

(2) Man setzt den Ansatz in die gewöhnliche Di�erentialgleichung ein, und vergleicht Koe�zenten,
um ein lineares Gleichungssystem zu erhalten.

(3) Man löst das lineare Gleichungssystem, um eine partikuläre Lösung zu �nden.
Hinweis: Im Gegensatz zur Formel für die Variation der Konstanten gilt im Allgemeinen die

Eigenschaft xp(0) = 0, ẋp(0) = 0, . . . , x
(m−1)
p (0) = 0 für die partikuläre Lösung nicht.

(4) Die Summe der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung, und einer partikulären Lösung
der inhomogenen Gleichung liefert die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung.

(5) Falls notwendig, benutzt man die Anfangswerte, um die freien Konstanten in der allgemeinen
Lösung zu bestimmen.

Wir illustieren das Vorgehen anhand der gewöhnlichen Di�erentialgleichung

ẍ(t) + 4x(t) = g(t)

für verschiedene Wahlen der Inhomogenität g : R→ R.

Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung ist gegeben durch

x(t) = d1 cos(2t) + d2 sin(2t) + xp(t),

wobei d1, d2 ∈ R Konstanten sind.

Beispiel (Eine Exponentialfunktion als Inhomogenität).
In diesem Beispiel betrachten wir die Inhomogenität g(t) = exp(t). Ableitungen der Exponentialfunk-
tion sind wiederum durch Exponentialfunktionen gegeben. Dies motiviert den Ansatz

xp(t) = A exp(t).

Wir setzen diesen Ansatz in die gewöhnliche Di�erentialgleichung ein, und erhalten

ẍp(t) + 4xp(t)− g(t) = A exp(t) + 4 exp(t)− exp(t) = exp(t)[A+ 4− 1].

Für eine Lösung t 7→ xp(t) muss die rechte Seite der Gleichung verschwinden. Dies impliziert A = −3.
Die partikuläre Lösung ist daher gegeben durch

xp(t) = −3 exp(t).

Die allgemeine Lösung für die inhomogene Gleichung ist gegeben durch

x(t) = xH(t) + xp(t) = d1 cos(2t) + d2 sin(2t)− 3 exp(t).

Beispiel (Sinus- und Kosinusfunktionen als Inhomogenität).
In diesem Beispiel betrachten wir die Inhomogenität g(t) = sin(t). Ableitungen der Sinusfunktion sind
die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion und vice versa. Daher machen wir den Ansatz

xp(t) = A cos(t) +B sin(t),

wobei A,B ∈ R. Die Frequenzen der Sinus- und Kosinusfunktion müssen mit den Frequenzen der
Inhomogenität übereinstimmen. Wir setzen den Ansatz in die Di�erentialgleichung ein, und erhalten

ẍp(t) + 4xp(t)− g(t) = −A cos(t)−B sin(t) + 4[A cos(t) +B sin(t)]− sin(t)

= cos(t)[−A+ 4A] + sin(t)[−B + 4B − 1].
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Für eine Lösung t 7→ xp(t) muss die rechte Seite verschwinden. Da die Funktionen t 7→ cos(t) und
t 7→ sin(t) linear unabhängig sind, können wir Koe�zenten vergleichen, und erhalten das lineare
Gleichungssystem: {

3A = 0,

3B = 1.

Dieses lineare Gleichungssystem hat die Lösung A = 0 und B = 1
3 . Der Ansatz führt daher auf die

partikuläre Lösung

xp(t) =
1

3
sin(t).

Man beachte, dass xp(0) = 0, aber ẋp(0) 6= 0. Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung ist
gegeben durch

x(t) = xH(t) + xp(t) = d1 cos(2t) + d2 sin(2t) +
1

3
sin(t),

wobei d1, d2 ∈ R Konstanten sind.

Beispiel (Polynome als Inhomogenität).
In diesem Beispiel betrachten wir die Inhomogenität g(t) = t3+t. Der Ansatz in diesem Fall ist gegeben
durch

xp(t) = At3 +Bt2 + Ct+D,

wobei A,B,C,D ∈ R bestimmt werden müssen. Der Ansatz ist das allgemeine Polynom der gleichen
Ordnung wie das Polynom der Inhomogenität. Wir setzen den Ansatz in die gewöhnliche Di�erential-
gleichung ein und erhalten

ẍp(t) + 4xp(t)− g(t) = (6At+ 2B) + 4(At3 +Bt2 + Ct+D)− (t3 + t)

= t3(4A− 1) + t2(4B) + t(6A+ 4C − 1) + 1(2B + 4D).

Damit t 7→ xp(t) eine Lösung der gewöhnlichen Di�erentialgleichung ist, muss die rechte Seite der
Gleichung verschwinden. Da die Polynome t 7→ tn für n ∈ N0 linear unabhängig sind, können wir die
Koe�zenten vergleichen, um ein lineares System von Gleichungen zu erhalten:

4A = 1,

4B = 0,

6A+ 4C = 1,

2B + 4D = 0.

Die zweite Gleichung impliziert B = 0, und dann impliziert die vierte Gleichung D = 0. Die erste
Gleichung impliziert A = 1

4 , und somit ergibt die dritte Gleichung

C =
1

4
(1− 6A) =

1

4

(
1− 3

2

)
= −1

8
.

Daher liefert dieser Ansatz die partikuläre Lösung

xp(t) =
1

4
t3 − 1

8
t.

Wir beachten, dass in diesem Fall xp(0) = 0, aber ẋp(0) 6= 0. Die allgemeine Lösung der inhomogenen
skalaren Di�erentialgleichung ist dann gegeben durch

x(t) = xH(t) + xp(t) = d1 cos(2t) + d2 sin(2t) +
1

4
t3 − 1

8
t,

wobei d1, d2 ∈ R Konstanten sind.
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6. Asymptotisches Verhalten von Lösungen

Die Realteile der Eigenwerte der Matrix A ∈ Mat(m;C) bestimmen das asymptotische Verhalten des
Matrixexponential für t→∞.

Zuerst zeigen wir eine Aussagen für das asymptotische Verhalten des Produkts des Matrixexponential
mit einem Hauptvektor:

Proposition 2.22 (Asymptotik für das Matrixexponential eines Hauptvektors).
Sei A ∈ Mat(m;C), und sei u ∈ Cm ein Hauptvektor von A mit Eigenwert λ, i.e. es existiert ν ∈ N,
so dass (A− λ id)νu = 0. Falls Re(λ) < 0 gilt, so folgt exp(tA)u→ 0 für t→∞. Allgemeiner gilt für
einen Eigenwert λ ∈ C mit Re(λ) < −α die verbesserte Asymptotik eαt exp(tA)u→ 0 für t→∞.

Beweis.

Aufgrund von Proposition 2.9 und der Vorraussetzung, dass u0 ∈ Cm ein Hauptvektor von A ist,
schliessen wir

exp(tA)u = exp(t(A− λ id) + tλ id)u = exp(t(A− λ id)) exp(tλ id)u = eλt exp(t(A− λ id))u

= eλt
∞∑
j=0

tj

j!
(A− λ id)ju = eλt

ν−1∑
j=0

tj

j!
(A− λ id)ju.

Damit erhalten wir mit der Dreiecksungleichung, der Submultiplikativität und der Identität |eλt| =

e(Reλ)t die Abschätzung

‖ exp(tA)u‖ =

∥∥∥∥∥∥eλt
ν−1∑
j=0

tj

j!
(A− λ id)ju

∥∥∥∥∥∥ ≤ etReλ

ν−1∑
j=0

|t|j

j!
‖A− λ id ‖jMat(m;C)

 ‖u‖.
Aufgrund der Vorraussetzung Reλ < 0 zerfällt der erste Faktor exponentiell, während der zweite Faktor
maximal polynomiel mit |t|ν−1 wächst. Daher gilt ‖ exp(tA)‖u→ 0 für t→∞.

Die zweite Aussage folgt analog durch Multiplikation der Abschätzung mit der Funktion t 7→ eαt. �

Durch eine Hauptraumzerlegung erhalten wir nun eine Aussage für beliebige Anfangswerte:

Korollar 2.23.
Sei A ∈ Mat(m;C), so dass alle Eigenwerte λ1, . . . , λk (mit Multiplizitäten ν1, . . . , νk ≥ 1, sodass
ν1 + · · ·+ νk = m) negativen Realteil haben. Dann gilt für alle Anfangswerte u(0) = u0 ∈ Cm, dass die
Lösung des Anfangswertproblemes u̇ = Au und u(0) = u0 für t→∞ zum Ursprung konvergiert.

Beweis.

Sei u0 ∈ Cm. Nach der Hauptvektorzerlegung (siehe Theorem A.7) existieren Vektoren vj ∈ H(λj) für
1 ≤ j ≤ k, sodass u0 = v1 + · · ·+ vk. Aufgrund von Linearität gilt für die Lösung des Anfangswertpro-
blemes, dass

u(t) = exp(tA)u0 = exp(tA)v1 + · · ·+ exp(tA)vk.

Aufgrund der Vorraussetzung Reλj < 0 für alle 1 ≤ j ≤ k gilt, folgt mit der Asymptotik für das
Matrixexponential (Proposition 2.22), dass jeder Summand für t → ∞ gegen null konvergiert. Damit
konvergiert auch die Summe gegen null. Es folgt limt→∞ u(t) = 0. �





KAPITEL 3

Existenztheorie für nichtlineare Gleichungen

Gewöhnliche Di�erentialgleichungen werden für die Modellierung vieler Systeme in allerlei Disziplinen
von Physik über Biologie bis zur Ökonomie eingesetzt. Um Probleme sinnvoll zu modellieren, möchte
man für ein gegebenes Anfangswertproblem daher die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung. Weiter-
hin ist man an stetiger Abhängigkeit der Lösungen von den Anfangsdaten und den Koe�zenten der
Gleichung interessiert, und an der Frage ob Lösungen global in der Zeit (zumindest für alle Zeiten, für
welche die Gleichung de�niert ist) existieren.

Für lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zenten konnten wir Existenz durch das Auf-
schreiben einer expliziten Lösung zeigen, und Eindeutigkeit folgte aus einfachen Überlegungen. Die
explizite Lösungen erlaubt auch, stetige Abhängigkeit von den Anfangsdaten zu zeigen, und die Lö-
sungen sind global de�niert (oder zumindest für alle Zeiten für welche die Gleichung de�niert ist).

Für nichtlineare Di�erentialgleichungen sind diese Fragen weitaus verwickelter, da man im Allgemei-
nen keine explizite Lösungsformel angeben kann. Es stellt sich heraus, dass man Existenz unter milden
Vorraussetzungen an die Gleichung zeigen kann. Weiterhin kann es für nichtlineare Di�erentialgleichun-
gen durchaus vorkommen, dass Lösungen nicht global de�niert sind, und dass Anfangswertprobleme
mehrere Lösungen zulassen. Wir illustrieren dies mit zwei Beispielen.

Beispiel (Keine globale Existenz von Lösungen).
Wir betrachten für eine gesuchte Funktion x : [0, T )→ R das Anfangswertproblem{

ẋ(t) = x(t)2,

x(0) = x0 ∈ R.

Durch Separation der Variablen �ndet man, dass die Lösung gegeben ist, durch

x(t) =
x0

1− x0t
.

Für x0 ≤ 0 ist die Lösung für t ∈ [0,∞) (und damit global) de�niert. Für x0 > 0 �nden wir, dass
die Lösung für t→ 1

x0
explodiert (im Sinne |x(t)| → ∞). Daher sind die Lösungen für x0 > 0 nur für

t ∈
[
0, 1

x0

)
de�niert, und somit nicht global de�niert.

Man beachte, dass die rechte Seite F : R→ R gegeben durch F (x) = x2 superlinear wächst.

Beispiel (Nichteindeutigkeit der Lösung).
Wir betrachten für die gesuchte Funktion x : [0, T )→ R das Anfangswertproblem{

ẋ(t) =
√
|x(t)|,

x(0) = 0.

Eine Lösung dieser Gleichung ist gegeben durch x(t) = 0 für alle t ≥ 0. Allerdings ist auch x(t) = 1
4 t

2

für t ≥ 0 eine Lösung. Die Situation ist sogar noch viel schlimmer: Für jedes a ≥ 0 ist die Funktion

xa(t) =

{
1
4(t− a)2 t ≥ a,
0 t < a,

eine Lösung des Anfangswertproblemes. Die Lösungen des Anfangswertproblemes sind also nicht ein-
deutig.

Man beachte, dass die rechte Seite F : R → R gegeben durch F (x) =
√
|x| bei x = 0 nicht di�eren-

zierbar (und auch nicht lokal Lipschitz-stetig ist).

41
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In diesem Kapitel werden wir daher die Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit, globaler Existenz von
Lösungen, und stetige Abhängigkeit von Anfangsdaten diskutieren.

Für die Existenztheorie gibt es zwei Resultate:
Einerseits der Satz von Peano, welcher unter der Annahme von Stetigkeit der rechten Seite der Di�e-
rentialgleichung Existenz (aber keine Eindeutigkeit!) von Lösungen liefert. Der Standardbeweis stützt
sich auf den Kompaktheitssatz von Arzelà�Ascoli für gleichmäÿig gleichgradig stetige Familien. Den
Satz von Peano werden wir nur im Anhang diskutieren.
Andererseits der Satz von Picard�Lindelöf, der unter der stärkeren Annahme von lokaler Lipschitz-
Stetigkeit der rechten Seite der Gleichung Existenz und Eindeutigkeit der Lösung liefert. Der Beweis
stützt sich auf eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes. Den Satz von Picard�Lindelöf und
seine Konsequenzen werden wir im folgenden diskutieren.

1. Der Banachsche Fixpunktsatz

Für den Beweis des Satzes von Picard�Lindelöf zur Kurzzeitexistenz von Lösungen werden wir den
Banachschen Fixpunktsatz aus der Analysis benötigen, welchen wir kurz wiederholen.

Definition 3.1 (Fixpunkt).
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei F : X → X eine Abbildung. Dann heiÿt x̄ ∈ X Fixpunkt der
Abbildung F , falls F (x̄) = x̄.

Der Banachsche Fixpunktsatz bezieht sich auf Kontraktion, dies sind Abbildungen, die die Distanz
zwischen zwei verschiedenen Punkten verkürzen.

Definition 3.2 (Kontraktion).
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung F : X → X heiÿt Kontraktion, falls eine Konstante
0 < η < 1 existiert, sodass für alle x, y ∈ X die Ungleichung

d(F (x), F (y)) ≤ η d(x, y)

gilt.

Der Banachsche Fixpunktsatz, welcher zuerst 1922 von Stefan Banach, bewiesen wurde, spielt eine
zentrale Rolle in einigen Beweis in der Analysis. Neben der untenstehenden Anwendung auf gewöhnliche
Di�erentialgleichungen ist auch der Beweis des Satzes über die inverse Abbildung und des Satzes über
implizite Funktionen zu nennen.

Theorem 3.3 (Banachscher Fixpunktsatz).
Sei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum, und sei F : X → X eine Kontraktion mit Kontrakti-
onskonstante η < 1. Dann hat die Abbildung F einen eindeutigen Fixpunkt, i.e. es existiert genau ein
x̄ ∈ X mit F (x̄) = x̄.

Weiterhin gilt für alle x0 ∈ X und die iterativ de�nierte Folge xk+1 = F (xk) für k ∈ N die Abschätzung

d(xk, x̄) ≤ ηkd(x0, x̄).

Beweis.

Zur Existenz: Sei x0 ∈ X beliebig. Wir de�nieren für n ∈ N rekursiv eine Folge (xn)n∈N0 mittels
xn+1 = F (xn) für n ∈ N0. Wir behaupten, dass (xn)n∈N0 eine Cauchy-Folge ist.

Zuerst beobachten wir für k ∈ N die Abschätzung

d(xk, xk+1) = d(F (xk−1, F (xk)) ≤ ηd(xk−1, xk) ≤ ηkd(x0, x1).

Damit schliessen wir für l ≥ k ∈ N mit der Dreiecksungleichung

d(xk, xl) ≤
l−1∑
j=k

d(xj , xj+1) ≤
l−1∑
j=k

ηjd(x0, x1) = ηk
l−1−k∑
j=0

ηjd(x0, x1) ≤ ηk

1− η
d(x0, x1).
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Da 0 < η < 1 gilt, folgt ηk → 0 für k → ∞. Sei nun ε > 0. Dann existiert N ∈ N, sodas d(xl, xl) < ε
für alle l ≥ k ≥ N . Somit ist (xn)n∈N0 eine Cauchy-Folge.

Da der metrische Raum (X, d) vollständig ist, hat die Cauchy-Folge (xn)n∈N0 einen Grenzwert x̄ ∈ X.
Da eine Kontraktion insbesonders stetig ist, schliessen wir

x̄ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

F (xn) = F
(

lim
n→∞

xn

)
= F (x̄).

Daher ist x̄ ∈ X ein Fixpunkt der Abbildung F .

Zur Eindeutigkeit: Seien x̄, ȳ ∈ X Fixpunkte, i.e. F (x̄) = x̄ und F (ȳ) = ȳ. Dann gilt

d(x̄, ȳ) = d(F (x̄), F (ȳ)) ≤ ηd(x̄, ȳ),

und somit
(1− η)d(x̄, ȳ) ≤ 0.

Da η < 1 gilt, folgt 1− η > 0, und mit der positiven De�nitheit der Metrik schliessen wir d(x̄, ȳ) = 0
und somit x̄ = ȳ. Daher ist der Fixpunkt eindeutig.

Zur Fehlerabschätzung: Wir beobachten iterativ

d(xk, x̄) = d(F (xk−1), F (x̄)) ≤ ηd(xk−1, x̄) ≤ ηkd(x0, x̄).

�

2. Existenz und Eindeutig mittels dem Satz von Picard�Lindelöf

Um für die gewöhnliche Di�erentialgleichungen u̇ = F (u) Lösungen der Regularitätsklasse C1 zu
erhalten, sollte die Funktion F zumindest stetig sein. Es stellt sich aber heraus, dass für die Existenz
und Eindeutigkeit von Lösungen die stärkere Annahme der lokalen Lipschitz-Stetigkeit natürlich ist.
Wir wiederholen die Begri�e:

Definition 3.4 (Lipschitz-Stetigkeit).
Seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume, und F : X → Y eine Abbildung. Dann ist F Lipschitz-

stetig, falls eine Konstante L ≥ 0 existiert, sodass wir für alle x, y ∈ X die folgende Abschätzung
haben:

dY (F (x), F (y)) ≤ LdX(x, y).

Insbesonders ist jede Lipschitz-stetige Funktion stetig und gleichmäÿig stetig. Die oben de�nierten
Kontraktionen sind ein Beispiel einer Lipschitz-stetigen Abbildung mit Lipschitz-Konstante L = η < 1.

Definition 3.5 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit).
Seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume, und F : X → Y eine Abbildung. Dann ist F lokal Lipschitz-

stetig, falls für alle x ∈ X eine o�ene Umgebung U ⊆ X existiert, sodass die Einschränkung F |U :
U → Y Lipschitz-stetig ist.

Falls X ein lokalkompakter Raum ist (z.B. der euklidische Raume Rm), dann ist F lokal Lipschitz-stetig,
genau dann wenn F Lipschitz stetig auf jeder kompakten Teilmenge K ⊆ X ist.

Wir bemerken, dass für eine o�ene Menge U ⊆ Rm jede Funktion F ∈ C1(U ;Rm) aufgrund des
Schrankensatzes lokal Lipschitz-stetig ist.

Der folgende zentrale Satz über die Kurzzeitexistenz von Lösungen zu gewöhnlichen Di�erentialglei-
chungen ist nun eine Konsequenz des Banachschen Fixpunktsatzes angewandt auf die Integralformu-
lierung

∀t ∈ [−δ, δ] : u(t) = u0 +

∫ t

0
f(u(s)) ds

des Anfangswertproblemes u̇(t) = F (u(t)) und u(0) = u0.
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Theorem 3.6 (Picard�Lindelöf; Kurzzeitexistenz).
Sei U ⊆ Rm o�en, u0 ∈ U und sei F : U → Rm eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Dann existiert
δ = δ(x0, F ) > 0 und eine eindeutige stetig di�erenzierbare Lösung u : [−δ, δ]→ Rm des Anfangswert-
problemes {

u̇(t) = F (u(t)),

u(0) = u0 ∈ U.

Beweis.

Sei u0 ∈ U . Da U ⊆ Rm o�en ist, existiert r0 > 0, sodass Br0(u0) ⊆ U , und es existiert L > 0, sodass
für alle v, w ∈ Br0(u0) aufgrund der lokalen Lipschitz-Stetigkeit die Abschätzung

|F (v)− F (w)| ≤ L|v − w|
gilt. Wir setzen C0 := Lr0 + |F (u0)|. Wir de�nieren δ > 0 durch

δ := min

{
r0

C0
,

1

2L

}
> 0.

Der Unterraum M ⊆ C0([−δ, δ];Rm) gegeben durch

M =

{
u ∈ C0([−δ, δ];Rm) : sup

−δ≤t≤δ
|u(t)− u0| ≤ r0

}
ist ein abgeschlossenere Unterraum der Banachraumes (C0([−δ, δ];Rm), ‖ ·‖∞), und somit ein vollstän-
diger metrischer Raum. Hier verwenden wir die kanonische Norm

‖u‖∞ = sup
−δ≤t≤δ

|u(t)|.

Wir de�nieren die Abbildung Φ : M → C0([−δ, δ];Rm) durch

Φ(v)(t) := u0 +

∫ t

0
F (v(s)) ds

für v ∈M und t ∈ [−δ, δ].

Behauptung 1: Für v ∈M gilt Φ(v) ∈M .
Wir haben für v ∈M die Abschätzung

|Φ(v)(t)− u0| =
∣∣∣∣∫ t

0
F (v(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0
|F (v(s))| ds ≤ δ sup

−δ≤t≤δ
|F (v(t)|.

Weiterhin gilt mit der Dreiecksungleichung, der lokalen Lipschitz-Stetigkeit und v ∈ M für alle s ∈
[−δ, δ] die Abschätzung

|F (v(s))| ≤ |F (v(s))− F (u0)|+ |F (u0)| ≤ L|v(s)− u0|+ |F (u0)| ≤ Lr0 + |F (u0)| = C0.

Damit gilt für alle t ∈ [−δ, δ] die Abschätzung
|Φ(v)(t)− u0| ≤ δC0 ≤ r0

und somit gilt Φ(v) ∈M .

Behauptung 2: Die Abbildung Φ : M →M ist eine Kontraktion.
Wir haben für v, w ∈M und t ∈ [−δ, δ] die Abschätzung

|Φ(v)(t)− Φ(w)(t)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0
(F (v(s)− F (w(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0
|F (v(s)− F (w(s))| ds

≤ L
∫ t

0
|v(s)− w(s)| ds ≤ δL sup

−δ≤t≤δ
|v(s)− w(s)|

≤ 1

2
‖v − w‖∞

nach Wahl der Existenzzeit δ > 0.
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Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildung Φ : M → M eine Kontraktion ist. Wir wenden den
Banachschen Fixpunktsatz, Theorem 3.3, an und erhalten einen eindeutigen Fixpunkt u ∈ M mit
Φ(u) = u. Dies bedeutet, dass wir für alle t ∈ [−δ, δ] die Gleichung

u(t) = u0 +

∫ t

0
F (u(s)) ds

erhalten. Insbesonders gilt u(0) = u0. Da u ∈ C0([−δ, δ];Rm) gilt, folgt F ◦ u ∈ C0([−δ, δ];Rm). Somit
liefert der Fundamentalsatz der Di�erential- und Integralrechnung u ∈ C1([−δ, δ];Rm). Di�erenzieren
der Gleichung liefert dann u̇(t) = F (u(t)) für alle t ∈ [−δ, δ].

Damit haben wir eine eindeutige stetig di�erenzierbare Lösung u : [−δ, δ]→ Rm des Anfangswertpro-
blemes konstruiert. �

Analysiert man den obigen Beweis und den Beweis des Banach'sche Fixpunktsatzes genauer, so sieht
man, dass der Beweis eine explizite Konstruktionsmethode liefert:

Bemerkung 3.7 (Picard-Iterationen).
Sei k ∈ N. Wir setzen u0(t) = u0 und iterativ

uk+1(t) = u0 +

∫ t

0
f(uk(s)) ds.

Dies liefert für δ > 0 hinreichend klein eine Folge von stetigen Funktion uk : [−δ, δ] → Rm. Die
Funktion uk werden auch als Picard-Iterationen bezeichnet.

Der obige Beweis zeigt, dass (uk)k∈N auf [−δ, δ] uniform gegen eine stetig di�erenzierbare Lösung
u : [−δ, δ]→ Rm des Anfangswertproblems u̇ = F (u) und u(0) = u0 ∈ U konvergiert.

Beispiel (Das Matrixexponential mit Picard-Iterationen).
Sei A ∈ Mat(m;R). Wir betrachten für eine gesuchte Funktion u : R→ Rm die gewönliche Di�erenti-
algleichung u̇ = Au mit Anfangswert u(0) = u0 ∈ Rm. Die Picard-Iteration uk : R → Rm (für k ∈ N)
erfüllen

uk+1(t) = u0 +

∫ t

0
Auk(s) ds.

Man berechnet zum Beispiel

u1(t) = u0 +

∫ t

0
Au0 ds = (id +At)u0,

u2(t) = u0 +

∫ t

0
Au1(s) ds =

(
id +At+

1

2
A2t2

)
u0,

u3(t) = u0 +

∫ t

0
Au2(s) ds =

(
id +At+

1

2!
A2t2 +

1

3!
A3t3

)
u0.

Mit Induktion schliesst man

uk(t) =

 k∑
j=0

tj

j!
Aj

u0

Somit folgt uk(t) → exp(tA)u0 für alle t ∈ R. Auf kompakten Teilintervallen [−L,L] ⊆ R ist die
Konvergenz uk → exp(·A)u0 sogar uniform.

Bemerkung 3.8 (Globale Lösungen für globale Lipschitz-Stetigkeit).
Wir betrachten das Anfangswertproblem u̇ = F (u) und u(0) = u0 ∈ Rm. Falls F : Rm → Rm (global)
Lipschitz-stetig ist, so erhalten wir ein δ > 0, welches nicht vom Anfangswert u0 ∈ Rm abhängt. Damit
können wir die Kurzzeitlösung u : [−δ, δ] → Rm durch Anwenden der Kurzzeitexistenz, Theorem 3.6,
iterativ zu einer Lösung uk : [−kδ, kδ] → Rm für k ∈ N erweitern. Schlussendlich erhalten wir eine
global de�nierte Lösung u : R→ Rm.
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Bemerkung 3.9 (Nichtautonome Gleichungen).
Eine Erweiterung auf nichtautonome Anfangswertprobleme u̇(t) = F (t, u(t)) und u(0) = u0 ∈ Rm
ist durch eine direkte Modi�kation des Beweises möglich. Dazu müssen wir vorraussetzen, dass für
U ⊆ Rm o�en die Funktion F : R × U → Rm stetig und bezüglich der zweiten Variable u ∈ U ⊆ Rm
lokal gleichmäÿig in t ∈ R lokale Lipschitz-stetig ist, i.e. für alle u0 ∈ Rm und für alle t0 ∈ R existieren
r0 > 0, T0 > 0 und L > 0, sodass für alle u, v ∈ Br0(u0) ⊆ U und alle t ∈ R mit |t − t0| < T0 die
folgende Abschätzung haben:

|F (t, u)− F (t, v)| ≤ L|u− v|.

Wir bemerken auch, dass man bei ausreichender Regularität in der Zeitvariable (z.B. falls (t, u) 7→
F (t, u) ∈ C1), die nichtautonome Gleichung u̇(t) = F (t, u(t)) für u : I → Rm auch in eine autonome
Gleichung v̇(t) = G(v(t)) für v : I → Rm+1 und G lokal Lipschitz-stetig umschreiben kann. Dann kann
man Theorem 3.6 zur Kurzzeitexistenz direkt anwenden.

Bemerkung 3.10 (Lösbarkeit in beide Richtungen und Vergleich mit PDE).
Das Anfangswertproblem für autonome Di�erentialgleichungen lässt sich für alle Anfangswerte u0 ∈ Rm
in beide Richtungen lösen, i.e. wir �nden Lösungen u : [−δ, δ] → Rm. Dies steht im Kontrast zur
Situation für partielle Di�erentialgleichungen (wie z.B. die Wärmeleitungsgleichung und die Wellen-
gleichung), welche sich für allgemeine Anfangsdaten (typischerweise) nur vorwärts in der Zeit lösen
lassen, i.e. man �ndet Lösungen u : [0, T )× Rm → R.

Als Vorbereitung für den Beweis der Eindeutigkeit auf groÿen Intervallen beweisen wir die Grönwallsche
Ungleichung. Diese Ungleichung (und ihre Integralversion) spielt eine fundamentale Rolle in der Theorie
der parabolischen und hyperbolischen partiellen Di�erentialgleichungen.

Lemma 3.11 (Grönwallsche Ungleichung).
Seien u, ψ : [0, T )→ R stetige Funktionen, und sei u di�erenzierbar auf (0, T ). Für alle t ∈ (0, T ) gelte
weiterhin die Di�erentialungleichung

u̇(t) ≤ ψ(t)u(t).

Dann gilt für alle t ∈ (0, T ) die Abschätzung

u(t) ≤ u(0) exp

(∫ t

0
ψ(s) ds

)
.

Beweis.

Der Beweis ist ein Vergleichsargument für gewöhnliche Di�erentialgleichungen:
Wir de�nieren v : [0, T ) → R als Lösung des Anfangswertproblemes v̇(t) = ψ(t)v(t) und v(0) = 1.
Dann gilt nach Kapitel 1 die Formel

v(t) = exp

(∫ t

0
ψ(s) ds

)
,

und somit auch v(t) > 0 auf [0, T ). Wir berechnen mit Hilfer der Quotientenregel und der Di�erentia-
lungleichung auf (0, T ) die Ungleichung

d

dt

u(t)

v(t)
=
u̇(t)v(t)− u(t)v̇(t)

v2(t)
=

1

v(t)
(u̇(t)− ψ(t)u(t)) ≤ 0.

Somit ist die Funktion t 7→ u(t)
v(t) monoton fallend auf [0, T ), und daher gilt

u(t)

v(t)
≤ u(0)

v(0)
, und somit u(t) ≤ u(0)v(t) = u(0) exp

(∫ t

0
ψ(s) ds

)
.

Dies beendet den Beweis der Grönwallschen Ungleichung. �

Der Beweis der Kurzzeitexistenz, Theorem 3.6, liefert Eindeutigkeit auf dem kleinem Interval [0, δ].
Lokale Lipschitz-Stetigkeit in Kombination mit der Groenwallschen Ungleichung liefert uns sogar Ein-
deutigkeit für das Anfangswertproblem auf einem langen Zeitinterval [0, T ):
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Theorem 3.12 (Picard�Lindelöf; Eindeutigkeit).
Sei U ⊆ Rm o�en, u0 ∈ U und sei F : U → Rm eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Gegeben seien
u, v : [0, T )→ U stetig di�erenzierbare Lösungen der Anfangswertprobleme{

u̇(t) = F (u(t))

u(0) = u0 ∈ U,
and

{
v̇(t) = F (v(t))

v(0) = u0 ∈ U,

Dann gilt u = v auf [0, T ).

Beweis.

Wir führen einen indirekten Beweis: Angenommen es existiert t ∈ (0, T ) mit u(t) 6= v(t). Wir setzen

τ = inf {t ∈ (0, T ) : u(t) 6= v(t)} .
Dann gilt nach De�nition des In�mum τ ∈ [0, T ). Weiterhin gilt u(τ) = v(τ). Denn falls u(τ) 6= v(τ),
existiert aufgrund von Stetigkeit ε > 0, sodass u(τ − ε) 6= v(τ − ε). Dies ist ein Widerspruch zur
De�nition von τ . Wir setzen w = u(τ) ∈ U .

Da w ∈ U gilt, und U ⊆ Rm o�en ist, existiert aufgrund der lokalen Lipschitz-Stetigkeit r > 0, sodass
B2r(w) ⊆ U und

|F (u)− F (w)| ≤ L|u− w|
für alle u ∈ U mit ‖u− w‖ ≤ r.

Da t 7→ u(t), v(t) stetige Funktion sind, existiert ε > 0, sodass τ + ε < T und u(t), v(t) ∈ Br(w) für
t ∈ [τ, τ + ε). Daher gilt für alle t ∈ [τ, τ + ε) auch die Ungleichung

|F (u(t))− F (v(t))| ≤ L|u(t)− v(t)|.

Wir beobachten, dass die Funktion t 7→ |u(t)− v(t)|2 di�erenzierbar auf t ∈ (τ, τ + ε) ist. Die Cauchy�
Schwarz-Ungleichung impliziert dann

d

dt
|u(t)− v(t)|2 = 2〈u(t)− v(t), u̇(t)− v̇(t)〉 ≤ 2〈u(t)− v(t), F (u(t))− F (v(t))〉

≤ 2|u(t)− v(t)| |F (u(t)− F (v(t))| ≤ 2L|u(t)− v(t)|2

für t ∈ (τ, τ + ε). Wir wenden die Grönwallsche Ungleichung auf die Funktion t 7→ |u(t) − v(t)|2 an.
Da u(τ) = v(τ) gilt, liefert diese u = v auf [τ, τ + ε).

Dies steht im Widerspruch zur De�nition von τ ∈ [0, T ), und somit muss die Annahme, dass u(t) 6= v(t)
für ein t ∈ (0, T ) gilt, falsch sein. Daher gilt u = v auf [0, T ). �

In vielen Situationen wollen wir die Di�erentialgleichungen für ein möglichst groÿes Zeitinterval lösen.
Dies ist der De�nition der maximalen Lösung encodiert.

Definition 3.13 (Maximale Lösung).
Sei U ⊆ Rm o�en, F : U → Rm eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei u0 ∈ U . Sei I ⊆ R ein
Interval. Dann heiÿt u : I → U maximale Lösung des Anfangswertproblems{

u̇(t) = F (u(t)),

u(0) = u0 ∈ Rm,

falls jede weitere Lösung v : J → U des Anfangswertproblem die Bedingungen J ⊆ I und u|J = v
erfüllt.

Für das maximale Existenzinterval der Lösung mit Anfangswert u0 ∈ U schreiben wir IMax(u0).

Proposition 3.14 (Existenz einer eindeutigen maximalen Lösung).
Sei U ⊆ Rm o�en, F : U → Rm eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei u0 ∈ U . Dann hat das
Anfangswertproblem {

u̇(t) = F (u(t)),

u(0) = u0 ∈ Rm,

eine eindeutige maximale Lösung u : IMax(u0)→ U .
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Beweis.

Wir setzen

IMax(u0) =

{
τ ∈ R : es existiert eine Lösung des obigen Anfangswertproblem,

welche auf einer o�enen Umgebung von τ ∈ R de�niert ist

}
.

Dann gilt nach Theorem 3.6 zur Kurzzeitexistenz [−δ, δ] ⊆ IMax(u0) und somit ist IMax(u0) nichtleer.

Weiterhin ist IMax(u0) ein Interval, da es eine Vereinigung von Intervallen ist, und dieses Interval
ist o�en. Angenommen IMax(u0) wäre ein halbo�enes oder abgeschlossenes Interval, z.B. IMax(u0) =
[−T, T ]. Dann liefert die Kurzzeitexistenz, Theorem 3.6, eine Lösung auf [−T − δ, T + δ]. Dies ist ein
Widerspruch zur De�nition von IMax(u0).

Abschliessend bemerken wir noch, dass zwei Lösungen des Anfangswertproblems auf ihrem gemeinsa-
men De�nitionsbereich aufgrund von Eindeutigkeit, Theorem 3.12, übereinstimmen. Damit haben wir
gezeigt, dass eine maximale Lösung u : IMax(u0)→ U existiert. �

Falls die maximale Lösung nicht für alle positiven Zeiten de�niert ist, so muss die maximale Lösung
zum Ende des Existenzintervals entweder zum Rand oder nach unendlich laufen:

Theorem 3.15 (Charakterisierung des Verhaltens der maximalen Lösung).
Sei U ⊆ Rm o�en, F : U → Rm eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei u0 ∈ U . Wir betrachten
die eindeutige maximale Lösung u : IMax(u0)→ U des Anfangswertproblems{

u̇(t) = F (u(t)),

u(0) = u0 ∈ Rm,

und schreiben IMax(u0) = (T−, T+) für T− ∈ [−∞, 0) und T+ ∈ (0,+∞].

Falls T+ <∞ gilt, so muss die Lösung für t→ T+ jede kompakte Teilmenge von U verlassen, i.e. für
jede kompakte Teilmenge K ⊆ U existiert τ < T+, sodass u(t) 6∈ K für alle t ∈ [τ, T+) gilt.

Beweis.

Sei T+ <∞, und sei K ⊆ U eine kompakte Teilmenge von U . Dann existiert r > 0 mit der Eigenschaft

dist(K;Rm\U) > 3r.

Da die Menge U2r(K) := {x ∈ U : dist(x,K) ≤ 2r} kompakt ist, existieren Konstanten M > 0 und
L > 0, sodass wir die Abschätzung

|F (x)| ≤M and |F (x)− F (y)| ≤ L|x− y|

für alle x, y ∈ U2r(K) haben. Wir setzen δ > 0 geeignet wie im Beweis der Kurzzeitexistenz nach
Picard�Lindelöf, Theorem 3.6.

Behauptung: Es gilt u(t) 6∈ K für t hinreichend nahe bei T+.
Wir verwenden ein indirektes Argument, um die Behauptung zu beweisen. Angenommen die Behaup-
tung ist falsch. Dann existiert eine Folge (tk)k∈N im Interval (T−, T+), sodass limk→∞ tk = T+, und
u(tk) ∈ K für alle k ∈ N gilt.

Da u(tk) ∈ K gilt, folgt nach Wahl B3r(tk) ⊆ U , und wir haben wie oben die Abschätzungen

|F (x)| ≤M and |F (x)− F (y)| ≤ L|x− y|

für alle x, y ∈ B2r(x(tk)). Entscheidend ist, dass die Konstanten in der Abschätzung unabhänging von
k ∈ N ist. Somit ist auch δ > 0 unabhängig von k ∈ N.

Nach dem Satz zur Kurzzeitexistenz von Picard�Lindelöf, Theorem 3.6 hat das Anfangswertproblem{
v̇k(t) = F (vk(t)),

vk(0) = v(tk)

eine eindeutige stetig di�erenzierbare Lösung vk : [−δ, δ]→ U , also gilt insbesonders [0, δ] ⊆ IMax(u(tk)).
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Daher lässt sich die Lösung u : [0, tk] → U zu einer Lösung wk : [0, tk + δ] → U erweitern. Wir
bemerken, dass u = wk auf dem gemeinsamen De�nitionsbereich nach der Eindeutigkeitsaussage von
Picard�Lindelöf, Theorem 3.12, gilt. Somit gilt [0, tk + δ] ⊆ IMax(u0).

Das maximale Existenzinterval ist gegeben durch IMax(u0) = (T−, T+), und daher gilt aufgrund der
Maximalität tk + δ < T+ für alle k ∈ N. Aber andererseits gilt limk→∞ tk = T+, und daher folgt
tk + δ > T+ für k ∈ N hinreichend groÿ. Dies ist ein Widerspruch, welcher die Behauptung, dass
u(t) 6∈ K für t hinreichend nahe bei T+ beweist. �

Als Konsequenz erhalten wir, dass für global de�nierte Funktionen F : Rm → Rm maximale Lösungen
mit T+ <∞ für t→ T+ �explodieren� müssen (�Blow-up� der Lösung der Di�erentialgleichung).

Korollar 3.16 (Maximale Lösungen auf Rm).
Sei F : Rm → Rm eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei u0 ∈ Rm. Wir betrachten die eindeutige
maximale Lösung u : IMax(u0)→ Rm das Anfangswertproblem{

u̇(t) = F (u(t)),

u(0) = u0 ∈ Rm,

und schreiben IMax(u0) = (T−, T+) für T− ∈ [−∞, 0) und T+ ∈ (0,+∞].

Falls T+ <∞ gilt, so folgt ‖u(t)‖ → ∞ für t→ T+.

Beweis.

Die Aussage ist eine direkte Konsequenz von Theorem 3.15 für das Verhalten der maximalen Lösung
im Falle T+ <∞.

Sei R > 0 beliebig. Dann ist BR(0) ⊆ Rm eine kompakte Menge, und somit existiert τR < T+ < ∞
mit der Eigenschaft u(t) 6∈ BR(0) für t ∈ [τR, T

+). Dies ist aber gerade die De�nition der Bewegung
‖u(t)‖ → ∞ für t→ T+. �

3. Der Fluss einer gewöhnlichen Di�erentialgleichung

Definition 3.17 (Fluss einer gewöhnlichen Di�erentialgleichung).
Sei U ⊆ Rm o�en, und sei F : U → Rm lokal Lipschitz-stetig. Sei IMax(u0) ⊆ R das maximale
Existenzinterval für das Anfangswertproblem{

u̇(t) = F (u(t)),

u(0) = u0 ∈ U.

Der De�nitionsbereich des Flusses der Di�erentialgleichung u̇ = F (u) ist gegeben durch

Ω = {(t, u) ∈ R× U : t ∈ IMax(u)} ,

und der dazugehörige Fluss Φ : Ω → U ist gegeben durch Φ(t, u0) = u(t), wobei t 7→ u(t) die Lösung
des obigen Anfangswertproblemes mit Anfangswert u(0) = u0 bezeichnet.

Wir schreiben auch Φt(u) := Φ(t, u).

Wir bemerken, dass der Fluss des Vektorfeldes F : U → Rm daher insbesonders die Di�erentialglei-
chung

d

dt
Φ(t, x) = F (Φ(t, x))

für alle (t, x) ∈ Ω löst.

Proposition 3.18. Sei U ⊆ Rm o�en, und sei F : U → Rm lokal Lipschitz-stetig. Sei Φ : Ω→ U der
Fluss der gewöhnlichen Di�erentialgleichung u̇ = F (u). Dann gilt

(1) Für alle u0 ∈ U gilt (0, u0) ∈ Ω und Φ(0, u0) = u0, i.e. Φ(0, ·) = id auf U .
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(2) Falls (s, u0) ∈ Ω und (t,Φ(s, u0)) ∈ Ω, so gilt auch (s+ t, u0) ∈ Ω und die Gruppeneigenschaft
Φ(s+ t, u0) = Φ(t,Φ(s, x0)).

Beweis.

Die erste Aussage folgt direkt aus De�nition, da jede Lösung des Anfangswertproblem u̇ = F (u) und
u(0) = u0 eben 0 ∈ IMax(u0) und u(0) = u0 erfüllt.

Für die zweite Aussage behaupten wir, dass die Funktionen t 7→ Φ(s + t, x0) und t 7→ Φ(t,Φ(s, x0))
das gleiche Anfangswertproblem lösen. Wir haben Φ(s+ t, x0)|t=0 = Φ(s, x0) und Φ(t,Φ(s, x0))|t=0 =
Φ(0,Φ(s, x0)) = Φ(s, x0) nach dem ersten Teil der Proposition. Weiterhin lösen beide Funktionen auch
die gleiche Di�erentialgleichung. Die Aussage folgt damit aus der Eindeutigkeitaussage des Satzes von
Picard�Lindelöf, Theorem 3.12. �

Beispiel (Fluss einer linearen Di�erentialgleichung).
Sei A ∈ Mat(m;R). Wir betrachten die lineare Di�erentialgleichung u̇ = Au. Dann ist die Lösung für
das Anfangswertproblem mit u(0) = u0 ∈ Rm gegeben durch u(t) = exp(tA)u0. Somit gilt IMax(u0) =
R, und damit Ω = R×Rm. Der Fluss ist gegeben durch Φ(t, u0) = exp(tA)u0. Die Gruppeneigenschaft
Φ(s+ t, u0) = Φ(t,Φ(s, u0)) spiegelt sich in der Identität exp((t+ s)A)u0 = exp(tA) exp(sA)u0 wieder.

Beispiel (Fluss einer nichtlinearen Di�erentialgleichung).
Wir betrachten für x : IMax(u0)→ R die Di�erentialgleichung ẋ = x2, deren Lösung durch

x(t) =
x0

1− x0t

gegeben ist. Der De�nitionsbereich des Flusses ist

Ω = {(t, x) ∈ R× R : tx < 1} ,
und der Fluss ist gegeben durch die obige Formel, i.e.

Φ(t, x0) =
x0

1− x0t
.

4. Stetige und di�erenzierbare Abhängigkeit von den Anfangsdaten

Für viele Anwendungen (z.B. in der Di�erentialgeometrie) ist die Regularität des Flusses von groÿer
Bedeutung. Zuerst beweisen wir, dass die Flussabbildung stetig ist.

Theorem 3.19 (Stetige Abhängigkeit von Anfangsdaten).
Sei U ⊆ Rn o�en und sei F : U → Rn lokal Lipschitz stetig. Dann ist der De�nitionsbereich Ω des
Flusses Φ : Ω→ Ω eine o�ene Menge, und die Flussabbildung Φ : Ω→ U ist stetig.

Es hilft sich erst das Argument für den global Lipschitz-stetigen Fall auf Rm klar zu machen. In
diesem Fall ist der De�nitionsbereich des Flusses Ω = R×Rm. Lipschitz-Stetigkeit in der Zeitvariable
auf kompakten Intervallen folgt dann aus dem Fundamentalsatz der Integral- und Di�erentialrechung,
während Lipschitz-Stetigkeit in der Ortsvariable aus der Grönwallschen Ungleichung wie im Beweis
von Theorem 3.6 folgt. Die Stetigkeitssaussage folgt dann aus der Dreiecksungleichung.

Beweis.

Sei (t0, x0) ∈ Ω. Wir wollen zeigen, dass σ > 0 existiert, sodass Bσ(t0, x0) ⊆ Ω gilt, und dass die
Abbildung Φ bei (t0, x0) ∈ Ω stetig ist.

Schritt 1: Setup und Lokalisation der Abschätzungen
Wir können annehmen, dass t0 ≥ 0 gilt, da der Fall t0 < 0 analog ist. Sei IMax(u0) ⊆ R das maximale
Existenzinterval. Dann gilt (t, x0) ∈ Ω für t ∈ [0, t0] ⊆ IMax(x0) und da IMax(x0) o�en ist, existiert
t1 > t0, sodass (t, x0) ∈ Ω für alle t ∈ [0, t1].

Da t 7→ Φ(t, x0) (i.e. Lösung für einen Anfangswert) stetig ist, und [0, t1] kompakt ist, folgt, dass

K := {Φ(t, x0) : t ∈ [0, t1]} ⊆ U
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eine kompakte Menge ist. Da U ⊆ Rm o�en ist, existiert r > 0, sodass

0 < 4r < dist(K,Rm\U).

Da die Menge U3r(K) := {x ∈ U : dist(x,K) ≤ 3r} ⊆ U kompakt ist, existieren Konstanten M > 0
und L > 0, sodass wir für alle x, y ∈ U3r die folgenden Abschätzungen haben:

(16) |F (x)| ≤M und |F (x)− F (y)| ≤ L|x− y|.

Schritt 2: Lokale Lipschitz-Stetigkeit in der Raumvariable

Lemma 3.20.
Sei y0 ∈ U , sodass |x0 − y0| ≤ e−t1Lr. Für alle 0 ≤ t ≤ t1 mit (t, y0) ∈ Ω gilt die Abschätzung

|Φ(t, x0)− Φ(t, y0)| ≤ 2eLt|x0 − y0|.

Beweis von Lemma 3.20.

Für x0 = y0 ist nichts zu zeigen. Daher nehmen wir an x0 6= y0. Wir geben ein indirektes Argument:
Angenommen es existiert t ∈ [0, t1], sodass (t, y0) ∈ Ω und

|Φ(t, x0)− Φ(t, y0)| > 2eLt|x0 − y0|.
Wir de�nieren

τ := inf{t ∈ [0, t1] : (t, y0) ∈ Ω und |Φ(t, x0)− Φ(t, y0)| > 2eLt|x0 − y0|}.
Da t 7→ Φ(t, x0) und t 7→ Φ(t, x0) stetige Funktionen sind, gilt 0 < τ ≤ t1, da die Abschätzung in der
Aussage für t = 0 erfüllt ist. Aufgrund der Minimalität von τ gilt weiterhin

(17) |Φ(τ, x0)− Φ(τ, y0)| = 2eLτ |x0 − y0|,
und auf dem Interval [0, τ ] gilt die Abschätzung

|Φ(t, x0)− Φ(t, y0)| ≤ 2eLt|x0 − y0|.
Weiterhin gilt für das Interval t ∈ [0, τ ] die Abschätzung

|Φ(t, y0)− Φ(t, x0)| ≤ 2eLt1 |x0 − y0| ≤ 2eLt1e−Lt1r = 2r.

Somit gilt Φ(t, y0) ∈ U2r(K) für t ∈ [0, τ ], und dies erlaubt uns die Abschätzung (16) auf [0, τ ] zu
verwenden.

Die Cauchy�Schwarz-Ungleichung liefert für t ∈ [0, τ ] die Abschätzung

d

dt
|Φ(t, x0)− Φ(t, y0)|2 = 2〈Φ(t, x0)− Φ(t, y0), F (Φ(t, x0))− F (Φ(t, y0))〉

≤ 2|Φ(t, x0)− Φ(t, y0)| · |F (Φ(t, x0)− F (Φ(t, y0))|
≤ 2L|Φ(t, x0| − Φ(t, y0)|2.

Mit der Grönwallschen Ungleichung folgt nach Ziehen der Wurzel

|Φ(τ, x0)− Φ(τ, y0)| ≤ eLτ |x0 − y0|.
Dies steht im Widerspruch zu Gleichung (17). Daher muss die Widerspruchsannahme falsch sein, und
die Aussage des Lemma folgt. �

Lemma 3.21.
Sei y0 ∈ U , sodass |x0 − y0| ≤ e−t1Lr. Dann gilt (t, y0) ∈ Ω für alle t ∈ [0, t1].

Beweis von Lemma 3.21.

Wir geben einen indirekten Beweis. Angenommen die Lösung t 7→ Φ(t, y0) existiert auf [0, β) für β ≤ t1.
Dann gilt mit Lemma 3.20 die Abschätzung

dist(Φ(t, y0),K) ≤ |Φ(t, y0)− Φ(t, x0)| ≤ 2eLt|x0 − y0| ≤ 2r

nach Wahl von y0 ∈ U . Daher ist t 7→ Φ(t, y0) in der kompakten Teilmenge U2r(K) von U enthalten.
Dies ist ein Widerspruch zur Charakterisierung der maximalen Existenzzeit, Theorem 3.15. �
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Schritt 3: Lokale Lipschitz-Stetigkeit in beiden Variablen

Lemma 3.22.
Sei y0 ∈ U , sodass |x0 − y0| ≤ e−t1Lr. Dann gilt für alle t ∈ [0, t1] die Abschätzung

|Φ(t0, x0)− Φ(t, y)| ≤ 2eLt|x0 − y0|+M |t0 − t|.

Beweis von Lemma 3.22.

Da Φ(t, x0) ∈ K für alle t ∈ [0, t1] folgt |F (Φ(t, x0)| ≤ M . Somit liefert der Fundamentalsatz der
Di�erential- und Integralrechnung

|Φ(t0, x0)− Φ(t, x0)| ≤
∫ t

0
|F (Φ(s, x0)) ds| ≤M |t0 − t|.

Andererseits liefert die Kombination von Lemma 3.20 und 3.21 für alle t ∈ [0, t1] die Abschätzung

|Φ(t, x0)− Φ(t, y0)| ≤ 2eLt|x0 − y0|.
Die Dreiecksungleichung liefert dann die Aussage. �

Schritt 4: Konklusion
Sei δ > 0, sodass t1 = t0 + δ. Dann haben wir in den vorherigen Schritten gezeigt, dass es eine o�ene
Umgebung

O = (t0 − ε, t0 + ε)×Bre−Lt1 (x0) ⊆ Ω.

von (t0, x0) in Ω gibt. Da die Restriktion Φ|O Lipschitz stetig ist, ist Φ insbesonders bei (t0, x0) stetig.
Dies beendet den Beweis. �

Als Vorbereitung für den Beweis der di�erenzierbaren Abhängigkeit von den Anfangswerten benötigen
wir die folgende Aussage:

Proposition 3.23.
Sei A : [0, T ]→ Mat(m;R) eine stetige matrixwertige Funktion. Dann existiert eine stetig di�erenzier-
bare matrixwertige Funktion M : [0, T ]→ Mat(m;R), sodass M ′(t) = A(t)M(t) und M(0) = idm.

Beweis.

Man kann die Aussage auf zwei Arten beweisen: Einerseits durch eine Anwendung der Version des Satzes
von Picard�Lindelöf für nichtautonome Gleichungen, andererseits direkt durch eine Picard�Iteration.
Wir werden letzteres durchführen.

Wir de�nieren für k ∈ N0 die matrixwertigen Funktionen Mk : [0, T ]→ Mat(m;R) durch

M0(t) = id,

Mk+1(t) = id +

∫ t

0
A(s)Mk(s) ds.

Da t 7→ A(t) stetig ist, existiert eine Konstante L > 0, sodass supt∈[0,T ] ‖A(t)‖Mat(m;R) ≤ L.

Behauptung: Für alle k ∈ N und t ∈ [0, T ] gilt die Abschätzung

sup
t∈[0,T ]

‖Mk(t)−Mk−1(t)‖Mat(m;R) ≤
(LT )k

k!
.

Der Beweis ist ein direkter Induktionsbeweis.

Damit bilden die matrixwertigen Funktion (Mk)k∈N eine Cauchy-Folge im Raum C([0, T ],Mat(m;R))
mit der Norm ‖M‖ = supt∈[0,T ] ‖M(t)‖Mat(m;R).

Da dieser Raum vollständig ist, exisiert der Grenzwert

M = lim
k→∞

Mk ∈ C([0, T ]; Mat(m;R)).
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Da die Konvergenz uniform auf [0, T ] ist, können wir in der Iterationsvorschrift den Grenzwert k →∞
bilden und unter das Integral ziehen, und erhalten

M(t) = id +

∫ t

0
A(s)M(s) ds

Dann gilt M(0) = id und der Fundamentalsatz der Di�erential- und Integralrechnung liefert, dass
M : [0, T ]→ Mat(m;R) stetig di�erenzierbar ist. Dies beweist die Aussage. �

Setzt man etwas mehr Regularität für das Vektorfeld F : U → Rm vorraus, so kann man partielle
Di�erenzierbarkeit der Flussabbildung in der Raumvariable zeigen.

Theorem 3.24 (Di�erenzierbare Abhängigkeit von Anfangsdaten).
Sei U ⊆ Rm o�en und sei F ∈ C1(U ;Rm) ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld. Sei Ω ⊆ R × U der
De�nitionsbereich und Φ der Fluss der Di�erentialgleichung u̇ = F (u).

Sei (t0, u0) ∈ Ω mit t0 ≥ 0. Wir schreiben u(t) = Φ(t, u0) für die Lösung mit Anfangswert u0 ∈ Rm,
setzen A(t) = DF (u(t)) ∈ Mat(m;R), sowie Ωt0 = {x ∈ U : (t0, x) ∈ Ω} ⊆ U . Sei weiterhin
M : [0, t0]→ Mat(m;C) die Lösung des Anfangswertproblems{

Ṁ(t) = A(t)M(t),

M(0) = id ∈ Mat(m;R).

Dann ist die Abbildung Φt0 : Ωt0 → U di�erenzierbar bei u0 ∈ U mit Ableitung

DΦt0(u0) = M(t0).

Beweis.

Sei u0 ∈ U . Ziel ist es den Grenzwert

lim
v→u0

|Φt0(u0)− Φt0(v)−M(t)(u0 − v)|
|u0 − v|

= 0

zu zeigen. Dazu schätzen wir den Nenner geeignet ab.

Schritt 1: Lokalisation
Sei ε > 0 gegeben. Wir setzen u(t) = Φt(u0). Da U ⊆ Rm o�en ist, und F : U → Rm stetig
di�erenzierbar ist, existiert ein Radius r > 0, sodass für alle t ∈ [0, t0]:

B2r(u(t)) ⊆ U und sup
v∈B2r(u(t))

‖DF (v)−A(t)‖ ≤ ε.

Integration der zweiten Ungleichung über das Liniensegment s 7→ (1 − s)v + su(t) liefert für alle
t ∈ [0, t0] und alle v ∈ B2r(u(t)) die Ungleichung

|F (u(t)− F (v)−A(t)(u(t)− v))| ≤ ε|u(t)− v|.

Die Stetigkeit des Flusses Φ (siehe Theorem 3.19) ergibt, dass δ ∈ (0, r) existiert, sodass für alle
v0 ∈ Bδ(u0) gilt

sup
t∈[0,t0]

|Φ(t, v0)− Φ(t, u0)| ≤ r.

Für v0 ∈ U mit 0 < |u0 − v0| ≤ δ setzen wir v(t) = Φ(t, v0). Dann gilt nach der letzten Beobachtung

sup
t∈[0,t0]

|v(t)− u(t)| ≤ r,

und somit nach der vorletzten Beobachtung für alle t ∈ [t, t0] die Abschätzung

(18) |F (u(t))− F (v(t))−A(t)(u(t)− v(t))| ≤ ε|u(t)− v(t)|.
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Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen t 7→ A(t) und t 7→ K(t) können wir Konstanten L,K > 0
wählen, sodass

sup
t∈[0,t0]

‖A(t)‖ ≤ L und sup
t∈[0,t0]

‖M(t)‖ ≤ K.

Schritt 2: Abschätzung der Ableitung des Nenners des Di�erenzialquotienten
Wir de�nieren nun die Hilfsfunktion Z : [0, t0]→ U durch

Z(t) = u(t)− v(t)−M(t)(u0 − v0).

Dies ist genau der Zähler des Di�erentialquotienten.

Lemma 3.25.
Für alle t ∈ [0, t0] gilt die Abschätzung

|Ż(t)| ≤ (L+ ε)|Z(t)|+ εK|u0 − v0|.

Beweis.

Wir beobachten

(19)
|u(t)− v(t)| = |u(t)− v(t)−M(t)(u0 − v0)|+ |M(t)(u0 − v0)|

≤ |Z(t)|+ ‖M(t)‖ |u0 − v0| ≤ |Z(t)|+K|u0 − v0|.

Damit berechnen wir die Zeitableitung

Ż(t) = u̇(t)− v̇(t)−A(t)M(t)(u0 − v0)

= F (u(t))− F (v(t))−A(t)(u(t)− v(t)) +A(t)(u(t)− v(t)−M(t)(u0 − v0)

= F (u(t))− F (v(t))−A(t)(u(t)− v(t)) +A(t)Z(t).

Mit den Abschätzungen (18) und (19) ergibt sich

|Ż(t)| ≤ |F (u(t))− F (v(t))−A(t)(u(t)− v(t))|+ |A(t)Z(t)|
≤ ε|u(t)− v(t)|+ ‖A(t)‖ |Z(t)| ≤ ε(K|u0 − v0|+ |Z(t)|) + L|Z(t)|
= εK|u0 − v0|+ (L+ ε)|Z(t)|.

�

Schritt 3: Abschätzung des Nenners des Di�erentialquotienten
Die Abschätzung an die Ableitung des Zählers erlaubt uns eine Version der Grönwallschen Ungleichung
zu verwenden, um eine Abschätzung an den Zähler zu erhalten.

Lemma 3.26.
Für alle t ∈ [0, t0] gilt die Abschätzung

|Z(t)|2 ≤ 1

3

ε2K2

(L+ ε)2
(exp(3(L+ ε)t)− 1) · |u0 − v0|2.

Beweis.

Wir berechnen mit der Cauchy�Schwarz-Ungleichung

d

dt
|Z(t)|2 = 2〈Z(t), ˙Z(t)〉 ≤ 2|Z(t)| | ˙Z(t)| ≤ 2εK|u0 − v0| |Z(t)|+ 2(L+ ε)|Z(t)|2.

Die Youngsche Ungleichung liefert

2εK|u0 − v0| |Z(t)| ≤ ε2K2(L+ ε)−1|u0 − v0|2 + (L+ ε)|Z(t)|2.

Daher
d

dt
|Z(t)|2 ≤ ε2K2(L+ ε)−1|u0 − v0|2 + 3(L+ ε)|Z(t)|2.
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Die Grönwallsche Ungleichung für Di�erentialungleichungen der Form η′(t) ≤ α(t) + β(t)η(t) mit
η(0) = |Z(0)| = 0 ergibt nun die Behauptung des Lemmas. �

Schritt 4: Konklusion
Mit Lemma 3.26 erhalten wir für alle v0 ∈ U mit 0 < |u0 − v0| ≤ δ die Abschätzung

|Φt0(u0)− Φt0(v0)−M(t)(u0 − v0)|2

|u0 − v0|2
=
|Z(t0)|2

|u0 − v0|2

≤ 1

3

ε2K2

(L+ ε)2
(exp(3(L+ ε)t0)− 1) · |u0 − v0|2.

Da ε > 0 beliebig ist, gilt

lim
v→u0

|Φt0(u0)− Φt0(v)−M(t)(u0 − v)|
|u0 − v|

= 0.

Dies beendet den Beweis. �

5. Der Satz von Liouville

Schlussendlich wollen wir als Anwendung noch einen Satz von Liouville über den Phasenraum beweisen:
Der Fluss von Vektorfeldern, die divergenzfrei sind, ist volumenerhaltend.

Proposition 3.27 (Ableitung der Determinante).
Sei M : R → Mat(m;R) eine stetig di�erenzierbare matrixwertige Funktion, und sei A : R →
Mat(m;R) eine stetige matrixwertige Funktion. Angenommen es gilt M ′(t) = A(t)M(t) für alle t ∈
[0, T ]. Dann gilt

d

dt
detM(t) = trA(t) detM(t).

Korollar 3.28 (Zeitentwicklung der Determinante).
Sei M : R → Mat(m;R) eine stetig di�erenzierbare matrixwertige Funktion, und sei A : R →
Mat(m;R) eine stetige matrixwertige Funktion. Angenommen es gilt M ′(t) = A(t)M(t) für alle t ∈
[0, T ]. Dann gilt

detM(t) = detM(0) exp

(∫ t

0
trA(s) ds

)
.

Beweis.

Die Di�erentialgleichung der Determinante t 7→ detM(t), welche in Proposition 3.27 berechnet wurde,
ist eine skalare lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung. In Kapitel 1, Proposition 1.3, haben wir
die Lösung einer solchen Gleichung hergeleitet. Damit folgt die Aussage. �

Theorem 3.29 (Erhaltung des Phasenvolumen, Liouville).
Sei U ⊆ Rm o�en, und F ∈ C1(U ;Rm) divergenzfrei, i.e. divF (u) = trDF (u) = 0 für alle u ∈ U .
Dann ist der Fluss Φ : Ω→ U volumenerhaltend, i.e. es gilt für alle (t, u) ∈ Ω, dass detDΦt(u) = 1.

Beweis.

Sei (t0, u0) ∈ Ω. Wir setzen u(t) = Φ(t, u0) und A(t) = DF (u(t)). Dann gilt nach Theorem 3.24, dass
DΦt(x0) = M(t0), wobei t 7→M(t) die Lösung des Anfangswertproblemes{

Ṁ(t) = A(t)M(t),

M(0) = id,

auf [0, t0] ist. Da das Vektorfeld F ∈ C1(U ;Rm) divergenzfrei auf U ist, folgt trA(t) = 0 auf [0, t0].
Damit liefert Korollar 3.28 die Gleichheit

det Φt(x0) = detM(t) = detM(0) = 1.

Dies beweist die Aussage. �





KAPITEL 4

Analyse von Gleichgewichtspunkten

In den folgenden De�nitionen 4.1, 4.2, 4.3 und 4.4 nehmen wir an, dass U ⊆ Rm eine o�ene Teilmenge
des euklidischen Raumes Rm ist und F : U → Rm eine lokal Lipschitz stetige Funktion. Wir betrachten
die gewöhnliche Di�erentialgleichung u̇ = F (u), und den dazugehörigen Fluss Φ : Ω ⊆ [0,∞)×U → U .

Definition 4.1 (Gleichgewichtspunkt).
Ein Punkt ū ∈ U heiÿt Gleichgewichtspunkt, falls F (ū) = 0.

Definition 4.2 (Stabiler Gleichgewichtspunkt).
Ein Punkt ū ∈ U heiÿt stabiler Gleichgewichtspunkt für falls für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert,
sodass für alle Anfangsdaten u ∈ Bδ(ū) und alle Zeiten t ≥ 0 die Relation Φt(u) ∈ Bε(ū) gilt.

Definition 4.3 (Asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt).
Ein Punkt ū ∈ U heiÿt asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt, falls ū ∈ U ein stabiler
Gleichgewichtspunkt ist, und falls δ > 0 existiert, sodass für alle Anfangsdaten u ∈ Bδ(ū) der Grenzwert
limt→∞Φt(u) = ū erfüllt ist.

Definition 4.4 (Exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt).
Ein Punkt ū ∈ U heiÿt exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt, falls ein Radius δ > 0, und
Konstanten α > 0 und C > 0 existieren, sodass für alle Anfangsdaten u ∈ Bδ(ū) die Abschätzung
|Φt(u)− ū| ≤ C exp(−αt) gilt.

Proposition 4.5.
Sei U ⊆ Rn o�en, und F : U → Rn ein lokal Lipschitz stetiges Vektorfeld. Weiterhin sei u ∈ U ein
Gleichgewichtspunkt für die Di�erentialgleichung u̇ = F (u). Dann gelten die Implikationen:

u ∈ U exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt =⇒ u ∈ U asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt

=⇒ u ∈ U stabiler Gleichgewichtspunkt

=⇒ u ∈ U Gleichgewichtspunkt.

Im Allgemeinen gilt keine der Umkehrungen der obigen Implikationen.

Beweis.

Dies ist eine direkte Konsequenz der obigen De�nitionen. �

1. Stabilitätsanalyse mittels der Linearisierung

Theorem 4.6 (Kriterium für asymptotische Stabilität).
Sei U ⊆ Rm o�en, F : U → Rm stetig di�erenzierbar, und betrachte die gewöhnliche Di�erential-
gleichung u̇ = F (u) mit Gleichgewichtspunkt ū ∈ U . Falls alle Eigenwerte der Matrix A = DF (ū)
negativen Realteil haben, dann ist der Gleichgewichtspunkt ū asymptotisch stabil.

Beweis.

Schritt 1 � Reduktion
Durch eine Translation können wir uns ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf den Fall 0 ∈ U und
ū = 0 ∈ U zurückziehen.

Schritt 2 � Konvergenz Φt(v)→ 0 entlang einer Folge
Da alle Eigenwerte von A = DF (ū) negativen Realteil haben, folgt mit Korollar 2.23 die Asymptotik
exp(tA)→ 0 für t→∞. Daher existiert τ > 0, sodass ‖ exp(τA)‖ ≤ 1

4 .
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Da t 7→ A(t) = DF (Φt(ū)) = DF (ū) konstant ist, folgt, dassM(t) = exp(tA) die Lösung des Anfangs-
wertproblem Ṁ(t) = AM(t) mitM(0) = id. Daher gilt nach Theorem 3.24 über die Di�erenzierbarkeit
des Flusses

DΦt(0) = exp(τA).

Weiterhin liefert die Di�erenzierbarkeit des Flusses die Asymptotik

Φτ (v) = Φτ (0) +DΦτ (0)v +R(v) mit
R(v)

|v|
→ 0 für v → 0.

Dies impliziert die Existenz von r > 0, sodass

|Φτ (v)− exp(τA)v| ≤ 1

4
|v|

für alle v ∈ Br(0). Somit für alle v ∈ Br(0) auch

|Φτ (v)| ≤ |Φτ (v)− exp(τA)v|+ | exp(τA)v| ≤ 1

2
|v|.

Dies impliziert Φτ (v) ∈ Br(0) für v ∈ Br(0). Mittels Iteration erhalten wir für k ≥ 0 die Ungleichung

|Φkτ (v)| ≤ 2−k|v|.

Damit wissen wir, dass es eine Folge (kτ)k≥0 von Zeiten gibt, sodass die Lösung zurück zu ū konvergiert.

Schritt 3 � Volle Konvergenz Φt(v)→ 0
Sei nun ε ∈ (0, r). Wir bemerken [0, τ ]×Br(0) ⊆ Ω. Da die Flussabbildung nach Theorem 3.19 stetig
ist, und [0, τ ] kompakt ist, folgt für alle v ∈ Bδ(0) die Abschätzung

sup
t∈[0,τ ]

|Φt(v)| ≤ sup
t∈[0,τ ]

|Φ(t, v)− Φ(t, 0)| < ε.

Daher gilt für alle k ≥ 0, t ∈ [0, τ ] und v ∈ Bδ(0) die Ungleichung

|Φkτ+t(v)| = |Φkτ (Φt(v))| ≤ 2−k|Φt(v)| ≤ 2−kε.

Für v ∈ Bδ(0) schliessen wir für alle t ≥ 0 die Inklusion Φt(v) ∈ Bε(0). Damit ist ū = 0 ein stabiler
Gleichgewichtspunkt.

Die obige Abschätzung liefert noch limt→∞Φt(v) = 0. Dies zeigt, dass ū = 0 ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt ist. �

Theorem 4.7 (Kriterium für Instabilität).
Sei U ⊆ Rn o�en, F : U → Rm stetig di�erenzierbar, und betrachte die gewöhnliche Di�erentialglei-
chung u̇ = F (u) mit Gleichgewichtspunkt ū ∈ U . Falls ein Eigenwert der Matrix A = DF (ū) positiven
Realteil hat, dann ist der Gleichgewichtspunkt ū nicht stabil.

Beweis.

Der Beweis dieser Aussage ist grundsätzlich ähnlich wie der Beweis von Theorem 4.6, allerdings deut-
lich technischer. Wir verweisen den geneigten Leser auf Theorem 4.6. in den Vorlesungsnotizen von
S. Brendle. �

Beispiel (Ein eindimensionales Beispiel).
Wir betrachten für u : I ⊆ R→ R die Di�erentialgleichung u̇ = u− u3. Dann sind die Gleichgewichts-
punkte gegeben durch u− = −1, u0 = 0 und u+ = 1. Für F (u) = u − u3 gilt F ′(u) = 1 − 3u2, und
somit sind die Linearisierungen gegeben durch

A− = F ′(u−) = 1− 3(−1)2 = −2 < 0,

A0 = F ′(u0) = 1− 3(0)2 = 1 > 0,

A+ = F ′(u+) = 1− 3(1)2 = −2 < 0.

Nach dem Stabilitätskriterium, Theorem 4.6, sind die Gleichgewichtspunkte u− = −1 und u+ = 1
asymptotisch stabil, während nach dem Instabilitätskriterium, Theorem 4.7, der Gleichgewichtspunkt
u0 = 0 nicht stabil ist.
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2. Lyapunow-Funktionen

Sei U ⊆ Rm o�en, F : U → Rm stetig di�erenzierbar, und betrachte die autonome gewöhnliche
Di�erentialgleichung u̇ = F (u) mit Gleichgewichtspunkt ū ∈ U .

Theorem 4.8 (Erstes Kriterium von Lyapunow).
Sei ū ∈ U ein Gleichgewichtspunkt der Di�erentialgleichung u̇ = F (u); und sei r > 0 ein Radius,
sodass Br(ū) ⊆ U . Weiterhin sei L : Br(ū) → R eine stetig di�erenzierbare Funktion, sodass ū ∈ U
ein striktes lokales Minimum ist und für alle u ∈ Br(ū) die Ungleichung 〈DL(u), F (u)〉 ≤ 0 gilt. Dann
ist der Gleichgewichtspunkt ū ∈ U stabil.

Beweis.

Da ū ∈ Br(ū) ein striktes lokales Minimum der Funktion L ist, existiert ein Radius σ > 0, sodass die
Ungleichung L(ū) < L(u) für alle u ∈ Bσ(ū)\{ū} gilt.

Sei nun ε ∈ (0, r) gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von L existierten η ∈ (0, ε) und δ ∈ (0, η), sodass

L(ū) < sup
u∈Bδ(ū)

L(u) < inf
u∈∂Bη(ū)

L(u).

Um Stabilität des Gleichgewichtpunkt ū ∈ U zu zeigen, beweisen wir nun, dass für alle t ≥ 0 und alle
u0 ∈ Bδ(ū) bereits Φt(u0) ∈ Bη(ū) ⊆ Bε(ū) gilt.

Wir geben ein indirektes Argument: Sei u0 ∈ Bδ(ū), and angenommen es existiert t > 0, sodass
Φt(u0) 6∈ Bη(ū). Wir setzen

τ = inf {t ≥ 0 : Φt(u0) 6∈ Bη(ū)} .
Dann gilt τ > 0 und Φτ (u0) ∈ ∂Bη(ū) aufgrund von Stetigkeit der Abbildung t 7→ Φt(u0).

Für u0 ∈ Bδ(u0) berechnen wir nun mit der Kettenregel

d

dt
L(Φt(u0)) =

〈
DL(Φt(u0)),

d

dt
Φt(u0)

〉
= 〈DL(Φt(u0)), F (Φt(u0))〉 ≤ 0.

für alle t ∈ (0, τ). Daher ist die Funktion t 7→ L(Φt(u0)) monoton fallend auf [0, τ ]. Somit gilt

inf
u∈∂Bη(ū)

L(u) ≤ L(Φτ (u0)) ≤ L(u0) ≤ sup
u∈Bδ(ū)

L(u).

Dies ist ein Widerspruch. Somit muss Φt(u0) ∈ Bη(ū) ⊆ Bε(ū) für alle t ≥ 0 gelten. �

Beispiel (Eine Lyapunow-Funktion für den harmonischen Oszillator).
Der harmonischen Oszillator u : R→ R2 gegeben durch

u̇ = F (u) =

(
0 1
−ω2

0 0

)
u

hat den Gleichgewichtspunkt ū = (0, 0) ∈ R2. Wir betrachten die Funktion L : R2 → R gegeben durch

L(u1, u2) =
1

2
ω2

0u
2
1 +

1

2
u2

2

und berechnen

〈DL(u), F (u)〉 =

〈(
ω2

0u1

u2

)
,

(
u2

−ω2
0u1

)〉
= 0

für alle u ∈ R2. Es gilt auch L(u1, u2) > 0 für alle u ∈ R2\(0, 0), somit ist ū = (0, 0) ∈ R2 ein
striktes Minimum. Eine Anwendung des ersten Kriteriums von Lyapunow, Theorem 4.8, liefert nun,
dass der Gleichgewichtspunkt ū = (0, 0) ∈ R2 stabil ist. Die Funktion L stellt (bis auf ein Vielfaches)
die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators dar.

Theorem 4.9 (Zweites Kriterium von Lyapunow).
Sei ū ∈ U ein Gleichgewichtspunkt der Di�erentialgleichung u̇ = F (u); und sei r > 0 ein Radius,
sodass Br(ū) ⊆ U . Weiterhin sei L : Br(ū)→ R eine stetig di�erenzierbare Funktion, sodass ū ∈ U ein
striktes lokales Minimum ist und für alle u ∈ Br(ū)\{u} die strikte Ungleichung 〈DL(u), F (u)〉 < 0
gilt. Dann ist der Gleichgewichtspunkt ū ∈ U asymptotisch stabil.
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Beweis.

Aus dem ersten Kriterium von Lyapunow, Theorem 4.8, folgt direkt, dass der Gleichgewichtspunkt ū
stabil ist. Daher existiert δ ∈ (0, r/2), sodass Φt(u) ∈ Br/2(ū) für alle t ≥ 0 und alle u ∈ Bδ(ū) gilt.

Wir geben ein indirektes Argument, um asymptotische Stabilität zu zeigen: Angenommen es existiert
u0 ∈ Bδ(ū), sodass lim supt→∞ |Φt(u0)− ū| > 0. Dann existiert eine Folge (tk)k∈N mit tk ≥ 0, tk →∞,
sodass lim infk→∞ |Φtk(u0)− ū| > 0.

Da die Folge (Φtk(u0))k∈N in der kompakten Teilmenge Br/2(ū) ⊆ U ⊆ Rm enthalten ist, existiert
nach dem Satz von Bolzano�Weierstraÿ eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (Φtk(u0))k∈N
bezeichnen, sodass limk→∞Φtk(u0) = v0 ∈ Br/2(ū)\{ū}.

Da insbesonders 〈DL(u), F (u)〉 ≤ 0 auf Br(ū) gilt, schliessen wir mit der selben Rechnung wie im
Beweis des ersten Kriteriums von Lyapunow, Theorem 4.8, dass die Funktion t 7→ L(Φt(u0)) für alle
u0 ∈ Bδ(ū) monoton fallend ist. Daher existiert der Grenzwert L∞ := limt→∞Φt(u0).

Mit der Stetigkeit des Flusses, Theorem 3.19, der Stetigkeit der Lyapunow-Funktion L, und der Beob-
achtung, dass R×Bδ(u0) ⊆ Ω, schliessen wir nun

L(Φt(v0)) = L

(
Φt

(
lim
k→∞

Φtk(u0)

))
= lim

k→∞
L(Φt(Φtk(u0))) = lim

k→∞
L(Φt+tk(u0)) = L∞

für alle t ≥ 0. Daher ist die Funktion t 7→ L(Φt(v0)) konstant. Somit gilt nach Di�erentation

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L(Φt(v0)) = 〈DL(v0), F (v0)〉.

Da ū 6= v0 gilt, ist dies ein Widerspruch zur Annahme 〈DL(v), F (v)〉 < 0 für alle v0 ∈ Br(ū)\ū. �

Beispiel (Der gedämpfte harmonische Oszillator).
Der gedämpften harmonischen Oszillator u : R→ R2 gegeben durch

u̇ = F (u) =

(
0 1
−ω2

0 −2β

)
u

hat den Gleichgewichtspunkt ū = (0, 0). Wir betrachten wie oben die Funktion L : R2 → R

L(u1, u2) =
1

2
ω2

0u
2
1 +

1

2
u2

2

welche die Gesamtenergie des Systems darstellt, und berechnen

〈DL(u), F (u)〉 =

〈(
ω2

0u1

u2

)
,

(
u2

−ω2
0u1 − 2βu2

)〉
= −2βu2

2 ≤ 0

für alle u ∈ R2. Das erste Kriterium von Lyapunow liefert nun, dass der Gleichgewichtspunkt ū = (0, 0)
stabil ist. Das zweite Kriterium von Lyapunow ist nicht anwendbar, um asymptotische Stabilität zu zei-
gen; aber der Gleichgewichtspunkt ū = (0, 0) ist asymptotisch stabil nach dem Linearisungskriterium,
Theorem 4.6, da Re(λj) = −β < 0 für die Eigenwerte gilt.

Im obigen Beispiel gilt die strikte Ungleichung 〈DL(u), F (u)〉 < 0 auf der o�enen und dichten Teilmenge
A = {u ∈ R2 : u2 6= 0} ⊆ R2, aber das zweite Kriterium von Lyapunow ist nicht anwendbar. Eine
solche Situation tritt häu�ger auf, und oft reicht eine Verfeinerung, das Invarianzprinzip von LaSalle,
um dennoch asymptotische Stabilität zu zeigen.

3. Gradientensysteme

Sei U ⊆ Rm o�en, und sei F : U → Rm ein lokal Lipschitz stetiges Vektorfeld.

Definition 4.10 (Gradientensystem).
Die autonome Di�erentialgleichung u̇ = F (u) ist ein Gradientensystem, falls eine stetig di�eren-
zierbare Funktion V : U → R mit F (u) = −DV (u) existiert.
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Proposition 4.11 (Lyapunow-Funktionen für Gradientensysteme I).
Sei u̇ = −DV (u) ein Gradientensystem, und sei ū ∈ U ein striktes lokales Minimum der Funktion
u 7→ V (u). Dann ist ū ∈ U ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweis.

Da der Punkt ū ∈ U ein lokales Minimum für die Funktion V ist, ist er insbesonders ein kritischer
Punkt. Damit gilt F (ū) = −DV (ū) = 0, und somit ist ū ∈ U ein Gleichgewichtspunkt.

Da u̇ = F (u) ein Gradientensystem ist, erhalten wir für alle u ∈ U die Abschätzung

〈DV (u), F (u)〉 = −|DV (u)|2 ≤ 0.

Da ū ∈ U ein striktes lokales Minimum für die Funktion V ist, folgt aus dem erstem Kriterium von
Lyapunow, Theorem 4.8, dass ū ∈ U ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. �

Proposition 4.12 (Lyapunow-Funktionen für Gradientensystem II).
Sei u̇ = −DV (u) ein Gradientensystem, und sei ū ∈ U ein striktes lokales Minimum der Funktion
u 7→ V (u). Falls ū ∈ U ein isolierter Gleichgewichtspunkt ist, dann ist u ∈ U ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt.

4. Hamiltonsche Systeme

Definition 4.13 (Hamiltonsche Systeme).
Sei U ⊆ R2m o�en, und F : U → R2m ein lokal Lipschitz stetiges Vektorfeld. Wir betrachten die Matrix
J ∈ Mat(2m;R) gegeben durch

J =



0 1
−1 0

0 1
−1 0

. . .

0 1
−1 0


.

Eine autonome Di�erentialgleichung u̇ = F (u) heiÿt Hamiltonsches System, falls stetig di�eren-
zierbare Funktion H : U → R mit F (u) = JDH(u) existiert. Die Funktion H wird Hamiltonsche
Funktion genannt.

Der harmonische Oszillator u : R→ R2 gegeben durch

u̇ =

(
0 1
−ω2

0 0

)
u =

(
u2

−ω2
0u1

)
ist ein Beispiel für ein Hamiltonsches System. Eine Hamiltonsche Funktion H : R2 → R ist gegeben
durch H(u1, u2) = 1

2ω
2
0u

2
1 + 1

2u
2
2 und somit gilt

JDH(u1, u2) =

(
0 1
−1 0

)(
ω2

0u1

u2

)
=

(
u2

−ω2
0u1

)
.

Definition 4.14 (Erhaltungsgröÿe).
Sei u : I ⊆ R→ U eine stetig di�ererenzierbare Funktion, die die Di�erentialgleichung u̇ = F (u) löst.
Dann ist eine Funktion E : I → R eine Erhaltungsgröÿe, falls

d

dt
E(u(t)) = 0

für alle t ∈ I gilt.

Proposition 4.15.
Sei u̇ = F (u) ein Hamiltonsches System mit F (u) = JDH(u). Dann ist die Hamiltonsche Funktion
eine Erhaltungsgröÿe.
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Beweis.

Mit der Kettenregel berechnet man für eine Lösung t 7→ u(t) der Di�erentialgleichung

d

dt
H(u(t)) = 〈DH(u(t)), u̇(t)〉 = 〈DH(u(t)), JDH(u(t))〉 = 0,

wobei wir die Schiefsymmetrie der Matrix J ∈ Mat(2m;R) in der letzten Gleichung ausgenutzt haben.
�

Proposition 4.16.
Sei u̇ = F (u) mit F (u) = JDH(u) ein Hamiltonsches System. Falls die Funktion bei ū ∈ U ein striktes
Minimum annimmt, so ist ū ∈ U ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweis.

Der Punkt ū ∈ U ist ein lokales Minimum für die Funktion H, und somit auch ein kritischer Punkt.
Damit gilt F (ū) = JDH(ū) = 0, und somit ist ū ∈ U ein Gleichgewichtspunkt.

Aufgrund der Schiefsymmetrie der Matrix J ∈ Mat(2m;R) gilt

〈DH(u), F (u)〉 = 〈DH(u), JDH(u)〉 = 0.

Somit ist u 7→ H(u) eine Lyapunow-Funktion. Mit dem ersten Kriterium von Lyapunow, Theorem 4.8,
folgt, dass ū ∈ U ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. �

Proposition 4.17.
Sei u̇ = F (u) mit F (u) = JDH(u) ein Hamiltonsches System mit H ∈ C2(U). Dann ist der Fluss
volumenerhaltend, i.e. für alle (t, u) ∈ Ω gilt detDΦt(u) = 1.

Beweis.

Die Regularitätsannahme liefert F ∈ C1(U). Wir berechnen:

divF (u) =
2m∑
i=1

∂iFi(u) =
2m∑
i,j=1

∂i(Jij∂jH(u)) =
2m∑
i,j=1

Jij∂i∂jH(u) = 0,

wobei wir die Symmetrie der Matrix D2H ∈ Mat(2m;R) in Kombination mit der Schiefsymmetrie der
Matrix J ∈ Mat(2m;R) ausgenutzt haben.

Die Aussage folgt nun aus dem Theorem von Lioville, Theorem 3.29. �



ANHANG A

Normalformen für Matrizen

1. Diagonalisierbare Matrizen

Definition A.1 (Eigenwerte, Eigenvektoren, und Eigenräume).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann heiÿt λ ∈ C Eigenwert der Matrix A, falls v ∈ Cm\{0} existiert, sodass
Av = λv. Eine solche Lösung v ∈ Cm\{0} nennt man Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert λ.
Der Untervektorraum E(λ) ⊆ Cm gegeben durch

E(λ) = ker(A− λ id) = {v ∈ Cm : Av = λv}

heiÿt Eigenraum zum Eigenwert λ.

Definition A.2 (Charakteristisches Polynom einer Matrix).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann heiÿt das Polynom 1 pA : C→ C gegeben durch

pA(λ) := det(A− λ id)

das charakteristisches Polynom der Matrix A.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind gerade die Eigenwerte der Matrix A ∈ Mat(m;C).
Da wir Matrizen über dem Körper der komplexen Zahlen C betrachten, zerfällt nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra jedes Polynom in Linearfaktoren:

pA(λ) = (−1)m
k∏
j=1

(λ− λj)νj

wobei λj ∈ C und νj ∈ N mit ν1 + · · ·+ νk = m. Die Vielfachheit νj wird als algebraische Vielfach-
heit alg(λj) des Eigenwertes λj ∈ C bezeichnet. De�nieren wir die geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes λj durch geo(λj) := dimE(λj), so gilt immer die Ungleichung 1 ≤ geo(λj) ≤ alg(λj).

Definition A.3 (Diagonalisierbare Matrizen).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann heiÿt die Matrix A diagonalisierbar, falls eine Diagonalmatrix D ∈
Mat(m;C) und eine invertierbare Matrix P ∈ Mat(m;C) existieren, sodass A = PDP−1.

Die Matrix A ∈ Mat(2;R) gegeben durch

A =

(
0 1
0 0

)
ist nicht diagonalisierbar, und sie hat den Eigenwert λ = 0 mit algebraischer Vielfachheit 2 und
geometrischer Vielfachheit 1.

Die folgende Aussage liefert eine Charakterisierung der diagonalisierbaren Matrizen:

Theorem A.4 (Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit).
Sei A ∈ Mat(m;C) mit Eigenwerten λ1, . . . , λk mit algebraischen Vielfachheiten ν1, . . . , νk, sodass
ν1 + · · ·+νk = m. Dann ist die Matrix A genau dann diagonalisierbar, falls für alle 1 ≤ j ≤ k gilt, dass

1Streng genommen sollten wir hier zwischen der Polynomfunktion pA : C → C und dem Polynom pA ∈ R[λ] unter-
schieden. Da wir über dem Körper der komplexen Zahlen C arbeiten, sind diese Konzepte aber in direkter Korrespondenz

� und wir werden daher den Begri� Polynom auf für die Polynomfunktion verwenden.
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algebraische Vielfachheit und geometrische Vielfachheit übereinstimmmen, i.e. alg(λj) = geo(λj).
Insbesonders erhalten wir falls A diagonalisierbar ist, eine Zerlegung von Cm in Eigenräume von A:

Cm =

k⊕
j=1

E(λj), wobei dimE(λj) = geo(λj) = alg(λj).

Korollar A.5 (Matrizen mit charakteristischen Polynomen mit einfachen Nullstellen).
Sei A ∈ Mat(m;C), sodass das charakteristische Polynom pA in einfache Nullstellen zerfällt, i.e.

pA(λ) = (−1)m
m∏
j=1

(λ− λj)

für λj 6= λk für j 6= k. Dann ist die Matrix A ∈ Mat(m;C) diagonalisierbar, und es gilt die Zerlegung

Cm =

m⊕
j=1

E(λj).

von Cm in Eigenräume, wobei dimE(λj) = 1 für alle 1 ≤ j ≤ m gilt.

2. LN�Zerlegung

Nun wollen wir den allgemeinen Fall diskutieren. Dazu de�nieren wir eine Verallgemeinerung von
Eigenräumen und Eigenvektoren.

Definition A.6 (Hauptraum und Hauptvektoren).
Sei A ∈ Mat(m;C) eine Matrix mit charakteristischem Polynom pA, welches in der Form

pA(λ) = (−1)m(λ− λ1)ν1 . . . (λ− λk)νk

mit Eigenwerten λ1, . . . , λk ∈ C und Multiplizitäten ν1, . . . νk ∈ N mit ν1 + · · · + νk = m faktorisiert.
Wir de�nieren den Hauptraum (auch verallgemeinerter Eigenraum) zum Eigenwert λ ∈ C durch

H(λj) = ker(A− λj id)νj = {v ∈ Cm : (A− λj id)νjv = 0} .

Elemente v ∈ H(λj)\{0} werden Hauptvektoren (auch verallgemeinerte Eigenvektoren) genannt.

Für diagonalisierbare Matrizen A ∈ Mat(m;C) haben wir eine Zerlegung von Cm in Eigenräume der
Matrix. Die Hauptraumzerlegung liefert eine analoge Aussage für den allgemeinen Fall.

Theorem A.7 (Hauptraumzerlegung).
Sei A ∈ Mat(m;C) eine Matrize mit charakteristischem Polynom pA mit Eigenwerten λ1, . . . , λk ∈ C
mit Multiplizitäten ν1, . . . , νk ≥ 1, sodass ν1 + · · ·+νk = m. Dann induziert A die Hauptraumzerlegung

Cm = H(λ1)⊕ · · · ⊕ H(λk).

Dies bedeutet, dass für jedes v ∈ Cm eindeutige Vektoren wj ∈ H(λj) (wobei 1 ≤ j ≤ k) existieren,
sodass v = w1 + · · ·+ wk.

Definition A.8 (Nilpotente Matrizen).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann heiÿt die Matrix A nilpotent, falls Am = 0.

Korollar A.9 (Charakterisierung nilpotenter Matrizen).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Die Matrix A ist nilpotent, i.e. Am = 0.
(2) Es existiert ein 1 ≤ k ≤ m, sodass Ak = 0.
(3) Alle Eigenwerte λ ∈ C der Matrix A sind null.
(4) Das charakteristische Polynom der Matrix A ist gegeben durch pA(λ) = (−1)mλm.
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Beweis.

(1) =⇒ (2): Dies ist direkt, indem man k = m wählt.
(2) =⇒ (3): Sei λ ∈ C Eigenwert mit Eigenvektor v ∈ Cm\{0}. Dann gilt Av = λv und somit

0 = Akv = λkv.

Dies impliziert, λk = 0, da v 6= 0, und somit folgt λ = 0.
(3) =⇒ (4): Aus der Faktorisierung

pA(λ) = (−1)m
k∏
j=1

(λ− λj)νj

folgt die Aussage mit λj = 0 für alle 1 ≤ j ≤ k direkt.
(4) =⇒ (1): Der Satz von Cayley�Hamilton liefert pA(A) = 0Mat(m;C) und somit gilt nach Vorrausset-
zung

0 = pA(A) = (−1)mAm.

�

Theorem A.10 (Existenz der LN-Zerlegung).
Sei A ∈ Mat(m;C). Dann existieren Matrizen L,N ∈ Mat(m;C) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) die Matrix L ∈ Mat(m;C) ist diagonalisierbar,
(2) die Matrix N ∈ Mat(m;C) ist nilpotent,
(3) die Matrizen L und N kommutieren, i.e. [L,N ] = LN −NL = 0,
(4) es gilt A = L+N .

Weiterhin sind die Matrizen L,N ∈ Mat(m;C) (bis auf Permutationsmatrizen) eindeutig bestimmt.

Beweis.

Existenz der LN-Zerlegung:
Sei dazu pA das charakteristische Polynom der Matrix A, welches wir in der Form

pA(λ) = (−1)m
k∏
j=1

(λ− λj)νj

faktorisieren, wobei λ1, . . . , λk ∈ C die Eigenwerte mit Multiplizitäten ν1, . . . νk ∈ N mit ν1 + · · ·+νk =
m sind. Nach Theorem A.7 gibt es eine Hauptraumzerlegung

Cm = H(λ1)⊕ · · · ⊕ H(λk), wobei H(λj) = ker(A− λj id)νj .

Wir de�nieren eine lineare Abbildung T : Cm → Cm wie folgt: Für w ∈ H(λj) setzen wir T (w) = λjw.
Wir erweitern diese Abbildung mittels der Hauptraumzerlegung v = w1 + · · ·+wk auf Cm, i.e. T (v) =
λ1w1 + · · · + λkwk. Sei L ∈ Mat(m;C) die Matrixdarstellung dieser Abbildung. Nach Konstruktion
gilt ker(L − λj id) = ker(A − λj id)νj . für die Eigenräume der Matrix L und die Haupträume der
Matrix A. Insbesonders folgt mit der Hauptraumzerlegung für A von oben eine Zerlegung von Cm
durch Eigenräume der Abbildung L:

Cm = ker(L− λ1 id)⊕ · · · ⊕ ker(L− λk id).

Nach der Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit folgt, dass die Matrix L diagonalisierbar ist, i.e.
Eigenschaft (1) in Theorem A.10.

Wir behaupten, dass die Matrizen A und L kommutieren. Aufgrund der Hauptraumzerlegung und
Linearität genügt es zu zeigen, dass ALwj = LAwj für alle wj ∈ H(λj). Nach Konstruktion von L
gilt Lwj = λjwj . Andererseits gilt auch (A− λj id)Awj = A(A− λj id)wj , und daher durch Induktion
(A − λj id)νjAwj = A(A − λj id)νjwj = 0. Somit gilt Awj ∈ ker(A − λj id)νj . Nach Konstruktion der
Abbildung L gilt dann LAwj = λjAwj . Somit gilt

LAwj = λjAwj = A(λjwj) = ALwj .

Daher kommutieren die Matrizen A und L.
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Wir de�nieren N := A − L. Nach De�nition gilt A = L + N , und somit Eigenschaft (3) in Theorem
A.10. Wir berechnen

LN = L(A− L) = LA− L2 = AL− L2 = (A− L)L = NL.

Somit folgt LN = NL und damit Eigenschaft (4) in Theorem A.10.

Es bleibt Eigenschaft (2) in Theorem A.10 zu zeigen, i.e. die Nilpotenz von N .

Aufgrund der Hauptraumzerlegung genügt es wieder Nmwj = 0 für wj ∈ H(λj) zu zeigen. Nach
Konstruktion von N und L gilt Nwj = Awj − Lwj = (A− λj id)wj , i.e. Nwj ∈ ker(A− λj). Iterativ
folgt N rwj ∈ ker(A− λj)r für alle 1 ≤ r ≤ n. Nach De�nition des Hauptraumes H(λj) folgt

Nmwj = (A− λj id)mwj = (A− λj id)n−νj (A− λj id)νjwj = 0.

Dies beweist die Nilpotenz von N , und daher Eigenschaft (2) von Theorem A.10. Dies beendet den
Beweis der Existenz.

Eindeutigkeit der LN-Zerlegung:
Für die Eindeutigkeitsaussage verweisen wir auf Abschnitt 2.3 in den Vorlesungsnotizen von S. Brendle.

�

Korollar A.11 (Berechnung des Matrixexponentials mit der LN-Zerlegung).
Sei A ∈ Mat(m;C) mit LN -Zerlegung A = L+N . Dann gilt für alle t ∈ R

exp(tA) = exp(tL) ·
m−1∑
j=0

tj

j!
N j .

Falls D = diag(λ1, . . . , λm) ∈ Mat(m;C) eine Diagonalmatrix, und P ∈ Mat(m;C) eine invertierbare
Matrix ist, sodass L = PDP−1, so gilt

exp(tA) = P


exp(λ1t) 0 . . . 0

0 exp(λ2t) 0 0
... 0

. . . 0
0 . . . 0 exp(λmt)

P−1 ·
m−1∑
j=0

tj

j!
N j .

Beweis.

Sei A ∈ Mat(m;C). Dann existiert nach Theorem A.10 eine LN -Zerlegung A = L + N , und es
gilt insbesonders LN = NL. Nach Proposition 2.9 für das Matrixexponential von kommutierenden
Matrizen gilt exp(tA) = exp(tL) exp(tN). Da die Matrix N in der LN -Zerlegung nach Konstruktion
nilpotent mit Nm = 0 ist, gilt

exp(tN) =
∞∑
j=0

tj

j!
N j =

m−1∑
j=0

tj

j!
N j .

Dies zeigt die erste Aussage.

Die zweite Aussage folgt aus der Rechenregel für das Matrixexponential ähnlicher Matrizen, Lemma
2.7, und aus der Rechenregel für das Matrixexponential von Diagonalmatrizen, Lemma 2.5. �



ANHANG B

Erweiterungen zur Existenztheorie

1. Der Satz von Peano

Theorem B.1 (Existenzsatz von Peano).
Sei U ⊆ Rm o�en, x0 ∈ U , und sei F : U → Rm ein stetiges Vektorfeld. Dann existiert δ = δ(x0, F ) > 0
und eine stetig di�erenzierbare Funktion x : (−δ, δ)→ U , welche das Anfangswertproblem{

ẋ(t) = F (x(t))

x(0) = x0 ∈ U

auf dem Interval (−δ, δ) löst.
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