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KAPITEL 1

Elementare Differentialgleichungen und erste Beobachtungen

In diesem Kapitel werden wir zuerst drei elementare Lésungsmethoden fiir einfache, aber fundamentale
Differentialgleichungen besprechen.

Anschliessend werden wir die Klassifikation von gewohnlichen Differentialgleichungen besprechen, die
als Leuchturm fiir die Auswahl der korrekten Losungsmethode dient. Zum Abschluss besprechen wir die
Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung, die fiir eine Vereinheitlichung und Vereinfachung
der theorethischen Diskussion sorgt.

1. Elementar integrierbare Differentialgleichungen

Die einfachste Klasse von Differentialgleichungen sind elementar integrierbare Differentialgleichungen:
Sei J C R ein Interval, f : J — R eine gegebene stetige Funktion, und =z : J — R eine gesuchte
Funktion. Wir betrachten die Differentialgleichung

(1) () = f(2).
Das Vorgehen wird am Besten anhand von mehreren Beispielen aus der Physik illustriert:

(1) Eine eindimensionale Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit vg € R wird durch die Diffe-
rentialgleichung &(t) = vg beschrieben. Um die Losung dieser Differentialgleichung zu finden,
beobachten wir mit dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung die Glei-
chung

¢ ¢
z(t) — z(0) = / x(s) ds = / vo ds = vpt.
0 0
Mit dem Anfangswert x(0) = zp € R ist die Losung gegeben durch
x(t) = xo + vot.

Dieses Beispiel tritt fiir Korper in uniformer Bewegung auf.

(2) Eine eindimensionale Bewegung mit vorgeschriebener Geschwindigkeit ¢ — v(¢) wird durch
die Differentialgleichung #(t) = v(t) beschrieben. Wiederum impliziert der Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung die Gleichung

x(t)—a:(()):/otﬁc(s) ds:/otv(s) ds.

Daher ist die Losung fiir den Anfangswert z(0) = 2o gegeben durch

x(t) = g +/0 v(s) ds.

Dieses Beispiel tritt in der Diskussion des freien Fall mit newtonscher Reibung auf, z.B. beim
Fallschirmspringen. Mehr dazu im Abschnitt iiber separierbare Gleichungen.

(3) Eindimensionale Bewegungen mit konstanter Beschleunigung ag € R werden durch Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung von der Form Z(t) = ag beschrieben. Fiir die Lésung wenden
wir den Fundamentalsatz der Integral- und Differentialgleichung zweimal an. Zuerst gilt

#(t) — #(0) = /Otge(s) ds = /Ot a0 ds = aot.

5



6 1. ELEMENTARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND ERSTE BEOBACHTUNGEN

Daher haben wir mit dem Anfangswert (0) = vy € R fiir die Geschwindigkeit die Gleichung
%(t) = vo + aot.
Eine weitere Anwendung des Fundamentalsatz der Integral- und Differentialgleichung liefert
t t
1
z(t) — z(0) = / #(s) ds = / (vo + aps) ds = vot + iaotQ.
0 0
Mit der Anfangsbedingung z(0) = x¢ fiir die Position finden wir

1
x(t) = xo + vot + Zapt?.

2
Der freie Fall im (homogenen) Gravitationsfeld der Erde wird beschrieben durch die Beschleu-
nigung ap = —g, wobei g > 0 die Graviationskonstante des (homogenen) Graviationsfeldes

der Erde ist.

(4) Bewegungen mit vorgeschriebener Beschleunigung t — a(t) werden durch die Differentialglei-
chung #(t) = a(t) beschrieben. Die erste Anwendung des Fundamentalsatzes der Differential-
und Integralrechnung liefert

z(s) — x(0) = /OS a(r) dr.

Umstellen und verwenden der Anfangsbedingung #(0) = vp € R liefert

&(s) = vo + /Ot a(r) dr.

Eine weitere Integration unter Benutzung des Fundamentalsatz der Differential- und Integral-
rechnung liefert

z(t) = g -l-/o #(s) ds

:x0+/(]t<vg+/osa(r)dr>ds
:x0+vot+/0t </Osa(r) dr) ds,

wobei wir den Anfangswert x(0) = zg € R verwendet haben.

Wir haben den Losungsprozess fiir Gleichungen erster und zweiter Ordnung illustriert. Der Prozess fiir
hohere Ordnungen funktioniert analog.

Der Losungsprozess fiir eine gewohnliche Differentialgleichung wird in Anlehnung an das obige Vorgehen
oft Integration der Differentialgleichung genannt — sogar wenn keine Integration im Losungspro-
zess sichtbar ist.

Die Losungsmethode Separation der Variablen, welche spéter vorgestellt wird, funktioniert mit
einem dhnlichen Vorgehen fiir eine wichtige Klasse nichtlinearer Gleichungen.

2. Skalare lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Die Differentialgleichung
(2) i(t) = ax(t)
fir eine unbekannte Funktion z : R — R und a € R ist eine weitere einfache und fundamentale

Differentialgleichung.

Diese Differentialgleichung tritt zum Beispiel beim exponentiellen Wachstum (a > 0) oder beim radio-
aktiven Zerfall (a < 0) auf.

ProOPOSITION 1.1.
FEine Funktion x : R — R lost die Differentialgleichung (2) genau dann, wenn x(t) = cexp(at) fir eine
Konstante ¢ € R gilt.
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BEWEIS.
Sei  : R — R eine beliebige Losung der Differentialgleichung (2). Wir betrachten die Hilfsfunktion
z: R — R gegeben durch z(t) = exp(—ta)x(t). Dann folgt mit der Produktregel und der Differential-
gleichung (2) die Gleichung

d d

%z(t) == (exp(—ta)x(t)) = exp(—ta)(z'(t) — ax(t)) = 0.
Daher schliessen wir, dass die Funktion ¢ — z(t) konstant ist, i.e. es existiert ¢ € R, sodass z(t) = ¢
fiir alle t € R. Umstellen ergibt x(t) = cexp(at) fiir alle ¢ € R.

Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass x(t) = cexp(at) fiir eine Konstante ¢ € R und alle
t € R gilt. Differenzieren liefert 2/(t) = caexp(at) = az(t). Somit erfiillen diese Funktionen die
Differentialgleichung. Dies beendet den Beweis. (]

PROPOSITION 1.2.
Sei tg € R und a € R. Betrachte fiir eine unbekannte Funktion x : R — R das Anfangswertproblem

3) { z(t) = ax(t),

z(to) = xo € R.

Dann hat dieses Anfangswertproblem die eindeutige Losung x(t) = xgexp(a(t — tp)).

BEWEIS.
Der erste Teil des Beweises von Proposition 1.1 liefert, dass xz(t) = cexp(at) fir ein ¢ € R. Die
Bedingung z(t9) = o impliziert dann, dass o = cexp(atp). Umstellen liefert ¢ = g exp(—atp), und
somit x(t) = xgexp(a(t — tp)).
Wie im Beweis von Proposition 1.1 rechnet man direkt nach, dass die Funktion z(¢) = xg exp(a(t—to))
das Anfangswertproblem (3) 16st. O

Im néchsten Schritt betrachten wir eine etwas allgemeinere Differentialgleichung. Sei J C R ein Interval,
to € J und sei a : J — R eine stetige Funktion. Wir betrachten fiir eine gesuchte Funktion = : J — R
das Anfangswertproblem
A &(t) = a(t)x(t),

( ) l’(to) =129 € R.
PROPOSITION 1.3.

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblem (4) ist gegeben durch

(5) 2(t) = exp < /tt a(s) ds> z0.

Wir motivieren zuerst die Form der obigen Losung: Die Losung x(t) = exp(at)z fiir die gew6hnliche
Differentialgleichung #(t) = az(t) legt den Amnsatz z(t) = Cexp(g(t)) fiir die Differentialgleichung
%(t) = a(t)z(t) nahe. Einsetzen in die Gleichung liefert

0 =a(t) —a(t)z(t) = Cexp(g(t)) [9(t) — a(t)] .
Aber die Differentialgleichung ¢(t) = a(t) mit der Wahl des Anfangswertes g(tp) = 1 ist elementar
integrierbar, und daher mit den Methoden aus dem vorherigen Abschnitt 16sbar.

BEWEIS.
Wir betrachten fiir eine beliebige Losung x : J — R die Hilfsfunktion

+(t) = exp <— /t:a(s) ds) (1),

Dann gilt z(tg) = z(to) = zo. Differenzieren liefert

2(t) = exp <— /: als) ds> (@(t) — a(t)z(t)) = 0.



8 1. ELEMENTARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND ERSTE BEOBACHTUNGEN

Damit ist die Funktion t — z(t) konstant. Daher gilt fiir ¢ € R die Gleichung x(t) = cexp (— ftto a(s) ds).
Der Anfangswert z(tg) = z¢ liefert auch noch ¢ = zy.
Fiir die andere Richtung verifiziert man direkt mit dem Fundamentalsatz der Integral- und Differenti-

alrechnnung, dass die Funktion aus Gleichung (5) das Anfangswertproblem (4) 16st. O

Als Beispiel betrachten wir auf J = (0, c0) das Anfangswertproblem

H(t) = Jo(0),
z(l)=1

Mit der obigen Losungsformel erhalten wir die Losung z : (0,00) — R gegeben durch

2(t) = exp (/j ! ds) 2(1) = exp(Int) - 1 = £,

S

Wir verallgemeinern die Differentialgleichung weiter, indem wir eine Inhomogenitdt auf der rechten
Seite hinzufiigen. Sei J C R ein Interval, {p € J und seien a, f : J — R stetige Funktionen. Wir
betrachten fiir eine gesuchte Funktion x : J — R das Anfangswertproblem

(©) { #(t) = a(t)x(t) + f(1),

x(t0> =x9 € R.

PROPOSITION 1.4.
Die eindeutige Losung des Anfangswertproblem (6) ist gegeben durch

(7) (1) = exp < /t;a(s) ds> <x0+ /: exp (_ /t:a(r) dr) f(s)ds).

BEWEIS.
Sei z : J — R eine Losung des Anfangswertproblem (6). Wie in den vorherigen Beweisen betrachten

wir die Hilfsfunktion
t
z(t) = exp (—/ a(s) ds) x(t)
to

mit z(tp) = x(to) = xo. Durch die analoge Rechnung zum vorherigen Beweis erhalt man die Differen-

tialgleichung
t
2(t) = exp (—/t a(s) ds> f(t).

Dies ist eine elementar integrierbare Differentgleichung mit Losung

2(t) = w9 + /t:exp (- /t:a(r) dr) F(s)ds.

Umstellen liefert die gesuchte Losungsformel (7).

Die Umkehrrichtung folgt wie in den vorherigen Beweisen durch direktes Nachrechnen. O

Als Beispiel betrachten wir auf J = R das Anfangswertproblem

i(t) = ta(t) + 2,
z(0) = 1.

Zur Loésung verwenden wir die obige Losungsformel. Zuerst berechnen wir

t t 1
/ a(r) dr = / rdr = =t%
0 0 2



3. SEPARATION DER VARIABLEN 9

o (5 (11 [ (oo (1) ).

wobei sich das Integral im zweiten Term nicht durch elementare Funktionen ausdriicken ldsst.

Damit folgt

3. Separation der Variablen

Separierbare Gleichungen sind eine Klasse von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung,
die in geschlossener Form (wenn auch teilweise nur in impliziter Form) 16sbar sind. Diese treten oft in
der Physik, insbesondere im Zusammenhang mit Erhaltungssitzen wie der Energieerhaltung, auf.

Separierbarkeit ist ein Konzept fiir Differentialgleichungen der Form
(8) i(t) = F(t, x(t)),
wobei J C R ein offenes Interval ist, F' : J x R — R eine gegebene Funktion ist, und = : J — R eine

gesuchte Funktion ist.

DEFINITION 1.5 (Separierbare gewohnliche Differentialgleichungen).
Die gewchnliche Differentialgleichung (8) heifit separierbar, falls die rechte Seite F': J x R — R als
Produkt

F(t,z) = g(t)h(z)
zweter Funktionen geschrieben werden kann, wobei eine Funktion nur von der Variable t € J abhdngt
und die andere Funktion nur von der Variable © € R abhdngt.

Insbesonders sind Differentialgleichungen der Form & = F(x), die auch autonome Differentialgleichun-
gen genannt werden (vgl. der Abschnitt iiber Klassifikation), separierbar.

Weitere Beispiele separarierbarer Differentialgleichungen sind gegeben durch
g1(t) = a()yi(t) und  go(t) = t(1+ya(1)*);

wahrend die Differentialgleichungen

g3(t) = cos(tys(t)) und gu(t) =t (ya(t) + tyi(1))
nicht separierbar sind.
Separierbare Gleichungen tauchen in allerlei Anwendungen auf: Der radioaktive Zerfall und das expo-
nentielle Wachstum sind durch die separierbare Differentialgleichungen

Yy = ay,

mit a € R beschrieben. Natiirlich ist diese Gleichung auch mit den Methoden aus dem vorherigen

Abschnitt 16sbar.

Die nichtlineare Differentialgleichung (mit Parametern o > 0 und K > 0)

i=a(1-—)z
heifst logistische Differentialgleichung - sie taucht in der Populationsdynamik, in der Linguistik, in
der Autokatalyse in der Chemie, oder im Zusammenhang mit der Fermi-Distribution in der Physik auf.

Eine weitere grofe Klasse an Beispielen liefern Bewegungen in eindimensionalen Potentialen in der
Physik. Die separierbare Differentialgleichung ist dann gegeben durch
2F

T = E—U(x),

wobei EY € R die Energie ist, m > 0 die Masse und U : R — R die Potentialfunktion. Ein konkretes
Beispiel ist das Kepler—Problem (i.e. die Bewegung eines Planeten im Graviationsfeldesder Sonne),
welches auf eine Differentialgleichung des obigen Typs reduziert werden kann.
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Abschliessend fiithren Losungen einer partiellen Differentialgleichung mit hoher Symmetrie oft auf se-
parierbare Differentialgleichungen. Ein Beispiel ist die Differentialgleichung fiir den Ricci-Fluss

0 .
7g(t7 ZL') = —2 R‘lcg(t) (t7 .fL'),

ot
welche sich fiir sphirisch symmetrische Losungen auf die gewohnliche Differentialgleichung
d , 1
—r2(t) = =2~ 7 (t) = ———
G0 =2t = .

fiir die gesuchte Funktion r : [0,7") — (0, co) reduziert.

3.1. Lésungsmethode fiir separierbare gewdhnliche Differentialgleichungen.
Fiir separierbare gewthnliche Differentialgleichungen gibt es eine direkte Losungsmethode, welche zu-
mindest eine implizit definierte Lésung findet. Wir betrachten fiir I, J C R und tg € I, J das Anfangs-
wertproblem

(9)

x(t(]) =xp €R

{wwwwwmm

fiir eine gegebene stetige Funktion g : J — R mit tg € J, eine gegebene stetige Funktion h : R — R,
und eine gesuchte Funktion = : I — R.

Im ersten Schritt betrachten wir die Grofe h(xp). Es gibt zwei Félle:

Falls h(zg) = 0 konnen wir die Variablen nicht separieren, aber eine Losung (und je nach Regularitét
der rechten Seiten auch die eindeutige Losung) ist gegeben durch z(t) = x¢ fiir alle ¢ € [ty, ).

Falls h(xo) # 0, so existiert bei Stetigkeit der Funktion h ein Interval J C I, sodass h(z(t)) # 0 fiir
alle t € J. Dann diirfen wir fiir alle t € J durch h(z(t)) dividieren. Dies ergibt

B(s) _ i
h((s)) = g(s),

wobei wir den Namen der Variablen von ¢ in s gedndert haben.

Im néchsten Schritt integrieren wir beide Seiten von ¢y nach ¢ beziiglich der Variablen s € R:

/f: h(ix(fs))) ds = /t: g(s) ds.

Das Integral auf der linken Seite kann mit der Substitutionsregel fiir Integrale umgeschrieben werden:

PROPOSITION 1.6.
Sei ¢ : [a,b] — [c,d] eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢(a) = ¢ und ¢(b) = d. Dann gilt fir jede
stetige Funktion f : [c,d] — R die Formel

d b
/f@mz/fwmwww

Falls H eine Stammfunktion von % ist, und G eine Stammfunktion von G ist, so gelten nach dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung die Gleichungen

:E(t) 1 t
/ —— du = H(z(t)) — H(xo), und / g(s) ds = G(t) — G(0).
x(0) h(u) 0
Daher folgt
H(x(t)) — H(wo) = G(t) — G(to)-
Dies ist eine implizite Lésung des obigen Anfangswertproblem.

Zumindest auf formaler Ebene kénnen wir unsere Lésung in der Form
z(t) = H ' (H(zo) + G(t) — G(to))

ausdriicken. Manchmal haben wir Gliick und es ist moglich, diesen Ausdruck nach der gesuchten
Funktion x : I — R aufzulésen — und dies ergibt dann eine explizite Losung des Anfangswertproblem.
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BeisPIEL (Eine andere Perspektive auf lineare skalare Differentialgleichungen).
Sei I CRund a: I — R eine gegebene stetige Funktion. Wir betrachten fiir eine gesuchte Funktion
x: I — R das Anfangswertproblem

Falls g # 0, gibt es ein Interval J C I, sodass x(t) # 0 fiir t € J. Daher diirfen wir auf der rechten
Seite dividieren und erhalten

i(s)—as ~ tas s = Fi(s) s = z(t)l u = nux(t)—n|$(t)‘ —nx(t)
v == [atas= [ TEas= [T =l = 8 =

wobei wir den Absolutbetrag weggelassen haben, da die Terme z(t) und z(tp) auf dem Interval J C R
aufgrund von Stetigkeit das gleiche Vorzeichen haben.

Exponentiation und Umstellen dieser Formel liefert natiirlich das bereits erhaltene Resultat:

2(t) = a(to) exp ( /t:a(s) ds) .

BeisPIEL (Eine quadratische Nichtlinearitét I).
Sei I C R ein Interval. Fiir die gesuchte Funktion = : I — R betrachten wir das Anfangswertproblem

i = (1+2?),
z(0) = x0 € R.
Diese gewdhnliche Differentialgleichung ist separierbar. Wir beobachten

i(t) =t q /t i(s) /t
14 22(t) ’W/xo 1+ s? ds o 14+ 22(s) 0 ds =1,

~ [arctan s]ggt) = arctan x(t) — arctan z(0) = ¢, ~» arctan z(t) = ¢t + arctan zo.

Die Lésung ist daher gegeben durch
x(t) = tan(t + arctan z).

Wir beobachten, dass die Losung fiir jedes Anfangsdatum xo € R in endlicher Zeit T* = T*(z9) > 0
explodiert. Dabei gilt

T T
T* + arctanzg = Y T = 5 arctan zg.

Das Existenzinterval ist daher durch I =[0,7%) = [0, § — arctanz) gegeben.

’2

BeispiEL (Eine quadratische Nichtlinearitat II).
Das Verhalten einer Lésung hingt moglicherweise stark von den Anfangsdaten ab. Sei I C R ein
Interval. Fiir eine gesuchte Funktion x : I — R betrachten wir das Anfangswertproblem

i = az?
z(0) =z9 €R

Fiir die Losung dieses Anfangswertproblemes betrachten wir zwei Falle: g = 0 und zg # 0. Im Fall
zo = 0 ist die eindeutige Losung des Problemes durch z(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 00) gegeben.

Fiir ¢ # 0 benutzen wir Separation der Variablen:

- ,W/t)l /t;((j))zd—/otlds_t

1m(t o
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Wir schliessen daher: Fiir g > 0 explodiert die Losung bei T' = ?10 im Sinne, dass |z(t)| — oo fiir

t — T. Daher existiert die Losung auf dem Interval I = [0, %) Fiir 9 = 0 ist die Losung konstant,

und daher existiert die Losung auf [0, c0).

Fiir ¢y < 0 beobachten wir

—|zo
t) = ———.
) = T ot

Daher existiert die Losung fiir alle ¢ € [0,00), und es gilt z(¢) < 0 fur alle ¢ > 0, und z(t) — 0 fiir
t — oo.

BeispIEL (Eine separierbare gewthnliche Differentialgleichung mit impliziter Losung).

Wir betrachten fiir eine gesuchte Funktion x : [0,7) — R und |z¢| # 1 das Anfangswertproblem
2

1—a22(t)’

z(0) = xo.

(1) =

Da |zg| # 1 koénnen wir Variablen separieren. Dies ergibt

i(s) (1 —a2%(s)) = s

Integration von s = 0 bis s = ¢ liefert mit der Substitutionsregel fiir Integrale

x(t) t t 1
/ (1 —u?) du= / (1 —2%(s)) ds = / s2ds = =t3.
xo 0 0 3

Auf der linken Seite erhalten wir nach Auswertung des Integrals den Ausdruck

z(t) 37 (t)
/JC0 (1—u?) du= [u — 1;} =z(t) —xo — %x(t)?’ + éx%

o
Die Lésung des Anfangswertproblems ist daher implizit gegeben durch
2 (t) — 3z (t) +t* + (32 — x3) = 0.

In diesem Fall kann man méglicherweise eine explizite Formel finden, indem man die Lésungsformel
fiir kubische Gleichungen verwendet - das ist aber etwas verwickelt.

4. Klassifikation von Differentialgleichungen

Sei I C R ein Interval, and seien [, m,n > 1 natiirliche Zahlen.

DEFINITION 1.7 (Gewthnliche Differentialgleichung).
Sei F: I x (R™)"1 = R! eine stetige Funktion. Ein Ausdruck der Form

(10) F(t, u,u/,u”,u(3),...,u(”)) =0

fiir eine gesuchte Funktion u : I — R™ heifit gewéhnliche Differentialgleichung. Eine Funktion
u: I — R™ heifit Losung der Differentialgleichung (10), falls wir fir alle t € I die Identitit

Ft,u(t),d (t), u"(#),u® @), ..., u™ @) =0

haben.

Im Allgemeinen ldsst man zu, dass die Anzahl m > 1 der gesuchten reellwertigen Funktion u; : I — R,
(mit 1 < i < m) von der Anzahl [ > 1 der Gleichungen verschieden sein kann. In den meisten
Anwendungen gilt jedoch m = 1.

Oft schreibt man auch etwas salopp
F(t,u(t), o/ (1), " (t),u®(2),...,ul™ (1)) = 0

fiir die Differentialgleichung - insbesonders wenn man auf die Zeitabhingigkeit ¢ — wu(t) aufmerksam
machen mdchte.
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Eine wichtige Teilklasse sind Differentialgleichungen, in denen die Gleichung nicht explizit von der
Variable t € I abhéngt:

DEFINITION 1.8 (Autonome gewdhnliche Differentialgleichungen).
Sei F': I x (R™)" = R eine stetige Punktion, und sei
F(t,u, TARVARTIC ,u(")) =0
die dazugehdrige Differentialgleichung. Wir nennen die Differentialgleichung autonom, falls eine Funk-
tion G : (R™)"+1 — R egistiert, sodass

Ft,uu o u® o u™) = Gu, o/ o 6@ u™) = 0.

Autonome Differentialgleichungen treten haufig in der Physik fiir die Beschreibung von Systemen, die
invariant unter Zeittranslation sind, auf.

DEFINITION 1.9 (Ordnung einer gewthnlichen Differentialgleichung).
Sei F : I x (R™)"T!1 = R! eine stetige Funktion, und sei

F(t,u,u',u”, u®, .. ,u(")) =0
eine gewdhnliche Differentialgleichung. Dann heiffit n € N die Ordnung der Differentialgleichung.

Die Ordnung ist die Ordnung der héchsten Ableitung, die in der gew6hnlichen Differentialgleichung auf-
tritt. In den meisten Anwendungen hat man es mit Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung
zu tuen. In Abschnitt 5 dieses Kapitels werden wir sehen, dass man Differentialgleichungen héherer
Ordnung in reduzierter Standarform (siehe Definition 1.11 unten) in ein System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung umschreiben kann.

Als Leitlinie gilt, dass eine héhere Ordnung der Differentialgleichung das Verstehen der Differential-
gleichung schwieriger macht.

DEFINITION 1.10 (Skalare und Systeme von Differentialgleichungen).
Sei F': I x (R™)" — R eine stetige Punktion. Sei
F(t,u, ' u® ,u(")) =0

die dazugehérige Differentialgleichung. Dann heifit die Differentialgleichung skalare gewdhnliche
Differentialgleichung, falls m = 1; und System von gewdhnlichen Differentialgleichungen,
falls m > 1.

Als Faustregel gilt, dass Systeme von Differentialgleichungen schwieriger zu verstehen sind als skalare
Differentialgleichungen.

In vielen Betrachtungen reduziert man die Diskussion auf Differentialgleichungen in welchen die héchste
Ableitung isoliert ist.

DEFINITION 1.11 (Standardform und reduzierte Standardform fiir Differentialgleichungen).
Sei F: I x (R™)"TL — R™ eine stetige Funktion und (10) die dazugehdérige Differentialgleichung. Die
Differentialgleichung ist in Standardform, falls eine matrizwertige Funktion A : I — Mat(m;R™)
und eine stetige Funktion f : I x (R™)" — R™ existieren, sodass

AC)u™ = ftu,d " ™),
Die Differentialgleichung ist in reduzierter Standardform, falls

u™ = ft,u,u’ ", ... ,u(”_l)).

Zum Beispiel ist eine skalare gewthnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine gesuchte Funk-
tion u : I — R gegeben durch

a(-)x’ = f(t,z),
wobei a: I — Rund F : I x R — R gegebene stetige Funktionen sind.
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Eine weiteres Beispiel ist eine skalare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in reduzierter
Standardform. Dann haben wir fiir eine gesuchte Funktion u : I — R die Gleichung

x,/ = f(t7 x? ml)?
wobei f: I xR xR — R eine gegebene stetige Funktion ist.

Im Folgenden betrachten wir gewthnliche Differentialgleichungen in Standardform und reduzierter
Standardform.

DEFINITION 1.12 (Lineare Differentialgleichungen).
Eine gewdhnliche Differentialgleichung heifit lineare gewdhnliche Differentialgleichung, falls sie
in der Form

(11) ZAj ) =g
=0

geschrieben werden kann, wobei u : I — R™ die gesuchte Funktion ist, g : I — R™ eine vektorwertige
Funktion ist, und A; : I — Mat(m;R) gegebene matrizwertige Funktionen sind.

PROPOSITION 1.13 (Gewichtetes Superpositionsprinzip).

Seien uy,uy : I — R™ Losungen einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung (11), und seien
A1, A2 € R mit Ay # —Ao. Dann [0st die Funktion w : I — R definiert durch

w (Arur + Agug)

B 1
A+
ebenfalls die lineare gewéhnliche Differentialgleichung (11).

Insbesondere gilt dies fiir Ay + Ao = 1. Diese Proposition sagt aus, dass der Lésungsraum
L:={u:I—R": ulsst die Differentialgleichung (11)}

der linearen gewthnlichen Differentialgleichung (11) ein affiner Raum ist.

BEWEIS.
Der Beweis ist eine direkte Rechnung. Seien A1, Ao € R, und uy,uo, w : I — R™ wie in der Aussage.
Dann gilt aufgrund der Linearitdt der Ableitung

() — A — . (4)
;;AJ w > A (Al - (Aug + A2u2)> ST X;Aj (Arur + Agus)

Jj=0 J

1 - ) - () 1
)\EA--J+/\§A<-3 = Mg+ Xa2g) = g.
M+ Mo ljzo gt Ug 2]4:0 gt Uy )\1+)\2( 19 29) g

Somit 16st die Funktion w : I — R™ die lineare Differentialgleichung (11). Dies beweist die Behauptung.
O

DEFINITION 1.14 (Homogene lineare Differentialgleichungen).
FEine lineare gewohnliche Differentialgleichung (11) heifit homogene lineare gewdhnliche Differen-
tialgleichung, falls

(12) ZAJ' ) =0,
=0

wobei w: I — R™ die gesuchte Funktion ist, und A; : I — Mat(m;R) gegebene matrizwertige Funktio-
nen sind.

Homogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen erfiillen ein Superpositionsprinzip:
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PROPOSITION 1.15 (Superpositionsprinzip fiir homogene lineare Differentialgleichungen).
Seien uy,ug : I — R™ Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung (12). Dann ist fir alle
A1, A2 € R die Funktion w : I — R definiert durch

w = A1u1 + Agug

eine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung (12)

Insbesonders ist w = 0 immer eine Lésung einer homogenen linearen Differentialgleichung. Der Lo-
sungsraum
L:={u:1—R™: ulsst die Differentialgleichung (12)}

einer linearen homogenen Differentialgleichung (12) ist daher ein R-Vektorraum.

BEWEIS.
Der Beweis ist eine direkte Konsequenz des Beweises des gewichteten Superpositionsprinzips fiir lineare
Differentialgleichungen, Proposition 1.13. ]

Ein weiterer wichtiger Spezialfall von linearen Differentialgleichunge sind lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizenten:

DEFINITION 1.16 (Lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizenten).
FEine lineare gewdhnliche Differentialgleichung (11) hat konstante Koeffizenten, falls

Veel: Y Aj-ul(t) =g(t)
j=0

gilt, wobei A; € Mat(m;R) gegeben Matrizen, und v : I — R™ die gesuchte Funktion ist.

BEISPIEL (Freier Fall im homogenen Graviationsfeld).

Die gewohnliche Differentialgleichung fiir den freien Fall eines Massenpunkts (ohne Reibung) in einem
homogenen Graviationsfeld (i.e. nahe bei der Erdoberfliche) kann aus dem zweiten Newtonschen Axiom
hergeleitet werden. Es gilt fiir eine gesuchte Funktion x : [0,7) — R die Gleichung

mx = —mg,

wobei m > 0 die Masse des Massenpunktes und g > 0 die Graviationskonstante ist. Hier wird das
Koordinatensystem so gewihlt, dass die z-Achse nach oben zeigt.

Diese Differentialgleichung ist eine autonome skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Weiterhin hat die Gleichung konstante Koeffizenten, ist aber inhomogen. Weiterhin ist die Differen-
tialgleichung in Standardform, und kann durch Division durch m > 0 in reduzierte Standardform
iiberfiihrt werden.

BeispiEL (Radioaktiver Zerfall).
Der radioaktive Zerfall einer Substanz wird durch die gewohnliche Differentialgleichung

x = —kux,

beschrieben. Hier ist = : [0, 7") — R die gesuchte Funktion, wobei x(t) die Masse an Substanz beschreibt,
die zum Zeitpunkt ¢ € R vorhanden ist (und daher gilt auch z(¢) > 0 fiir alle ¢t € [0,7T")). Die Konstante
k > 0 ist die Zerfallskonstante des radioaktiven Zerfalls.

Diese Differentialgleichung ist eine autonome skalare lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die
weiterhin homogen ist, und konstante Koeffizenten hat. Die Differentialgleichung ist in reduzierter
Standardform.

BeispiEL (Harmonischer Oszillator).
Wir betrachten eine Masse m > 0, die an einer elastischen Feder mit Federkonstante k > 0 befestigt
ist. Das zweite Newtonsche Axiom ergibt, dass die Kinematik des Systemes (ohne Reibung) durch die
Differentialgleichung

mi + kx = 0.
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Dies ist eine autonome homogene lineare skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizenten. Die Gleichung ist in Standardform, und Division durch m > 0 {iberfiihrt die Gleichung
in die reduzierte Standardform

(13) i+ wir =0,

wobei wir die Oszillarkonstante wg = \/% eingefithrt haben. Die Losungen dieser Differentialgleichung
sind gegeben durch
x(t) = Acos(wot) + B sin(wpt)
fir A, B € R. Das Anfangswertproblem mit Anfangswerten x(0) = 29 € R und #(0) = vy € R hat die
Losung
x(t) = xg cos(wot) + Z—Z sin(wot).

Der harmonische Oszillator (13) ist das fundamentale Beispiel in der Physik: die Gleichung tritt auf,
wenn man eine Bewegung um ein lokales Minimum (mit nichtverschwindender zweiter Ableitung) eines
Potentiales in der quadratischen Naherung betrachtet.

BeispiEL (Lotka—Volterra-Modell).

In den 1920er Jahren schlugen A.J. Lotka and V. Volterra ein Modell fiir die Populationsdynamik
zweier interagierender Spezies — einer Beutespezies und einer Rauberspezies — vor. Die Funktion
t +— x1(t) beschreibt die Population der Beute, und die Funktion ¢ — x2(t) beschreibt die Population
der Rauber. Das Modell ist gegeben durch

i‘l = Fl(ZL‘l,ZEQ) = (Oé — ﬂl‘2)$1
i‘Q = FQ(ZL‘l,ZEQ) = (’}/I'l — 5)1‘2

wobei (z1,22) : I — R? die gesuchte Funktion ist, und «, 3,v,0 > 0 positive Konstanten sind. Die
Konstanten o und § beschreiben die Geburtsrate der Beute und die Toderate der Raduber in Abwesenheit
von Interaktionen, wihrend die Konstanten S und « die Interaktion des Spezies beschreiben.

Diese Differentialgleichung ist ein autonomones nichtlineares System von Differentialgleichungen erster
Ordnung. Weiterhin ist die Gleichung in reduzierter Standardform.

BeispiEL (Die Hamilton-Differentialgleichung fiir den Ricci-Fluss in drei Dimensionen).
Die Hamilton-Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung fiir eine gesuchte Funktion (z,v, 2) :
I — R3 gegeben durch

& =x?+yz,

g =y +az,

=22 +ay.
Die Gleichung ist ein autonomes nichtlineares System erster Ordnung von Differentialgleichungen. Das
System ist in reduzierter Standardform.

BEISPIEL (Bessel-Gleichung).
Sei v € C mit Rerv > 0 eine Parameter. Die Bessel-Gleichung mit Parameter v fiir die gesuchte
Funktion y : (0,00) — R gegeben durch

2%y (x) + 2y (x) + (2® — v*)y(x) = 0.

Diese Differentialgleichung ist eine lineare homogene skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung, die
aber nicht autonom ist, und auch keine konstanten Koeffizenten hat. Die Gleichung ist in Standardform.
Héaufigt trifft man auch die Gleichung in reduzierter Standardform
2 _ .2
x°—v

V@) + @)+ T (@) =0,

an, die durch Division durch x > 0 entsteht.

Die Bessel-Gleichung tritt in der Physik in vielen Problemen mit zylindrischer und sphérischer Sym-
metrie auf, z.B. bei der Berechnung der Eigenfrequenzen einer Membran.

Allgemeiner kann man diese Gleichung als Differentialgleichung mit meromorphen Koeffizenten fiir eine
gesuchte Funktion y : C — C auffasen — dies fiihrt zu einer interessanten und reichhaltigen Theorie.
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BEISPIEL (Der freie Fall mit newtonscher Reibung).

Fiir ein Koordinatensystem, in welchem die z-Achse nach unten zur Erdoberflache orientiert ist, ergibt
das zweite Newtonsche Axiom fiir den freien Fall mit newtonscher Reibung die Differentialgleichung
=g -(&)?

wobei v > 0 der massennormalisierte Reibungskoeffizent ist.

Diese Differentiagleichung ist eine autonome skalare nichtlineare Gleichung zweiter Ordnung, welche
in reduzierter Standardform gegeben ist.

Durch den Variablenwechsel v = & kénnen wir die Gleichung auch als
0 =g’
ausdriicken. Dies ist ist nun eine separierbare Differentialgleichung erster Ordnung.

BEISPIEL (Lorenz-Gleichung).
Die Lorenz-Gleichung fiir eine gesuchte Funktion u : I — R3 ist gegeben durch

'iLl = —a(u1 — UQ),
Ug = buy — ug — uyug,
U3 = U1U2 — U3,

wobei a, b, c > 0 positive Konstanten sind.

Diese Gleichung ist ein autonomes nichtlineares System erster Ordnung von Differentialgleichungen,
welches in reduzierter Standardform ist.

Das System wurde von E.N. Lorenz im Jahr 1961 in die Literatur eingefiihrt. Diese gew6hnliche Diffe-
rentialgleichung wurde durch Trunkation der Fouriermoden der Boussinesq—Approximation der Navier—
Stokes-Gleichungen hergeleitet. Die Gleichung zeigt Bifurkation und Chaos. Die Gleichung tritt oft im
Kontext des Schmetterlingseffekt auf, unter anderem auch dadurch, dass die Visualisierung der Tra-
jektorien zwei Schmetterlingsfliigeln &hnelt.

In den meisten Anwendungen in der Mathematik und den Naturwissenschaften ist man an Losungen
der Differentialgleichung mit gewissen Anfangswerten interessiert.

DEFINITION 1.17 (Anfangswertproblem).
Sei F' : I x (R™)™ — R™ eine stetige Funktion, to € I, und ug,...,un—1 € R™. Die gewdhnliche
Differentialgleichung (10) zusammen mit den Hilfsbedingungen

u(ty) = ug, v (to) = u1, ... ,u(”*l)(to) = Up_1

wird als Anfangswertproblem bezeichnet.

Man kiirzt Anfangswertproblem in der Literatur auch ofte mit AWP ab; und man betrachtet oft nur
to = 0 als Anfangszeit. Die Anzahl an Anfangsbedingungen ist so gewéhlt, dass man hoffen kann, dass
das Anfangswertproblem (unter Regularititsannahmen an die Differentialgleichung) eine eindeutige
Losung hat. Wir werden die spater in Kapitel 3, Abschnitt 2 diskutieren.

Eine weitere Klasse von Hilfsbedingungen sind Randwerte fiir eine gewohnliche Differentialgleichung.
Diese treten vorallem auf, wenn die unabhéngige Variable der Differentialgleichung eine Raumvariable
ist. Wir betrachten hier skalare Gleichungen zweiter Ordnung.

DEFINITION 1.18 (Randwertproblem).

Sei f: [a,b] x RxR — R eine stetige Funktion. Wir betrachten fiir eine gesuchte Funktion x : [a,b] — R
die Differentialgleichung x" = f(t,z,2"). Ein Randwertproblem ist die eine Differentialgleichung
zusammen mit Nebenbedingungen

g1(z(a),2'(a)) =0 und go(z(b),2' (b)) =0,
wobei g1,92 : R X R — R,
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In der Literatur wird manchmal Randwertproblem auch mit RWP abgekiirzt.
Vier Beispiele fiir Randwerte sind gegeben durch

Dirichlet-Randwerte: z(a) = A and z(b) = B,
Neumann-Randwerte: @(a) = A and #(b) = B,

[ ]
[ ]
e gemischte Dirichlet—Neumann-Randwerte: z(a) = A and #(b) = B,

e periodische Randbedingungen: z(a) = 2(b) and #(a) = z(b),

wobei A, B € R gilt. Falls A = B = 0 spricht man auch von homogenen Randbedingungen.

Im Vergleich zum Anfangswertproblem sind Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit (unter Regulari-
tdtsannahmen) an die Gleichung schwieriger zu beantworten: Es ist moglich, dass ein Randwertproblem
keine, eine, mehrere oder unendlich viele Losungen zulésst.

Zum Beispiel hat das Dirichlet-Problem
Z+x=0,z0)=2x(1)=0
unendlich viele Losungen, wihrend das Dirichlet-Randwertproblem
Z+x=0,20)=0,z(r)=1

keine Losung hat.

5. Reduktion der Ordnung

Fiir eine einheitliche Behandlung der Theorie (und teilweise auch aus einer rechentechnischen Perspek-
tive) ist es niitzlich gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung in Systeme von Differential-
gleichungen erster Ordnung zu iiberfiithren.

Wir illustrieren das Vorgehen mit drei Beispielen — einmal eine lineare skalare Differentialgleichung
zweiter Ordnung, einmal eine nichtlineare skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung, und einmal
eine nichtautonome lineare skalara Differentialgleichung erster Ordnung.

BEISPIEL (Umschreiben des harmonischen Oszillators in ein System erster Ordnung).
Die gewthnliche Differentialgleichung, die den harmonischen Oszillator beschreibt, ist gegeben durch

i+ wir =0,
wobei wg > 0 die Oszillationskonstante ist, und  : R — R die gesuchte Funktion.

Wir schreiben diese skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung in ein System von Differential-
gleichungen erster Ordnung um. Dafiir definieren wir eine Funktion u : R — R? mit Komponenten
u(t) = (ug(t), u2(t)) durch die Formel

Wir berechnen die Zeitableitung:

- (4 G8) - (20)-(800)- (3

Daher haben wir die Differentialgleichung in ein System erster Ordnung

. (0 1
= A-u, where A = <—w(2) O>'

fiir eine gesuchte Funktion u : R — R? umgeschrieben.
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BEeisPIEL (Umschreiben des anharmonischen Oszillators in ein System erster Ordnung).
Die gewthnliche Differentialgleichung, die den anharmonischen Oszillator beschreibt, ist gegeben durch
i+ wjr + A’ =0,

wobei wg > 0 die Eigenfrequenz des linearen Oszillators, A > 0 die Anharmonizitdtskonstant, und
x : I — R die gesuchte Funktion ist.

Wir gehen wie im vorherigen Beispiel vor: Wir definieren u : I — R? mit Komponenten u(t) =
(u1(t),u2(t)) durch die Formel
_ (w®)) _ (=)
w01=(iafn) = (59):

Wie oben berechnen wir die Zeitableitung:

"= (53) B (8) B (—w%x(g(t—) Ax<t>3) B (—wauﬂf (f)wtf”)

Da der Ausdruck auf der rechten Seite nichtlinear in u ist, konnen wir die rechte Seite nicht weiter als
Matrix-Vektor-Produkt umschrieben.

Damit haben wir den anharmonischen Oszillator in ein System erster Ordnung gegeben durch . = F'(u),
wobei F : R? — R? gegeben ist durch

. ury u9
Flu)=F <uz> N <—w(2)u1 — Au?)

In dhnlicher Weise ist es auch moglich nichtautonome Differentialgleichungen fiir eine gesuchte Funk-
tion u : I — R™ in eine autonome Differentialgleichung fiir eine gesuchte Funktion v : I — R™+!
umzuschreiben. Wir illustrieren dies anhand der Bessel-Differentialgleichung:

umgeschrieben.

BEeIisPIEL (Umschreiben der Bessel-Differentialgleichung in eine autonome Gleichung).
Wir betrachten die Bessel-Differentialgleichung (mit v € C, Rev > 0) fiir eine gesuchte Funktion
y:(0,00) = R:
2 z? — 12
V@) + @)+ T () =0,

Wir definieren eine Funktion u : (0,00) — R3 mit Komponenten u(z) = (u1(x), ua(x), uz(x)) durch

u () y(x)
u(z) = (uz(z) | = | (@)
usz(x) x

Wir berechnen die Ableitung der Funktion x +— u(x) und beobachten

u) (z) y'(2) uz () s o
2 2 uz(x)“—v
d(@) = [uh(a) | = | ~2y/(2) - 2y () | = | —2gua(e) - 05w (2)
us(z) 1 1

Damit haben wir die Bessel-Differentialgleichung als System erster Ordnung @ = F'(u) fiir eine gesuchte
Funktion u : (0,00) — R3 umgeschrieben. Hier ist F : (0,00) — R? gegeben durch

U2

F _ F _ 2u2 Ug—l/2
(u) = u9 = —73 — 71@ (75}

us 1






KAPITEL 2

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizenten

1. Das Matrixexponential

DEFINITION 2.1 (Operatornorm).
Sei A € Mat(m; C). Die Operatornorm der Matriz A ist definiert durch den Ausdruck

[ AllMat(micy = sup {[|Az[| : 2 € C" mit [lz] <1}.

Im folgenden Abschnitt schreiben wir auch oft || - || anstelle von || - [|\at(m;c), falls es aus dem Kontext
klar ist, dass es sich um die Operatornorm handelt.

LEMMA 2.2.
Die Operatornorm || - |lntas(msc) : Mat(m; C) — R definiert eine Norm, da gilt

(1) Positive Definitheit:
VA € Mat(m; C) : || Allmat(msc) = 0 und (|[AllMmat(micy = 0 & A =0).
(2) Positive Homogenitit:
VA € Mat(m; C),VA € R : [[AA|Mat(msc) = A Al Mat(msc)-
(3) Dreiecksungleichung:

VA,B € Mat(m; (C) : HA + B”Mat(m;(C) < ||A||Mat(m;(C) + HBHMat(m;(C)'

BEWEIS.
Das Lemma ist eine direkte Konsequenz der Eigenschaften der euklidischen Norm || - || auf C™. Wir
geben einen detailierten Beweis.

(1) Aufgrund der positiven Definitheit der euklidischen Norm gilt fiir alle x € C™ die Abschétzung
||Az|| > 0. Damit ist 0 eine untere Schranke, und da das Supremum gréfer gleich jeder unteren
Schranke ist, folgt || A|lnat(msc) > 0-
Nun zeigen wir, dass || Al|rat(m:c) = 0 genau dann wenn A = 0.
(=): Falls || Al|Mat(m;c) = 0 gilt, so gilt ||Az| = 0 fiir alle # € C™ mit [|z|| < 1. Daher gilt
auch Ax = 0 fiir alle x € C™ mit ||z|| < 1. Aufgrund der Linearitdt von A folgt Az = 0 fiir
alle x € C™. Damit ist aber A(C™) = {0}, und somit gilt A = Oygag(m;c)-
(«<=): Falls A = Oypag(msc) 8ilt, so folgt Ar = 0 und |[[Az|| = 0 fiir alle z € R™. Damit folgt
nach Definition des Supremums || A||lyra(msc) = 0-

(2) Sei A € C. Dann gilt fiir alle z € C™ die Gleichheit

[AA)z|| = [IA(Az)[| = |A] [|Az]]
aufgrund der positiven Homogenitét der euklidischen Norm || - ||. Damit gilt
A Al at(msc) = sup{[[Az]| : [[z]] <1} = sup{|A| - [[Az] : [lz]| < 1}
= [Al-sup{[[Az] : |z} <1} = [Al- [ Allmas(mic).
wobei wir die Eigenschaften des Supremums verwendet haben.

21
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(3) Wir beobachten mit der Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm und mit Eigenschaften
des Supremums

A+ Bllmat(micy = sup{l|(A + b)z[| : [Jz]] < 1} = sup{[|Az + Bz| : ||z| <1}
< sup{[|Az[| + || Bz : [lz|| <1} < sup{||Az] : |lz]| <1} +sup{|| Bzl : [lz[| <1}
= | Allsmat(msc) + 1B llvat(m:c)-
Dies beweist die Dreiecksungleichung fiir die Operatornorm.

Damit haben wir gezeigt, dass die Operatornorm eine Norm ist. (Il

LEMMA 2.3 (Submultiplikativitat der Operatornorm).

Seien A, B € Mat(m;C). Die Operatornorm ist submultiplikativ, i.e.
|AB||Mat(m:c) < [ AllMat(msc) * | BlIMat(m:c)-

Insbesonders gilt fir alle k € N die Ungleichung

HAkHMat(m?(C) < |’AH§4at(m;C)’

BEWEIS.
Wir bemerken zuerst, dass fiir alle z € C™ die Ungleichung ||Az| < [|Al|rat(m:c) - |7]| gilt. Falls 2 =0
ist, so ist die Ungleichung direkt. Falls z # 0 gilt, setze y = ﬁ mit ||y|| = 1. Mit der positiven
Homogentitat der euklidischen Norm und der Definition der Operatornorm folgt dann

[Az]| = =[] - < [zl - sup{l| Ayl - llyll < 1} = [l - | Allstat(mic)-

T
A——
]

Um die submultiplikativ zu beweisen beobachten wir nun
[AB||Mat(mic) = sup{||ABz| : ||z <1} = sup{[[A(Bz)| : ||lz|| <1}
< sup{[|Al|mat(mio) | Bz« |zl < 1} = [|Allmatmicy sup{l| Bzl : [lz]| < 1}
= || AllMatm;c) | B2l Mat(msc)

wobei wir die obige Ungleichung und Eigenschaften des Supremums benutzt haben.

Die zweite Aussage des Lemma folgt aus der ersten Aussage durch Induktion. (Il

Wir sind nun bereit die Definition des Matrixexponentials zu erkldren:
Wir definieren fiir N € Ny die Matrix By € Mat(m; C) durch
BN - *'A] .
=07

Dann gilt fiir M > N aufgrund der Dreiecksungleichung und der Submultiplikativitidt die Abschétzung

Moo Moo Mo .
1By = Byl = | > a4 = > Al = > Al
j=N+1 j=N+1 j=N+1

Sei nun € > 0. Aufgrund der Konvergenz der Konvergenzreihe existiert fiir jedes ||A|| > 0 ein Index
Ny € N, so dass E;‘iNH %HAHJ < € fiir alle M > N > Np. Daher ist (By)nen eine Cauchy-Folge
in Mat(m;C). Da (Mat(m; C), || - [|Mat(m;c)) ein normierter endlichdimensionaler Vektorraum ist (und
damit automatisch vollstindig ist), existiert der Grenzwert B = limy_,oo By € Mat(m; C). Fiir diesen
Grenzwert schreiben wir exp(A) := B in Analogie zur Exponentialfunktion exp : R — R.

DEFINITION 2.4 (Matrixexponential).

Sei A € Mat(m;C). Der Grenzwert exp(A) € Mat(m; C) definiert durch

00 1 N 1
exp(4) := — A7 ;.= lim —AJ

heifst Matrizexpoential der Matriz A.
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LEMMA 2.5 (Matrixexponential fiir Diagonalmatrizen).

Sei D € Mat(m;C) eine Diagonalmatriz, i.e. es existieren A1, ..., \p € C, sodass
A 0 .0
0 X 0 O
D=1 . )
0 .0
0 ... 0 M\

Dann ist das Matrizezponential exp(D) € Mat(m; C) auch eine Diagonalmatriz, und es gilt die Formel

exp(A1) 0 e 0
0 exp(A 0 0
Do ' (A2) |
0 0
0 0 exp()\n)
BEWEIS.
Sei k > 1. Dann gilt fiir die k-te Potenz D¥ € Mat(m;C) die Formel
Moo .00
k
e |0 A 0o
0 .0
0 ... 0 X\

wie man durch Induktion einsieht. Mit der Konvention A% = id,,, der obigen Beobachtung, Linearitét
und Stetigkeit finden wir

oo

exp(D) = ,l'Dj
=
520 %)‘]f 0 e 0 exp(A1) 0 e 0
0 YZoqAs 0 0 0 exp(A2) 0 0
- : 0 3 0 B 0o .0
0 0 35207 0 .0 exp(An)
Dies beendet den Beweis. O

KOROLLAR 2.6 (Matrixexponetial fiir Nullmatrix).

Fir die Nullmatriz 0, € Mat(m;C) (mit Eintrigen (0,,)i; = 0 fir alle 1 < i,j < m) erhalten wir
das Matrizezponential exp(0,,) = idy,, wobei id,, die Identitdtsmatriz in Mat(m;C) bezeichnet (mit
Eintragen (idy,)ij = 65 fir 1 < i, <m).

LEMMA 2.7 (Matrixpotenzen fiir dhnliche Matrizen).
Seien A, B € Mat(m;C) dhnliche Matrizen, i.e. es existiert P € Mat(m;C) invertierbare Matriz,
sodass A = PBP~'. Dann gilt fiir alle k > 0 die Relation

AF = pBFp—1,

BEWEIS.
Wir verwenden Induktion iiber & > 0. Fiir k = 0 haben wir A° =id,, = Pid,, P~' = PBOP~!, und fiir
k =1 gilt die Aussage aufgrund der Vorraussetzung. Fiir den Induktionsschritt k& +— k + 1 beobachten
wir

AL = Ak A = (PB* P~ (PBPY) = PBFIPL,
Dies beweist die Behauptung. O
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PROPOSITION 2.8 (Matrixexponential fiir &hnliche Matrizen).
Seien A, B € Mat(m;C) dhnliche Matrizen, i.e. es existiert P € Mat(m;C) invertierbare Matriz,
sodass A = PBP~'. Dann gilt fir alle t € R die Relation

exp(tA) = Pexp(tB)P~'.

BEWEIS.
Aufgrund von Lemma 2.7 fiir die Matrixpotenzen dhnlicher Matrizen und der Stetigkeit von Matrix-
multiplikation beziiglich der Operatornorm beobachten wir

exp(tAd) =Y — PBJP— =P — Bl | P! = Pexp(tB)P~ L.
ZO 7! ZO Z_; 7! (¢5)
= ]_
Dies beendet den Beweis. O

PRrOPOSITION 2.9 (Kommutierende Matrizen und das Matrixexponential).
Seien A, B € Mat(m;C) zwei kommutierende Matrizen, i.e. AB = BA. Dann gilt die Formel

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

BEWEIS.
Da die Matrizen A, B € Mat(m; C) kommutieren, gilt wie in den reellen Zahlen die binomische Formel

(A+ By = Zj: <Jl> AlpiTt,

=0

Mit der Identitat (jl) = ﬁll)' schliessen wir insbesonders

J
1 .
(A + B) = E —— _AlBiT,
i 1(7 — )!
4! prs Ny —=n

Summation dieser Formel ergibt

2N
1 .
J— lpi—t _ ik
IETECE 3) pEELS TSRS S
j= 0 7=01=0 7,k>0,0<j+k<2N
Andererseits erhalten wir durch Matrixmultiplikation
Y1 ol 1
p PRI — JjRk
S ) (S| L ¥
q=0 p=0 ¢=0 7,k>0,0<max{j,k}<N

Durch Subtraktion erhalten wir

7,k>0,0<k+;j<2N,max{j,k}>N

Die Norm dieses Ausdruckes ist gegeben durch

N

2N 1 1
jz;] (A+ B) Z AP Zqu

q=0 ¢

IN
N
B

Z Lpr) 4 2§N:1Aj ZENI L ph
]' k! j:Oj! k! ‘

k=N+1
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Wir haben
2N 1 2N 1 '
= IA[7, —||B|J” = 0 fiir N — oo
! |
j:N+1j' j=N+1‘7'

aufgrund der absoluten Konvergenz der Matrix-Exponentialreihe. Daher geht auch die obere Differenz
fiir N — oo gegen Null, und die Aussage folgt. O

KOROLLAR 2.10.
Fiir jede Matriz A € Mat(m; C) ist das Matrizezponential exp(A) invertierbar (i.e. exp(A) € GL(m;C))
und fiir die Inverse gilt die Formel [exp(A)]~! = exp(—A).

BEWEIS.
Wir beobachten, dass die Matrizen —A und A kommutieren. Daher gilt nach Proposition 2.9 {iber
kommutierende Matrizen die Formel

exp(—A)exp(A) = exp(—A+ A) = exp(0,) = idyp, .
Daher ist exp(A4) € Mat(m; C) invertierbar, und es gilt [exp(A4)]~! = exp(—A4). O

KOROLLAR 2.11.
Sei A € Mat(m; C). Dann gilt fiir alle s,t € R die Identitat

exp((t + s)A) = exp(tA) exp(sA) = exp(sA) exp(tA).

BEWEIS.
Da die Matrizen tA, sA € Mat(m; C) kommutieren, folgt die Aussage direkt aus Proposition 2.9 iiber
das Matrixexponential flir kommutierende Matrizen. (Il
LEMMA 2.12.

Sei A € Mat(m; C). Dann gelten die Abschitzungen

” eXp(A) ||Mat(m;(C) < eXp(HAHMat(m;(C))a
| exp(A) —id *AHMat(m;C) < HA”§Iat(m;C) eXp(HAHMat(m;(C))‘

BEWEIS.
Aufgrund der Stetigkeit der Operatornorm erhalten wir mit der Dreiecksungleichung und der Submul-
tiplikativitét der Operatornorm die Ungleichung

| exp(A) [IMat(nic) = hm Z A]
Mat(m;C)
N N

. 1 . .
< A}gnoojzo ﬁ”AjHMat(m;(C) < ]\}1_13100]22 A ||Mat miC) = €XP ([ AlIMat(mic) ) -

Dies beweist die erste Abschétzung.

Fiir die zweite Abschitzung verschiebt man zusétzlich noch den Summationsindex und faktorisiert
einen quadratischen Term aus:

| exp(A) — idpn —AllMat(mic) < Z Mat (m;C)

< ||A||Mat (m;C) Z HMat (m;QC) < HAui/Iat(m;(C) eXp (HAHMat(m;(C)) .

Dies beendet den Beweis der Proposition. O
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LEMMA 2.13 (Euler-Formel fiir das Matrixexponential).
Sei A € Mat(m; C). Dann haben wir

n—oo

exp(A) = lim (id—i—i) .

BEWEIS.
Wir zeigen, dass der Fehlerterm fiir m — 0 gegen null geht:

- uo2) = @] - 8)
S E) I E) WO [

wobei wir in der ersten Umformung Proposition 2.9 und in der letzten Umformung eine Teleskopsumme
verwendet haben.

Mit den Abschitzungen aus Lemma 2.12 gilt nun fiir den ersten Term

A 1
oo ()| 2o (311)
und fiir den zweiten Term

A A 1, 1
) = il < _ .
e () (mN)H < qa AP e (5 l41)

Weiterhin gilt nach der Dreiecksungleichung, und nach der Abschitzung 1 + x < exp(x) fiir z > 0 fiir
die Exponentialfunktion

A 1 1
Al 1 < 1 '
1d+NH 1—|—N||AH < exp (NHA”)
Damit kénnen wir in der obigen Formel fiir alle 0 < I < N — 1 mittels der Submultiplikativitit die
Abschétzung
oo (B)] 7 oo () ()] ()
< ||lexp N exp N 1 N 1 N
1 N-l-1 4 ) 1 1 l
< — L il . il
<o (lal) - galdlPes (A1) e (5141)
1
ZWHAHQGXP(HAH)
erhalten.

Wendet man diese Abschitzung uniform fiir 0 <[ < N — 1 an, i.e. fiir V Terme, so erhilt man
A N
A)— lid+—
ot~ (1)
Sei nun € > 0. Withle Ny € N mittels Ny > 14I2e2UAD pann gilt fiir alle N > Ny die Abschiitzung

oot (112"

1 ) 1 2
<N - AP exp (1A]) < S 1411 exp(|A])-

< €.

Somit haben wir die Aussauge gezeigt. O
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PROPOSITION 2.14 (Ableitung des Matrixexponentials).
Die Funktion t — exp(tA) ist fir all t € R differenzierbar. Weiterhin gilt fir die Ableitung die Formel

%exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A.
BEWEIS.

Wir berechnen zuerst den Grenzwert %
renzenquotienten die Abschéitzung

‘t:O exp(tA). Mit Lemma 2.12 beobachteten wir fiir den Diffe-

1 ) 1 .
Hophd) —ida) =] < Glep(hd) —idyh Al

< B A ey Dl Ayt iy

Aufgrund dieser Abschitzung existiert der Grenzwert h — 0 und wir schliessen %‘ 0 exp(tA) = A.
Fiir den allgemeinen Fall berechnen wir

d .1 .1 .
o7 exp(tA) = }llli% E[exp((t + h)A) —exp(tA)] = }111_>n% E[exp(hA) —id,] exp(tA)

= | lim %[exp(hA) —id,] | exp(tA) = Aexp(tA).

h—0

Dies ergibt die Behauptung. ]

2. Systeme erster Ordnung

THEOREM 2.15 (Losung des Anfangswertproblems fiir lineare Systeme).

Sei A € Mat(m;C), to € R, und z9 € C™. Dann hat das Anfangswertproblem bestehend aus der
gewohnlichen Differentialgleichung @ = Au und dem Anfangswert u(ty) = uo eine eindeutige Lisung
u:R — C™ gegeben durch u(t) = exp((t — t9)A)ug.

Falls A € Mat(m;R), up € R™, so erhalten wir eine Losung u : R — R™ vermaoge der gleichen Formel.

BEWEIS.
Wir behandeln den reellwertigen Fall fiir tg = 0. Der komplexe Fall und der allgemeine Fall ty # 0 sind
analog.

Eindeutigkeit:
Sei u : R — R" eine stetig differenzierbare Losung der Differentialgleichung mit xz(0) = xg. Wir
definieren die Hilfsfunktion y : R — R™ durch v(t) = exp(—tA)u(t). Proposition 2.14, die Produktregel
und die Differentialgleichung ergeben

0(t) = exp(—tA)u(t) — Aexp(—tA)u(t) = exp(—tA) (u(t) — Au(t)) = 0.

Daher ist die Funktion ¢ — v(t) aufgrund des Mittelwertsatzes konstant mit v(t) = v(0) = u(0) = uo.
Wir schliessen u(t) = exp(tA)ug, und damit die Eindeutigkeit der Losung.

Existenz:
Andererseits rechnen mit wir fiir u(¢) = exp(tA)up mit Proposition 2.14 direkt nach, dass

d
u(t) = p (exp(tA)ug) = Aexp(tA)ug = Au(t),
und u(0) = exp(0A)ug = exp(0p)up = idy, ug = ug. Daher 16st t — u(t) = exp(tA)up das Anfangs-
wertproblem. O

BeispiEL (Harmonischer Oszillator).
Das Anfangswertproblem fiir eine gesuchte Funktion x : R — R mit Oszillatorfrequenz wg > 0 ist
gegeben durch

i+wir =0 mitx(0) =1z €Rund(0) =vy € R.
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Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem in die Form

= Au mitu(O)z(iS)GRz undAz( ?02 (1)>
()

fiir eine gesuchte Funktion u : R — R? umgeschrieben werden kann. Nach Theorem 2.15 ist die Losung
gegeben durch u(t) = exp(tA)ug. Wir berechnen das Matrixexponential ¢ — exp(tA).

Fiir die Berechnung des Matrixexponentials diagonalisieren wir die Matrix A € Mat(2;R) iiber den
komplexen Zahlen C. Das characteristische Polynom ist gegeben durch

pa(\) = det(A — \id) = det ( _AQ 1 ) =+ wi.
—wj —A

Die Nullstellen dieses Polynomes sind
)\1 = in und )\2 = *in.

Damit haben die Eigenwerte algbraische Vielfachheit eins, und die Matrix A € Mat(2;R) ist iiber C
diagonalisierbar. Wir berechnen die Eigenraume:

Zuerst fiir den Eigenwert A\ = +iwp. Dann gilt
A—\id= A —iwgid = (“gﬂ ! ) .

—wj  —iw

Wir 16sen die lineare Gleichung (A — A\ id)v = 0:

aowmo- (5 L))
(% ) ()=~ ) 0)-0)

Daher ergibt sich der Eigenraum
(RS (C} .

Wir berechnen den zweiten Eigenraum fiir Ao = —iwg auf analoge Weise. Dies ergibt

E()\1:+iwo):{U€C2|v2:iw0v1}:{vza(1>€(C2

wo

—’in

E(AQZiWO):{U€C2|7}2:Z'(J.Jovl}:{v:ﬁ< 1 )ECQ

,BEC}.

Damit ist in der Diagonalisierung A = PDP~! die Diagonalmatrix D € Mat(2;C) gegeben durch

D— <+iw0 0 )
0 —1iWy

die Transformationsmatrix P € Mat(2;C) ist gegeben durch

P=(imy )
Wy —two

und die Inverse P~ € Mat(2; C) der Transformationsmatrix ist gegeben durch

Pil_ 1 —’in 1 . 1 iwo 1
detP \—iwo 1) 2wy \iwg -1/~
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Damit ist die Lésung des Anfangswertproblemes gegeben durch

u(t) = exp(tA)uy = Pexp(tD) P~ ug = P (eXpéAlt) exp?A2t>> P (ig)

(1 1 exp(iwot) 0 1 fiwg 1 o
T \iwg  —twg 0 exp(—iwot) ) 2iwg \iwo —1) \vg
1 ( exp(iwpt) exp(—iwot) > <iwox0 + v0>

- 2iwg \dwp exp(iwpt) —iwp exp(iwot) ) \iwozo — vo

_ ( cos(wot) wlosin(wot)) <x0> _ ( 20 cos(wot) + 22 sin(wot) >

—wpsin(wpt)  cos(wot) V0 —xowo sin(wot) + v cos(wot)

In der vorherigen algebraischen Rechnung haben wir die Euler-Identitédten
cos(wot) = % (exp(iwpt) + exp(—iwpt)) und sin(wot) = % (exp(iwot) — exp(—iwpt))
verwendet. Die erste Komponente ¢ — u(t) der Abbildung ergibt die Formel fiir die Verschiebung
x(t) = zo cos(wot) + :T[()) sin(wot),

wiahrend die zweite Komponent ¢ — wua(t) der Abbildung die Formel fiir die Geschwindigkeit
#(t) = —woxo sin(wot) + vo cos(wot).
ergibt.

In den Ubungen werden wir den Einfluss eines Reibungstermes auf die obige Differentialgleichung
untersuchen.

DEFINITION 2.16 (Fundamentallosung fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizenten).
Die matrizwertige Funktion ® : R — Mat(m; C) gegeben durch ®(t) = exp(tA), welche ®(0) = id und
D' (t) = AD(t) erfillt, heift Fundamentallésung der Differentialgleichung i = Au.

BEISPIEL (Fundamentallésung fiir harmonischen Oszillator).
Die Fundamentallosung zur Gleichung ®' = A® fiir die Matrix

0 1
A= (—wa o)

ist nach obiger Rechnung gegeben durch
cos(wot) wio sin(wot)

d(t) = .
®) (—wo sin(wot)  cos(wot) )
THEOREM 2.17 (Lésungsraum eines homogenen linearen Systemes mit konstanten Koeffizenten).
Wir betrachten fir A € Mat(m;K) und u: R — K™ die Differentialgleichung @ = Au.
(1) Im reellwertigen Fall (i.e. K =R) gilt, dass der Losungsraum
L={ueC'R,R™): 4= Au}

ein m-dimensionaler reeller Vektorraum ist.
(2) Im komplezwertigen Fall (i.e. K = C gilt, dass der Losungsraum

Lo ={ueC'(R,C™):u=Au}

ein m-dimensionaler komplezer Vektorraum ist.

BEWEIS.
Wir behandeln den reellen Fall. Sei u € £, i.e. u € C1(R; R™) ist eine Losung der Differentialgleichung
U = Au. Setzen wir ug := u(0) € R™, so 16st u das Anfangswertproblem @ = Awu mit u(0) = ug. Nach
der Eindeutigkeitsaussage von Theorem 2.15 gilt u(t) = ®(t)uo.

Wir definieren nun die lineare Abbildung n : R™ — C*(R; R™) durch die Formel
1(uo) = ®(t)uo.
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Mit obiger Beobachtung gilt n(R™) = L. Da n(ug) = 0 € C1(R,R™) zuerst n(up)(0) = 0 € R und
aufgrund von ®(0) = id auch ug = 0 € R™ impliziert, folgt, dass n injektiv ist. Der Rangsatz impliziert
dim £ = dim R™ = m. Dies beweist die Aussage fiir den reellen Fall.

Der Beweis fiir den komplexen Fall ist analog. O

3. Inhomogene Systeme erster Ordnung

Den Fall imhomogener Systeme mit konstanten Koeffizenten konnen wir wie zuvor mittels der Funda-
mentallosung ®(t) = exp(tA) auf eine elementar integrierbare Differentialgleichung reduzieren.

THEOREM 2.18 (Losung des Anfangswertproblems fiir inhomogene lineare Systeme).
Sei A € Mat(m,C), tg € R, ug € C™ und I C R ein offenes Interval mit to € I. Weiterhin sei
b: I — C" eine stetige Funktion. Dann hat das Anfangswertproblem
{ u=Au+baufl,
u(to) = Uup

eine eindeutige Losung u: I — C™ gegeben durch

t t
u(t) = exp(tA) <u0 +/0 exp(—sA)b(s) ds) = exp(tA)ug +/0 exp((t — s)A)b(s) ds.

Falls A € Mat(m;R), up € R™, und b : I — R™, so erhalten wir auf analoge Weise durch die obige
Formel eine eindeutige Lisung u: I — R™.

BEWEIS.
Dies funktioniert analog im eindimensionalen Fall, vergleiche Proposition 1.4. (]

BEISPIEL (Harmonischer Oszillator mit duferer Anregung).
Wir betrachten fiir die gesuchte Funktion z : R — R die Differentialgleichung

(1) + B (1) = (1)

wobei m > 0 die Masse und wp > 0 die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Die Funktion f € C(R,R)
beschreibt die duflere Kraft, die auf den Oszillator einwirkt. Wir konnen diese Differentialgleichung
zweiter Ordnung in ein System erster Ordnung fiir eine gesuchte Funktion u : R — R? umschreiben.
Dies ergibt

i(t) = Au(t) + b(t), wobei A = ( " é) und b € O(R, R?) mit b(t) = <m—10 f(t)) '

0
Mit Theorem 2.18 und den Beobachtungen fiir das homogene Problem erhalten wir fiir die Lésung
1

0= (Lol o) o)+ [ Comre oy i) (o) @
1

(Lotats - dgsintenty (a0) L[ sl 0

Insbesonders erhalten wir fiir die erste Komponenten uw; : R — R, die zur Position z : R — R
korrespondiert, den Ausdruck

vo . 1 b
t) = t — t —_— t— d
o(0) = an cos(ent) + 2 sinant) + [ sinfualt = )1 (s) s,
welchen wir in einen homogenen Anteil , und partikuldren Anteil x, mittels
1 t
xp(t) = 2o cos(wot) + “ sin(wopt) und zp(t) = —— / sin(wo(t — s)) f(s) ds
wo mwo Jo

aufspalten kénnen.
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In der Folge werden wir den partikuldren Anteil der Losung fiir eine Wahl von ¢ — f(¢) genauer
untersuchen. Sei dazu Q > 0, Fy > 0 und f(t) = Fp cos(2¢). Dann gilt

xp(t) = £ /0 sin(wo(t — s)) cos(€2s) ds.

mowo

Wir werden das Integral in den Féllen Q # wg und 2 = wy auswerten. Wir verwenden das Additions-
theorem

sin(z) cos(y) = % (sin(x — y) + sin(x + y)) .

Fiir  # wp erhalten wir

F t
(1) = 2m(?w0 / (sin(wot — (wo — Q)s) + sin(wot — s(wp — Q))) ds
0
- _fo cos(wot — s(wo +Q)) + cos(wot — s( —Q))t
2mowg | wo + 2 wo S\wo wo — wo S\wo 0
Ey 1
= Do LUO 0 + P [cos(2t) — cos(wot)]
Fy

— g o) — st

o

P ek Insbesonders wird die Ampli-

Fiir die Amplitude dieser Schwingung gilt max;e(g o) |Zp(t)| ~
tude fiir |wp — | << 1 sehr grok.

Fir Q = wg erhalten wir

F [ F 1 !
zp(t) = 2m(?w0 /0 (sin(wo(t — 2s)) + sin(wot)) ds = 2m(§)wg %o cos(wo(t — 2s)) + sin(wpt)s )
F 1
= 2m§wo [wo cos(wot) + tsin(wot)|

Insbesonders wird die Amplitude dieser Oszillation fiir ¢ — oo immer grofer. Dies wird als Resonanz-
katastrophe bezeichnet. Typischerweise ist in solchen Situationen die harmonische Niherung nicht
mehr anwendbar, und héufig filhrt dies auch zur Zerstérung des Systemes. Man bezeichnet daher auch
) = wp als Resonanzfrequenz des Systemes.

In den Ubungen werden wir den Einfluss eines Reibungstermes auf die obige Differentialgleichung und
die Resonanzfrequenz untersuchen.

4. Homogene lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten von hherer Ordnung

Wir betrachten die Differentialgleichung m-ter Ordnung

fiir eine gesuchte Funktion z € C™(R,K) und gegebene Koeffizenten ay, ..., a;,—1 € K, wobei K = R
oder K = C.

Diese Gleichung kénnen wir dquivalent als System erster Ordnung @ = Awu formulieren, wobei u €
CH(R,K™) und A € Mat(m;C) gegeben sind durch

. 0 1 0 0
T : 0o 1 0
U = x und A = : 0
: 0 0 0 1
(m—1)

€ —ap —ai ... ... Qm-1
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Die Matrix A € Mat(m;K) wird auch als Begleitmatrix (engl. companion matrix) der Differen-
tialgleichung (14) bezeichnet.

Die Losungstheorie fiir lineare System suggeriert nun, dass sich die Lésungen der Differentialgleichung
(14) als Linearkombinationen von Termen der Form exp(\;t) und t¥ exp(\;t) darstellen lassen, wobei
A; die Eigenwerte der Matrix A € Mat(m;C) sind, und 1 <k <v; — 1 gilt.

Der Exponentialansatz x(t) = exp(At) fiithrt auf das Polynom A\ — p(\) gegeben durch
PA) = A" + @ AN -+ ag,

welches gerade (bis auf den Vorfaktor (—1)") das charakteristische Polynom p4(A) = det(A — \id)
der Begleitmatrix A € Mat(m;C) ist.

Die Struktur des Losungsraumes des linearen Systems @ = Aw (cf. Theorem 2.17) {ibertrigt sich:

THEOREM 2.19 (Losungsraum fiir lineare Gleichungen héherer Ordnung).
Wir betrachten fir ao, ..., am—1 € K und z € C"™(R,K) die Differentialgleichung (14).

(1) Im reellwertigen Fall (i.e. K =R) ist der Losungsraum
LM = {x e C"(R,R): 2™ 4 12D 4 g = 0}

ein m-dimensionaler reeller Vektorraum.
(2) Im komplezwertigen Fall (i.e. K = C) ist der Losungsraum

« = {x e C"(R,C): 2™ a2 4 g = 0}

ein m-dimensionaler komplexer Vektorraum.

BEWEIS.
Sei L der Losungsraum des zugehdrigen linearen Systemes @ = Awu. Dann ist die Abbildung © : L™ — L
gegeben durch
o(x) = (z,&,...,zm 1)

linear und bijektiv. Daher folgt die Aussage fiir den reellen Fall.

Das Argument fiir den komplexen Fall ist analog. ]

Es ist moglich eine Basis des Losungsraumes £™ explizit anzugeben.

THEOREM 2.20 (Basis fiir komplexen Losungsraum).
Sei p: C — C das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (14) mit Faktorisierung

k
p(N) = (D)™ T = xy)
j=1

mit A1,...,\p € C, \; # \j und Vielfachheiten vy, ... v, €N, sodass v1 + -+ -+ v, = m. Dann ist jede
Léosung der Differentialgleichung (14) als Linearkomination der m Funktionen

fi(t) =texp(\jt) mit1 <j<kund0<Il<v;—1

darstellbar. Insbesonders bilden diese Funktionen eine Basis des komplezen Lisungsraumes L& der
Differentialgleichung (14).

BEWEIS.
Der Beweis besteht aus drei Schritten: Zuerst zeigen wir, dass die obigen Funktionen die Differenti-
algleichung 16sen, dann dass die Funktionen linear unabhingig sind, und abschliessend, dass sie eine
Basis des Losungsraumes bilden.

Schritt 1: f; sind Losungen
Wir fassen die Ableitung D = % als lineare Abbildung D : C®°(R,C) — C*®(R,C) auf, und D° =id :
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C>®(R,C) — C*(R,C) ist die Identitatsabbildung. Damit lasst sich die Differentialgleichung (14) in
der Form

k
0=2" +amn_ 12"V 4. gz = p(D)x, wobei p(D H (D — A;id)"
7=1

ausdriicken. Fiir ¢ € C*(R) und \ € C gilt nach der Produktregel
(D — Xid)(q(t) exp(M)) = (¢'() exp(At) + Ag(t) exp(M) — Aq(t) exp(A)) = q'(£) exp(Xt).
Fiir ¢ € C!'(R) folgt nach Iteration
(D = Aid)! (q(t) exp(A)) = ¢O(t) exp(Ar).
Firl<j<kund 0 <r <wv; —1 folgt somit

(D — \id)" (t" exp(Ajt)) = (7)) exp(Ajt) = 0

Fiir x € C%(R,C) und A, € C gilt
(D — Xid)(D — pid)xr = 2" — M\’ — pa’ + Ipx = (D — pid)(D — Nid)z.

Daher kénnen wir die Reihenfolge der Ableitungen im Ausdruck D +— p(D) vertauschen. Fiir die
Funktionen f;; € C*°(R;C) beobachten wir daher

k
p(D)fa(t) = T (D=Ajid) (D = Xiid)" fa(t) = 0
J=Li#i
i.e. die Funktionen (fi;)1<i<k0<i<i,—1 16sen die Differentialgleichung (14).
Schritt 2: Funktionen fj; sind linear unabhéingig

Wir fiihren einen indirekten Beweis. Angenommen es existieren Koeffizenten bj; € Cmit 1 < j <k
und 0 <1 < v; — 1, sodass

k ijl
VieR: Z Z bjlfjl(t) =
j=1 1=0
wobei bjy;, # 0 fiir einen Index 1 < jo < kund 0 <y < vj, — 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
konnen wir lp = max{0 <[ < vj;,_1 : bj,; # 0} annehmen. Die Rechnungen aus Schritt 1 ergeben

I/j—l
H (D = Ajid)™ E Z bafi =0, (D= AXj id)l Z Jiot =0, (D= Xj id)lofjolo = lo! exp(Ajy1).
i#io i#jo 1=0 1<lo

Summation und die Annahme Zﬂ bjifj1 = 0 ergibt dann

0= J] (D= Xid)s(D — Xy, id)* Zbﬂfﬂ

J#jo
- H (D — Aj id)” lU'eXp()‘Jot)bjolo) lo!bjolo H (>‘j0 =AY,
J#jo J#jo
also b;,;, = 0. Dies ist ein Widerspruch.

Schritt 3: Funktionen fj; erzeugen den Losungsraum

Nach Konstruktion gilt Z?:l v; = m. Daher bilden erzeugen die linear unabhéngigen Funktionen
(fjl)lgjgk,oglgyj einen m-dimensionalen Vektorraum. Die Aussage folgt nun, da nach Theorem 2.19
der Losungsraum L{ der Differentialgleichung (14) Dimension m hat. O

BEMERKUNG 2.21.

Alternativ kann man die obige Aussage auch durch Verwenden der jordanschen Normalform fir die
Begleitmatriz A € Mat(m; C) verwenden. Dazu muss man zeigen, dass die geometrische Vielfachheit
der Eigenwerte geo(\;) = 1 erfiillt, i.e. zu jedem Eigenwert gehdrt ein Jordanblock Jy; € Mat(v;, C).
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BEispiEL (Noch einmal der harmonische Oszillator).
Wir betrachten die Differentialgleichung

it wir =0

fiir £ : R — R und wg > 0. Der Exponentialansatz ergibt das charakteristische Polynom p()\) =
A2+ wg mit Nullstellen Ay = iwg und Ao = —iwy der Vielfachheit eins. Somit ist eine Basis des
Lisungsraumes L2 gegeben durch exp(iwgt), exp(—iwot). Da die Koeffizenten der Differentialgleichung
reell sind, erhalten wir eine Basis cos(wot), sin(wot) des reellen Losungsraumes £2.

Die allgemeine Losung = € C?(R,R) der Differentialgleichung ist somit gegeben durch
x(t) = Acos(wot) + B sin(wot)
fiir A, B € R. Betrachten wir die Anfangswerte z(0) = 29 € R und #(0) = vy € R, so ergibt sich

2(t) = o cos(wot) + — sin(wot).
wo

BEISPIEL (Noch einmal der harmonische Oszillator mit Ddmpfung).
Wir betrachten die Differentialgleichung

i+ 28% + wir =0

fiir eine gesuchte Funktion z : R — R und Konstanten wg, 5 > 0. Durch den Exponentialansatz erhalten
wir das charakteristische Polynom p(\) = A? 4+ 28\ + w?.

Wir unterscheiden drei Fille: 1) schwache (oder subkritische Dimpfung) Dimpfung w3 — 32 > 0, 2)
kritische Dampfung w% — %2 =0, und 3) superkritische Dampfung wg - p% <.

Schwach (subkritische) Dampfung: In diesem Fall hat das charakteristische Polynom zwei komplex
konjugierte Nullstellen Ay = —f + iw, wobei w = \/wg — 2. Nach Theorem 2.20 ist

exp(—ft) exp(iwt), exp(—/t) exp(—iwt)

eine Basis des komplexen Losungsraumes £2. Dies liefert mit exp(—/3t) cos(wt), exp(—/3t) sin(wt) eine
Basis des reellen Losungsraumes. Fiir A, B € R ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung
gegeben durch

x(t) = exp(—pPt)[A cos(wt) + Bsin(wt)].

Kritische Ddmpfung: In diesem Fall hat das charakteristische Polynom eine doppelte reelle Null-
stelle A = —f3. Eine Basis des komplexen Losungsraumes E% ist nach Theorem 2.20 gegeben durch
exp(—ft),t exp(—pt). Dies ist bereits eine Basis des reellen Losungsraumes £2 und allgemeine Lésung
der Differentialgleichung ist fiir A, B € R gegeben durch

x(t) = Aexp(—pft) + Btexp(—pt).

Superkritische Ddmpfung: In diesem Fall hat das charakteristische Polynome zwei reelle Nullstellen
Ay = —B =+ +/B% — w3. Eine Basis des komplexen Losungsraumes [,% ist nach Theorem 2.20 gegeben

durch exp(—(8 + /B — wi)t),exp(—(B — /B — w3)t). Wie oben ist dies bereits eine Basis des reellen

Losungsraumes und fiir A, B € R ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung gegeben durch
x(t) = Aexp (— <B—|— \/ﬁ—w(%) t) + Bexp (— <,6’— \/ﬁ—w?]) t) .

5. Inhomogene lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizenten von hherer Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir inhomogene lineare skalare Differentialgleichunge von héherer
Ordnung mit konstanten Koeffizenten.

Es gibt zwei Losungsmethoden: Einerseits die Losung mittels der Formel fiir die Variation der Kon-
stanten, welche man aus der zugehdrigen Formel fiir die Variation der Konstanten filir Systeme erster
Ordnung herleiten kann. Andererseits gibt es auch die Ansatz-Methode.



5. INHOMOGENE LINEARE GLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZENTEN VON HOHERER ORDNUNG 35

Die Ansatz-Methode ist potentiell schneller, aber sie funktioniert nur fiir Inhomogenitéiten mit spezieller
Struktur; wihrend die Formel fiir die Variation der Konstanten immer funktioniert, aber potentiell
aufwendiger ist.

5.1. Die Formel fiir die Variation der Konstanten.
Wir betrachten fiir die gesuchte Funktion z : R — R das Anfangswertproblem

(15)

9

() + a1 2™ (E) + -+ agi(t) + a1 (t) 4 apz(t) = g(t)
2(0) = yo,#(0) = y1,... & (0) = ym—1
wobei aym—1,...a1,a0 € R, und g : J — R ist eine gegebene Funktion.

Wie im vorherigen Abschnitt kann diese Gleichung auch in ein System erster Ordnung umgeschrieben
werden. Es gilt

a(t) = Au + b(t),
U(O) =ug € R™,

wobei A € Mat(m,R) die Begleitmatrix ist, und uy € R™ wie im vorherigen Abschnitt gegeben ist.
Weiterhin ist b : J — R gegeben durch

Die Losungsformel fiir inhomogene Systeme erster Ordnung (mit konstanten Koeffizenten) liefert nun

u(t) = up(t) + up(t) = exp(tA)ug + /0 exp((t — s)A) - b(s) ds.

Der erste Term kann durch Auffinden des Losungsraumes wie in Theorem 2.20 schnell ausgewertet
werden.

Um den zweiten Term effizient auszuwerten beobachten wir

exp(tA) = | ui(t) ... un(t)],

wobei u; : R — R™ die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung 4 = Awu mit Anfangswert
u;(0) = e; ist, wobei e¢; € R™ der i-te Basisvektor in R™ ist.

Da die Matrix A € Mat(m;R) eine Begleitmatrix einer skalaren Differentialgleichung ist, haben die
Funktionen u; : R — R™ die spezielle Struktur

x(m—l) (t)

)

wobei die Funktion z; : R — R das Anfangswertproblem
:cﬁm’ + am_lem_” + - 4 ady + a1®; + apr; = 0,
2(0) = 0,%(0) = 0,...,202(0) = 0,207(0) = 1,29 (0) = 0,..., 2™ (0) = 0,

16st.
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Werten wir nun den Integranden in der obigen Lésungsformel fiir Systeme aus, so erhalten wir

x1(t — s) T (t — 8) 0 2ot — )g(s)
exp((t —s)A) - b(s) = xgm*Q)‘(t ) x%”*Q).(t 9| 0 = 3 ;
:vgm_l)(t —8) ... ... PG (t—s) 9(s) *

wobei * bedeutet, dass wir nicht am exakten Wertes des Eintrages interessiert sind.

Die Losung = : R — R des Anfangswertproblems ist durch die erste Komponente der obigen Formel
gegeben. Daher ist die partikuldre Losung z, : J — R gegeben durch die erste Komponente der
partikuldren Losung u, : J — R™. Daher gilt

xp(t) = /0 T (t — 8)g(s) ds.

Beachte, dass diese partikuldre Losung die Eigenschaft z,(0) = 0,4,(0) =0,..., :L‘I(,m_l)(O) = 0 hat.

Daher haben wir die folgende Losungsformel hergeleitet:

o) = o) + [ 3(t - s)9(s) .

In dieser Formel bezeichnet  : J — R die Lésung des homogenen Anfangswertproblemes
F a3 MY 4 4 agd + ard 4 apd = 0
{fm):0,”,”wimhmm):aimhnm)z1 '

BEISPIEL (Der harmonische Oszillator mit einer duferen Kraft).

Wir betrachten den harmonischen Oszillator mit einer periodischen duferen Kraft. Das Anfangswert-
problem ist gegeben durch

E(t) + wiz(t) = Agsin(Qt),
2(0) = o,
z(0) = vp.
Hier ist = : R — R die gesuchte Funktion (welche die Auslenkung misst), und xg € R ist die Anfangs-
auslenkung, und vg € R ist die Anfangsgeschwindigkeit, und wy > 0 ist die Eigenfrequenz, und Ag > 0
ist die Amplitude der duferen Kraft, und € > 0 ist die Frequenz der duferen Kraft.
Das homogene Anfangswertproblem
i+ wir =0,
z(0) = o,
#(0) = vo,
hat die Lésung
x(t) = xq cos(wot) + :T(()) sin(wot),

welche wir in vorherigen Abschnitten hergeleitet haben.

Setzen wir xg = 0 und vy = 1, so erhalten wir

z(t) = 1 sin(wot).
wo

Daher ist die partikuldre Losung des Problemes gegeben durch
Ag [!

xp(t) = — [ sin(wo(t — s))sin(Qs) ds.
wo Jo

Um eine explizitere Losungsformel zu erhalten, muss man das Integral in zwel Féllen auswerten: Ei-
nerseits den nicht-resonanten Fall Q # wg, und andererseits den resonanten Fall € = wy.
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5.2. Die Ansatz-Methode.
Eine andere Losungsmethode fiir inhomogene lineare skalare Differentialgleichungen héherer Ordnung
ist die Ansatz-Methode.

Im Vergleich zur vorherigen Methode muss man anstelle einer Integration ein lineares Gleichungssystem
der Groke m (wobei m die Ordnung der Gleichung ist) 16sen. Der grofe Nachteil der Ansatz-Methode
ist, dass sie nur fiir Summen und Produkte von Exponentialfunktionen, Sinus, Kosinus und fiir Poly-
nome anwendbar ist.

(1) Abhéngig von der Struktur der Inhomogenitdt macht man einen Ansatz fiir die partikulire
Lésung.
Hinweis: Falls der Ansatz einen Term enthdlt, der bereits in der allgemeinen Lésung fir die
homogene Gleichung auftritt, muss man den Ansatz durch Hinzufiigen von Summanden, die
mit Potenzen von t — t* modifiziert ist, erweitern.

(2) Man setzt den Ansatz in die gewohnliche Differentialgleichung ein, und vergleicht Koeffizenten,
um ein lineares Gleichungssystem zu erhalten.

(3) Man 16st das lineare Gleichungssystem, um eine partikulire Losung zu finden.

Hinweis: Im Gegensatz zur Formel fiir die Variation der Konstanten gilt im Allgemeinen die
FEigenschaft x,(0) = 0,4,(0) =0,..., :Ez(,m_l)(()) = 0 fiir die partikuldre Losung nicht.

(4) Die Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, und einer partikuléren Losung
der inhomogenen Gleichung liefert die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung.

(5) Falls notwendig, benutzt man die Anfangswerte, um die freien Konstanten in der allgemeinen
L&sung zu bestimmen.

Wir illustieren das Vorgehen anhand der gew6hnlichen Differentialgleichung
B(t) +4x(t) = g(t)
fiir verschiedene Wahlen der Inhomogenitét g : R — R.

Die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung ist gegeben durch
x(t) = dy cos(2t) + dasin(2t) + zp(t),

wobei dy, do € R Konstanten sind.

BeispIEL (Eine Exponentialfunktion als Inhomogenitét).

In diesem Beispiel betrachten wir die Inhomogenitét g(t) = exp(t). Ableitungen der Exponentialfunk-
tion sind wiederum durch Exponentialfunktionen gegeben. Dies motiviert den Ansatz

xp(t) = Aexp(t).
Wir setzen diesen Ansatz in die gewohnliche Differentialgleichung ein, und erhalten
Zp(t) +4x,(t) — g(t) = Aexp(t) +4dexp(t) — exp(t) = exp(t)[A+4 —1].

Fiir eine Lésung t — x,(t) muss die rechte Seite der Gleichung verschwinden. Dies impliziert A = —3.
Die partikuldre Losung ist daher gegeben durch

xp(t) = —3exp(t).
Die allgemeine Lésung fiir die inhomogene Gleichung ist gegeben durch
x(t) = zp(t) + zp(t) = dy cos(2t) + da sin(2t) — 3exp(t).
BEISPIEL (Sinus- und Kosinusfunktionen als Inhomogenitét).

In diesem Beispiel betrachten wir die Inhomogenitét g(¢) = sin(¢). Ableitungen der Sinusfunktion sind
die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion und vice versa. Daher machen wir den Ansatz

xp(t) = Acos(t) + Bsin(t),
wobei A, B € R. Die Frequenzen der Sinus- und Kosinusfunktion miissen mit den Frequenzen der
Inhomogenitét tibereinstimmen. Wir setzen den Ansatz in die Differentialgleichung ein, und erhalten
Zp(t) + 4zp(t) — g(t) = —Acos(t) — Bsin(t) + 4[A cos(t) + Bsin(t)] — sin(t)
= cos(t)[—A + 4A] + sin(t)[-B + 4B — 1].
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Fir eine Losung ¢t — x,(t) muss die rechte Seite verschwinden. Da die Funktionen ¢ + cos(t) und
t +— sin(t) linear unabhingig sind, konnen wir Koeffizenten vergleichen, und erhalten das lineare

Gleichungssystem:
3A=0,
{3B =1

Dieses lineare Gleichungssystem hat die Losung A = 0 und B = % Der Ansatz fiihrt daher auf die
partikulidre Losung

1
xp(t) = < sin(t).

3
Man beachte, dass z,(0) = 0, aber #,(0) # 0. Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung ist
gegeben durch

1
x(t) = xu(t) + zp(t) = dq cos(2t) + da sin(2t) + 3 sin(t),

wobei dq, ds € R Konstanten sind.

BEIsSPIEL (Polynome als Inhomogenitét).
In diesem Beispiel betrachten wir die Inhomogenitit g(t) = t>+t. Der Ansatz in diesem Fall ist gegeben
durch

z,(t) = At® + Bt* + Ct + D,
wobei A, B,C, D € R bestimmt werden miissen. Der Ansatz ist das allgemeine Polynom der gleichen

Ordnung wie das Polynom der Inhomogenitét. Wir setzen den Ansatz in die gewdhnliche Differential-
gleichung ein und erhalten

Gp(t) 4 4z (t) — g(t) = (6At +2B) + 4(At> + Bt* + Ct + D) — (t* + 1)
= t3(4A — 1) + t>(4B) + t(6A +4C — 1) + 1(2B + 4D).
Damit t +— x,(t) eine Losung der gewthnlichen Differentialgleichung ist, muss die rechte Seite der

Gleichung verschwinden. Da die Polynome t — t" fiir n € Ny linear unabhiingig sind, kénnen wir die
Koeffizenten vergleichen, um ein lineares System von Gleichungen zu erhalten:

4A =1,
4B =0,
6A+4C =1,
2B + 4D = 0.

Die zweite Gleichung impliziert B = 0, und dann impliziert die vierte Gleichung D = 0. Die erste
Gleichung impliziert A = %, und somit ergibt die dritte Gleichung

1 1 3 1

Daher liefert dieser Ansatz die partikuldre Losung

1 1

Wir beachten, dass in diesem Fall 2,(0) = 0, aber £,(0) # 0. Die allgemeine Losung der inhomogenen

skalaren Differentialgleichung ist dann gegeben durch

1 1
z(t) = zp(t) + zp(t) = dy cos(2t) + da sin(2t) + Ztg - gt,

wobei di,dy € R Konstanten sind.
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6. Asymptotisches Verhalten von Lésungen

Die Realteile der Eigenwerte der Matrix A € Mat(m; C) bestimmen das asymptotische Verhalten des
Matrixexponential fiir ¢ — oo.

Zuerst zeigen wir eine Aussagen fiir das asymptotische Verhalten des Produkts des Matrixexponential
mit einem Hauptvektor:

PROPOSITION 2.22 (Asymptotik fiir das Matrixexponential eines Hauptvektors).

Sei A € Mat(m;C), und sei u € C™ ein Hauptvektor von A mit Eigenwert \, i.e. es existiert v € N,
so dass (A — Nid)"u = 0. Falls Re(\) < 0 gilt, so folgt exp(tA)u — 0 fiir t — oo. Allgemeiner gilt fir
einen Eigenwert A € C mit Re(\) < —a die verbesserte Asymptotik e* exp(tA)u — 0 fiir t — oo.

BEWEIS.
Aufgrund von Proposition 2.9 und der Vorraussetzung, dass ug € C™ ein Hauptvektor von A ist,
schliessen wir

exp(tA)u = exp(t(A —Aid) + tAid)u = exp(t(A — id)) exp(thid)u = e* exp(t(A — Xid))u

MZ (A— Ald]u—e/\tz A—/\id)ju
j= 0

Damit erhalten wir mit der Dreiecksungleichung, der Submultiplikativitdt und der Identitét |e
e®eNt die Abschitzung

)\t| —

t
| exp(tA)u|| = MZ A Nid) || < etReX Z i |A—Xid ”Mat micy | -
j=0 7t j=0 :
Aufgrund der Vorraussetzung Re A < 0 zerfallt der erste Faktor exponentiell, wihrend der zweite Faktor
maximal polynomiel mit [¢|*~! wichst. Daher gilt || exp(tA)|ju — 0 fiir ¢ — oco.

Die zweite Aussage folgt analog durch Multiplikation der Abschitzung mit der Funktion ¢ — e®. [

Durch eine Hauptraumzerlegung erhalten wir nun eine Aussage fiir beliebige Anfangswerte:

KoRrROLLAR 2.23.

Sei A € Mat(m;C), so dass alle Eigenwerte \i,..., g (mit Multiplizititen v1,...,vx > 1, sodass
V1 + -+ v = m) negativen Realteil haben. Dann gilt fir alle Anfangswerte u(0) = ug € C™, dass die
Losung des Anfangswertproblemes & = Au und w(0) = ug fir t — oo zum Ursprung konvergiert.

BEWEIS.
Sei ug € C™. Nach der Hauptvektorzerlegung (siehe Theorem A.7) existieren Vektoren v; € H(\;) fiir
1 < j <k, sodass ug = v1 + - -+ vg. Aufgrund von Linearitét gilt fiir die Lésung des Anfangswertpro-
blemes, dass

u(t) = exp(tA)ug = exp(tA)vy + - - - + exp(tA)vy.

Aufgrund der Vorraussetzung Re\; < 0 fiir alle 1 < j < k gilt, folgt mit der Asymptotik fiir das
Matrixexponential (Proposition 2.22), dass jeder Summand fiir ¢ — oo gegen null konvergiert. Damit
konvergiert auch die Summe gegen null. Es folgt limy_, o u(t) = 0. (I






KAPITEL 3

Existenztheorie fiir nichtlineare Gleichungen

Gewdhnliche Differentialgleichungen werden fiir die Modellierung vieler Systeme in allerlei Disziplinen
von Physik iiber Biologie bis zur Okonomie eingesetzt. Um Probleme sinnvoll zu modellieren, méchte
man fiir ein gegebenes Anfangswertproblem daher die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Weiter-
hin ist man an stetiger Abhéngigkeit der Lésungen von den Anfangsdaten und den Koeffizenten der
Gleichung interessiert, und an der Frage ob Losungen global in der Zeit (zumindest fiir alle Zeiten, fiir
welche die Gleichung definiert ist) existieren.

Fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizenten konnten wir Existenz durch das Auf-
schreiben einer expliziten Losung zeigen, und Eindeutigkeit folgte aus einfachen Uberlegungen. Die
explizite Losungen erlaubt auch, stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten zu zeigen, und die Lo-
sungen sind global definiert (oder zumindest fiir alle Zeiten fiir welche die Gleichung definiert ist).

Fiir nichtlineare Differentialgleichungen sind diese Fragen weitaus verwickelter, da man im Allgemei-
nen keine explizite Losungsformel angeben kann. Es stellt sich heraus, dass man Existenz unter milden
Vorraussetzungen an die Gleichung zeigen kann. Weiterhin kann es fiir nichtlineare Differentialgleichun-
gen durchaus vorkommen, dass Losungen nicht global definiert sind, und dass Anfangswertprobleme
mehrere Losungen zulassen. Wir illustrieren dies mit zwei Beispielen.

BeispIEL (Keine globale Existenz von Losungen).
Wir betrachten fiir eine gesuchte Funktion x : [0,7) — R das Anfangswertproblem

i(t) = x(t)?,
z(0) = z9 € R.
Durch Separation der Variablen findet man, dass die Losung gegeben ist, durch

0
x(t) = —

Fiir zp < 0 ist die Losung fiir ¢ € [0,00) (und damit global) definiert. Fir o > 0 finden wir, dass
die Losung fiir t — % explodiert (im Sinne |z(t)|] — o0). Daher sind die Losungen fiir xg > 0 nur fiir

te [0, x%) definiert, und somit nicht global definiert.

Man beachte, dass die rechte Seite ' : R — R gegeben durch F(z) = 22 superlinear wiichst.

BEisPIEL (Nichteindeutigkeit der Losung).
Wir betrachten fiir die gesuchte Funktion = : [0,7") — R das Anfangswertproblem

Eine Lésung dieser Gleichung ist gegeben durch z(t) = 0 fiir alle ¢ > 0. Allerdings ist auch x(t) = 1¢°
fiir t > 0 eine Losung. Die Situation ist sogar noch viel schlimmer: Fiir jedes a > 0 ist die Funktion

Lt —a)?2 t>
xa(t) = {S( a> + =
< a,

eine Losung des Anfangswertproblemes. Die Losungen des Anfangswertproblemes sind also nicht ein-
deutig.

Man beachte, dass die rechte Seite F' : R — R gegeben durch F(z) = 1/|z| bei x = 0 nicht differen-
zierbar (und auch nicht lokal Lipschitz-stetig ist).

41
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In diesem Kapitel werden wir daher die Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit, globaler Existenz von
Losungen, und stetige Abhéngigkeit von Anfangsdaten diskutieren.

Fiir die Existenztheorie gibt es zwei Resultate:

Einerseits der Satz von Peano, welcher unter der Annahme von Stetigkeit der rechten Seite der Diffe-
rentialgleichung Existenz (aber keine Eindeutigkeit!) von Losungen liefert. Der Standardbeweis stiitzt
sich auf den Kompaktheitssatz von Arzela—Ascoli fiir gleichméfig gleichgradig stetige Familien. Den
Satz von Peano werden wir nur im Anhang diskutieren.

Andererseits der Satz von Picard—Lindeldf, der unter der stédrkeren Annahme von lokaler Lipschitz-
Stetigkeit der rechten Seite der Gleichung Existenz und Eindeutigkeit der Losung liefert. Der Beweis
stiitzt sich auf eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes. Den Satz von Picard-Lindeldf und
seine Konsequenzen werden wir im folgenden diskutieren.

1. Der Banachsche Fixpunktsatz

Fiir den Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf zur Kurzzeitexistenz von Lésungen werden wir den
Banachschen Fixpunktsatz aus der Analysis ben&tigen, welchen wir kurz wiederholen.

DEFINITION 3.1 (Fixpunkt).
Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei F': X — X eine Abbildung. Dann heifit T € X Fizpunkt der
Abbildung F, falls F(z) = x.

Der Banachsche Fixpunktsatz bezieht sich auf Kontraktion, dies sind Abbildungen, die die Distanz
zwischen zwei verschiedenen Punkten verkiirzen.

DEFINITION 3.2 (Kontraktion).
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fine Abbildung F : X — X heiffit Kontraktion, falls eine Konstante
0 < n < 1 existiert, sodass fiir alle x,y € X die Ungleichung

d(F(z), F(y)) <nd(z,y)
gilt.

Der Banachsche Fixpunktsatz, welcher zuerst 1922 von Stefan Banach, bewiesen wurde, spielt eine
zentrale Rolle in einigen Beweis in der Analysis. Neben der untenstehenden Anwendung auf gew6hnliche
Differentialgleichungen ist auch der Beweis des Satzes iiber die inverse Abbildung und des Satzes tiber
implizite Funktionen zu nennen.

THEOREM 3.3 (Banachscher Fixpunktsatz).
Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum, und sei F : X — X eine Kontraktion mit Kontrakti-
onskonstante n < 1. Dann hat die Abbildung F einen eindeutigen Fizxpunkt, i.e. es existiert genau ein

zeX mit F(z)=1=.
Weiterhin gilt fir alle o € X und die iterativ definierte Folge xp1q = F(xy) fiur k € N die Abschitzung
d(z, ) < nd(zo, T).

BEWEIS.
Zur Existenz: Sei xp € X beliebig. Wir definieren fiir n € N rekursiv eine Folge (zp)nen, mittels
Tpt1 = F(xy,) fir n € Ng. Wir behaupten, dass (zy,)nen, eine Cauchy-Folge ist.

Zuerst beobachten wir fiir £ € N die Abschitzung
d(xk, 2pr1) = d(F(zp—1, F(2)) < nd(zp_1, z) < n"d(z0,21).
Damit schliessen wir fiir [ > k € N mit der Dreiecksungleichung

-1 -1 I-1-k i

d(zp, ) <Y d(zg,zip0) <Y nPd(zo,x1) =1" D nld(xo, x1) < n_nd(wo,:m).
j i=F j=0

1

I
=
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Da 0 < 7 < 1 gilt, folgt n* — 0 fiir k — co. Sei nun € > 0. Dann existiert N € N, sodas d(z;,7;) < €
fiir alle I > k> N. Somit ist (z,)nen, eine Cauchy-Folge.

Da der metrische Raum (X, d) vollsténdig ist, hat die Cauchy-Folge (xy,)nen, einen Grenzwert z € X.
Da eine Kontraktion insbesonders stetig ist, schliessen wir

z= lim zp41 = lim F(z,)=F ( lim xn> = F(Z).

n—o0 n—oo n—oo

Daher ist T € X ein Fixpunkt der Abbildung F'.
Zur Eindeutigkeit: Seien z,y € X Fixpunkte, i.e. F(Z) =
d(z,7) = d(F(z), F(y)) < nd(Z,y),
und somit
(1 —=n)d(z,y) <0.
Da n < 1 gilt, folgt 1 —n > 0, und mit der positiven Definitheit der Metrik schliessen wir d(z,y) = 0

und somit T = y. Daher ist der Fixpunkt eindeutig.

Zur Fehlerabschatzung: Wir beobachten iterativ
d(zy, ) = d(F(zp—1), F(Z)) < nd(xp_1,2) < n*d(zo, ).

2. Existenz und Eindeutig mittels dem Satz von Picard—Lindel6f

Um fiir die gewdhnliche Differentialgleichungen @ = F(u) Losungen der Regularititsklasse C! zu
erhalten, sollte die Funktion F' zumindest stetig sein. Es stellt sich aber heraus, dass fiir die Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen die stérkere Annahme der lokalen Lipschitz-Stetigkeit natiirlich ist.
Wir wiederholen die Begriffe:

DEFINITION 3.4 (Lipschitz-Stetigkeit).

Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, und F : X — Y eine Abbildung. Dann ist F Lipschitz-
stetig, folls eine Konstante L > 0 existiert, sodass wir fir alle x,y € X die folgende Abschitzung
haben:

dy (F(z), F(y)) < Ldx(z,y).

Insbesonders ist jede Lipschitz-stetige Funktion stetig und gleichméfig stetig. Die oben definierten
Kontraktionen sind ein Beispiel einer Lipschitz-stetigen Abbildung mit Lipschitz-Konstante L = n < 1.

DEFINITION 3.5 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit).

Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, und F : X — Y eine Abbildung. Dann ist F' lokal Lipschitz-
stetig, falls fiir alle x € X eine offene Umgebung U C X existiert, sodass die Finschrinkung F|y :
U — Y Lipschitz-stetig ist.

Falls X ein lokalkompakter Raum ist (z.B. der euklidische Raume R™ ), dann ist F' lokal Lipschitz-stetig,
genau dann wenn F Lipschitz stetig auf jeder kompakten Teilmenge K C X ist.

Wir bemerken, dass fiir eine offene Menge U C R™ jede Funktion F € C'(U;R™) aufgrund des
Schrankensatzes lokal Lipschitz-stetig ist.

Der folgende zentrale Satz iiber die Kurzzeitexistenz von Losungen zu gewohnlichen Differentialglei-
chungen ist nun eine Konsequenz des Banachschen Fixpunktsatzes angewandt auf die Integralformu-
lierung

t
Vt € [—6,0] : u(t) = ug +/ f(u(s)) ds
0
des Anfangswertproblemes 4(t) = F(u(t)) und u(0) = uo.
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THEOREM 3.6 (Picard-Lindelof; Kurzzeitexistenz).

Sei U CR™ offen, ug € U und sei F': U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Dann existiert
0 = (o, F') > 0 und eine eindeutige stetig differenzierbare Losung u : [—9,] — R™ des Anfangswert-
problemes

BEWEIS.
Sei ug € U. Da U C R™ offen ist, existiert 79 > 0, sodass By,(ug) C U, und es existiert L > 0, sodass
fiir alle v,w € By, (up) aufgrund der lokalen Lipschitz-Stetigkeit die Abschitzung

|F(v) = F(w)| < Ljv — w
gilt. Wir setzen Cp := Lrg + |F(ug)|. Wir definieren § > 0 durch

om0 L
5.—m1n{00,2L} > 0.

Der Unterraum M C C°([—46, 6]; R™) gegeben durch

M = {u € C%([=0,0;R™) : sup |u(t) —ug| < 7‘0}
—0<t<é

ist ein abgeschlossenere Unterraum der Banachraumes (C°([—6, §]; R™), ||+ ||so), und somit ein vollstin-
diger metrischer Raum. Hier verwenden wir die kanonische Norm

[ulloo = sup fu(t)].
<t<o

Wir definieren die Abbildung ® : M — C°([-§, §]; R™) durch

t
D (v)(t) := ug -l—/ F(v(s)) ds
0
fir v e M und t € [-6,4].
Behauptung 1: Fiir v € M gilt ®(v) € M.
Wir haben fiir v € M die Abschitzung

/t F(v(s)) ds
0
Weiterhin gilt mit der Dreiecksungleichung, der lokalen Lipschitz-Stetigkeit und v € M fiir alle s €
[0, 0] die Abschatzung

[F(v(s)] < [F(v(s)) = F(uo)| + [F(uo)| < Ljv(s) = uo| + [F(uo)| < Lro + [F(uo)| = Co.
Damit gilt fiir alle t € [—0, 6] die Abschétzung
’(I)(U)(t) - UQ| S 500 S To

D) () — uo| = s[ﬂF@@»uuga sup |F(u(t)].

_6<t<6

und somit gilt ®(v) € M.

Behauptung 2: Die Abbildung ® : M — M ist eine Kontraktion.
Wir haben fiir v,w € M und t € [—§, §] die Abschétzung

A(ﬂﬂ@—Fm@»w

<L | Jo(s) = w(s)| ds < 0L sup [o(s) — w(s)
0 —0<t<d

|[@(0) (1) — D(w) ()] <

SA!HW@—Fw&mds

nach Wahl der Existenzzeit § > 0.
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Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildung ® : M — M eine Kontraktion ist. Wir wenden den
Banachschen Fixpunktsatz, Theorem 3.3, an und erhalten einen eindeutigen Fixpunkt v € M mit
®(u) = u. Dies bedeutet, dass wir fiir alle t € [0, §] die Gleichung

u(t) = g —i—/o F(u(s)) ds

erhalten. Insbesonders gilt u(0) = ug. Da u € C°([-4,]; R™) gilt, folgt F ou € C°([-4,d]; R™). Somit
liefert der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung u € C*([—4, 6]; R™). Differenzieren
der Gleichung liefert dann u(t) = F(u(t)) fiir alle ¢ € [, 0].

Damit haben wir eine eindeutige stetig differenzierbare Losung u : [—0, 0] — R™ des Anfangswertpro-
blemes konstruiert. O
Analysiert man den obigen Beweis und den Beweis des Banach’sche Fixpunktsatzes genauer, so sieht
man, dass der Beweis eine explizite Konstruktionsmethode liefert:

BEMERKUNG 3.7 (Picard-Iterationen).
Sei k € N. Wir setzen ug(t) = ug und iterativ

wpsn (1) = up + /0 flur(s)) ds

Dies liefert fir & > 0 hinreichend klein eine Folge von stetigen Funktion wuy : [—0,0] — R™. Die
Funktion uy, werden auch als Picard-Iterationen bezeichnet.

Der obige Beweis zeigt, dass (ug)ken auf [—0,08] uniform gegen eine stetig differenzierbare Losung
u: [—0,0] = R™ des Anfangswertproblems i = F(u) und u(0) = ug € U konvergiert.

BeispIEL (Das Matrixexponential mit Picard-Iterationen).

Sei A € Mat(m;R). Wir betrachten fiir eine gesuchte Funktion u : R — R™ die gewonliche Differenti-
algleichung @ = Au mit Anfangswert u(0) = up € R™. Die Picard-Iteration uy : R — R™ (fiir k € N)
erfiillen

t
ug+1(t) = ug +/ Auy(s) ds.
0

Man berechnet zum Beispiel
t
Ui (t) = ug + / AUO ds = (id +At) uop,

Uy ()—u0+/ Auy(s) ds = <1d+At+ A2t2> uo,

= up +/ Aug(s) ds = <1d +At+ A2t2 + 3'A3t3>
Mit Induktion schliesst man
k .
o
up(t) = Z ﬁAJ U
=0

Somit folgt ug(t) — exp(tA)up fiir alle ¢ € R. Auf kompakten Teilintervallen [—L,L] C R ist die
Konvergenz uy, — exp(-A)up sogar uniform.

BEMERKUNG 3.8 (Globale Losungen fiir globale Lipschitz-Stetigkeit).

Wir betrachten das Anfangswertproblem 4 = F(u) und u(0) = ug € R™. Falls F : R™ — R™ (global)
Lipschitz-stetig ist, so erhalten wir ein § > 0, welches nicht vom Anfangswert ug € R™ abhdangt. Damit
kénnen wir die Kurzzeitlosung u : [—6,6] — R™ durch Anwenden der Kurzzeitexistenz, Theorem 3.6,
iterativ zu einer Lisung uy : [—ko,ké] — R™ fir k € N erweitern. Schlussendlich erhalten wir eine
global definierte Lésung u : R — R™,
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BEMERKUNG 3.9 (Nichtautonome Gleichungen).

FEine Erweiterung auf nichtautonome Anfangswertprobleme u(t) = F(t,u(t)) und u(0) = ug € R™
ist durch eine direkte Modifikation des Beweises mdglich. Dazu missen wir vorraussetzen, dass fir
U C R™ offen die Funktion F : R x U — R™ stetig und beziiglich der zweiten Variable v € U C R™
lokal gleichmdfig in t € R lokale Lipschitz-stetig ist, i.e. fir alle ug € R™ und fiir alle tyg € R existieren
ro > 0, Tp > 0 und L > 0, sodass fir alle u,v € By (ug) C U und alle t € R mit |t — to| < Ty die
folgende Abschatzung haben:

|F(t,u) — F(t,v)| < Llu — v|.

Wir bemerken auch, dass man bei ausreichender Regularitit in der Zeitvariable (z.B. falls (t,u) —
F(t,u) € C!), die nichtautonome Gleichung u(t) = F(t,u(t)) fir u : I — R™ auch in eine autonome
Gleichung v(t) = G(v(t)) fir v : I — R™ und G lokal Lipschitz-stetig umschreiben kann. Dann kann
man Theorem 3.0 zur Kurzzeitezistenz direkt anwenden.

BEMERKUNG 3.10 (Losbarkeit in beide Richtungen und Vergleich mit PDE).

Das Anfangswertproblem fiir autonome Differentialgleichungen ldsst sich fiir alle Anfangswerte ug € R™
in beide Richtungen lésen, i.e. wir finden Losungen u : [—6,0] — R™. Dies steht im Kontrast zur
Situation fir partielle Differentialgleichungen (wie z.B. die Warmeleitungsgleichung und die Wellen-
gleichung), welche sich fiir allgemeine Anfangsdaten (typischerweise) nur vorwdrts in der Zeit losen
lassen, i.e. man findet Losungen u : [0,T) x R™ — R.

Als Vorbereitung fiir den Beweis der Eindeutigkeit auf grofsen Intervallen beweisen wir die Gronwallsche
Ungleichung. Diese Ungleichung (und ihre Integralversion) spielt eine fundamentale Rolle in der Theorie
der parabolischen und hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen.

LEMMA 3.11 (Gronwallsche Ungleichung).
Seien u, 1 : [0,T) — R stetige Funktionen, und sei u differenzierbar auf (0,T). Fir alle t € (0,T) gelte
weiterhin die Differentialungleichung

u(t) < Pt)ult).

Dann gilt fir alle t € (0,T) die Abschditzung
t
u(t) < u(0)exp </ P(s) d5> .
0

BEWEIS.
Der Beweis ist ein Vergleichsargument fiir gewthnliche Differentialgleichungen:
Wir definieren v : [0,7) — R als Losung des Anfangswertproblemes 0(t) = ¢(t)v(t) und v(0) = 1.

Dann gilt nach Kapitel 1 die Formel
t
o) =esp ([ w651 as).
0

und somit auch v(¢) > 0 auf [0,7"). Wir berechnen mit Hilfer der Quotientenregel und der Differentia-
lungleichung auf (0,7") die Ungleichung

du(t)  at)olt)—u)ot) 1 .
dto(t) w2(t) = o (40 — ¥ (Hu(®) < 0.

Somit ist die Funktion ¢ — % monoton fallend auf [0,7), und daher gilt
u(t)  u(0) . ( / ! )
— , und somit u(t) < u(0)v(t) = u(0)exp Y(s) ds ).
<0 (1) < u(Op(t) = uo)exp ( [ (o)

Dies beendet den Beweis der Gronwallschen Ungleichung. O

IN

Der Beweis der Kurzzeitexistenz, Theorem 3.6, liefert Eindeutigkeit auf dem kleinem Interval [0, d].
Lokale Lipschitz-Stetigkeit in Kombination mit der Groenwallschen Ungleichung liefert uns sogar Ein-
deutigkeit fiir das Anfangswertproblem auf einem langen Zeitinterval [0,7):
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THEOREM 3.12 (Picard-Lindeldf; Eindeutigkeit).
Sei U C R™ offen, ug € U und sei F : U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Gegeben seien
u,v: [0,T) = U stetig differenzierbare Losungen der Anfangswertprobleme

u(t) = F(u(t)) J o(t) = F(v(t))
u(0) =up € U, o v(0) =up € U,

Dann gilt w = v auf [0,T).

BEWETS.
Wir fithren einen indirekten Beweis: Angenommen es existiert ¢ € (0,7") mit u(t) # v(t). Wir setzen

7=1inf{t € (0,7T) : u(t) #v(t)}.
Dann gilt nach Definition des Infimum 7 € [0,T"). Weiterhin gilt u(7) = v(7). Denn falls u(7) # v(7),

existiert aufgrund von Stetigkeit € > 0, sodass u(7 — €) # v(7 — €). Dies ist ein Widerspruch zur
Definition von 7. Wir setzen w = u(7) € U.

Da w € U gilt, und U C R™ offen ist, existiert aufgrund der lokalen Lipschitz-Stetigkeit » > 0, sodass
Ba,(w) C U und

[F(u) = F(w)| < Liu ]
fiir alle w € U mit ||u — w| < r.

Da t — u(t),v(t) stetige Funktion sind, existiert € > 0, sodass 7 + ¢ < T und u(t),v(t) € B,(w) fiir
t € [1,7 + €). Daher gilt fiir alle ¢ € [7,7 + €) auch die Ungleichung

[E(u(t)) = Fo(®))] < Lu(t) = v(t)].

Wir beobachten, dass die Funktion ¢ + |u(t) — v(t)|? differenzierbar auf t € (7,7 + ¢) ist. Die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung impliziert dann

%lu(t) —u(t)]* = 2(u(t) — o(t),u(t) — 6(t)) < 2ult) — v(t), F(u(t)) - F(u(t)))
< 2fu(t) — v(t)] [F(u(t) — F(u(t))] < 2L|u(t) —o(t)?
fiir t € (1,7 + €). Wir wenden die Grénwallsche Ungleichung auf die Funktion ¢ +— |u(t) — v(¢)|? an.
Da u(1) = v(7) gilt, liefert diese u = v auf [1,7 + €).

Dies steht im Widerspruch zur Definition von 7 € [0,7"), und somit muss die Annahme, dass u(t) # v(t)
fiir ein ¢ € (0,7) gilt, falsch sein. Daher gilt v = v auf [0, 7). O

In vielen Situationen wollen wir die Differentialgleichungen fiir ein méglichst grofles Zeitinterval 10sen.
Dies ist der Definition der maximalen Losung encodiert.

DEFINITION 3.13 (Maximale Losung).
Sei U C R™ offen, F': U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei ug € U. Set I C R ein
Interval. Dann heifit u : I — U mazimale Losung des Anfangswertproblems

u(t) = F(u(t)),
u(O) =ug € Rm,

falls jede weitere Lésung v : J — U des Anfangswertproblem die Bedingungen J C I und ul; = v
erfillt.

Fiir das mazimale Erxistenzinterval der Losung mit Anfangswert ug € U schreiben wir Ipqq(uo).

PROPOSITION 3.14 (Existenz einer eindeutigen maximalen Losung).
Sei U C R™ offen, F' : U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei ug € U. Dann hat das
Anfangswertproblem

eine eindeutige mazimale Losung u : Ipep(ug) — U.
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BEWEIS.
Wir setzen

Intax (o) = {

7 € R : es existiert eine Losung des obigen Anfangswertproblem, }

welche auf einer offenen Umgebung von 7 € R definiert ist

Dann gilt nach Theorem 3.6 zur Kurzzeitexistenz [—9, §] C Inax(uo) und somit ist Inax(ug) nichtleer.

Weiterhin ist Iyiax(uo) ein Interval, da es eine Vereinigung von Intervallen ist, und dieses Interval
ist offen. Angenommen Iy, (ug) wére ein halboffenes oder abgeschlossenes Interval, z.B. Inax(ug) =
[—T,T]. Dann liefert die Kurzzeitexistenz, Theorem 3.6, eine Losung auf [-7 — 6, T + 6]. Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von Iyiayx(u).

Abschliessend bemerken wir noch, dass zwei Losungen des Anfangswertproblems auf ihrem gemeinsa-
men Definitionsbereich aufgrund von Eindeutigkeit, Theorem 3.12, iibereinstimmen. Damit haben wir
gezeigt, dass eine maximale Losung u : Injax(ug) — U existiert. O

Falls die maximale Losung nicht fiir alle positiven Zeiten definiert ist, so muss die maximale Lésung
zum Ende des Existenzintervals entweder zum Rand oder nach unendlich laufen:

THEOREM 3.15 (Charakterisierung des Verhaltens der maximalen Losung).
Sei U C R™ offen, F: U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei ug € U. Wir betrachten
die eindeutige mazimale Losung u : Inyap(uo) — U des Anfangswertproblems

u(t) = F(u(t)),
u(0) =ug € R™,
und schreiben Inag(uo) = (T, T) fiir T~ € [—00,0) und T € (0, +o0].

Falls TT < co gilt, so muss die Losung fiir t — T jede kompakte Teilmenge von U verlassen, i.e. fiir
jede kompakte Teilmenge K C U existiert 7 < T, sodass u(t) & K fiir alle t € [1,T") gilt.

BEWEIS.
Sei Tt < oo, und sei K C U eine kompakte Teilmenge von U. Dann existiert 7 > 0 mit der Eigenschaft

dist(K;R™\U) > 3r.

Da die Menge U, (K) := {z € U : dist(z, K) < 2r} kompakt ist, existieren Konstanten M > 0 und
L > 0, sodass wir die Abschitzung

[F(z)] <M and [F(z) - F(y)| < Llz —y|

fiir alle 2,y € Ua-(K) haben. Wir setzen § > 0 geeignet wie im Beweis der Kurzzeitexistenz nach
Picard-Lindel6f, Theorem 3.6.

Behauptung: Es gilt u(t) ¢ K fiir ¢ hinreichend nahe bei 7.

Wir verwenden ein indirektes Argument, um die Behauptung zu beweisen. Angenommen die Behaup-
tung ist falsch. Dann existiert eine Folge (t3)gen im Interval (T, T), sodass limg_,oo tp = TF, und
u(ty) € K fir alle k € N gilt.

Da u(ty) € K gilt, folgt nach Wahl Bs,(t) C U, und wir haben wie oben die Abschitzungen
[F(z)] <M and  [F(z) - F(y)| < Ljz - y|

fiir alle x,y € Ba,(z(tx)). Entscheidend ist, dass die Konstanten in der Abschétzung unabhénging von
k € N ist. Somit ist auch > 0 unabhéngig von k£ € N.

Nach dem Satz zur Kurzzeitexistenz von Picard—Lindel6f, Theorem 3.6 hat das Anfangswertproblem

Or(t) = F(ur(t)),
vr(0) = v(ts)

eine eindeutige stetig differenzierbare Losung vy, : [—6, 0] — U, also gilt insbesonders [0, 6] C Iypax(u(tr))-
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Daher lasst sich die Losung u : [0,tx] — U zu einer Losung wy : [0,tx + 0] — U erweitern. Wir
bemerken, dass u = wj, auf dem gemeinsamen Definitionsbereich nach der Eindeutigkeitsaussage von
Picard-Lindelsf, Theorem 3.12; gilt. Somit gilt [0, tx + d] C Inax(uo)-

Das maximale Existenzinterval ist gegeben durch Inax(uo) = (T7,77), und daher gilt aufgrund der
Maximalitit t, + 6 < T fiir alle k¥ € N. Aber andererseits gilt limy_,o. tx = 7', und daher folgt
ty + 06 > TT fiir k € N hinreichend grof. Dies ist ein Widerspruch, welcher die Behauptung, dass
u(t) € K fiir ¢ hinreichend nahe bei T beweist. O

Als Konsequenz erhalten wir, dass fiir global definierte Funktionen F' : R™ — R™ maximale Losungen
mit 77 < oo fiir t — T “explodieren” miissen (“Blow-up” der Losung der Differentialgleichung).

KOROLLAR 3.16 (Maximale Losungen auf R™).
Sei F' : R™ — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, und sei ug € R™. Wir betrachten die eindeutige
mazimale Losung u : Ingg(uo) — R™ das Anfangswertproblem

u(t) = F(u(t)),
u(0) = up € R™,

und schreiben Inpap(ug) = (T, TT) fiir T~ € [—00,0) und T™ € (0, +00].
Falls T < oo gilt, so folgt ||u(t)|| — oo firt — T4.
BEWEIS.

Die Aussage ist eine direkte Konsequenz von Theorem 3.15 fiir das Verhalten der maximalen Losung
im Falle T < .

Sei R > 0 beliebig. Dann ist Br(0) C R™ eine kompakte Menge, und somit existiert 75 < TF < oo
mit der Eigenschaft u(t) € Bg(0) fir ¢t € [Tg, T7"). Dies ist aber gerade die Definition der Bewegung
|u(t)| — oo fiir t — T, O

3. Der Fluss einer gew6hnlichen Differentialgleichung

DEFINITION 3.17 (Fluss einer gewohnlichen Differentialgleichung).
Sei U C R™ offen, und sei F' : U — R™ lokal Lipschitz-stetig. Sei Ipjaz(ug) € R das mazimale
Existenzinterval fiir das Anfangswertproblem

{ u(t) = F(u(t)),

u(0) =ug € U.

Der Definitionsbereich des Flusses der Differentialgleichung i = F(u) ist gegeben durch
Q={(t,u) e RxXU :t €& Ippg(u)},

und der dazugehérige Fluss ® : Q — U st gegeben durch ®(t,ug) = u(t), wobei t — u(t) die Losung

des obigen Anfangswertproblemes mit Anfangswert w(0) = ug bezeichnet.

Wir schreiben auch ®(u) := O (t,u).

Wir bemerken, dass der Fluss des Vektorfeldes F' : U — R daher insbesonders die Differentialglei-

chung
d
%(I)(t,.%) = F(q)(ta l’))

fiir alle (¢,z) € § 16st.

PROPOSITION 3.18. Sei U C R™ offen, und set F': U — R™ lokal Lipschitz-stetig. Sei ® : Q0 — U der
Fluss der gewdéhnlichen Differentialgleichung i = F(u). Dann gilt

(1) Fiir alle ugp € U gilt (0,ug) € Q und ®(0,up) = uop, i.e. (0, ) =id auf U.
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(2) Falls (s,up) € Q und (t,P(s,up)) € 2, so gilt auch (s+1t,up) € Q und die Gruppeneigenschaft
@(8 +t, UO) = (b(tu @(8, 1‘0))

BEWEIS.
Die erste Aussage folgt direkt aus Definition, da jede Losung des Anfangswertproblem 4 = F'(u) und
u(0) = ugp eben 0 € Iyax(up) und u(0) = g erfiillt.

Fiir die zweite Aussage behaupten wir, dass die Funktionen ¢ — ®(s + t,29) und t — @ (¢, ®(s,x0))
das gleiche Anfangswertproblem 16sen. Wir haben ®(s + t, zo)|t=0 = ®(s,z0) und ®(¢, ®(s,xp))|t=0 =
®(0, P(s,x0)) = ®(s,20) nach dem ersten Teil der Proposition. Weiterhin lésen beide Funktionen auch
die gleiche Differentialgleichung. Die Aussage folgt damit aus der Eindeutigkeitaussage des Satzes von
Picard-Lindel6f, Theorem 3.12. ]

BEISPIEL (Fluss einer linearen Differentialgleichung).

Sei A € Mat(m;R). Wir betrachten die lineare Differentialgleichung @ = Awu. Dann ist die Losung fiir
das Anfangswertproblem mit u(0) = ug € R™ gegeben durch u(t) = exp(tA)ug. Somit gilt Iyax(uo) =
R, und damit 2 = R x R™. Der Fluss ist gegeben durch ®(t, ug) = exp(tA)ug. Die Gruppeneigenschaft
D(s+t,up) = P(t, P(s,up)) spiegelt sich in der Identitit exp((t+ s)A)ug = exp(tA) exp(sA)ug wieder.

BEISPIEL (Fluss einer nichtlinearen Differentialgleichung).
Wir betrachten fiir & : Inrax(ug) — R die Differentialgleichung & = x2, deren Lsung durch
Zo

z(t) = 1 — xot
gegeben ist. Der Definitionsbereich des Flusses ist
Q={(t,z) eRxR:tx <1},
und der Fluss ist gegeben durch die obige Formel, i.e.

(I)(t, $0) =

Zo
1 —:Eot.

4. Stetige und differenzierbare Abhingigkeit von den Anfangsdaten

Fiir viele Anwendungen (z.B. in der Differentialgeometrie) ist die Regularitédt des Flusses von grofier
Bedeutung. Zuerst beweisen wir, dass die Flussabbildung stetig ist.

THEOREM 3.19 (Stetige Abhéngigkeit von Anfangsdaten).
Sei U C R™ offen und sei F': U — R" lokal Lipschitz stetig. Dann ist der Definitionsbereich €1 des
Flusses ® : 2 — Q) eine offene Menge, und die Flussabbildung ® : Q — U ist stetig.

Es hilft sich erst das Argument fiir den global Lipschitz-stetigen Fall auf R™ klar zu machen. In
diesem Fall ist der Definitionsbereich des Flusses 2 = R x R™. Lipschitz-Stetigkeit in der Zeitvariable
auf kompakten Intervallen folgt dann aus dem Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechung,
wahrend Lipschitz-Stetigkeit in der Ortsvariable aus der Gronwallschen Ungleichung wie im Beweis
von Theorem 3.6 folgt. Die Stetigkeitssaussage folgt dann aus der Dreiecksungleichung.

BEWEIS.
Sei (tg, o) € Q. Wir wollen zeigen, dass o > 0 existiert, sodass By (tg,z9) C  gilt, und dass die
Abbildung ® bei (tg, zg) € 2 stetig ist.

Schritt 1: Setup und Lokalisation der Abschitzungen

Wir kénnen annehmen, dass ¢ty > 0 gilt, da der Fall ¢y < 0 analog ist. Sei Ifax(uo) € R das maximale
Existenzinterval. Dann gilt (¢,20) € Q fiir ¢ € [0,t0] € Invax(zo) und da Iyax(xo) offen ist, existiert
t1 > to, sodass (t,x0) € Q fiir alle t € [0, ¢1].

Da t +— ®(t,z0) (i.e. Losung fiir einen Anfangswert) stetig ist, und [0, ¢;] kompakt ist, folgt, dass
K :={®(t,z0) :t €[0,t1]} CU
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eine kompakte Menge ist. Da U C R™ offen ist, existiert r > 0, sodass
0 < 4r < dist(K,R™\U).

Da die Menge Us,(K) := {z € U : dist(x, K) < 3r} C U kompakt ist, existieren Konstanten M > 0
und L > 0, sodass wir fiir alle z,y € Us, die folgenden Abschitzungen haben:

(16) [F(z)| <M und  |F(z) = F(y)| < Llz —y.

Schritt 2: Lokale Lipschitz-Stetigkeit in der Raumvariable

LEMMA 3.20.
Sei yo € U, sodass |xg — yo| < e "lr. Fiir alle 0 < t < t1 mit (t,y0) € Q gilt die Abschitzung

|q)(t7x0) - (I)(t7y0)’ < 26Lt’x0 - yO‘

BEWEIS vON LEMMA 3.20.
Fiir 9 = yo ist nichts zu zeigen. Daher nehmen wir an zo # yo. Wir geben ein indirektes Argument:
Angenommen es existiert ¢ € [0,t1], sodass (t,y0) € £ und

|®(t, 20) — (¢, y0)| > 2e |20 — wol.
Wir definieren
T = lnf{t € [Ovtl} : (tvy()) € und |q)(t7:1:0) - q)(t7y0)’ > 2€Lt‘x0 - ?JO‘}

Da t — ®(t,29) und t — (¢, x) stetige Funktionen sind, gilt 0 < 7 < 1, da die Abschétzung in der
Aussage fiir ¢ = 0 erfiillt ist. Aufgrund der Minimalitidt von 7 gilt weiterhin

(17) |@(7, 20) — ®(7,90)| = 2¢"7 |20 — yol,
und auf dem Interval [0, 7] gilt die Abschitzung
|B(t, z0) — (t, y0)| < 2eX| 20 — yo.
Weiterhin gilt fiir das Interval ¢ € [0, 7] die Abschétzung
1D (t,y0) — (L, 20)| < 26X |20 — yo| < 2eFre Ly = 2p,

Somit gilt ®(t,y0) € Usr(K) fiir t € [0,7], und dies erlaubt uns die Abschitzung (16) auf [0, 7] zu
verwenden.

Die Cauchy—Schwarz-Ungleichung liefert fiir ¢ € [0, 7] die Abschétzung

L1t 70) — Bt ) = 2B(t,70) — B(t,y0), F(®(t,0)) ~ F(B(t,30)))
< 2‘(I)(t7$0) - (I)(t7y0)| : ‘F((I)(tal‘(]) - F(é(ta yO))|
< 2L|&(t, x| — ©(t, y0)|*.

Mit der Gronwallschen Ungleichung folgt nach Ziehen der Wurzel
(7, 20) = (7, 30)| < "o — ol.
Dies steht im Widerspruch zu Gleichung (17). Daher muss die Widerspruchsannahme falsch sein, und

die Aussage des Lemma folgt. O

LEMMA 3.21.
Sei yo € U, sodass |vg — yo| < e""Er. Dann gilt (t,y0) € Q fiir alle t € [0,14].

BEWEIS vON LEMMA 3.21.
Wir geben einen indirekten Beweis. Angenommen die Losung ¢t — ®(t, yo) existiert auf [0, 8) fir 8 < t;.
Dann gilt mit Lemma 3.20 die Abschétzung
diSt((I)(tvyO)’ K) < |(I)(t)y0) - (I)(t,xo)’ < QeLt"TO - yO‘ <2r

nach Wahl von yg € U. Daher ist ¢ — ®(¢,yo) in der kompakten Teilmenge U, (K) von U enthalten.
Dies ist ein Widerspruch zur Charakterisierung der maximalen Existenzzeit, Theorem 3.15. O
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Schritt 3: Lokale Lipschitz-Stetigkeit in beiden Variablen

LEMMA 3.22.
Sei yo € U, sodass |xg — yo| < e""Lr. Dann gilt fiir alle t € [0,t1] die Abschitzung

|D(to, x0) — (¢, )| < 2e™|xg — yo| + M|to — .

BEWEIS VON LEMMA 3.22.
Da ®(t,z9) € K fur alle t € [0,¢;] folgt |F(®(t,z0)] < M. Somit liefert der Fundamentalsatz der
Differential- und Integralrechnung

t
|D(to, z0) — P(t, z0)| < / |F'(®(s,x0)) ds| < M|tg —t|.
0

Andererseits liefert die Kombination von Lemma 3.20 und 3.21 fiir alle ¢ € [0, ¢;] die Abschétzung
‘q)(t,:(}o) - @(t,yo)’ < 2€Lt’m0 - yO‘

Die Dreiecksungleichung liefert dann die Aussage. O

Schritt 4: Konklusion
Sei & > 0, sodass t; = tgp + . Dann haben wir in den vorherigen Schritten gezeigt, dass es eine offene
Umgebung

0= (to —€,t0 + 6) X Bre—Ltl ({L‘o) c Q.

von (to, o) in 2 gibt. Da die Restriktion ®|o Lipschitz stetig ist, ist ® insbesonders bei (g, zo) stetig.
Dies beendet den Beweis. g

Als Vorbereitung fiir den Beweis der differenzierbaren Abhéngigkeit von den Anfangswerten bendtigen
wir die folgende Aussage:

PRrROPOSITION 3.23.

Sei A : [0,T] — Mat(m;R) eine stetige matrizwertige Funktion. Dann existiert eine stetig differenzier-
bare matrizwertige Funktion M : [0,T] — Mat(m;R), sodass M'(t) = A(t)M(t) und M(0) = id,,.

BEWEIS.
Man kann die Aussage auf zwei Arten beweisen: Einerseits durch eine Anwendung der Version des Satzes
von Picard—Lindel6f fiir nichtautonome Gleichungen, andererseits direkt durch eine Picard-Iteration.
Wir werden letzteres durchfiihren.

Wir definieren fiir & € Ny die matrixwertigen Funktionen M}, : [0, 7] — Mat(m;R) durch
MO(t) = ldv

t
M1 (t) = id—|—/0 A(s)My(s) ds.

Da t — A(t) stetig ist, existiert eine Konstante L > 0, sodass sup,cpo 7 [|A(t)||Mat(msr) < L-

Behauptung: Fiir alle £ € N und ¢ € [0, 7] gilt die Abschitzung

LT)*
sup [[Me(t) ~ My (8) sy <
te[0,7) :

Der Beweis ist ein direkter Induktionsbeweis.

Damit bilden die matrixwertigen Funktion (M} )ken eine Cauchy-Folge im Raum C([0, T, Mat(m;R))
mit der Norm [|M || = supseo 7y [[M () [Inat (mir)-

Da dieser Raum vollstindig ist, exisiert der Grenzwert

M = klim My, € C([0, T]; Mat(m; R)).
—00
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Da die Konvergenz uniform auf [0, 7] ist, kénnen wir in der Iterationsvorschrift den Grenzwert k& — oo
bilden und unter das Integral ziehen, und erhalten

M(t) = id—I—/O A(s)M (s) ds

Dann gilt M(0) = id und der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung liefert, dass
M :[0,T] — Mat(m;R) stetig differenzierbar ist. Dies beweist die Aussage. O

Setzt man etwas mehr Regularitit fiir das Vektorfeld F' : U — R™ vorraus, so kann man partielle
Differenzierbarkeit der Flussabbildung in der Raumvariable zeigen.

THEOREM 3.24 (Differenzierbare Abhéngigkeit von Anfangsdaten).
Sei U C R™ offen und sei F € C*(U;R™) ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei @ C R x U der
Definitionsbereich und ® der Fluss der Differentialgleichung @ = F(u).

Sei (to,up) € Q mit tg > 0. Wir schreiben u(t) = ®(t,uo) fir die Losung mit Anfangswert ug € R™,
setzen A(t) = DF(u(t)) € Mat(m;R), sowie Q, = {x € U : (to,z) € Q} C U. Sei weiterhin
M :[0,t0] — Mat(m;C) die Losung des Anfangswertproblems

M(t) = A()M(1),

M(0) = id € Mat(m;R).

Dann ist die Abbildung ®, : 4y — U differenzierbar bei ug € U mit Ableitung
D(I)to (Uo) = M(to).

BEWEIS.
Sei ug € U. Ziel ist es den Grenzwert

. 1910000) = @1y (0) = M(2) (o — v)

V—=UQ |’LLO — ’U|

=0

zu zeigen. Dazu schétzen wir den Nenner geeignet ab.

Schritt 1: Lokalisation
Sei € > 0 gegeben. Wir setzen u(t) = ®¢(ug). Da U C R™ offen ist, und F : U — R™ stetig
differenzierbar ist, existiert ein Radius r > 0, sodass fiir alle t € [0, to]:

Bor(u(t)) CU und sup ||[DF(v) — A(t)|| <e.
vEBar (u(t))

Integration der zweiten Ungleichung iiber das Liniensegment s — (1 — s)v + su(t) liefert fiir alle
t € [0,tp] und alle v € Bo,(u(t)) die Ungleichung

|[F'(u(t) — F(v) = A(t)(u(t) — )| < efu(t) — vl

Die Stetigkeit des Flusses ® (siehe Theorem 3.19) ergibt, dass 6 € (0,7) existiert, sodass fiir alle
vy € B(g(u()) gilt

sup |®(t,v9) — P(t,up)| < 7.
te(0,to]
Fiir vg € U mit 0 < |ug — vg| < ¢ setzen wir v(t) = ®(¢,vp). Dann gilt nach der letzten Beobachtung

sup |v(t) —u(t)] <,
te[0,to]

und somit nach der vorletzten Beobachtung fiir alle ¢ € [¢,¢o] die Abschétzung

(18) [F'(u(t)) = F(o(t)) = At)(u(t) —o())] < elu(t) = v(t)]-
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Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen ¢ — A(¢) und ¢ — K(t) konnen wir Konstanten L, K > 0
wéhlen, sodass

sup A <L und  sup [M()] < K.
te[0,to] te(0,to]
Schritt 2: Abschiitzung der Ableitung des Nenners des Differenzialquotienten
Wir definieren nun die Hilfsfunktion Z : [0,tg] — U durch
Z(t) =u(t) —v(t) — M(t)(up — vo).
Dies ist genau der Zahler des Differentialquotienten.

LEMMA 3.25.
Fir alle t € [0,to] gilt die Abschdtzung

1Z(t)] < (L +€)|Z(t)] + ek |ug — o).

BEWEIS.
Wir beobachten

u(t) —o(t)] = [u(t) —v(t) — M(t)(uo — vo)| + [M(¢)(uo — vo)]

1) <12(0)] + 1M (@) uo — w0l < |Z(D)] + Ko — vol.

Damit berechnen wir die Zeitableitung
Z(t) = at) — o(t) — A(t)M (t)(uo — vo)
= F(u(t)) = F(v(t)) — A(t) (u(t) — v(t)) + A(t) (u(t) — v(t) = M(t)(uo — vo)
= F(u(t)) = F(v(t)) — At) (u(t) —v(t)) + A() Z(1).
Mit den Abschéitzungen (18) und (19) ergibt sich
Z(t)] < [F(u(t)) = F(u(t) = A(t)(ult) — v(®)] + [ABZ ()]
< elu(t) — o)+ [ADZ(E)] < e(K|uo — vo| +[Z(2)]) + LI Z ()]
= eK|up — vo| + (L + €)|Z(t)|.

Schritt 3: Abschitzung des Nenners des Differentialquotienten
Die Abschétzung an die Ableitung des Zahlers erlaubt uns eine Version der Gronwallschen Ungleichung
zu verwenden, um eine Abschétzung an den Zihler zu erhalten.

LEMMA 3.26.
Fiir alle t € [0,to] gilt die Abschditzung
1 eK?
2 2
|Z(t)]” < 3(L+ 2 (exp(3(L + e)t) — 1) - |ug — vol*.
BEWEIS.

Wir berechnen mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

%IZ@)I2 = 2(Z(t), Z(8)) < 212()||12(1)] < 2K]ug — vol [Z(8)] + 2(L + €)| Z(2)[.

Die Youngsche Ungleichung liefert
2eKug — ol |Z(t)| < K (L + ) uo — vol? + (L + €)|Z(t) .

Daher
d

Z1ZOF < KL+ ) fuo — vol* +3(L + )| Z(1) ",
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Die Gronwallsche Ungleichung fiir Differentialungleichungen der Form 7'(¢t) < «(t) + S(¢)n(t) mit
n(0) = |Z(0)| = 0 ergibt nun die Behauptung des Lemmas. O

Schritt 4: Konklusion
Mit Lemma 3.26 erhalten wir fiir alle vg € U mit 0 < |up — vg| < ¢ die Abschitzung
Dy (10) — Brg(0) = M(B) (o —w)l®  |Z(t0) P
|up — vo|?  Juo — wol?
1 K2
3(L+¢)?

< (exp(3(L + €)to) — 1) - [ug — wo|*.

Da € > 0 beliebig ist, gilt

o 11 (0) = B4, (1) = M(8) (g — v)
v—rug lup — v|
Dies beendet den Beweis. O

=0.

5. Der Satz von Liouville

Schlussendlich wollen wir als Anwendung noch einen Satz von Liouville iiber den Phasenraum beweisen:
Der Fluss von Vektorfeldern, die divergenzfrei sind, ist volumenerhaltend.

PROPOSITION 3.27 (Ableitung der Determinante).

Sei M : R — Mat(m;R) eine stetig differenzierbare matrizwertige Funktion, und sei A : R —
Mat(m;R) eine stetige matrizwertige Funktion. Angenommen es gilt M'(t) = A(t)M(t) fir alle t €
[0,T]. Dann gilt

d
7 det M(t) = tr A(t) det M(1).

KOROLLAR 3.28 (Zeitentwicklung der Determinante).

Sei M : R — Mat(m;R) eine stetig differenzierbare matrizwertige Funktion, und sei A : R —
Mat(m;R) eine stetige matrizwertige Funktion. Angenommen es gilt M'(t) = A(t)M(t) fiir alle t €
[0,T]. Dann gilt

det M (t) = det M(0) exp </Ot tr A(s) ds> .

BEWEIS.
Die Differentialgleichung der Determinante ¢ — det M (¢), welche in Proposition 3.27 berechnet wurde,
ist eine skalare lineare Differentialgleichung erster Ordnung. In Kapitel 1, Proposition 1.3, haben wir
die Losung einer solchen Gleichung hergeleitet. Damit folgt die Aussage. O

THEOREM 3.29 (Erhaltung des Phasenvolumen, Liouville).
Sei U C R™ offen, und F € CY(U;R™) divergenzfrei, i.e. div F(u) = tr DF(u) = 0 fiir alle u € U.
Dann ist der Fluss ® : Q — U volumenerhaltend, i.e. es gilt fir alle (t,u) € 2, dass det D®¢(u) = 1.

BEWETS.

Sei (tg,up) € Q. Wir setzen u(t) = ®(¢,up) und A(t) = DF(u(t)). Dann gilt nach Theorem 3.24, dass
D®(x0) = M(to), wobei t — M(t) die Losung des Anfangswertproblemes

M(t) = A()M (1),

M(0) = id,
auf [0,t0] ist. Da das Vektorfeld F € C1(U;R™) divergenzfrei auf U ist, folgt tr A(t) = 0 auf [0,t].
Damit liefert Korollar 3.28 die Gleichheit

det ®4(xg) = det M (t) = det M(0) = 1.

Dies beweist die Aussage. O






KAPITEL 4

Analyse von Gleichgewichtspunkten

In den folgenden Definitionen 4.1, 4.2, 4.3 und 4.4 nehmen wir an, dass U C R™ eine offene Teilmenge
des euklidischen Raumes R™ ist und £ : U — R™ eine lokal Lipschitz stetige Funktion. Wir betrachten
die gewohnliche Differentialgleichung @ = F'(u), und den dazugehorigen Fluss & : Q C [0,00) xU — U.

DEFINITION 4.1 (Gleichgewichtspunkt).
Fin Punkt u € U heifit Gleichgewichtspunkt, falls F(u) = 0.

DEFINITION 4.2 (Stabiler Gleichgewichtspunkt).
Ein Punkt w € U heifit stabiler Gleichgewichtspunkt fiir falls fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert,
sodass fir alle Anfangsdaten u € Bs(u) und alle Zeiten t > 0 die Relation ®;(u) € B(u) gilt.

DEFINITION 4.3 (Asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt).

Ein Punkt u € U heiffit asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt, falls u € U ein stabiler
Gleichgewichtspunkt ist, und falls 6 > 0 existiert, sodass fir alle Anfangsdaten u € Bs(u) der Grenzwert
limy— 00 ®1(u) = w erfiullt ist.

DEFINITION 4.4 (Exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt).

Ein Punkt uw € U heifit exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt, falls ein Radius 6 > 0, und
Konstanten a > 0 und C > 0 existieren, sodass fir alle Anfangsdaten u € Bgs(u) die Abschdtzung
| Py (u) —u| < Cexp(—at) gilt.

PROPOSITION 4.5.
Sei U C R" offen, und F : U — R" ein lokal Lipschitz stetiges Vektorfeld. Weiterhin sei uw € U ein
Gleichgewichtspunkt fiir die Differentialgleichung i = F(u). Dann gelten die Implikationen:
u € U exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt —> u € U asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt
= u € U stabiler Gleichgewichtspunkt
= u € U Gleichgewichtspunkt.

Im Allgemeinen gilt keine der Umkehrungen der obigen Implikationen.

BEWEIS.
Dies ist eine direkte Konsequenz der obigen Definitionen. ]

1. Stabilitdtsanalyse mittels der Linearisierung

THEOREM 4.6 (Kriterium fiir asymptotische Stabilitét).

Sei U C R™ offen, F : U — R™ stetig differenzierbar, und betrachte die gewéhnliche Differential-
gleichung w = F(u) mit Gleichgewichtspunkt w € U. Falls alle Eigenwerte der Matriz A = DF(u)
negativen Realteil haben, dann ist der Gleichgewichtspunkt u asymptotisch stabil.

BEWEIS.
Schritt 1 — Reduktion
Durch eine Translation konnen wir uns ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf den Fall 0 € U und
u = 0 € U zuriickziehen.

Schritt 2 — Konvergenz ®,(v) — 0 entlang einer Folge
Da alle Eigenwerte von A = DF'(u) negativen Realteil haben, folgt mit Korollar 2.23 die Asymptotik
exp(tA) — 0 fiir t — co. Daher existiert 7 > 0, sodass || exp(14)|| < 1.
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58 4. ANALYSE VON GLEICHGEWICHTSPUNKTEN

Dat+— A(t) = DF(®4(u)) = DF(u) konstant ist, folgt, dass M (t) = exp(tA) die Losung des Anfangs-
wertproblem M (t) = AM (t) mit M (0) = id. Daher gilt nach Theorem 3.24 iiber die Differenzierbarkeit
des Flusses

D®,(0) = exp(TA).
Weiterhin liefert die Differenzierbarkeit des Flusses die Asymptotik

R(v)

¢, (v) = 2,(0) + DP,(0)v + R(v) mit o

— 0 fiir v — 0.

Dies impliziert die Existenz von r > 0, sodass
1
[@r(v) = exp(rA)v] < - [v]
fiir alle v € B,.(0). Somit fiir alle v € B,.(0) auch

1
[r(v)] < |@7(v) — exp(TA)v]| + | exp(rA)v] < S[v].

Dies impliziert ®-(v) € B,(0) fiir v € B,(0). Mittels Iteration erhalten wir fiir £ > 0 die Ungleichung
By (0)] < 27
Damit wissen wir, dass es eine Folge (k7)x>0 von Zeiten gibt, sodass die Losung zuriick zu u konvergiert.

Schritt 3 — Volle Konvergenz ®;(v) — 0
Sei nun € € (0,7). Wir bemerken [0, 7] x B,(0) C Q. Da die Flussabbildung nach Theorem 3.19 stetig
ist, und [0, 7] kompakt ist, folgt fiir alle v € Bs(0) die Abschétzung

sup |®:(v)| < sup |®(t,v) — ®(¢,0)] < e.
te[0,7] te[0,7]

Daher gilt fiir alle £ > 0, ¢ € [0,7] und v € Bs(0) die Ungleichung
|Phrs2(0)] = [r (@ (v))] < 27F[@4(v)] < 27 Fe.

Fiir v € Bs(0) schliessen wir fiir alle t > 0 die Inklusion ®;(v) € B(0). Damit ist « = 0 ein stabiler
Gleichgewichtspunkt.

Die obige Abschétzung liefert noch limy_,o, ®;(v) = 0. Dies zeigt, dass u = 0 ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt ist. O

THEOREM 4.7 (Kriterium fiir Instabilitét).

Sei U C R"™ offen, F': U — R™ stetig differenzierbar, und betrachie die gewdhnliche Differentialgles-
chung © = F(u) mit Gleichgewichtspunkt u € U. Falls ein Eigenwert der Matric A = DF(u) positiven
Realteil hat, dann ist der Gleichgewichtspunkt u nicht stabil.

BEWEIS.
Der Beweis dieser Aussage ist grundséitzlich dhnlich wie der Beweis von Theorem 4.6, allerdings deut-

lich technischer. Wir verweisen den geneigten Leser auf Theorem 4.6. in den Vorlesungsnotizen von
S. Brendle. O

BeispIEL (Ein eindimensionales Beispiel).
Wir betrachten fiir v : I € R — R die Differentialgleichung 7 = u — u®. Dann sind die Gleichgewichts-
punkte gegeben durch u_ = —1, up = 0 und uy = 1. Fiir F(u) = u — u? gilt F'(u) = 1 — 3u?, und
somit sind die Linearisierungen gegeben durch

A_=F'(u)=1-3(-1)*=-2<0,

Ag = F'(ug) =1 —-3(0)>=1>0,

Ay =F'(uy)=1-3(1)>=-2<0.
Nach dem Stabilitdtskriterium, Theorem 4.6, sind die Gleichgewichtspunkte u— = —1 und uy =1

asymptotisch stabil, wihrend nach dem Instabilitétskriterium, Theorem 4.7, der Gleichgewichtspunkt
ug = 0 nicht stabil ist.
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2. Lyapunow-Funktionen

Sei U C R™ offen, F' : U — R™ stetig differenzierbar, und betrachte die autonome gewohnliche
Differentialgleichung @ = F'(u) mit Gleichgewichtspunkt @ € U.

THEOREM 4.8 (Erstes Kriterium von Lyapunow).

Sei u € U ein Gleichgewichtspunkt der Differentialgleichung i = F(u); und sei r > 0 ein Radius,
sodass Br(u) C U. Weiterhin sei L : B.(u) — R eine stetig differenzierbare Funktion, sodass u € U
ein striktes lokales Minimum ist und fir alle uw € B,(u) die Ungleichung (DL(u), F(u)) <0 gilt. Dann
st der Gleichgewichtspunkt @ € U stabil.

BEWEIS.

Da @ € By(u) ein striktes lokales Minimum der Funktion L ist, existiert ein Radius ¢ > 0, sodass die
Ungleichung L(u) < L(u) fir alle u € B,(u)\{u} gilt.

Sei nun € € (0,7) gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von L existierten n € (0,¢) und 6 € (0,7), sodass

L(u) < sup L(u) < inf L(u).
(w) L (u) et (u)

Um Stabilitdt des Gleichgewichtpunkt @ € U zu zeigen, beweisen wir nun, dass fiir alle t > 0 und alle
ug € Bs(u) bereits ®y(ug) € By(u) C Be(u) gilt.

Wir geben ein indirektes Argument: Sei ug € Bs(u), and angenommen es existiert ¢ > 0, sodass
4 (ug) & By(u). Wir setzen

T =inf{t > 0: ®4(up) & By(u)}.
Dann gilt 7 > 0 und ®,(ug) € 0B, (u) aufgrund von Stetigkeit der Abbildung ¢ — ®¢(ug).

Fiir ug € Bs(up) berechnen wir nun mit der Kettenregel

d

G E@u0) = ( DL (10). G0(un) ) = (DL (), F(i(un)) <0

fiir alle ¢ € (0, 7). Daher ist die Funktion ¢ — L(®¢(up)) monoton fallend auf [0, 7]. Somit gilt
inf L(u) < L(®-(up)) < L(ug) < sup L(u).
u€dBy (1) e By (i)
Dies ist ein Widerspruch. Somit muss ®;(ug) € B, (@) C Be(u) fiir alle ¢ > 0 gelten. O

BeIspIEL (Eine Lyapunow-Funktion fiir den harmonischen Oszillator).
Der harmonischen Oszillator v : R — R? gegeben durch

i = F(u) = <_ng é) u

hat den Gleichgewichtspunkt @ = (0,0) € R?. Wir betrachten die Funktion L : R? — R gegeben durch
1 1,

L(ui,u2) = §w§u% + JU2

s = (). ,)) -

fir alle v € R2. Es gilt auch L(uj,us) > 0 fiir alle v € R?\(0,0), somit ist @ = (0,0) € R? ein
striktes Minimum. Eine Anwendung des ersten Kriteriums von Lyapunow, Theorem 4.8, liefert nun,
dass der Gleichgewichtspunkt @ = (0,0) € R? stabil ist. Die Funktion L stellt (bis auf ein Vielfaches)
die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators dar.

und berechnen

THEOREM 4.9 (Zweites Kriterium von Lyapunow).

Sei u € U ein Gleichgewichtspunkt der Differentialgleichung i = F(u); und sei v > 0 ein Radius,
sodass By(u) C U. Weiterhin sei L : By(u) — R eine stetig differenzierbare Funktion, sodass u € U ein
striktes lokales Minimum ist und fir alle w € B.(u)\{u} die strikte Ungleichung (DL(u), F(u)) < 0
gilt. Dann ist der Gleichgewichtspunkt u € U asymptotisch stabil.
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BEWEIS.
Aus dem ersten Kriterium von Lyapunow, Theorem 4.8, folgt direkt, dass der Gleichgewichtspunkt «
stabil ist. Daher existiert 6 € (0,7/2), sodass ®;(u) € B, jo(u) fiir alle ¢ > 0 und alle u € Bs(u) gilt.

Wir geben ein indirektes Argument, um asymptotische Stabilitdt zu zeigen: Angenommen es existiert
ug € Bs(u), sodass limsup,_, . |®+(uo) —@| > 0. Dann existiert eine Folge (tx)gen mit tx > 0, t — oo,
sodass liminfy_,o [Py, (ug) — u| > 0.

Da die Folge (P4, (uo))ren in der kompakten Teilmenge B, 5(u) € U C R™ enthalten ist, existiert
nach dem Satz von Bolzano—Weierstral eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (®y, (uo))ken

bezeichnen, sodass limy o @y, (u0) = vo € B, jo(u)\{u}.

Da insbesonders (DL(u), F'(u)) < 0 auf B,(u) gilt, schliessen wir mit der selben Rechnung wie im
Beweis des ersten Kriteriums von Lyapunow, Theorem 4.8, dass die Funktion ¢ — L(®;(up)) fur alle
uo € Bs(u) monoton fallend ist. Daher existiert der Grenzwert Lo, := limy—, o0 ®4(ug).

Mit der Stetigkeit des Flusses, Theorem 3.19, der Stetigkeit der Lyapunow-Funktion L, und der Beob-
achtung, dass R x Bs(up) C €2, schliessen wir nun

L(®4(vg)) =L (@t ( lim &, (uo))> = lim L(®¢( Py, (up))) = lim L(Psiys, (u0)) = Loo
k—o0 k—o0 k—o0
fiir alle t > 0. Daher ist die Funktion ¢ — L(®:(vp)) konstant. Somit gilt nach Differentation

- % tzoL((I)t(vo)) = (DL(vo), F(vo)).

Da @ # v gilt, ist dies ein Widerspruch zur Annahme (DL(v), F(v)) < 0 fiir alle vo € By(u)\a. O

0

BEISPIEL (Der geddmpfte harmonische Oszillator).
Der gedimpften harmonischen Oszillator u : R — R? gegeben durch

. 0 1
= F(u)= <—w(2) _QB)U
hat den Gleichgewichtspunkt 4 = (0,0). Wir betrachten wie oben die Funktion L : R? — R

1 1
L(ui,u2) = 50.:(2)1@ + §u§

welche die Gesamtenergie des Systems darstellt, und berechnen

o1 ) = (0) (L™ 4p,) ) = 208 <0

fiir alle u € R?. Das erste Kriterium von Lyapunow liefert nun, dass der Gleichgewichtspunkt % = (0,0)
stabil ist. Das zweite Kriterium von Lyapunow ist nicht anwendbar, um asymptotische Stabilitit zu zei-
gen; aber der Gleichgewichtspunkt @ = (0,0) ist asymptotisch stabil nach dem Linearisungskriterium,
Theorem 4.6, da Re()\;) = —f < 0 fiir die Eigenwerte gilt.

Im obigen Beispiel gilt die strikte Ungleichung (DL(u), F'(u)) < 0 auf der offenen und dichten Teilmenge
A= {u € R?:uy # 0} CR2 aber das zweite Kriterium von Lyapunow ist nicht anwendbar. Eine
solche Situation tritt hdufiger auf, und oft reicht eine Verfeinerung, das Invarianzprinzip von LaSalle,
um dennoch asymptotische Stabilitidt zu zeigen.

3. Gradientensysteme

Sei U C R™ offen, und sei F': U — R™ ein lokal Lipschitz stetiges Vektorfeld.

DEFINITION 4.10 (Gradientensystem).
Die autonome Differentialgleichung @ = F(u) ist ein Gradientensystem, falls eine stetig differen-
zierbare Funktion V : U — R mit F(u) = —DV (u) ezistiert.
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PROPOSITION 4.11 (Lyapunow-Funktionen fiir Gradientensysteme I).
Sei w = —DV(u) ein Gradientensystem, und sei u € U ein striktes lokales Minimum der Funktion
u > V(u). Dann ist u € U ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

BEWEIS.
Da der Punkt 4 € U ein lokales Minimum fiir die Funktion V ist, ist er insbesonders ein kritischer
Punkt. Damit gilt F'(a) = —DV (2) = 0, und somit ist © € U ein Gleichgewichtspunkt.

Da 4 = F(u) ein Gradientensystem ist, erhalten wir fiir alle u € U die Abschétzung
(DV(u), F(u)) = =DV (u)]* < 0.

Da u € U ein striktes lokales Minimum fiir die Funktion V ist, folgt aus dem erstem Kriterium von
Lyapunow, Theorem 4.8, dass u € U ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. Il

PROPOSITION 4.12 (Lyapunow-Funktionen fiir Gradientensystem IT).

Sei 4 = —DV(u) ein Gradientensystem, und sei u € U ein striktes lokales Minimum der Funktion
u V(u). Falls u € U ein isolierter Gleichgewichtspunkt ist, dann ist uw € U ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt.

4. Hamiltonsche Systeme

DEFINITION 4.13 (Hamiltonsche Systeme).
Sei U C R?™ offen, und F : U — R*™ ein lokal Lipschitz stetiges Vektorfeld. Wir betrachten die Matriz
J € Mat(2m;R) gegeben durch

0 1
-1 0

FEine autonome Differentialgleichung @ = F(u) heifst Hamiltonsches System, falls stetig differen-
zierbare Funktion H : U — R mit F(u) = JDH (u) existiert. Die Funktion H wird Hamiltonsche
Funktion genannt.

Der harmonische Oszillator u : R — R? gegeben durch

U= 0 1 U — u9
T\—wi 0) 7T Wiy

ist ein Beispiel fiir ein Hamiltonsches System. Eine Hamiltonsche Funktion H : R? — R ist gegeben
durch H(u1,us) = swiu? + 2u3 und somit gilt

0 1 wiu U
JDH(un, uz) = (—1 0> ( 3;) B <—w§u1) '

DEFINITION 4.14 (Erhaltungsgrofe).

Seiu:I CR — U eine stetig differerenzierbare Funktion, die die Differentialgleichung i = F(u) lost.
Dann ist eine Funktion £ : I — R eine Erhaltungsgrofie, falls

d

—F(u(t)) =0

S B(u(t)

fiir alle t € I gilt.

PROPOSITION 4.15.
Sei . = F(u) ein Hamiltonsches System mit F(u) = JDH (u). Dann ist die Hamiltonsche Funktion
eine Erhaltungsgrifie.
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BEWEIS.
Mit der Kettenregel berechnet man fiir eine Losung ¢ — wu(t) der Differentialgleichung

%H(U(t)) = (DH(u(t)), u(t)) = (DH(u(t)), JDH (u(t))) = 0,

wobel wir die Schiefsymmetrie der Matrix J € Mat(2m;R) in der letzten Gleichung ausgenutzt haben.
O

PRrROPOSITION 4.16.
Seiu = F(u) mit F(u) = JDH (u) ein Hamiltonsches System. Falls die Funktion bei u € U ein striktes
Minimum annimmt, so ist u € U ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

Der]i’ivglljtlsﬁ € U ist ein lokales Minimum fiir die Funktion H, und somit auch ein kritischer Punkt.
Damit gilt F'(u) = JDH(u) = 0, und somit ist @ € U ein Gleichgewichtspunkt.
Aufgrund der Schiefsymmetrie der Matrix J € Mat(2m; R) gilt
(DH(u), F(u)) = (DH(u), JDH(u)) = 0.
Somit ist u +— H (u) eine Lyapunow-Funktion. Mit dem ersten Kriterium von Lyapunow, Theorem 4.8,

folgt, dass w € U ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. O

PROPOSITION 4.17.
Sei 4 = F(u) mit F(u) = JDH(u) ein Hamiltonsches System mit H € C*(U). Dann ist der Fluss
volumenerhaltend, i.e. fir alle (t,u) € Q gilt det D®¢(u) = 1.

BEWEIS.
Die Regularititsannahme liefert F' € C*(U). Wir berechnen:

2m 2m 2m
div F(u) =Y 0iF(u) = > 0i(Jy;0;H(u)) = > Ji;0:0;H(u) = 0,
i=1 i,j=1 i,j=1

wobei wir die Symmetrie der Matrix D?H € Mat(2m;R) in Kombination mit der Schiefsymmetrie der
Matrix J € Mat(2m;R) ausgenutzt haben.

Die Aussage folgt nun aus dem Theorem von Lioville, Theorem 3.29. ]



ANHANG A

Normalformen fiir Matrizen

1. Diagonalisierbare Matrizen

DEFINITION A.1 (Eigenwerte, Eigenvektoren, und Eigenrdume).

Sei A € Mat(m;C). Dann heiffit X € C FEigenwert der Matriz A, falls v € C™\{0} existiert, sodass
Av = M. Eine solche Lésung v € C"™\{0} nennt man Eigenvektor der Matriz A zum Eigenwert \.
Der Untervektorraum E(X) C C™ gegeben durch

E(\) =ker(A—M\id) = {v e C™: Av = \v}
heifit Eigenraum zum Eigenwert \.

DEFINITION A.2 (Charakteristisches Polynom einer Matrix).
Sei A € Mat(m; C). Dann heifit das Polynom * pa : C — C gegeben durch

pa(A) :=det(A — \id)

das charakteristisches Polynom der Matriz A.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind gerade die Eigenwerte der Matrix A € Mat(m; C).
Da wir Matrizen iiber dem Koérper der komplexen Zahlen C betrachten, zerfillt nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra jedes Polynom in Linearfaktoren:

k
paX) = (D" [ = A"
i=1

wobei A\; € C und v; € Nmit v1 + - .-+ v, = m. Die Vielfachheit v; wird als algebraische Vielfach-
heit alg();) des Eigenwertes A\; € C bezeichnet. Definieren wir die geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes A\; durch geo()\;) := dim E(};), so gilt immer die Ungleichung 1 < geo()\;) < alg(};).

DEFINITION A.3 (Diagonalisierbare Matrizen).
Sei A € Mat(m;C). Dann heifst die Matriz A diagonalisierbar, falls eine Diagonalmatriz D €
Mat(m; C) und eine invertierbare Matriz P € Mat(m; C) ewistieren, sodass A = PDP~1L.

= (00)

ist nicht diagonalisierbar, und sie hat den Eigenwert A = 0 mit algebraischer Vielfachheit 2 und
geometrischer Vielfachheit 1.

Die Matrix A € Mat(2;R) gegeben durch

Die folgende Aussage liefert eine Charakterisierung der diagonalisierbaren Matrizen:

THEOREM A.4 (Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit).
Sei A € Mat(m;C) mit Figenwerten \1,..., \p mit algebraischen Vielfachheiten vy, ..., vy, sodass
v+ -+ =m. Dann ist die Matriz A genau dann diagonalisierbar, falls fiir alle 1 < j < k gilt, dass

1Streng genommen sollten wir hier zwischen der Polynomfunktion p4 : C — C und dem Polynom p4 € R[\] unter-
schieden. Da wir iiber dem Ko6rper der komplexen Zahlen C arbeiten, sind diese Konzepte aber in direkter Korrespondenz
— und wir werden daher den Begriff Polynom auf fiir die Polynomfunktion verwenden.

63



64 A. NORMALFORMEN FUR MATRIZEN
algebraische Vielfachheit und geometrische Vielfachheit dbereinstimmmen, i.e. alg(\;) = geo(\;).
Insbesonders erhalten wir falls A diagonalisierbar ist, eine Zerlequng von C™ in Figenrdume von A:

k
C™ = GBE()\]'), wobei dim E();) = geo(\;) = alg(A;).
j=1

KOROLLAR A.5 (Matrizen mit charakteristischen Polynomen mit einfachen Nullstellen).
Sei A € Mat(m; C), sodass das charakteristische Polynom p, in einfache Nullstellen zerfdllt, i.e.

pa) = )" [T =)
j=1

fiir Nj # Xy, fir j # k. Dann ist die Matriz A € Mat(m;C) diagonalisierbar, und es gilt die Zerlegung

von C™ in Eigenriume, wobei dim E(\;) =1 fir alle 1 < j < m gilt.

2. LN—Zerlegung

Nun wollen wir den allgemeinen Fall diskutieren. Dazu definieren wir eine Verallgemeinerung von
Eigenrdumen und Eigenvektoren.

DEFINITION A.6 (Hauptraum und Hauptvektoren).
Sei A € Mat(m; C) eine Matriz mit charakteristischem Polynom pa, welches in der Form

PAN) = (1) (A=) o (A= M)

mit Figenwerten Ay, ..., A\ € C und Multiplizitdten vy,... vy € N mit vy + - - - + v, = m faktorisiert.
Wir definieren den Hauptraum (auch verallgemeinerter Eigenraum) zum Eigenwert X € C durch

H(Aj) =ker(A—)\;id)"" = {v € C"™ : (A — \;id)"v = 0}.

Elemente v € H(A;)\{0} werden Hauptvektoren (auch verallgemeinerte Eigenvektoren) genannt.

Fiir diagonalisierbare Matrizen A € Mat(m; C) haben wir eine Zerlegung von C™ in Eigenrdume der
Matrix. Die Hauptraumzerlegung liefert eine analoge Aussage fiir den allgemeinen Fall.

THEOREM A.7 (Hauptraumzerlegung).
Sei A € Mat(m; C) eine Matrize mit charakteristischem Polynom pa mit Figenwerten Aq,..., A € C
mit Multiplizitdten vy, ...,v, > 1, sodass v1 +- - -+ v = m. Dann induziert A die Hauptraumzerlegung

C™" =HM) B @& H(\p).

Dies bedeutet, dass fiir jedes v € C™ eindeutige Vektoren w; € H(\;) (wobei 1 < j < k) existieren,
sodass v = wy + -+ - + wy.

DEFINITION A.8 (Nilpotente Matrizen).
Sei A € Mat(m; C). Dann heifit die Matriz A nilpotent, falls A™ = 0.

KOROLLAR A.9 (Charakterisierung nilpotenter Matrizen).
Sei A € Mat(m; C). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Matriz A ist nilpotent, i.e. A™ = 0.

(2) Es existiert ein 1 < k < m, sodass A¥ = 0.

(3) Alle Figenwerte A € C der Matriz A sind null.

(4) Das charakteristische Polynom der Matriz A ist gegeben durch pa(\) = (—=1)™A™.
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BEWEIS.
(1) = (2): Dies ist direkt, indem man k = m wahlt.
(2) = (3): Sei A € C Eigenwert mit Eigenvektor v € C™\{0}. Dann gilt Av = Av und somit

0= Aky = \Fo.

Dies impliziert, \* = 0, da v # 0, und somit folgt \ = 0.
(3) = (4): Aus der Faktorisierung

k
pa(N) = (=)™ A =A%
j=1

folgt die Aussage mit A\; = 0 fiir alle 1 < j < k direkt.
(4) = (1): Der Satz von Cayley—Hamilton liefert pa(A) = Oygat(m;c) und somit gilt nach Vorrausset-
zung

0= pal(d) = (~1)"A™.

THEOREM A.10 (Existenz der LN-Zerlegung).
Sei A € Mat(m; C). Dann existieren Matrizen L, N € Mat(m;C) mit den folgenden Eigenschaften:

1) die Matriz L € Mat(m; C) ist diagonalisierbar,

2) die Matriz N € Mat(m; C) ist nilpotent,

3) die Matrizen L und N kommutieren, i.e. [L,N] = LN — NL =0,
4) es gilt A=L+ N.

NN N N

Weiterhin sind die Matrizen L, N € Mat(m;C) (bis auf Permutationsmatrizen) eindeutig bestimmd.

BEWEIS.
Existenz der LN-Zerlegung:
Sei dazu pa das charakteristische Polynom der Matrix A, welches wir in der Form

k
pa(A) = (=)™ H(A — )"

faktorisieren, wobei A1,..., Ay € C die Eigenwerte mit Multiplizitdten v1,... vy € Nmit vy +-- -+ =
m sind. Nach Theorem A.7 gibt es eine Hauptraumzerlegung

C"™ =H(M) @ - ®H(\), wobei H(A;) =ker(A — \;id)".

Wir definieren eine lineare Abbildung T': C™ — C™ wie folgt: Fiir w € H(\;) setzen wir T'(w) = A\jw.
Wir erweitern diese Abbildung mittels der Hauptraumzerlegung v = wy + - - - + wy, auf C™, i.e. T'(v) =
Awi + -+ + Mwg. Sei L € Mat(m; C) die Matrixdarstellung dieser Abbildung. Nach Konstruktion
gilt ker(L — A\;jid) = ker(4 — A;id)". fiir die Eigenrdume der Matrix L und die Hauptrdume der
Matrix A. Insbesonders folgt mit der Hauptraumzerlegung fiir A von oben eine Zerlegung von C™
durch Eigenrdume der Abbildung L:

C™ =ker(L —A1id) @ - - - @ ker(L — A\gid).
Nach der Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit folgt, dass die Matrix L diagonalisierbar ist, i.e.

Eigenschaft (1) in Theorem A.10.

Wir behaupten, dass die Matrizen A und L kommutieren. Aufgrund der Hauptraumzerlegung und
Linearitét geniigt es zu zeigen, dass ALw; = LAw; fiir alle w; € H(A;). Nach Konstruktion von L
gilt Lw; = A\jw;. Andererseits gilt auch (A — \jid)Aw; = A(A — A;jid)w;, und daher durch Induktion
(A—X;id)" Awj = A(A — X\jid)"w; = 0. Somit gilt Aw; € ker(A — \;id)". Nach Konstruktion der
Abbildung L gilt dann LAw; = A\jAw;. Somit gilt

Lij = AjA’U)j = A()\jwj) = AL’U)]

Daher kommutieren die Matrizen A und L.
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Wir definieren N := A — L. Nach Definition gilt A = L + N, und somit Eigenschaft (3) in Theorem
A.10. Wir berechnen
ILN=L(A-L)=LA-IL*=AL—-1?=(A—-L)L=NL.
Somit folgt LN = NL und damit Eigenschaft (4) in Theorem A.10.
Es bleibt Eigenschaft (2) in Theorem A.10 zu zeigen, i.e. die Nilpotenz von N.

Aufgrund der Hauptraumzerlegung geniigt es wieder N™w; = 0 fiir w; € H()\;) zu zeigen. Nach
Konstruktion von N und L gilt Nw; = Aw; — Lw; = (A — \jid)wj, i.e. Nw; € ker(A — Aj). Iterativ
folgt N"w; € ker(A — ;)" fiir alle 1 <7 < n. Nach Definition des Hauptraumes #(\;) folgt

waj = (A — )\j id)mwj = (A — )\j id)n_yj (A - )\j id)ijj =0.

Dies beweist die Nilpotenz von N, und daher Eigenschaft (2) von Theorem A.10. Dies beendet den
Beweis der Existenz.

Eindeutigkeit der LN-Zerlegung:
Fiir die Eindeutigkeitsaussage verweisen wir auf Abschnitt 2.3 in den Vorlesungsnotizen von S. Brendle.
O

KOROLLAR A.11 (Berechnung des Matrixexponentials mit der LN-Zerlegung).
Sei A € Mat(m; C) mit LN-Zerlequng A = L + N. Dann gilt fir alle t € R
m—_1 .
exp(tA) = exp(tL) - =N
=0 7"
Falls D = diag(\1, ..., \m) € Mat(m; C) eine Diagonalmatriz, und P € Mat(m;C) eine invertierbare
Matriz ist, sodass L = PDP™', so gilt

exp(A1t) 0 e 0
0 exp(Agt) 0 0 ) molyj
— -1, NI
exp(tA) = P S . . P ]z; j!N
0 . 0 exp(Amt)

BEWEIS.
Sei A € Mat(m;C). Dann existiert nach Theorem A.10 eine LN-Zerlegung A = L + N, und es
gilt insbesonders LN = NL. Nach Proposition 2.9 fiir das Matrixexponential von kommutierenden
Matrizen gilt exp(tA) = exp(tL) exp(tN). Da die Matrix N in der LN-Zerlegung nach Konstruktion
nilpotent mit N = 0 ist, gilt

o) tj m—1 4
exp(tN) =) =N/ =" =N
j=0 J: j=0

Dies zeigt die erste Aussage.

Die zweite Aussage folgt aus der Rechenregel fiir das Matrixexponential dhnlicher Matrizen, Lemma
2.7, und aus der Rechenregel fiir das Matrixexponential von Diagonalmatrizen, Lemma 2.5. (Il



ANHANG B

Erweiterungen zur Existenztheorie

1. Der Satz von Peano

THEOREM B.1 (Existenzsatz von Peano).
Sei U C R™ offen, zg € U, und sei F' : U — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann existiert § = §(xo, F) > 0
und eine stetig differenzierbare Funktion x : (—6,6) — U, welche das Anfangswertproblem

&(t) = F(x(t))
z(0)=x0€ U
auf dem Interval (—0,0) lost.
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