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Aufgabe 1 (6 Punkte)

a) (Schwarz “sches Spiegelungsprinzip)
Sei €2 C R™ ein Gebiet, welches spiegelsymmetrisch beziiglich der Hyperebene
E :={z, = 0} ist, d.h. es gilt:

(1,0 Tpo1,Tn) € Q <= (21,...,Tp_1,—Tp) € L

Weiter bezeichne QF := QN {x, > 0}.

Zeigen Sie: Ist u € C?(QF) N C°(QF) harmonisch und u|z = 0, soist v : Q — R
definiert durch

- u(z
U(ZB) T { _u(xh ceey -1, —Tn

in C?(Q) und harmonisch.

, fallsz, >0
, fallsz, <0

S— —

(Hinweis: Benutzen Sie Bemerkung 2.16.)

b) (Kelvin-Transformation)
Es sei u: R"\{0} — R harmonisch (n > 2). Sei

)= e (77

die Kelvin-Transformation von u. Zeigen Sie, dass v auch harmonisch in

R™\ {0} ist.

Aufgabe 2 (harmonische Funktion, Mittelwerteigenschaft) (6 Punkte)

a) Sei  C R" offen, up :  — R eine Folge harmonischer Funktionen, die
gleichméfig gegen u konvergiert. Zeigen Sie: Dann ist u in 2 harmonisch.

b) Sei u € C*(R") eine harmonische Funktion. Zeigen Sie: Die Niveaumengen
N, :={z € R"| u(z) = a}
sind fiir alle a € R entweder leer oder unbeschrénkt.

(Hinweis: Benutzen Sie die Mittelwerteigenschaft auf gréfieren Sphdren.)



Aufgabe 3 (das Maximumprinzip) (4 Punkte)

a) Sei Q C R™ regulir und beschrinkt, sowie u € C?(2) N C(Q) eine Losung von

Au = —1, inQ
u = 0, auf 0.

Zeigen Sie, dass fiir alle xg € §2 folgende Abschéitzung gilt:

1
> — z0l?.
u(wo) = 2n zle%fsz & = ol

(Hinweis: Betrachten Sie die Funktion w(z) = u(z) + 5=|z — zo[*.)
b) Zeigen Sie:

bl) Wenn z, € Q ein lokales Maximum von u ist, so gilt: Au(zg) < 0.

h2) u geniige Au = v’ — u und sei am Rand beschrinkt: [u(9Q)| < 1. Dann
gilt: =1 <u <1in Q.

Aufgabe 4 (Harnack‘sche Ungleichung und Satz von Liouville) (3+1 Bonuspunkte)

a) Seiu € C?(Bg(0)) NC°(Bg(0)) harmonisch und nicht-negativ. Leiten Sie aus
der Poisson-Formel folgende Version einer Harnackungleichung her:

R (R + |x])

BB 1) o) < o) < BB E 2D
(0) < ule) < S o ul0)

(R + [a[)
fiir alle x € Bg(0).

b) Leiten Sie daraus den Satz von Liouville ab: Eine nach unten (oder oben)
beschriinkte harmonische Funktion u € C*(R") ist konstant.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt.

Abgabe ist am Montag, 28.10.2024., 12:15 Uhr vor der Vorlesung.



