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Aufgabe 1 (Maximumprinzip und Abschätzung) (4 Punkte)

Sei u ∈ C3(Ω) eine Lösung von −Lu = −
∑n

i,j=1 aij(x)uxixj
(x) = 0 in Ω. Hierbei sei

der Operator L gleichmäßig elliptisch und aij(x) ∈ C1(Ω) (i, j = 1, 2 · · · , n).

a) Setze v = |∇u|2 + λu2. Zeigen Sie −Lv ≤ 0 in Ω für hinreichend große λ > 0.

b) Folgern Sie

∥∇u∥L∞(Ω) ≤ C(n, L)(∥∇u∥L∞(∂Ω) + ∥u∥L∞(∂Ω)).

Hierbei ist C(n, L) eine Konstante, die nur von n und dem Operator L abhängt.

Aufgabe 2 (Maximumprinzip ohne die Bedingung c ≤ 0) (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn offen und zusammenhängend. Es sei u ∈ C2(Ω) eine Unterlösung eines
linearen, strikt elliptischen Differentialoperators L =

∑
ij aij∂iju+

∑
i bi∂iu+ cu in

Ω, das heißt
−Lu ≤ 0 in Ω

mit |aij|, |bi|, |c| ≤ Λ. Zusätzlich existiere ein v ∈ C2(Ω) mit v > 0 in Ω und

−Lv ≥ 0 in Ω.

Zeigen Sie, dass w := u/v kein positives Maximum in Ω annehmen kann, außer wenn
w konstant ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass gilt: −

(∑
i,j aij∂ijw +

∑
i(2aijv

−1∂jv + bi)∂iw
)
≤ 0 in

D := {w > 0}.

Aufgabe 3 (Die Wärmeleitungsgleichung) (8 Punkte)

a) Sei u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

ut −∆u = 0 in Rn × (0,∞).

Zeigen Sie, dass für alle Λ > 0 auch

uΛ(x, t) := u(Λx,Λ2t)

eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung in Rn × (0,∞) ist. Folgern Sie, dass
auch

v(x, t) := x ·Du(x, t) + 2tut(x, t)

die Wärmeleitungsgleichung löst.



b) Zeigen Sie, dass die Fundamentallösung der Wärmeleitungsgeleichung, gegeben
durch

γ(x, t) :=
1

(4πt)
n
2

e−
|x|2
4t ,

tatsächlich die Wärmeleitungsgleichung löst.

c) Sei α > 0. Wir definieren

Gα : Rn ×
(
0,

1

4α

)
→ R, Gα(x, t) =

1

(1− 4αt)
n
2

e
α|x|2
1−4αt .

Zeigen Sie, dass Gα für t ∈ (0, 1
4α
) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

ist.

d) Zeigen Sie, dass für alle t > 0 ∫
Rn

γ(x, t)dx = 1.

————
Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt.
Abgabe ist am Montag, 18.11.2024, 12:15 Uhr vor der Vorlesung.
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