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Aufgabe 1 (Unterlösung) (4 Punkte)
Sei u ∈ C2,1(ΩT ) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung. Zeigen Sie:

a) Ist ϕ : R → R eine glatte konvexe Funktion, dann ist v := ϕ ◦ u eine Un-
terlösung der Wärmeleitungsgleichung, d.h. vt −∆v ≤ 0 in ΩT .

b) Ist zusätzlich u ∈ C3,2(ΩT ), dann ist w = |Du|2 + u2
t eine Unterlösung der

Wärmeleitungsgleichung.

Aufgabe 2 (Spiegelung) (2 Punkte)
Sei ϕ : [0,∞) → R stetig und beschränkt mit ϕ(0) = 0. Finden Sie eine Darstel-
lungsformel für die Lösung des Problems

ut − uxx = 0, für x > 0, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x), für x > 0,

u(x, t) = 0, für t > 0.

Hinweis. Setzen Sie ϕ stetig auf R fort und benutzen Sie die Resultate aus Satz 6.6
und (6.6). Weiter zeigen Sie, dass die so gefundene Darstellung eine Lösung des
Problems ist.

Aufgabe 3 (Das Intergral) (2 Punkte)
Berechnen Sie das Integral ∫

E(1)

|x|2

ρ2
dxdρ,

wobei E(1) = E(0, 0, 1) der Wärmeball ist.

Aufgabe 4 (Eindeutigkeit) (2 + 2 + 4 Punkte)

a) (Gronwall´sche Ungleichung)
Sei I = [a, b) ein Intervall, α, β ∈ C0(I) und w ∈ C1(int(I)) ∩ C0(I) erfülle
die Ungleichung

w′(t) ≤ β(t)w(t) + α(t), ∀t ∈ I.

Zeigen Sie, dass für alle t ∈ I die Ungleichung

w(t) ≤ w(a)e
∫ t
a β(s)ds) +

∫ t

a

α(r)e
∫ t
r β(s)dsdr

gilt. Insbesondere, w(t) ≤ 0 für t ∈ I, falls α = 0 und w(a) = 0.



b) Sei B die offene Einheitskugel in Rn und sei f ∈ C0([0,∞)). Betrachten Sie
das Problem


ut −∆u = f(t)(u− |x|2

2n
)− 1, in B × [0,∞),

u(·, t)|∂B = 1
2n
,∀t ≥ 0

u(·, 0) = 1
2n
,

u ∈ C2(B × (0,∞)) ∩ C0(B × (0,∞)).

Zeigen Sie,

b1) dass das Problem höchstens eine Lösung hat.

b2) dass die Lösung, sofern sie existiert, nicht-negativ ist und die Abschätzung

0 ≤ u(x, t) ≤ 1

2n
exp{

∫ t

0

f(s)ds}+ |x|2

2n
(1)

erfüllt. Weiter gilt u(x, t) ≤ 1/n, falls f ≤ 0.

Hinweis. Benutzen Sie Aufgabe 3a) zweimal. Für die Eindeutigkeit betrachten
Sie w(t) =

∫
B
v2(t, x)dx, wobei v = u1 − u2 die Differenz zweier Lösungen ist.

Für die Abschätzung (1) ist es hilfreich u− |x|2
2n

zu betrachten.
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