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Aufgabe 1 (Wdarmeleitungsgl. mit gemischten Randbedingungen) (8 Punkte)

a) (homogene Wirmeleitungsgleichung) Bitte lsen Sie das Problem:

U — Uy, =0, in (0,00) x (0,00)
u(0,t) =0, Vt>0
u(z,0) = ¢(z), Ve (0,00),

wobei p € C8((0,00)) N C*([0,00)) mit ¢(0) = 0.

Hinweis: Vewenden Sie eine passende Spiegelung
b) (inhomogene Wirmeleitungsgleichung) Bitte 1osen Sie das Problem:

U — Uy = 0, (in)(0, 00) x (0, 00)
uz(0,t) = h(t), Vt>0
uw(z,0) = ¢(x), z € (0,00)

wobei h € C1((0,00)) N C([0,00)) und ¢ € C§((0,00)) N C*([0,00)) mit
©2(0) = h(0).

Hinweis: Reduzieren Sie das Problem zuerst zu einem Problem mit inhomoge-
ner Wirmeleitungsgleichung. Dann benutzen Sie die Spiegelungsmethode.

Aufgabe 2 (Das Mazimumprinzip) (4 Punkte)
Sei ¢ : R" — R eine beschriankte stetige Funktion. Sei u : [0,00) x R" — R eine
beschriankte Losung des Cauchyproblems

w = Au, in (0,00) x R",
u(0,z) = p(x), reR",

wobei u € C12([0,00) x R™). Man zeige die folgenden Gleichheiten:

sup w = sup p, inf u = inf .
[0,00) xR™ R™ v [0,00) xR™ we ¥
Hinweis. Wihlen Sie M > 0, sodass supjg s)xgn(u + M) > 0. Wenden Sie den

Operator der Wirmeleitungsgleichung auf die Funktion 6_“(2”t+|x‘2)(u + M) an und
beweisen Sie:

sup efa(QntHa:P)(u + M) = sup 6—a\xl2(gp + M).
[0,00) x R™ R



Man beachte hierbei, dass die Funktionen e*a@”t*"’”‘z)(u + M) ihr Mazimum in
[0,00) x R™ annehmen. Schlieflich fiziere man 0 < R < oo und fihre den
Grenzibergang a — 0 auf [0, R) x Bg(0) durch.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Gegeben seien ein beschrinktes regulidres Gebiet (2 C R", der Raum-Zeit-Zylinder
Qr = Q x (0,7] und eine Losung u € C1%(Qr) des Problems:

uy = Au, in Qrp,
u =0, auf (0, 7] x 0Qr,mit
u(0,2) = p(x), x € R",

w € CH2(Q7)NCY(Q7) und uy , (-, 1) € C°(Q). Man definiere die thermische Energie
des Korpers €2 zur Zeit t:

E(t) = [lu-, 1)1 Z20)-
Beweisen Sie, dass fiir jedes 0 < t; <t <ty < T gilt:

to—t t—tq

B(t) < [B(t)) 7 [B(L) .

Die Eigenschaft von (1) heifit die Log-Konvexitit der Funktion FE.
Hinweis: Studieren Sie E'(t) und E"(t) und zeigen Sie:

E"(t) = 4/(ut)2 dr.
Q
Verwenden Sie die Holdersche Ungleichung, um zu zeigen:
(E'(1)* < E()E"(1).

Nehmen Sie zuerst E(t) > 0 an; dann betrachten Sie f(t) :=log E(t) und zeigen die
Konvexitdt dieser Funktion f, d.h. f"” > 0. Verwenden Sie schliefSlich die dquivalente
Aussage der Konvexitdit:

f(A=7)ty +7t) < (1 —=7)f(t) +7f().

Betrachten Sie fir den allgemeinen Fall log(E(t) + ¢) fir e > 0.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt.

Abgabe ist am Montag, 09.12.2024, 12:15 Uhr per Mail an
xuwen.zhang@math.uni-freiburg.de auf Englisch!



