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Kapitel 1

Z.ahlen und Vektoren

1 Mengen und Abbildungen

Wenn es um die Formulierung und Kommunikation mathematischer Sachverhalte geht, ist die
Umgangssprache nur teilweise geeignet. Die Sprache der Mengenlehre ist oft niitzlich. Keine
Angst, wir wollen uns nicht inhaltlich mit der Mengenlehre befassen, es geht nur um ein paar
Vokabeln: Angabe von Mengen, Teilmenge und Obermenge, Vereinigung, Durchschnitt, Diffe-
renz, Komplement, leere Menge. Funktionen lassen sich ebenfalls mit Begriffen der Mengenlehre
beschreiben, einschlieBlich der Konzepte Bild und Urbild, Einschrankung, Verkettung und Graph
einer Funktion. Weiter gehdren dazu die Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv und Umkehrfunktion.

Der Begriff der Menge wurde 1895 von Georg Cantor eingefiihrt. Hier eine kurze Fassung:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten zu einem Ganzen.

Das ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Die einzelnen Objekte nennen wir Elemente der Menge.
Wir schreiben a € M wenn a ein Element der Menge M ist; andernfalls schreiben wir a ¢ M.
Die Entscheidung, ob irgendein Objekt a Element von M ist oder nicht, muss anhand der
Beschreibung der Menge M immer moglich sein. Beispiele:

(a) Das griechische Alphabet ist die Menge

M = {a,ﬁ,%é,e,{,n,@,g/@,)\,M,V,f,0,7r,p,0,7,v,¢,x,¢,W}

Die Elemente sind die einzelnen Buchstaben, und wir haben M durch Aufzdihlen al-
ler Elemente angegeben. Die Menge M bleibt gleich, wenn wir die Reihenfolge der
Aufzidhlung #ndern oder Elemente doppelt auffithren. Oft werden die Elemente nur
unvollstindig aufgezdhlt in der Erwartung, dass man sich den Rest irgendwie denken
kann: M = {a, f,...,w}.

(b) Betrachte die Menge N = {1,2,...,29,30} sowie
M = {p € N|p ist Primzahl}.

Hier entsteht M durch Auswahl von Elementen der Menge N mittels einer Eigenschaft,
nidmlich Primzahl zu sein. Es ist M = {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29}.



(c) Eine Variante der aufzihlenden Beschreibung haben wir bei
M ={n*n=1,2,3,...}.
Hier wird M durch die Menge der natiirlichen Zahlen “parametrisiert”.

Eine Menge M heifit Teilmenge der Menge N, wenn jedes Element von M auch Element
von N ist (Notation: M C N). Gibt es auBerdem mindestens ein Element von N, das
nicht zu M gehort, so ist M eine echte Teilmenge von N. Beispiel: unter den Studierenden
der Mikrosystemtechnik bilden die mé&nnlichen eine echte Teilmenge, denn es gibt ja auch
Studentinnen. Statt M C N schreiben wir manchmal N D M, also N ist Obermenge von M.

Zur Veranschaulichung ist es praktisch, Mengen als Gebiete in der Ebene aufzufassen
(Venn-Diagramm). Fiir zwei Mengen A und B koénnen so folgende Mengen darstellen:

ANB = {z|r € Aund x € B} (Schnittmenge)
AUB = {z|r € Aoder z € B} (Vereinigungsmenge)
A\B = {z|r € Aund z ¢ B} (Differenzmenge).

Wir fithren das Symbol ) ein fiir die Menge, die kein Element enthilt, die leere Menge. Das
ist praktisch zum Beispiel bei der Bildung von Schnittmengen, es gilt

ANB=10 wenn A, B kein gemeinsames Element haben.

Ist X eine gegebene Grundmenge und A C X, so nennen wir A = X\ A das Komplement
von A. Das Komplement hingt von der Grundmenge X ab: die Aussage ich trinke alles
aufler Ganter hat verschiedene Bedeutung, je nachdem ob sie sich nur auf die badischen
Biere bezieht oder auf alle alkoholischen Getranke.

Oben haben wir die Worte und sowie oder benutzt, die Aussagen miteinander logisch
verkniipfen. Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz, bei dem wir sinnvoll nach dem
Wahrheitswert fragen kénnen, das heif3t ist der Satz wahr oder falsch? Zum Beispiel ist Der
Mars besteht aus grinem Kdise eine Aussage, wihrend Geh nach Hause! oder Was gibts
heute in der Mensa? keine Aussagen sind. Fiir Aussagen P, () setze

-P nicht P wahr genau wenn P falsch
falsch genau wenn P wahr
PAQ P und@ wahr genau wenn P, () beide wahr
falsch genau wenn mindestens eine der Aussagen P, @) falsch
PvQ@ P oder(@ wahr genau wenn mindestens eine der Aussagen P, () wahr

falsch genau wenn P, @ beide falsch
P=Q aus P folgt Q falsch genau wenn P wahr und @) falsch,
wahr genau wenn P, () beide wahr oder wenn P falsch.

Beachten Sie:
e das oder ist nicht ausschliefiend, kein entweder/oder.

e das Aquivalenzzeichen P < @ bedeutet P = Q und Q = P. Es ist also wahr genau
wenn P, ) beide wahr sind oder beide falsch.



e die Implikation P = @ ist gleichbedeutend mit =) = —P. Dazu folgende Tabelle:

P Q P=Q -Q=-P Q=P
woow w w w
w o f f f w
fow w w f
f f w w w

Wir sehen hier dass () = P nicht gleichbedeutend ist mit P = @, das wird oft nicht beachtet.
Wir kommen zum zweiten Begriff aus der Uberschrift, den Abbildungen. Seien X,Y Mengen.
Eine Abbildung von X nach Y (gleichbedeutend: eine Funktion auf X mit Werten in Y')
schreiben wir in der Form

X =Y z— f(x).

Jedem x € X wird genau ein Bildpunkt (Funktionswert) f(x) € Y zugeordnet. Die Menge
X heiflt Definitionsbereich von f. Mit dem Bild von f meinen wir die Menge der Bildpunkte
(Menge der Funktionswerte)

F(X) = {f(@) :w e X} C Y.
Das Urbild einer Menge B C Y unter f ist die Menge
FUB) ={z e X : f(z) € B},
Verkleinern des Definitionsbereichs ergibt eine Einschriankung von f. Fiir A C X ist
fla: A=Y, (fla)(z) = f(z) fir alle z € A.

Beispiel: sei X die Menge aller Waren in einem Supermarkt und Y die Menge aller moglichen
Preise in Euro. Ordnen wir jeder Ware z € X einen Preis f(z) € Y zu, so haben wir eine
Funktion f : X — Y. Die Menge der Waren, die maximal 1 Euro kosten, ist genau das
Urbild des Intervalls [0, 1]. Betrachten wir statt aller Waren nur die Menge V' der veganen
Waren, so ergibt sich die Einschrinkung f|y .

Eine naheliegende Abbildung auf X ist die Identitét, also idy : X — X, idx(z) = =z.
Die Verkettung (Hintereinanderschaltung) von Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z ist

gof: X5V L7 (g0 f)) = g(f(x)).

Eine aus der Schule bekannte Moglichkeit, sich Funktionen bzw. Abbildungen vorzustellen,
bietet der Graph. Dazu bilden wir das kartesische Produkt!

XxY={(z,y):zeX,yeY}
Es gilt (x,y) = (2/,y') genau wenn x = 2/ und y = y'. Der Graph von f ist die Teilmenge
Gr={(z, f(z)) ;v e X} C X xY.
Als néchstes drei Begriffe zum Abbildungsverhalten: f : X — Y heifit

injektiv  aus f(x) = f(2') folgt x = 2
surjektiv  zu jedem y € Y gibt es ein z € X mit f(z) =y
bijektiv f ist injektiv und surjektiv.

'René Descartes, 15961650



Eine équivalente Definition von f injektiv ist: aus z # 2’ folgt f(z) # f(2'), sieche oben. Wir
haben die obige Formulierung gew&hlt weil sie leichter zu checken ist.

Ordnen wir jedem Kind seine Mutter zu, so erhalten wir eine Abbildung von der Menge K
aller Kinder in die Menge F' aller Frauen. Diese Abbildung ist nicht surjektiv, denn nicht
jede Frau ist Mutter. Sie ist auch nicht injektiv, denn es gibt Miitter mit mehr als einem Kind.

Was bedeuten diese drei Begriffe fiir die Losbarkeit einer Gleichung f(z) = vy, wobei
f: X =Y und y € Y gegeben?

f injektiv  es gibt hochstens eine Lisung
f surjektiv es gibt mindestens eine Ldsung
f bijektiv  es gibt genau eine Ldsung.

Die drei Aussagen gelten fiir jedes y € Y. Sei nun f : X — Y bijektiv. Dann kénnen wir
y € Y die eindeutig bestimmte Losung von f(x) = y zuordnen. Wir kriegen eine Abbildung
g:Y = X y— g(y), wobei g(y) eben diese Losung ist, das heift

flgly)) =y fir alley €Y, also fog=idy.

Wir nennen g = f~! die zu f inverse Abbildung oder einfach Umkehrfunktion. Wihlen wir
in der letzten Gleichung y = f(x) so folgt f(g(f(z)) = f(z). Wegen f injektiv ergibt sich

g(f(z)) =z, und damit go f =idy.

Umgekehrt: angenommen zu f : X — Y gibt es eine Funktion g : ¥ — X mit fog = idy
und g o f = idyx. Nach der ersten Gleichung ist g(y) eine Losung der Gleichung f(z) = y:

flg(y)) =idy(y) = y.
Nach der zweiten Gleichung ist diese Losung eindeutig, denn aus f(z) =y = f(2') folgt

o' =g(f(a) =9(f(x)) ==.

Somit ist f bijektiv, und g ist die Umkehrfunktion von f. Durch Vertauschen der Rollen von
f und g folgt: ist g die Umkehrfunktion von f, so ist f auch die Umkehrfunktion von g,
insbesondere ist g ebenfalls bijektiv. Wir erhalten fiir den Graph der Umkehrfunktion, indem
wir y = f(x) substituieren,

Gy ={(,9(W) :y €Y} ={(f(2),9(f(2)) : x € X} ={(f(2),2) ;2 € X} CV x X.
Der Graph ergibt sich also durch ,,Spiegelung an der Winkelhalbierenden”.

2 Reelle Zahlen

Wir wiederholen aus der Schule die Gesetze der Addition und Multiplikationen reeller Zahlen,
und die Anordnungsgesetze mit Definition des Betrags einer reellen Zahl. Die reellen Zahlen
werden durch die Existenz des Supremums charakterisiert. Die rationalen Zahlen bilden eine
echte Teilmenge, die aber dicht in den reellen Zahlen liegt.

Aus der Schule kennen wir die Zahlen N C Z C Q:



N={1,2,3,...} natiirliche Zahlen

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} ganze Zahlen

Q= {qu eN,pe Z} rationale Zahlen
q

Manchmal brauchen wir auch Ny = {0,1,2,...}. Fiir z € Q ist die Darstellung = = p/q
nicht eindeutig, eine eindeutige Darstellung ergibt sich durch Kiirzen. Die reellen Zahlen R
fassen wir als Punkte auf der Zahlengeraden auf. Anstatt eine abstrakte Konstruktion von R
durchzufiihren, stellen wir im Folgenden die Regeln (Axiome) in R zusammen. Die Gesetze
der Addition und Multiplikation lauten wie folgt:

+ [ ]

Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c) (@a-b)-c=a-(b-c)

Kommutativgesetz: a+b=b+a a-b=b-a
Neutrales Element: a+0=a a-1=a
1
Inverses Element: a+(—a)=0 a-—=1 falls a#0
a
Distributivgesetz: a-(b+c)=a-b+a-c.

Alle bekannten Rechenregeln wie zum Beispiel (—a)(—b) = ab konnen daraus hergeleitet
werden. Wir erwdhnen die Nullteilerfreiheit:

Ausa-b=0 folgt a =0 oder b=0.

Denn ist a # 0, so folgt

b—(l-a>-b—1-(a-b)—1-0—0.
a a a

Den Punkt bei der Multiplikation lassen wir meistens weg. Auch die Regeln der Bruchrech-
nung lassen sich aus den Korperaxiomen herleiten, wir listen sie hier auf:

Satz 2.1 (Bruchrechnung) Fiir a,b,c,d € R mit ¢,d # 0 gilt:

d+b
(1) . + 7= g ctl < (Gleichnamig machen von Briichen),

S
o

b b
= Z—d (Multiplikation von Briichen),
a/c ad . L ,
(3) b/d =30 falls zusdtzlich b # 0 (Division von Briichen).

ol

Als néchstes erkldren wir die Anordnung von R. Die Ungleichung a < b bedeutet auf der
Zahlengeraden, dass a links von b liegt bzw. a — b links von Null. Offenbar gilt genau eine der
Relationen a < b, a > b oder a = b. Hier einige Regeln:



Aus a,b > 0 folgt a+b>0und a-b > 0.

Aus a > b, b > ¢ folgt a > ¢ (Transitivitdt).

Ausa>bund ¢ >dfolgt a+c>b+d (Addition von Ungleichungen)

b fall 0
Aus a > b folgt {ac -0 fals e (Multiplikation mit einer Zahl).

ac<bc fallse< 0

Dass sich in der letzten Regel das Vorzeichen umdreht ist eine hdufige Fehlerquelle. Wir wollen
diese und weitere Regeln nicht herleiten. Eine wichtige Konsequenz ist jedenfalls: Quadrate
i R sind nichtnegativ, denn

9 a-a>0 im Fall a > 0,
a =
(—a)-(—a) >0 im Fall —a > 0.

Definition 2.1 Der Betrag einer Zahl a € R ist

- a fallsa >0
laf = { —a falls a <0. (2.1)
Fiir a = 0 ergibt sich jeweils |a| = 0, aus praktischen Griinden haben wir den Overlap

der beiden Fiélle hier erlaubt. Auf der Zahlengeraden ist |a| der Abstand zum Nullpunkt.
Die Definition hat folgende Konsequenz: Wenn Sie ein Betragszeichen beseitigen mochten,
miissen Sie eine Fallunterscheidung machen, je nachdem ob der Term in den Betragsstrichen
positiv oder negativ ist.

Satz 2.2 (Rechnen mit Betrigen) Fira,b € R gelten folgende Aussagen:
(1) a <|al.
(2) [ - af = lal.
(3) labl = la - 1b].
(4) la+0b] < laf +[b].
(5) la =0 > [la] — [b]].
BEWEIS: Im Fall a > 0 ist a = |a|, andernfalls ist a < 0 < |al, dies zeigt Aussage (1). Auch
(2) folgt direkt aus Definition 2.1, denn

= |al.

|—af = —a falls —a>0 [ —a fallsa<0
| —(—a) falls —a<0 | a fallsa>0

In (3) bleiben die linke und rechte Seite gleich, wenn wir a durch —a ersetzen, dasselbe gilt
beziiglich b. Also kénnen wir a,b > 0 annehmen, und erhalten |ab| = ab = |al- |b| wie verlangt.
Fiir (4) schétzen wir mit (1) wie folgt ab:

la +b] = +(a + b) = ta + (£b) < |a| + |b].

SchlieBlich gilt |a| = |a—b+b| < |a—0b|+|b| nach (4), also |[a—b| > |a|—|b|. Durch Vertauschen
von a und b folgt (5). O



Wie liegen die rationalen Zahlen in R drin? Das regelt das Archimedische Axiom:
Zu jedem € € R, £ > 0, existiert ein n € N mit 1/n < e.

Es gibt dann auch zu jedem K € R ein n € N mit n > K. Fiir K < 0 ist das sowieso klar.
Im Fall K > 0 wihle oben € = 1/K > 0, und erhalte ein n € N mit 1/n < 1/K bzw. n > K.

Eine wichtige Konsequenz ist, dass die rationalen Zahlen auf der Zahlengerade R dicht
verteilt sind. Um das zu formulieren fithren wir folgende Bezeichnungen fiir Intervalle mit
Grenzen a,b € R ein:

(a,b) ={xr e R:a <z <b} offenes Intervall

[a,b] ={z € R:a<x<b}  abgeschlossenes Intervall

[a,b) ={z € R:a<x <b} linksseitig abgeschlossen, rechtsseitig offen
(a,b) ={r €R:a <z <b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlossen

|I| = b — a fiir ein Intervall I Intervalllinge

Es ist praktisch, +0o und —oo als offene Intervallgrenzen zuzulassen, zum Beispiel ist
(—oo, 1] ={z€R: -0 <x <1}

Satz 2.3 (Q ist dicht in R) Fir alle a,b € R, a < b, gibt es ein ¢ € Q mit q € (a,b).

BEWEIS: Sei n € N mit 1/n < b — a. Die Zahlen k/n, k € Z, sind rational und bilden ein
Gitter, mit Gitterldnge kleiner als b — a. Sei k € Z minimal mit k/n > a. Dann folgt

k. k-1 1 k
— = + — <a+(b—a)=0b, alsoqg=— € (a,b).
n n n n
——
<a <b—a

Warum gibt es das minimale k7 Es gibt k. € N mit k4 > na, also k4 /n > a. Es gibt weiter
k_ € N mit k_ > —na, also —k_/n < a. Es kommen nur k mit —k_ < k < k; infrage, das
sind endlich viele, unter diesen wéhlen wir das kleinste £ mit k/n > a. O

Der zentrale Begriff der Analysis ist der Grenzwert. Wir betrachten hier den Grenzwert einer
Zahlenfolge a,, also a1, as,as, ... mit a, € R.

Definition 2.2 (Konvergenz) Die Folge a,, konvergiert gegen a € R, falls gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein K >0, so dass fir alle n > K gilt: |a, — a| < e.
Die Zahl a heifst Grenzwert der Folge, wir schreiben

lim a, =a oder ap,— a firn— oco.

n—oo
In der Schule wird das eher in Worten ausgedriickt: zum Beispiel a,, strebt gegegen a, oder
etwas genauer die Abweichung zwischen a, und a wird beliebig klein. Wir brauchen aber eine
préizise Formulierung, um damit zu argumentieren. Die Zahl € > 0 gibt die Genauigkeit vor,
wie grof der Abstand |a,, — a| hochstens sein soll. Die Zahl K gibt an, ab wann diese Genau-
igkeit erfiillt ist. In der Regel werden die ersten Folgenglieder das nicht leisten. Betrachten



wir zum Beispiel a,, = % Die Folge sollte gegen a = 0 konvergieren, der Abstand ist dann
an —al =1/n. Wie muss K gewéhlt werden, damit |a,, — a| < ¢ ist fiir alle n > K7

e= 1 0,5 0,2 0,1 0,01
K= 1 2 5 10 100

Wir haben hier K optimal gewéhlt, aber das ist im allgemeinen unnétig, Hauptsache die
Abschitzung stimmt fiir alle n > K. Wie man am Beispiel sieht, muss fiir bessere Genauigkeit,
also € > 0 kleiner, typischerweise ein grofleres K genommen werden. Der Punkt ist nun, wir
miissen fiir jede gegebene Genauigkeit € > 0 ein passendes K finden (ausrechnen).

Beispiel 2.1 Die Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a = 0. Sei dazu ¢ > 0 gegeben, wir
wéhlen K = 1/e. Es folgt fir alle n > K

lan, —al =11/n—-0l=1/n<1/K =¢.

Wir werden den Begriff der Konvergenz noch spéter studieren, jetzt geht es erstmal um die
reellen Zahlen. Der Unterschied zwischen @Q und R besteht darin, dass wir in R beliebige
Grenzprozesse durchfithren kénnen. Wir kénnen damit Losungen von Gleichungen als
Grenzwerte konstruieren.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung z? = 2. Folgendes Verfahren bestimmt schrittweise
Approximationen durch Dezimalzahlen. Im ersten Schritt ist 12 < 2 und 22 > 2, wir setzen
agp = 1 und by = 2. Im niichsten Schritt ist 1,4> = 1,96 < 2 und 1,5% = 2,25 > 2, also
kommt a; = 1,4 und by = 1,5. Allgemein wéahlen wir die Ziffer so dass a% < 2 und b,QL > 2,
wobei b, = a, + 107". Wir erhalten die wachsende Folge a,, und die fallende Folge b,,:

an 1 1,4 1,41 1,414 1,4142
Niherungen von v/2: b, 2 1,5 1,42 1,415 1,4143
by —a, 1 0,1 0,01 0,001 0,0001

Wir wollen v/2 als Grenzwert der Folgen a, bzw. b, definieren. Wenn diese Folgen konvergie-
ren so haben sie denselben Grenzwert, denn es gilt b, — a,, = 107" — 0. Und angenommen
wir hétten a,, b, —  mit n — oo, dann folgt
2= lim a2 <2 und 2%= lim b2 >2.
n—oo n—oo

Also ist z tatsdchlich Losung der Gleichung 22 = 2. Bleibt die Frage ob die Folgen a,,, b,
konvergieren. In der Definition der Konvergenz geht es um den Abstand von a, zum Grenz-
wert a. Das kénnen wir hier nicht brauchen, denn wir wollen a = /2 ja erst definieren.
Was wir aber machen kénnen ist, den Abstand von a, und a,, anzuschauen, ohne Ein-
schrinkung fiir m > n. Dieser Abstand wird klein fiir n, m hinreichend gross. Und zwar gilt
an < ...<apm <b, <...<b,, daraus folgt

0<am—an<bpm—a,<b,—a,=107"—=0 mitn — oo.
Folgen mit dieser Eigenschaft heien Cauchyfolgen?. Formal ist a,, Cauchyfolge wenn gilt:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein K € R, so dass |a,, — a,| < ¢ fiir alle m,n > K.

Die Existenz von Grenzwerten wird nun durch das Vollstindigkeitsaxiom garantiert:

2A.L. Cauchy, 1789-1857



Jede Cauchyfolge in R konvergiert, hat also einen Grenzwert in R.

Insbesondere haben unsere Folgen a, und b, einen Grenzwert x, und wie oben erklart ist
22 = 2. Die a,, und b, sind endliche Dezimalzahlen und damit in Q, aber der Grenzwert z
liegt nicht in Q. Das sieht man wie folgt.

Angenommen es gibt ein * € Q mit 2> = 2. Wir kénnen x > 0 annehmen (ersetze x
durch —z), also = = p/q mit p,q € N. Wir kénnen weiter annehmen, dass p und ¢ nicht
beide gerade sind. Andernfalls kiirzen wir den Bruch so oft durch 2 bis das der Fall ist. Bei
jedem Kiirzen verkleinern sich Z#hler und Nenner, also ist nach endlich vielen Schritten der
Zihler oder Nenner ungerade. Nun folgt aus 2?2 = 2:

]; =2 = p?=2¢% alsop? gerade
= p gerade, also p = 2p' mit p' € N
= ¢ = p; = 2(p')?, also ¢? gerade
= g gerade.

Also sind p,q doch beide gerade, ein Widerspruch. Wir haben benutzt, dass fiir p? gerade
auch p gerade ist. Denn wiire p ungerade, also Endziffer 1,3,5,7,9, dann hitte p? die Endziffer
1,9,5,9,1, wire also nicht gerade.

Wir haben nun alle Axiome in R zusammen: die algebraischen Rechenregeln, die An-
ordnungsaxiome, das Archimedische Axiom und das Vollstindigkeitsaxiom. Die Begriffe
der Konvergenz und der Vollstdndigkeit sind iiberhaupt nicht trivial, sie werden uns weiter
beschéftigen.

3 Vollstiandige Induktion

Wir behandeln das Prinzip der vollstandigen Induktion. Erste Beispiele sind die Formeln fiir die
arithmetische und geometrische Summe. Danach beschiftigen wir uns mit dem Zahlen, und
bestimmen die Anzahl von Permutationen und Kombinationen.

Das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion beruht auf folgendem Prinzip:
Sei A(n) eine Folge von Aussagen fiir n € N. Es gelte:
(1) A(1) ist wahr.
(2) A(n—1)ist wahr = A(n) ist wahr.
Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

Ein Induktionsbeweis funktioniert also in zwei Schritten: erst wird die Aussage A(n) fiir den
Fall n = 1 verifiziert (Induktionsanfang). Dann wird vorausgesetzt, dass A(n — 1) richtig
ist (Induktionsannahme), und daraus A(n) hergeleitet (Induktionsschluss). Dazu kann man
n > 2 annehmen, denn A(1) ist ja schon bekannt. Das Verfahren spielt eine wesentliche Rolle



bei Rekursionen. Betrachten wir zum Beispiel die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen
Sn=1+2+ ...+ n. Diese ergibt sich rekursiv wie folgt:

S1=1, S,=85,-1+n firn>2.
Offenbar liefert die Rekursion
S1=1, S =5+2=3, S53=5+3=6,....
Wir behaupten dass folgende allgemeine Formel gilt:

n(n+1).

Sp = 5

Fiir n = 1 stimmt das. Und wenn die Formel fiir n — 1 gilt so folgt

S — n_1+n=("_1)((7;_1>+1)+n:”(”_21+2):”(”;1).

Damit ist die Formel bewiesen, und sogar ziemlich einfach. Das ist durchaus typisch fiir die
Induktion: das Problem ist eher die richtige Formel zu finden, der Beweis per Induktion geht
dann nach Schema F. Ubrigens hat Gaufl im Alter von 5 Jahren die Formel so gezeigt: :

Sn = 1 + 2 +...+ n
S, = n + n—-1 4+...+ 1 also 25, =n(n+1).
25, = n+1 + n+1 +...+4 n+1

Betrachten wir als zweites Beispiel die geometrische Summe, das ist die Summe der ersten
n + 1 Potenzen einer Zahl x, genauer S,, = 2% + z' + ... + 2. Es ist praktisch bei 20 = 1
anzufangen. Der Fall x = 1 ist klar, also nehmen wir z # 1 an. Die Rekursion lautet

S()ZLUOZL Sy, = Sp—1+ 2™
Es geht also statt bei n = 1 bei n = 0 los, die ersten paar Schritte lauten
Si=So+at=1+4z So=81+2>=1+4+x+2% S3=S+z>=1+z+2>+2°,...,

Wir zeigen nun die allgemeine Formel

1— n+1
Sp=—T  firz#£l
1—=z

Fiir n = 0 steht rechts Eins, das stimmt. Angenommen die Formel gilt fiir S,,_1, dann folgt

1 — =D+ 1—a2"+(1—2)z" 1-—a"!
S — — n_—-_-_ - n _ —
" 1T 1—2 e 1—2 1—x

Auch hier gibt es einen Trick, wie man die Summe ohne Induktion ausrechnen kann:

1—2" = Q424 ++2" 42" — (@22 .. F2" 2"
= 1-2)+@—a)+...+@@" -2
= 1-o)(Q4+z+...+2").
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Wir notieren die beiden Formeln nochmal mit dem Summenzeichen:

Zn:k _ n(n—l—l)’
2
k=1
n
1— n+1
o= T wobei z # 1.
1—=x
k=0

Hinter dem Summenzeichen steht die Formel fiir den k-ten Summanden. Unter dem
Summenzeichen ist angegeben, wo der Laufindex k startet, iiber dem Summenzeichen steht
die obere Grenze fiir den Laufindex k.

Wir wollen als néchstes die Elemente gewisser Mengen zdhlen. Als erstes zeigen wir:
wenn man vier Paar Socken in eine Kommode mit drei Schubladen packt, miissen zwei
Paare in dieselbe Schublade. Das geht natiirlich auch mit Briefen und Briefkdsten. Dieses
sogenannte Schubfachprinzip wurde zuerst von G. L. Dirichlet (1805-1859) festgestellt.

Satz 3.1 Ist f:{1,...,m} — {1,...,n} injektiv mit m,n € N, so folgt m < n.

BeEWwEIS: durch Induktion nach n € N. Fiir n = 1 haben wir f : {1,...,m} — {1} injektiv, das
geht nur fiir m = 1. Sei nun eine injektive Abbildung f : {1,...,m} — {1,...,n} gegeben;
zu zeigen ist m < n. Kommt n im Bild von f nicht vor, so bildet f die Menge {1,...,m}
nach {1,...,n — 1} injektiv ab. Nach Induktion folgt dann m < n — 1. Andernfalls gibt es
genau ein k € {1,...,m} mit f(k) =n.Sei ¢ : {1,...,m—1} = {1,...,m} mit

, i firi=1,...,k—1,
p(i) = 1 . o
i+1 firi=k,...,m.

Da (i) # k fir alle 4 bildet f o von {1,...,m — 1} nach {1,...,n — 1} injektiv ab.

1 ... k-1 — k .. m—1
el L ) ) )
1 k—1 k k+1 m
VR \ \ \ \
FA) o fk=1) fR)=n fO+1) ... f(m)
Per Induktion folgt m — 1 < n — 1 und damit m < n. O

Jetzt kommen wir zum Zahlen. Man kénnte meinen dass wir dazu gar nichts sagen miissen, wir
konnen das ja alle seit wir kleine Kinder sind. Aber wir brauchen ein Konzept dass wir zum
Beispiel auch als Programm implementieren kénnen, und in mathematischen Argumenten
benutzen koénnen. Darum miissen wir die Sache formalisieren. Letztlich machen wir aber
nichts anderes als mein Enkel Theo, der stolz ist dass er schon 10 Dinge abzéhlen kann.

Definition 3.1 (Zahl der Elemente) Sei M eine Menge. Gibt es f : {1,...,n} — M
bijektiv fiir ein n € N, so heifit M endlich und n = #M ist die Anzahl seiner Elemente. Die
leere Menge ist ebenfalls endlich mit #0 = 0.

11



Dass die Zahl der Elemente eindeutig definiert ist, folgt aus dem Schubfachprinzip.

{1,...,n}
| N f
gflof M
I g
{1,...,m}

Lo f injektiv und damit n < m nach dem Schubfachprinzip.

Sind f und g bijektiv, so ist g~
Analog folgt m < n.

Jetzt wollen wir das anwenden. Wir wollen als erstes die Anzahl der Anordnungen
(oder Umordnungen oder Permutationen) von n Dingen bestimmen. Fiir n = 2 gibt es zwei
Moglichkeiten, fiir n = 3 sechs:

12 123 231 312
21 213 321 132

Fiir die allgemeine Antwort brauchen wir folgende Notation (wir setzen 0! = 1):
nl=1-2-...-n (n-Fakultit).

Satz 3.2 (Zahl der Permutationen) Fir n € N sei S, die Menge der bijektiven Abbil-

dungen o : {1,...,n} = {1,...,n}. Dann gilt #5S,, = n!l.

BEwEISs: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion, wobei der Induktionsanfang n = 1
offensichtlich ist. Sei S, die Menge der Permutationen von {1,...,n}, die die Nummer k
auf n abbilden. Da die restlichen n—1 Nummern beliebig bijektiv auf {1,...,n—1} abgebildet
werden, hat S, ; genau (n — 1)! Elemente nach Induktion. Es folgt durch Summation

#Sp =#Sp1+ .. . +#Sun=n-(n—-1)!=nl

Definition 3.2 (Binomialkoeffizienten) Fir o € R und k € N setzen wir

a a-(a=1)-...-(a—k+1) , !
= = 1.
<k> 1-2-...-k e o
Lemma 3.1 (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten) Fir o € R und k € N
erfiillen die Binomialkoeffizienten die Formel

()=o)

BEWEIS: Fiir £ = 1 ist die Formel leicht zu sehen. Fiir k > 2 berechnen wir

<a—1>+<a—1> _ =D (a-D) k4D (@-D-((a-1) = (k=1 + 1)

k k-1 1-2-... -k 1-2-...- (k-1
(a=1)-..-(a—k+1)-(a—k+Ek)
B 1-2-...-k
o a-(a=1)-...-(a—k+1)
B 1-2-...-k

- ()

12



O

Im Fall @« = n € Ny erlaubt Lemma 3.1 die rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten
(}) nach dem Dreiecksschema von Blaise Pascal (1623-1662).

k0 1 2
n
0 1
n—1 n—1 1 1 1
+
IR R
(%) 1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Ebenfalls fiir « = n € Ny folgt durch Erweitern der Binomialkoeffizienten mit (n — k)! die
alternative Darstellung

n n!
=——— fii 1,... 2
(k) Fn =) irn € Ng, k€{0,1,...,n}, (3.2)

und daraus weiter die am Diagramm ersichtliche Symmetrieeigenschaft

<Z> - <nik> fir n € No, k € {0,1,...,n}. (3.3)

Worum geht’s nun? Nehmen wir an auf einer Party mit n Leuten wird mit Sekt angestossen,
wie oft insgesamt? Fiir kleine n kénnen wir das leicht ermitteln:

n=1 n=2 n=3 n=4 n==5

0 1 3 3+3=6 6+4=10

Satz 3.3 (Zahl der Kombinationen) Sei n € Ny und k € {0,1,...,n}. Dann ist die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} gleich (7).

BeEwEIS: Wir betrachten zuerst den Fall & = 0 und n beliebig. Die Menge {1,...,n}
hat genau eine null-elementige Teilmenge, ndmlich die leere Menge. Andererseits ist nach
Definition (fj) = 1, also stimmt die Aussage.

Jetzt zeigen wir die Aussage durch Induktion iiber n > 1, jeweils fir £ = 1,...,n.
Die k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} zerfallen in zwei Klassen:

Typ 1: Die Menge enthélt die Nummer n nicht.

Typ 2: Die Menge enthélt die Nummer n.

Typ 1 sind genau die k-elementigen Teilmengen von {1,...,n — 1}, nach Induktion sind das
(”gl) Stiick. Die Mengen vom Typ 2 ergeben sich aus den (k — 1)-elementigen Teilmengen
von {1,...,n — 1}, indem wir n dazutun. Davon gibt es nach Induktion (Z:i) Stiick. Die

Gesamtzahl ist also nach Lemma 3.1
n—1 n n—1 _(n
k k—1) \k)’
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Satz 3.4 (Binomische Formel) Fliir a,b € R undn € N gilt

(a+b)" = zn: (Z) a* ok, (3.4)

k=0

BeEwEIS: Multiplizieren wir das n-fache Produkt (a +b)" = (a +b)-(a+b)-... - (a+b)
aus und ordnen nach den Potenzen von a, b so ergibt sich eine Summe von Termen der Form
aFb" =% mit 0 < k < n. Wir erhalten den Term a*p" % genau dann, wenn wir in £ Klammern
a nehmen und in den anderen b. Fiir die Wahl der a-Klammern gibt es (Z) Mobglichkeiten
nach Satz 3.3, so oft kommt also der Term a*b"~* Term vor. O

4 Geometrie im R"

In diesem Abschnitt erkldren wir ein paar geometrische Grundbegriffe, die in den Anwen-
dungsfachern vorkommen. Dazu gehdren Geraden und Ebenen, sowie allgemeiner Unterrdume im
R™, die Euklidische Lange, das Skalarprodukt und der Winkel zwischen zwei Vektoren. Wir zeigen
auch die Ungleichung von Cauchy-Schwarz und die Dreiecksungleichung. Auf R? definieren wir
schlieBlich das Kreuzprodukt.

Im folgenden sei n € N, zum Beispiel n = 2 oder n = 3. Wir bezeichnen mit R" das n-fache

kartesische Produkt R x ...... x R, also die Menge aller n-Tupel
z1
R”:{x: : ‘mieR}.
Tn

Zwei Punkte x,y € R” sind genau dann gleich, wenn alle Komponenten gleich sind, also x; =
y; fur alle ¢ = 1,...,n. Gréflen wie zum Beispiel Geschwindigkeit, Impuls, Beschleunigung
oder Feldstidrke werden auch durch n-Tupel im R™ beschrieben, jedenfalls im Fall n = 3.
Man spricht dann von Vektoren statt von Punkten, und oft verwendet man die Notation &
statt x. Die Unterscheidung zwischen Punkten und Vektoren ist in den Anwendungen unter
Umsténden wichtig, darum wird die Notation mit dem Pfeil benutzt. Fiir uns ist das weniger
relevant, und die Schreibweise mit den Pfeilen wére schwierig durchzuhalten, daher schreibe
ich Vektoren ohne den Pfeil. Zum Beispiel konnen wir Vektoren addieren und mit reellen
Zahlen multiplizieren (zum Beispiel strecken):

T1+ Y1 Az
Tty = : , AT = :

In diesem Zusammenhang nennt man die Zahl A auch einen Skalar, und spricht von Skalar-
multiplikation. Die Standard-Einheitsvektoren sind

0

e,=| 1 |7 firi=1,...,n.
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Mit ihnen ergibt sich fiir jeden Vektor z € R™ die Darstellung

n
Tr = E ZTie;.
=1

Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation erfiillen folgende Regeln, die alle direkt aus den
Definitionen folgen:

(x+y)+z=a+(y+2)

Ist u € R™ nicht der Nullvektor, so nennen wir die Menge der Punkte x = Au, A € R, die von
u aufgespannte Gerade. Hier ist A eindeutig. Denn sei Aju = Asu mit A; # Ao, dann folgt

1 1
= (Mu — Au) = ——— (A1 — A2)u = u, Widerspruch.
A1 — Ao

0 AL — A

Wir nennen X die Koordinate von z beziiglich u. Ahnliches gilt mit zwei Vektoren: sei u; # 0
und ug sei nicht auf der Geraden die durch u; aufgespannt wird. Dann nennen wir die Menge
der Vektoren A\juj 4 Aoug mit A 2 € R die durch uy, up aufgespannte Ebene. Die Koordinaten
A1,2 sind wieder eindeutig: angenommen es ist Aju1 + Aoug = p1uq + poug, bzw.

(A1 — p1)ur + (A2 — p2)ug = 0.

Wire Ay # g so hitten wir
AL
A2 — p2
Das bedeutet, uo liegt auf der von u; aufgespannten Geraden, Widerspruch. Also ist Ay = o,
und weiter folgt leicht A\; = u1. Das geht auch mit drei Vektoren: angenommen w1, ug spannen
eine Ebene auf, und ug liegt nicht auf dieser Ebene. Dann nennen wir die Menge der Punkte
T = Aju1 + Agug + Aguz mit A; 23 € R den durch uy, ug, uz aufgespannten Unterraum U. Im
Fall n = 3 ist das der ganze R?, im Fall n > 4 eben ein drei-dimensionaler Unterraum. Die
Koordinaten sind wieder eindeutig: angenommen es ist

Uo = UL.

(A1 — p)ur + (A2 — p2)ug + (A3 — p3)us = 0.

Wire A3 # us so héitten wir

_ ! —,Ulul A2 —M2u2
A3 — {3 A3 — 3
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Das heifit ug liegt in der durch uy, us aufgespannten Ebene, Widerspruch. Also gilt A3 = us,
und Ao = 2 folgt wie oben. Ist G' die von u aufgespannte Gerade, so nennen wir u eine
Basis von G. Analog sind ui,us eine Basis der aufgespannten Ebene E, und wuq,us, u3 eine
Basis des aufgespannten Unterraums Raums U. Eine Basis ist nicht eindeutig bestimmt,
zum Beispiel wird G auch durch 2u oder —u aufgespannt. Die Koordinaten sind nicht die
Standardkoordinaten des Punkts x, sondern sie hingen von der Basis ab. Ist x ein Punkt auf
G, E oder U, so stellt sich die Frage wie man die Koordinaten von z beziiglich der gegebenen
Basis bestimmt. Dazu muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden, das werden wir
spater machen.

Die Euklidische Lénge (oder die Euklidische Norm) eines Vektors ist definiert durch

n T

|x| = (Zx?)é fiir x =

i=1 Tn

Die Definition leitet sich aus dem Satz des Pythagoras ab (Bild), es gilt

2 4 22 fir n = 2,
o = { VD
Vit + a5+ a3 firn=3.

Offenbar gelten fiir x € R” und A € R die Regeln
|z| > 0 (Gleichheit nur fir x =0) sowie |Az| = |\||z].
Der Euklidische Abstand von zwei Punkten z,y € R” ist

o=yl = (- )

=1

(S

Die Euklidische Lange |x| ist also der Abstand zum Nullpunkt. Eine weitere niitzliche Grofie
ist das Skalarprodukt zwischen Vektoren im R™:

n T Y1
=1 In Yn
Man schreibt das Skalarprodukt auch in der Form z-y, also mit einem Punkt. Wir bleiben aber

bei den Klammern. Folgende Regeln ergeben sich direkt aus der Definition, wobei x, y, z € R"
und A, p € R.

(z,y) = (y,2) (Symmetrie)
AN+ py,z) = Mz, z) +uly,z) (Bilinearitét)
(x,x) = |z|>>0 (Positivitat).

Zwei Vektoren x,y € R™ heiflen orthogonal, wenn (z,y) = 0. Im Dreieck mit Eckpunkten 0,
x und y gilt dann der Satz des Pythagoras:

2 —yl> = (z—y,2—y) = [z[* - 2(z,y) + |y|* = [2]* + [y,
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das heifit im Nullpunkt ist ein rechter Winkel. Fiir eine Gerade, eine Ebene oder einen Unter-
raum wie oben kénnen wir mithilfe des Skalarprodukts spezielle Basen wéhlen. Wir erkléaren
das zuerst fiir eine Ebene E. Eine Basis v1, vy von E heifit Orthonormalbasis, wenn

lvi| =Jva] =1 und (v1,v2) = 0.

Die Vektoren sind also auf Eins normiert und zueinander senkrecht. Sei ui,us irgendeine
Basis von F, dann kénnen wir daraus eine Orthonormalbasis konstruieren. Und zwar sei
Uy
v = .
|u1]

Das geht denn wy ist nicht der Nullvektor. Dann bestimmen wir A € R so dass us + Avg
senkrecht zu vy ist:

0= (ug + Avy,v1) = (ug,v1) + A, also A = —(ug,v1).

Durch Normierung ergibt sich schlieflich

vy = 227 (ug, v1)v1
lug — (u2,vi)v1]

Hier brauchen wir dass ug — (ug2,v1)vy nicht der Nullvektor ist. Aber wire das der Fall, so
liegt us auf der durch vy bzw. u; aufgespannten Geraden, und ui,us wére keine Basis von
E. Beziiglich einer Orthonormalbasis vy, vo von E kénnen wir die Koordinaten eines Punkts
x € F direkt angeben. Denn ist x = Ajv1 + Aaws so folgt

(,v1) = (Avr + Aavg,v1) = Aq,
<.T,UQ> = <>\1U1 + )\21)2,1)2> = )\2.

Das ist also einfacher als bei einer beliebigen Basis. Es folgt die Darstellung
z = (z,v1)v1 + (z,v2)ve fiir alle z € E.

Fiir eine Gerade G ist eine Orthonormalbasis einfach ein Vektor auf G mit Lange |v| = 1, und
jedes x € G hat die Darstellung x = (z,v)v. Eine Orthonormalbasis eines drei-dimensionalen
Unterraums V sind drei Vektoren vi,vs,v3 in V mit durch drei Vektoren vq,v9,v3 in V

gegeben mit
1 fire=jy,
(vi, vj) = o
0 firi#j.

Die v; sind also normiert und stehen paarweise aufeinander senkrecht. Fiir x € V ergibt sich
wie im Fall der Ebene die Darstellung

T = (z,01)01 + (T, v2)v2 + (2, V3)V3.

Analog zur Ebene kann man aus einer beliebigen Basis eine Orthonormalbasis herstellen.

Wir wollen nun den Winkel <(v,w) € [0,7] zwischen zwei Vektoren v,w € R"™ defi-
nieren. Zur Motivation betrachten wir im R? die Kreisbewegung

C:R—>R2,c(t):<008t>.

sint
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Es gilt |e(t)| = y/(cost)? + (sint)2 = 1 und ¢(0) = (1,0). Der Punkt ¢(t) bewegt sich auf dem
Einheitskreis entgegen dem Uhrzeigersinn mit Absolutgeschwindigkeit Eins:

dt) = ( —sint ) also | (t)] = /(—sint)2 + (cost)? = 1.

cost

Ein Kreisbogen ¢ : [a, 3] — R? hat also genau die Linge 8 — «, und das ist der Winkel
zwischen c(a) und ¢(f). Mit dem Additionstheorem des Kosinus (Schulwissen) folgt

cos <(c(a),c(B)) = cos(B — a) = cosacos B + sinasin f = (c(a), c(B)).
Wir nehmen hier 8 — o < 7 an, damit ¢ héchstens einen Halbkreis durchléuft.

Definition 4.1 (Winkel zwischen Vektoren) Seien x,y € R™ beide nicht null. Dann de-
finieren wir den Winkel ¢ = <(z,y) € [0, 7] durch die Gleichung

cos ¢ = <x7 y> .
=] [yl

Es ist zu begriinden, dass der Winkel ¢ durch die Gleichung eindeutig definiert ist. Die
Funktion Kosinus ist auf dem Intervall [0,7] streng monoton fallend mit cosO = 1 und
cosm = —1 (Bild). Sie nimmt daher jeden Wert in [—1,1] genau einmal an. Es bleibt zu
zeigen, dass die rechte Seite in der Definition des Winkels im Intervall [—1, 1] liegt. Dies
ergibt sich aus folgender Ungleichung.

Satz 4.1 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir z,y € R" gilt
(2, 9)| <[] [yl.

Gleichheit genau dann, wenn x,y (gleichsinnig oder entgegengesetzt) parallel sind.

BeEwEIS: Wir betrachten erst Vektoren a,b mit |a| = |b| = 1. Es gilt

1 1
1i@L®:§(MF+wPiﬂm®):§Miw220
Also ist |(a,b)| < 1. Fiir 2,y # 0 beliebig wenden wir das an mit a = %, b= %:
Zr Y
[z, )| = |z [yl [{a, b)] < [z[lyl.

Bei Gleichheit gilt fiir die Einheitsvektoren

O=atb= -+ L,

=]yl

das heiffit £ und y sind parallel. O

Definition 4.1 ergibt sofort den Kosinussatz, im Dreieck mit Ecken 0, z,y gilt ndmlich
|z —yl? = |z + |y* — 2(z,y) = |2[* + |y* — 2|z[ly| cos <(z,y).

Wir zeigen nun eine fundamentale Eigenschaft der Fuklidischen Lénge.

18



Satz 4.2 (Dreiecksungleichung) Fir x,y € R™ gilt die Ungleichung
|z +y| < [z + Jyl,
Gleichheit genau wenn x,y gleichsinnig parallel.
BEWEIS: Aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt
@+ y* = 21> + 2(z,y) + [y* < |af* + 2Jz[ly] + |y|* = (=] + [y])*.

Durch Wurzelziehen folgt |z +y| < |z|+ |y|. Bei Gleichheit miissen 2 und y parallel sein nach
Satz 4.1. Es muss aber auch (z,y) > 0 sein, also sind z,y gleichsinnig parallel. O

In einem Dreieck ist eine Seite immer kiirzer als die Summe der anderen beiden. Hier bil-
den die Punkte 0, z und z+y ein Dreieck mit Seiten |z|, |y| und |x+y|, daher die Bezeichnung.

Fiir eine beliebige Basis v1, vo einer Ebene E haben wir die Abbildung

¢:R> > F, o(x) = r1v] + x9v2  Wobel x = (2)

Diese Abbildung ist linear, das heif3t es gilt
Pz +y)=o(x)+¢(y) und  P(Azx) = Ag(x).

Da vy, vy eine Basis ist, hat jedes v € F eine eindeutige Koordinatendarstellung v = ¢(x),
also ist ¢ bijektiv. Sei nun v1, vy eine Orthonormalbasis. Dann ist ¢ eine Isometrie, das heift
fiir alle z,y € R? gilt

[¢(z)[ = |z| und  (¢(x), d(y)) = (z,y).
Das lésst sich leicht nachrechnen, und zwar gilt
(@) = [eron + w20 = 2f + 25 = [a]?,
(0(x),0(y)) = (2101 + T2v2, Y101 + Y2v2) = T1Y1 + T2y2 = (2, ).
Da der Winkel durch das Skalarprodukt bestimmt ist, folgt auch <t(¢(z), ¢(y)) = <(z,y).

Wir kommen schlieBlich zu einer speziellen Struktur im R?, dem Kreuzprodukt (oder Vek-
torprodukt). Auf der Standardbasis setzen wir

€1 X ey = —e€g Xe =e3
€y X ez = —e3z X ey =¢e1
ez X e = —e1 Xez3=er.

Man nennt die Permutationen 123,231,312 zyklisch, und 213,321,132 antizyklisch. Das
Kreuzprodukt beliebiger Vektoren x,y definieren wir durch Ausmultiplizieren, also

rxy = (r1e1+ xoex + x3€3) X (Y101 + Y202 + Y3€3)
= (w2y3 — w3y2)e1 + (z3y1 — w1y3)ea + (T1y2 — T2y1)es
T2Yys — X3Y2
= T3Y1 — T1Y3
Z1Y2 — T2Y1
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Beachten Sie dass das Skalarprodukt von zwei Vektoren eine reelle Zahl ist, das Kreuzprodukt
aber wieder ein Vektor. Folgende Regeln sind offensichtlich:

TXYy = —yXxuw (Schiefsymmetrie)
A+ py) xz = Axxz+pyxz (Bilinearitét).

Insbesondere gilt z x x = 0. Wir wollen den Vektor x X y jetzt geometrisch charakterisieren.
Als erstes berechnen wir dazu seine Lénge (nachpriifen)
[z xyl* = (2192 — 2201)” + (w23 — 2392)” + (2331 — 2193)°
= (o + 23+ 23) (W7 + 93 +43) — (21y1 + 222 + 23y3)°
= [alPly — (z,9)*.
Mit (x,y) = |x||y| cos <(z,y) (der Definition des Winkels) ergibt sich

|z % y| = |zlly[v/1 = cos? <(z,y) = |z/ly|sin<t(z, y).
Insbesondere ist X y genau dann null wenn z,y parallel sind (oder x bzw. y ist null). Sind

x,y orthogonal so folgt |z x y| = |z||y|. Ab jetzt seien z,y nicht parallel und damit z x y # 0.
Wir berechnen

(x X y,z) = T1Y223 + Tay32z1 + T3Y122 — TaY123 — T3Y221 — T1Y322. (4.1)

Ist z = x oder z = y, so ist die rechte Seite Null. Also steht = x y senkrecht auf die von z,y
aufgespannte Ebene. Da die Léange schon bekannt ist, bleiben nur zwei Moglichkeiten, die
sich um den Faktor —1 unterscheiden.

Die rechte Seite der Gleichung (4.1) ist die Determinante det(x,y,z). Um sich die
Formel zu merken, kann man die Vektoren in ein Schema schreiben und jeweils die Produkte
iiber die Diagonalen bilden. Dabei werden Diagonalen nach Siidost positiv, Diagonalen nach
Stidwest negativ gezihlt (Regel von Sarrus).

Ty ®p x3 | 11 X2
yi Y2 Y3 | oyr we
21 22 23 | s 2z

Die Determinante det(x,y,z) wird auch als Spatprodukt der drei Vektoren bezeichnet. Sie
ist gleich dem Volumen des von den Vektoren gebildeten Spats (Parallelepipeds), bis auf
Vorzeichen. Wir vereinbaren:

x,y, z sind positiv orientiert, genau wenn det(x,y, z) > 0.

Hier kommt es auf die Reihenfolge der Vektoren an: werden zwei Vektoren vertauscht, so
dndert die Determinante ihr Vorzeichen. Die Richtung von x x y # 0 ist nun dadurch be-
stimmt, dass x, ¥y, x X y in dieser Reihenfolge positiv orientiert sind. Denn wihlen wir in der
Formel fiir die Determinante z = x X y, so ergibt sich

det(z,y,z x y) = (x x y,z x y) = |z x y|* > 0.

Anschaulich kann die Orientierung mithilfe der Rechte-Hand-Regel gepriift werden, danach
bilden die zueinander senkrechten Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand
eine positiv orientierte Basis. Die Charakterisierung des Kreuzprodukts hat folgende Konse-
quenz: ist vy, ve, v3 irgendeine positiv orientierte Orthonormalbasis von R? so gilt

V1 X V9 = v3, V2 X V3 = V1, V3 X U1 = V2.

Das ist aus der Definition mittels Koordinaten nicht direkt ersichtlich.
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5 Komplexe Zahlen

Wir beginnen mit einer anderen Schreibweise fiir Punkte des R?. Und zwar setzen wir ((1)) =1
und ((1)) =7, und haben dann die allgemeine Darstellung

z=ua+1y firalle z = (x) e R2.
Yy

In diesem Zusammenhang heifien die Punkte des R? komplexe Zahlen (Symbol C). Realteil
und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind gegeben durch

Rez=2 Imz=y firz=x+1y.
Die Addition in C ist die iibliche komponentenweise Addition, also

(z1 4 iy1) + (22 +iy2) = (w1 + z2) + i(y1 + y2).

2:

Fiir die Multiplikation setzen wir ¢ —1 und multiplizieren aus:

(21 + iy1) (w2 + iy2) = T122 — Y1y2 + i(T1Y2 + T2y1).

Um dies zu veranschaulichen, schreiben wir die komplexen Zahlen in Polarkoordinaten: zu
jedem z € C mit z # 0 gibt es ein > 0 und ein ¢ € R mit

z =r(cosp + isinp).

Dabei ist r = |z| = /22 + 92, und ¢ € R ist der Winkel, den z mit der positiven x-Achse
einschlieflt (Bild). Da die Funktionen cos,sin die Periode 27 haben, ist der Winkel nur bis
auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Er ist eindeutig, wenn wir ¢ € [0, 27)
verlangen.

Fiir die komplexen Zahlen C gelten dieselben Rechenregeln wie fiir die reellen Zahlen.
Beziiglich der Addition ist 0 = 0 4 ¢0 das neutrale Element, und —z = —x — iy das zu
z = x + iy inverse Element. Kommutativgesetz und Assoziativgesetz der Addition sind klar,
denn diese ist einfach die komponentenweise Addition.

Das neutrale Element der Multiplikation ist 1 = 1 + 0, denn
z-1=(z+iy)(1+1i0) =z +ay.

Wir nennen z = x — iy die zu z = = + iy konjugiert komplexe Zahl. Wegen i? = —1 gilt

2z = (v +iy)(x —iy) = 2° —i*y* +i(yr —ay) = 2° +y° = |2*

Damit konnen wir das zu z # 0 inverse Element angeben, und zwar ist
1 z T — 1y z 2z

- =5 = 55, denn 215 = 175 = 1.
z 2P 2 +y? 212 |2
In Polarkoordinaten lautet nun die Multiplikation (Additionstheoreme fiir cos, sin)

2129 = rira(cos o1 + isinp)(cos w2 + isin pg)
= riry ( COS (1 €OS Yo — Sin 1 sin pg + i(cos 1 sin gy + sin @ cos 902))

= rlrg(cos(gpl + p2) +isin(¢1 + <p2)).
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Das Kommutativgesetz ist damit klar, und Multiplikation mit z3 = r3(cos @3 + sin @3) liefert

(z122)23 = r1rar3(cos(p1 + a2 + ¢3) + isin(e1r + w2 + ¢3)).
Fiir z1(2223) kommt dasselbe raus, also gilt das Assoziativgesetz. Schlieflich berechnen wir
(a+b)((21 +iy1) + (z2 +ay2)) = (a+ib)(a1 + 22 +i(y1 +y2))
= a(z1+32) = b(yr + y2) +i(b(a1 + 22) + a(y1 +12))

= axi —by; +i(bxy + ay1) + axa — by + i(bxa + ays2)
= (a+ib)(x1 + 1y1) + (a + ib)(x2 + iy2).

Wir notieren im Vorbeigehen folgende niitzliche Formeln, die sich leicht verifizieren lassen.
Fiir die zweite Gleichung in (1) und fiir (3) kann man die Polardarstellung von z; o verwenden.

(1) 21+ 22 =71+ %, 2172 = 71 22,
(2) Fir z=xz +iyist Rez = 3(2 +2) und Im 2z = 3 (2 — 2)

(3) |z122] = |21]|22|-

Es gibt Gleichungen die in R keine Losung haben, aber in C losbar sind. Zum Beispiel hat
die Gleichung x? = —q fiir ¢ > 0 keine Losung in R. Aber in C gibt es die beiden Losungen

z4 = +iy/q  (\/q bezeichnet die positive Wurzel in R).

Tatsichlich ist jede Gleichung 22 + pz + ¢ = 0 mit p,q € R 16sbar in C. Substituiere dazu

z = y + a und berechne 0 L (y+a)?+ply+a)+q=1y>+ (2a+p)y + a® + pa + ¢q. Durch
Wahl von a = —p/2 ergibt sich y? = p?/4 — ¢, das hat die Losungen

(+./p?/4— ¢ falls p?/4 — ¢ > 0

Y+ =< +i/—(p?/4—q) fallsp?/4—q <0

L0 falls p?/4 — q = 0.

Durch Riickeinsetzen ergeben sich die beiden Losungen x4+ = —p/2+y.+. Das ist nicht der ein-
zige Vorteil der komplexen Zahlen, zum Beispiel werden wir sehen dass sie bei Schwingungen
eine Rolle spielen.
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Kapitel 2

Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

1 Rationale Funktionen

Eind Funktion f : R — R heifit Polynom vom Grad n, wenn es reelle Zahlen ag,a1,...,a,
gibt mit a, # 0, so dass

f(z) :a0+a1x+...+ana:":Zakxk fiir alle z € R. (1.1)
k=0

Die a; € R heiflen Koeffizienten des Polynoms, a,, heifit Leitkoeffizient. Als erstes diskutieren
wir das Abspalten von Linearfaktoren in einer Nullstelle, genauer zeigen wir: ist f(\) =0 so
gibt es ein Polynom g(x) vom Grad n — 1 mit Leitkoeffizient a,, so dass

f(z)=(z—N)g(z) firallez eR.
Im Fall A =0 ist ag = f(0) = 0 und es folgt wie behauptet
f(z)=z(a1 + ...+ apz" 1) = zg(x) fiir alle z € R.

Fiir A € R beliebig verwenden wir folgende Tatsache: f(x + A) ist auch ein Polynom vom
Grad n mit Leitkoeffizient a,. Und zwar gilt

flx+ ) =ap+ar(z+N)+...+an(z+ )"

Wir 16sen die Klammern auf und ordnen nach Potenzen von x. Die hochste Potenz ist z™,
mit Koeffizient a,, # 0. An der Stelle z = 0 ist f(x + ) = f(A) = 0. Wie gezeigt gibt es ein
Polynom g(x) vom Grad n — 1 mit Leitkoeffizient a,, so dass

flx+ ) =xg(z) fir alle z € R.
Es folgt f(z) = f(x = A+ A) = (x — A)g(x — A), die Behauptung ist bewiesen.

Lemma 1.1 (Zahl der Nullstellen) Sei f : R — R ein Polynom vom Grad n € Ng. Dann
hat f hdchstens n verschiedene Nullstellen.

BEWEIS: Per Induktion iiber n € Ny. Im Fall n = 0 ist f(z) = ag fiir alle x € R, wobei
ag # 0, also hat f keine Nullstelle. Ist f Polynom vom Grad n € N, so hat entweder f keine
Nullstelle oder es gilt f(z) = (z — A\)g(z) fiir alle x € R, mit einem Polynom g vom Grad
n — 1. Nach Induktion hat g héchstens n — 1 Nullstellen, also f hochstens n Nullstellen. O
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Lemma 1.2 (Koeffizientenvergleich) Seien f,g: R — R Polynome vom Grad m bzw. n,
das heifit es gilt mit an;,, by, # 0

f(z) = Z az'fri und  g(z) = Zbixi fir alle x € R.
=0 i=0

Ist f(z) = g(x) an mehr als max(m,n) Stellen, so ist m =n und a; = b; firi=20,...,n.

BEwEIs: Wire m # n oder a; # b; fiir ein 4, so ist f — g Polynom vom Grad hochstens
max(m,n), und hat nach Lemma 1.1 héchstens max(m, n) Nullstellen, Widerspruch. O

All das hilft nicht weiter, wenn ein Polynom einfach keine Nullstellen hat, zum Beispiel
f(xz) = 22 + 1. Um die Sache wirklich zu verstehen, miissen wir ins Komplexe gehen. Ein
komplexes Polynom vom Grad n hat die Form

f:C=C, f(z)=ap+a1z+...+a,z" wobeia; €C, a, #0.

Das Abspalten von Linearfaktoren und der Koeffizientenvergleich gelten in C ganz analog,
weil sie nur die Algebra verwenden. Insbesondere hat auch ein komplexes Polynom hochstens
n Nullstellen. Im Unterschied zum Reellen gilt aber der

Satz 1.1 (Fundamentalsatz der Algebra) ! Jedes komplexe Polynom vom Grad n > 1
hat mindestens eine Nullstelle A € C.

Folgerung 1.1 Ein komplexes Polynom f(z) vom Grad n > 1 hat eine Zerlegung
f(z)=an(z—A1)-...- (2= An) fiir alle z € C.

Die A\1,..., A\, € C sind die Nullstellen. Fine Nullstelle X kann hier mehrfach auftreten, die
Anzahl nennen wir die Vielfachheit der Nullstelle. Die Zahl ay ist der Leitkoeffizient des
Polynoms f(z).

BeEwers: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat f(z) eine Nullstelle A\; € C. Durch
Abspalten folgt f(z) = (# — A1) fi(2), wobei fi(z) komplexes Polynom vom Grad n — 1 ist.
Nun hat fi(z) wieder eine Nullstelle Ao € C, und so weiter. Der Prozess stoppt genau nach
n Schritten, denn dann hat das Restpolynom den Grad Null, ist also konstant. O

Wir kommen jetzt auf R zuriick. Jedes reelle Polynom p(x) = ag + a1z + ... + a,z™, also
a; € R, kann als komplexes Polynom aufgefasst werden, indem wir fiir z auch komplexe
Zahlen z einsetzen. Damit wird die reelle Funktion f : R — R zu einer komplexen Funktion
f : C — C fortgesetzt. Das Endergebnis lautet so.

Folgerung 1.2 Ein reelles Polynom f(x) vom Gradn > 1 ist ein Produkt von Linearfaktoren
x — X\ und quadratischen Faktoren x*> — 2ax + o + 2. Die Zahlen \ sind die Nullstellen in
R, die Zahlen o + i sind die Nullstellen in C\R. Es gilt n = k + 2m, wenn k die Zahl der

Linearfaktoren und m die Zahl der quadratischen Faktoren ist.

BEWwEIs: Wir kénnen annehmen, dass f(x) keine reellen Nullstellen hat, sonst spalten wir
die Linearfaktoren ab. Ist A = a 4 i3 eine Nullstelle in C\R, so ist auch A = a — i3 eine
Nullstelle. Wegen a; € R gilt ndmlich

0=f(A)=ao+aA+...Fa " =ag+aiA+...+a X = f(N).
LC.F. GauB 1799
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Wir kénnen also beide Faktoren z — A und z — X abspalten. Es gilt
(z=MNz=N=22— A+ XNz+|M? =22 - 20z +a® + 52
Es gibt also ein Polynom g(z) vom Grad n — 2 mit

f(2)=(z-XN(z-XNg(z) = (22 —2az+a’+ ﬂQ)g(z).

Jetzt machen wir mit dem Restpolynom g(z) weiter und erhalten schlielich die gewiinschte
Zerlegung in quadratische Faktoren. Ein Detail fehlt: es ist zu begriinden, dass g(z) wieder
reelle Koeffizienten hat! Sei

g(2) =bg+b1z+...4+by_22""%,  mit zunichst b; € C.
Wir setzen in f(z) nun reelle Zahlen z ein und erhalten

0 = Imf(x) (da f reelle Koeffizienten hat)
= Im ((:1:2 — 20z + o? + §?) g(x))

= (22— 20z +a* + B Img(z)
n—2
= (2? =20z +a® + ?) Z(Im bz’
i=0
Die linke Klammer ist fiir z € R niemals Null. Also ist die Summe null fiir alle z € R, und es
folgt Imb; = 0 fiir alle ¢ = 0,...,n — 2 durch Koeflfizientenvergleich, siche Lemma 1.1. O
Die Existenz einer Nullstelle ist in C durch Satz 1.1 gesichert. Dieser Satz liefert aber kein
Verfahren, wie die Nullstellen berechnet werden sollen. Mit Substitutionen und Ziehen von
k-ten Wurzeln kommt man ab Grad n > 5 nicht zum Ziel (Abel 1825). Deshalb spielen
numerische Losungsverfahren eine Rolle, durch die die Nullstelle approximativ bestimmt wird.

Eine rationale Funktion f ist ein Quotient zweier Polynome. Seien genauer p(x),q(z)
reelle Polynome vom Grad m,n, also beide nicht null. Dann ist die Menge der Nullstellen
N, endlich, und wir bilden die Funktion

x)

T

=

fR\N, 5 R, f(z) =

Q
—~
~— ~—

Im Fall m > n gibt es eindeutig bestimmte Polynome g
Grad kleiner n, eventuell die Nullfunktion, so dass

flx)=g(x) + r(z) fir alle z € R\V,.

q(x)

Dies folgt durch Division mit Rest. Und zwar schreiben wir

x) vom Grad m — n und r(z) vom

P(x) _ am mon | PLE) Um mn

o@) b x 4(@) mit p1(x) = p(z) — T q().

Das Polynom p;(z) hat Grad m; < m. Ist m; < n (oder ist p;(z) null) so gilt die Darstellung
mit g(z) = §22™ " und r(x) = p1(x). Ist m1 > n so haben wir per Induktion iiber m

~—

b1 (CE




Dabei ist g1(x) ein Polynom vom Grad m; —n, und 71 (z) ist ein Polynom vom Grad kleiner
n oder null. Es folgt

p(x) _ aﬂ m—n

q(z) by

Das ist dann die gewiinschte Darstellung. Zur Eindeutigkeit: angenommen die Zerlegung gilt
mit gi,71 und g9, 79. Dann folgt durch Subtraktion und Multiplikation mit ¢(z)

+ g1(x) +

(g1(z) — g2(2))q(x) + ri(x) —ro(x) =0  fiir alle z € R\N,.

Wire g1 — g2 nicht Null, so ist die linke Seite ein Polynom vom Grad mindestens n, aber mit
unendlich vielen Nullstellen. Das kann nicht sein wegen Lemma 1.1. Analog sehen wir, dass
die Polynome 71 2 gleich sind. O

Was ist mit den Ausnahmestellen A € N,? Sei A eine k-fache Nullstelle von p(z) und eine ¢-
fache Nullstelle von ¢(z). Im Fall p(\) # 0 setzen wir & = 0. Es gibt nun Polynome p; (x), g1 (x)
mit p1(A), q1(A) # 0 und

flay =P _E= VM@ (e @) g g,

q(z)  (z=Nq(z) qi(x)

Abhéngig von k — £ ergeben sich zwei Fille:

(1) Ist k > ¢, so kann f(x) im Punkt X sinnvoll definiert werden, und zwar

pi(z) _
flz) = e falls k = ¢,
0 falls k& > ¢.

A ist dann eine hebbare Singularitit von f(z).

(2) Ist k < ¢, so nennen wir A eine Polstelle von f(z). Das Verhalten von |f(z)| fiir x — A
wird durch den Faktor |z — A|*~* bestimmt, der gegen Unendlich geht.

2 Grenzwerte von Folgen und Funktionen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns genauer mit dem Konzept des Grenzwerts. Wir
erinnern an die Definition: a,, konvergiert gegen a wenn es zu jedem € > 0 ein K > 0 gibt mit

lap, —al <e furallen > K.

Zum Beispiel hat die konstante Folge a,, = a den Grenzwert a, denn es ist |a, —a] =0 < ¢
sogar fiir alle n € N. Hier ein weiteres instruktives Beispiel.

Beispiel 2.1 (Plusminusfolge) a, = (—1)" ist nicht konvergent. Denn fiir jedes a € R gilt
2=|ap —ant1] <lan —a|+|a —anpy1| fiir allen € N.

Hétte a,, den Grenzwert a, so wiirde die rechte Seite gegen null gehen, Widerspruch.
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Eine Umformulierung der Konvergenz verwendet den Begriff der e-Umgebung von a,
Uca) ={z eR:|jz—a|<e}={reR:a—e<z<a+e}

Eine Folge a, konvergiert genau dann gegen a wenn die Folgenglieder ab einer gewissen
Nummer in der e-Umgebung von a liegen, egal wie klein € > 0 gew#hlt ist. Diese dquivalente
Formulierung ist manchmal praktisch.

Satz 2.1 (Eindeutigkeit) Der Grenzwert einer Folge ay, ist eindeutig bestimmt.
BEWEIS: Angenommen a,, hat zwei Grenzwerte a # a'. Setze € = |a — d’|/2 > 0. Es gilt
an € U-(a)NU(a') =0  fiir n gro, Widerspruch.

O

Beispiel 2.2 (Geometrische Folge) Fiir ¢ € R mit |¢| < 1 gilt lim,, 0o ¢" = 0. Fiir ¢ =0
ist das klar. Sonst ist 1/|g| > 1, wir setzen dann 1/|¢| = 1 + = mit > 0. Es gilt

n __ - n k n _ n_ 1 1
(1+2x) —Z(k)x 2(1>x—nx, also |q| —mg%%o,

k=0

Definition 2.1 Fine reelle Folge a, heifst beschrinkt, wenn es ein K > 0 gibt mit
lan| < K fiir alle n.
Genauer kann noch wie folgt differenziert werden:

an nach oben beschrankt <« 3JK € R mit a, < K fiir alle n € N
an nach unten beschrinkt < 3K € R mit a, > K fiir alle n € N.

an beschrankt bedeutet a,, ist nach oben und unten beschriankt.

Beispiel 2.3 Die Folge a,, = n ist nach unten beschréinkt, denn es ist zum Beispiel a,, > 0
fir alle n. Sie ist aber nicht nach oben beschrankt.

Satz 2.2 (konvergent = beschrinkt) Konvergente Folgen sind beschrinkt.
BEWEIS: Sei a, — a mit n — oo, also gilt |a,, — a| < 1 fiir n > N. Es folgt
lan| = lan —a+a| <l|ap —a|l+|a| <1+ |a| fiir n > N.
Also |ay| < max(|ai|,...,|an|,1 + |a]) fir alle n € N. O
Satz 2.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelte a,, — a,b, — b mit n — oo.
a)  limy_o0(Aay + pby) = Aa + pb fir alle A\, p € R

b) limy,—oo(an - by) =a-b.

¢) limy_00 an/by = a/b, falls b # 0.
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BEWEIS: Die Dreiecksungleichung liefert fiir a)
[(Adn + p1b) — (Aa + 1b)] < [\]lan — al + || [bn — b] = 0.

Fiir b) wihlen wir K > 0 mit |a,| < K fiir alle n, siehe Satz 2.2, und mit |b] < K. Dann gilt

lanby, —abl = |anby — anb + anb — ab)
< an| - [bn = b + |an —al - |b]
< K(lan —al+1bn—0]) =0 mit n — oo.

Fiir ¢) sei zuerst a, = b = 1. Fiir n groB ist [b,| = |1 — (1 —b,)| > 1 — |1 —b,| > 3. Also folgt

|1 — bn

[bn]

1
;—1‘: <201 —by| =0 mit n— oo.
n

SchieBlich folgt fiir a,, b allgemein aus b) und dem Spezialfall von c)

Hier zwei Anwendungen der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Beispiel 2.4 (geometrische Reihe) Fiir —1 < ¢ < 1 betrachten wir die Folge
n
Sn:1+q+...+q”:qu.
k=0

Aus der Formel fiir die geometrische Summe, Beispiel 2.2 und Satz 2.3 folgt

n
1—
lim S, = lim E ¢" = lim a = .
n—00 n—+00 P n—oo 1 —gq 1—g¢q

Wir schreiben kurz )7, ¢® = 1/(1 — q). Folgen, deren Folgenglieder Summen sind, heifien
Reihen. Sie werden noch ausfiihrlicher untersucht.

Satz 2.4 (Grenzwerte und Ungleichungen) Sei lim,, o a, = a und lim,_,~ b, = b.
a) Ist a, < by, fir alle n, so folgt a <b.

b) Gilt ¢ < a, < d fir alle n mit ¢,d € R, so folgt ¢ < a < d.

c) Ist a, < c¢p, < b, und a ="b, so konvergiert auch die Folge c,, gegen a = b.

BEWEIS: Angenommen es ist b > a. Dann ist b < (a +b)/2 < a, also b, < (a+b)/2 < a, fir
n gro3, Widerspruch. Aussage b) folgt unmittelbar aus a), wenn wir ¢, d als konstante Folgen
auffassen. Fiir ¢) sei € > 0. Dann gilt fiir n grof§

a—e<ap,<cp,<b,<b4+e=a+e,

also lim,,_,~ ¢, = a nach Definition des Grenzwerts. O
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Achtung: aus a, < by, folgt nicht a < b, sondern nur a < b. Die Striktheit von Ungleichungen
geht beim Ubergang zu Grenzwerten im allgemeinen verloren. Zum Beispiel gilt 1/n > 0 fiir
alle n € N, aber lim,_, 1/n = 0.

Um zu zeigen dass eine Folge konvergiert haben wir bisher nur die Definition oder
das Konzept der Cauchyfolge. Ein sehr praktisches Kriterium ist das folgende.

Satz 2.5 Ist a, nach oben beschrinkt und monoton wachsend, so hat a,, einen Grenzwert.

BEWEIS: Wir zeigen dass a,, eine Cauchyfolge ist. Sei b obere Schranke, also a1 < a, < b fiir
alle n. Sei € > 0 gegeben. Wir setzen ¢ = b — a; und zerlegen [a1,b] in K Teilintervalle

¢ ¢
I, = [a1+(k—1)?a1+k? mit k=1,...,K.

Dabei withlen wir K mit {/K < e. Sei kK maximal so dass I}, Folgenglieder enthilt, und dann
N minimal mit ay € I. Flir n > N gilt dann

4 I
an<a1+k‘? und anZaNZ(Ll—l—(k‘—l)?.

Es folgt |am — an| < ¢/K < ¢ fiir m,n > N. O

Beispiel 2.5 (Dezimalbriiche) Jede Dezimalbruchfolge a,, = ko, kika...k, mit kg € Z
und k; € {0,1,...,9} konvergiert gegen eine gewisse reelle Zahl. Denn die Folge a, ist mo-
noton wachsend und nach oben beschriinkt, es gilt (geometrische Reihe)

. iy 9 1—-10"
j=1

Satz 2.6 (Intervallschachtelung) Sei I,, Intervallschachtelung, das heifst I, = [an, by] mit
I+1 C I, fiir alle n und |I,| = b, — ap, — 0. Dann gibt es genau ein x € R mit x € I, fir
alle n, und zwar r = lim,,_,oc @y = limy,_o0 by,

BeEwEIs: Wir haben a; < ... < a, < b, <...<b;. Die Folge a,, ist monoton wachsend mit
oberer Schranke b, die Folge b, ist monoton fallend mit unterer Schranke a;. Beide Folgen
konvergieren, wegen b, — a, — 0 mit gleichem Grenzwert x € R. Es folgt

anp < lim a,, == lim b, <b,, alsoxe€l,.
m—00 m—0o0

Sei 2’ € I, fiir alle n, also a, < 2’ < b,. Mit n — oo folgt x < 2’ < x, also 2’ = x. O

Wir iibertragen das Konzept des Grenzwerts nun auf Funktionen f: D — R, wobei D C R.

Definition 2.2 (Grenzwert fiir Funktionen) Die Funktion f : D — R konvergiert fiir
x — o gegen a € R (Notation: limy_.5, f(x) = a), falls gilt:

f(xzn) = a  fir jede Folge x, — x¢ mit x, # xo.

Hier sind einige Bemerkungen angesagt:
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(1) Fiir Existenz und Wert des Grenzwerts ist es egal, ob f(x) im Punkt zo definiert ist
bzw. welchen Funktionswert die Funktion dort hat.

(2) Beim rechtsseitigen (linksseitigen) Grenzwert betrachtet man nur Folgen z,, — x¢ mit
xn, > 0 (bzw. x, < 0). Notation: limg~ 4, f(x) bzw. lim, ~,, f(z).

(3) Analog fiir Grenzwerte lim,_,o f(z) bzw. lim,_,_~ f(z).

Beispiel 2.6 f(x) = sin% hat in 29 = 0 keinen Grenzwert. Denn fiir n € N gilt

1 . 1 .
f <n77> =sinnmr =0 aber f (27””7"‘77/2> = sin(2nm 4+ 7/2) = 1.

Fiir g(z) = xsin% gilt dagegen lim,_,o g(x) = 0, denn
lg(zn)| < |zn| — 0 fiir z, — 0, z, # 0.
Beispiel 2.7 Die Signumfunktion

1 firx >0

sign : R — R, sign(z) = ¢ -1 fiirz <0
0 fiirx =0
hat die einseitigen Grenzwerte lim,\gsign(z) = +1 und lim, »sign(z) = —1, wéhrend

lim,_,o sign(z) nicht existiert.
Folgende Regeln ergeben sich aus den Aussagen fiir Folgen, siehe Satz 2.3 und Satz 2.4.
Satz 2.7 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

(1) Aus f(z) — a, g(x) = b fir x — xg, wobei a,b € R und xg € RU {£o00}, folgt

Af(@) +pg(x) — Aa+pb (A peR),
f(x)g(x) — ab,
f(z)/g(x) — a/b, fallsb#0.
(2) Sei f(x) < g(z) < h(z). Aus f(x),h(x) = a mit x — xo folgt limy_z, g(x) = a.

Definition 2.3 (Stetigkeit) Die Funktion f: D — R heifst stetig in xo € D, falls gilt:

lim f(z) = f(zo).

T—TQ

Wir haben die Stetigkeit auf die Konvergenz von Folgen f(z,) — f(z¢) zuriickgefiithrt. Al-
ternativ gibt es die sogenannte e-d-Definition der Stetigkeit:

fiir alle € > 0 gibt es ein 0 > 0 so das gilt: [z —xo| <0 = |f(z) — f(zo)| <e.

Es ist nicht schwer zu zeigen dass das zu Definition 2.3 dquivalent ist, wir hatten die Kon-
vergenz von Folgen ja auch mit einem e-Kriterium definiert. Die Regeln iir Grenzwerte im-
plizieren direkt folgende Regeln zur Stetigkeit.
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Satz 2.8 (Stetigkeitsregeln) Seien f,g: D — R stetig in xg € D. Dann gilt:
(1) Fiir beliebige A\, € R ist die Funktion \f + pg stetig in xg.
(2) Die Funktion fg ist stetig in xg.
(3) Ist g(xg) # 0, so ist g(x) # 0 nahe bei xo und f/g ist stetig in xo.

Angenommen in (3) wére nicht g(x) # 0 nahe bei zg, dann gibt es eine Folge x,, — z¢ mit
g(xy) =0, und damit g(xo) = lim,, o g(z,) = 0, Widerspruch.

Beispiel 2.8 Konstante Funktionen f(x) = ¢ sind stetig auf R, denn fiir sie ist
= x0 = flan) =c= f(zo)
Beispiel 2.9 Die Funktion f(x) = x ist stetig auf R, denn es gilt
Tn— w0 = f(zp) =25 = 10 = f(20).

Beispiel 2.10 Betrachte fiir Polynome p(z) und ¢(z) die rationale Funktion
f:R\N, = R, f(z) = p(z) wobei N, = {z € R|¢(x) = 0}.
q

Mit den Beispielen und Satz 2.8 folgt, dass f(z) stetig ist auf R\N,. Sei nun A € N, eine
k-fache Nullstelle von p(z) und eine ¢-fache Nullstelle von g(z) (mit & = 0 im Fall p(\) # 0).
Dann gibt es Polynome p;(x) und ¢;(x) mit pi(X), g1 (A) # 0, so dass gilt:

= (xr — k_gw ur alle x
f@) = (x—\) aie) il € R\N,.

Die Funktion fi(x) = pi(x)/qi(x) ist im Punkt A definiert und stetig. Im Fall k& > ¢ folgt

fi(\)  falls k=2,

li = lim (z — \)** =
Jim f(w) = Bim (2 = )™ fi(w) {o falls k > £,

Damit ist f(z) in © = X stetig fortsetzbar. der Punkt ist eine hebbare Singularitit, siehe
Kapitel 2.2. Im Fall k < ¢ gilt |f(z)| — oo fiir x — A, und f(z) ist nicht stetig fortsetzbar.

Satz 2.9 (Stetigkeit der Verkettung) Seien f: D — R, g: E — R mit f(D) CE. Ist f
stetig in xo und g stetig in yo = f(xo), so ist go f: D — R stetig in .

BEWEIS: Sei x,, € D eine Folge mit x,, — . Dann folgt f(z,) — f(z¢) wegen f stetig in
xo, und weiter g(f(z,)) — g(f(x0)) wegen g stetig in yo = f(z0). O

Beispiel 2.11 Die Betragsfunktion g : R — R, g(z) = |z|, ist stetig auf R, denn es gilt
tn w0 = |g(en) = g(@o)| = |lzal — l@ol| < |2n — 20| = 0.

Ist weiter f: D — R stetig, so auch go f = |f|: D — R.

31



3 Anwendungen der Stetigkeit

Satz 3.1 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem y zwischen
f(a) und f(b) ein x € [a,b] mit f(x) =y.

BEWEIS: Sei f(a) < y < f(b). Wir konstruieren eine Intervallschachtelung [ay,by] so dass
flan) <y < f(by). Fiir n = 1 setzen wir [ay, b1] = [a,b]. Ist I,, schon gefunden, so betrachten
wir m,, = (a, + b,)/2 und definieren

I _ [anv mn] falls f(mn) >y,
" U bal falls f(ma) <y

Es folgt f(ant1) < y < f(bpy1) und |I,| = 2'""|1] — 0. Sei € [a,b] der durch die
Schachtelung definierte Punkt, dann gilt

y < lim f(by) = f(z) = lim f(an) <y.

O

Satz 3.2 (Monotonie und Umkehrfunktion) Se: f : I = [a,b] — R streng monoton
wachsend und stetig. Dann ist f : [a,b] — [f(a), f(b)] bijektiv, und die Umkehrfunktion
g:[f(a), f(b)] — [a,b] ist auch streng monoton wachsend und stetig.

BEWEIS: Da f streng monoton, ist f injektiv und bildet in das Intervall [f(a), f(b)] ab. f ist
surjektiv nach dem Zwischenwertsatz. Sei g : [f(a), f(b)] — [a, ] die Umkehrfunktion. Wére
¢ nicht streng monoton wachsend, so gibt es y1,y2 mit y; < ya aber g(y2) < g(y1). Es folgt

Y2 = f(g(yz)) < f(g(y1)) =1, Widerspruch.

Wir zeigen jetzt dass g in einem Punkt yg linksseitig stetig ist. Sei y,, 7 yo eine gegebene Folge

und £ > 0. Da f(x) wachsend, ist f(g(yg) — 5) < f(g(yo)) = yo. Es folgt y,, > f(g(yo) — 5)
fiir n groB, und dann wegen ¢(y) wachsend

9(yo) = 9(yn) > g(f(9(wo) —€)) = g(yo) —&.

Die rechtsseitige Stetigkeit folgt analog. O

Wir kommen nun zu der wichtigsten Anwendung, namlich der Existenz von Extremwerten.
Im folgenden betrachten wir Minima, fiir Maxima gilt alles entsprechend. Eine nach unten
beschrankte Menge M C R hat im allgemeinen kein kleinstes Element. Zum Beispiel ist das
Intervall (0, 1] nach unten beschrénkt, aber fiir jedes x € (0,1] ist /2 ein Element von (0, 1]
das kleiner ist. Aber wenn eine Menge M eine untere Schranke hat, so hat M auch eine
grofite untere Schranke, das sogenannte Infimum von M (Notation: inf M).2 Dieses kénnen
wir durch eine Intervallschachtelung finden. Wéhle [a1, b1] so dass a1 untere Schranke ist und
by € M. Ist [an, by] schon bestimmt, so betrachte m,, = (a,, + by)/2 und setze

[Mn, by]  falls m,, untere Schranke,

I = |a 7b —
w1 = @0t b {[an,mn] falls m,, keine untere Schranke.

Per Induktion sehen wir dass fiir alle n € N gilt:

2 Analog existiert die kleinste obere Schranke, das Supremum von M, Notation: sup M
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e q, ist untere Schranke
e Es gibt ein x € M mit x < b,

Sei nun xg der durch die Intervallschachtelung bestimmte Punkt, also a,, ,/* xg und b, \, xg.
Dann ist xy eine untere Schranke, denn fiir alle x € M gilt * > lim, 00 an, = xg. Sei
andererseits b > xg. Wahle n grofl so dass b, < b, und wahle dann x € M mit z < b,,. Es
folgt © < b, das heifit b ist keine untere Schranke. Damit ist xg die grofite untere Schranke.

Sei nun f : D — R. Ein Punkt xg € D heiffit Minimalstelle von f(z) wenn
f(zo) =inf{f(z) ;2 € D} <& f(xo) < f(zx) fir alle z € D.

Das Infimum wird nicht immer angenommen, das heifit es gibt nicht immer eine Minimalstelle.
Auch konnte es sein, dass die Funktion gar nicht nach unten beschriankt ist.

f:00,1] =R, f(x) =2 oder f(z)= —%

—x fﬁr0§x<%
0 firfi<az<l.

f:10,1] = R, f(a:):{

Wenn es aber eine Minimalstelle gibt, so sprechen wir auch vom Minimum statt Infimum. Der
folgende Satz garantiert die Existenz einer Minimalstelle unter gewissen Voraussetzungen.

Satz 3.3 (Existenz von Extremstellen) Sei f : I = [a,b] — R stetig. Dann gibt es Punk-
te xo,x1 € [a,b] mit f(xo) < f(x) < f(x1) fir alle x € [a,b]. Insbesondere ist f beschrinkt.

BEWEIS: (Skizze) Wir zeigen das fiir die Minimalstelle. Wihle x € I mit
lim f(xr) =inf{f(x):x € I}.
k—o0

Eine solche Folge nennt man eine Minimalfolge. Angenommen die xj;, konvergieren gegen ein
zo € I. Dann folgt wegen der Stetigkeit von f(x)

f(zo) = kli_}ngof(a:k) =inf{f(x):z e I}.

Somit ist die gesuchte Minimalstelle gefunden. Im allgemeinen muss die Folge zj nicht
konvergieren, zum Beispiel konnte es mehrere Minimalstellen geben. Aber es reicht, wenn
wir eine konvergente Teilfolge xy,, Zk,,... mit k1 < kg < ... finden, diese ist ja wieder eine
Minimalfolge, das Argument ist dann anwendbar.

Eine Folge zj in [a,b] hat nun immer eine konvergente Teilfolge. Wihle als erstes ei-
ne Teilfolge so dass die erste Dezimalziffer konstant ist. Dann wéihle daraus wieder eine
Teilfolge so dass auch die zweite Ziffer konstant ist usw. Wir erzeugen so eine Dezimalzahl
in [a, b], die Grenzwert einer Teilfolge der xy ist. O
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Kapitel 3

Differentialrechnung fiir Funktionen
einer Variablen

1 Die Ableitung: Definition und Regeln

Im diesem Abschnitt betrachten wir reellwertige Funktionen einer Variablen, die auf einem
offenen Intervall I C R definiert sind.

Definition 1.1 (Ableitung) Die Funktion f : I — R hat im Punkt xo € I die Ableitung
a € R (Notation: f'(zo) = a oder %(azo) =a), falls gilt:
lim flz) = f(zo) _ a. (1.1)
T—TQ T — X0
Wir nennen f differenzierbar in xq, falls es ein a € R™ mit (1.1) gibt, falls also der in (1.1)
betrachtete Grenzwert existiert.

Eine alternative Formulierung ergibt sich durch die Substitution x = zg + h:

fl(xo)=a < %iir%)f(xOJrhf)L—f(wo) .

Leibniz betrachtete das Problem, die Tangente einer Kurve in einem Punkt zu definieren.
Betrachte eine Kurve die als Graph einer Funktion f : I — R gegeben ist, gesucht ist die
Tangente im Punkt (xo, f(z0)). Der Differenzenquotient

f(@) = f(@0)

(.TO,.TGI,LE#%O)
r — X0

ist geometrisch die Steigung der Sekante durch die Punkte (zo, f(xo)) und (z, f(x)). Die Exi-
stenz der Ableitung bedeutet, dass die Sekantensteigungen fiir z — zp gegen den Wert f/(z¢)
konvergieren. Die Tangente wird definiert als die Gerade, die durch den Punkt (xo, f(z0))
geht und dort die Steigung f’(x¢) hat. Daraus ergibt sich ihre Gleichung

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0) fiir alle x € R.

Newton entwickelte den Differentialkalkiil (Englisch: Calculus) unter anderem um die Ge-
setze fiir die Planetenbewegung zu begriinden, genauer konnte er diese Gesetze alle aus dem
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Gravitationsgesetz ableiten. Dazu wird die Bewegung eines Planeten durch seinen Ortsvektor

a(t)
frI=R ft) = y(®)
z(t)
beschrieben, also durch dessen Koordinaten zur Zeit ¢t € I. Ziel ist zum Beispiel die Definition

der Geschwindigkeit als Vektor in R®. Die vektorielle Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem
Zeitintervall [to, t] ist der Quotient von Weg und Zeit, also gleich

f(t) — f(to)
t—to

e R3.

Die Momentangeschwindigkeit v(t) zum Zeitpunkt ¢ = ¢( ist deshalb als vektorielle Ableitung
zu definieren, wobei Newton einen Punkt statt eines Strichs benutzt hat:

' (to)
v(to) = f'(to) = | ¥'(to) | € R
' (to)

Definition 1.2 (Ableitungsfunktion) Die Funktion f : I — R heifit differenzierbar, falls
fin jedem xg € I differenzierbar ist. Die hierdurch gegebene Funktion

f(x) = f(o)

I =R, zog~ f(x9) = lim "2
heifst Ableitungsfunktion oder schlicht Ableitung von f.

Beispiel 1.1 Fiir eine konstante Funktion f(z) = ¢ gilt

fl@) = flzo) _ c—c _, _ F(z0) =0 bzw. f = 0.

Tr — X0 r — X0

Beispiel 1.2 Fiir f: R — R, f(z) = x, gilt
f@) = flwo) _ x—o
T — X0 T — X

also folgt f'(xg) =1 bzw. f' = 1.

=1 fir alle x # xo,

Beispiel 1.3 Die Funktion f: R — R, f(z) = ||, ist nicht differenzierbar in xg = 0, denn

limwzlimle und limwzlimj

i = —1.
N0 z—0 \0 T 0 z—0 z,/0 T

Die rechts- und linksseitige Ableitung existieren, sie sind aber nicht gleich.

Satz 1.1 Ist f : I — R differenzierbar in xo € I, so ist f auch stetig in .

BEWEIs: Es gilt mit z — xg

f(@) = f(@0)

Tr — X0

f(@) = flzo) + (x —x0) = f(xz0) + f'(w0) - 0 = f (o).

O

Es gilt aber nicht die umgekehrte Implikation: die Funktion f(x) = |z| ist stetig in zg = 0,
aber nicht differenzierbar, siehe oben.
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Satz 1.2 (Differentiationsregeln) Seien f,g: I — R differenzierbar in xo € I. Dann sind
auch die Funktionen af+Bg (o, B € R), fg und f/g (im Fall g(xo) # 0) in xo differenzierbar
mit folgenden Ableitungen:

(1) Linearitit:
(af + Bg) (z0) = af'(z0) + B (x0)

(2) Produktregel:
(f9)'(z0) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g'(0)

(3) Quotientenregel:

Yo F(@o)g(@o) — f(@o)g' (o)
< >(x0) a g(x0)?

BEWEIS: Wir miissen jeweils fiir z # zg die Differenzenquotienten bilden und zeigen, dass
diese mit x — xo gegen das gewiinschte konvergieren. Fiir (1) haben wir

(af(z) + Bg(x)) — (af(zo) + Bg(z0)) _ flz) = flwo) | 3 g(x) — g(xo)

T — To T — o T —Zo
= af'(x0) + By (xo).

Die Produktregel folgt durch ,,Mischen der Terme*:

Tr — X0 Tr — X0 T — X0
= f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (x0),

F@)gla) = flao)glen) _ f@) = flao) e ola) gl

wobei die Stetigkeit von g in z¢ benutzt wurde (Satz 1.1). Fiir die Quotientenregel reicht es,
die Funktion 1/g zu betrachten, also f = 1.

1 (1 1 > 1 g(z) —g(xo) g' (o)

g9(x)  g(xo)

g(x)g(wo) x— 0 g(wo)?

x — xo -
O
Beispiel 1.4 Sei f,,(z) = 2". Dann ist f{ = 1 nach Beispiel 1.2, und die Produktregel ergibt
fu(@) = (ffa-1) (@) = fi(@) fa-1(2) + fr(@) fr o1 (@) = 2" 2 fr 4 ().
Per Induktion folgt f/ (x) = nz™!. Das stimmt fiir n = 1, und fiir n > 2 ergibt sich
fix)=a""1+z(n— 1)z =ngn 1

Weiter folgt mit Satz 1.2(1) fiir Polynome p(z) = >} _, axz”

n n—1
p(z) = Z kapxt 1 = Z(] + Va7
k=1 j=0
Beispiel 1.5 Fiir f(z) = 27", n € N, gilt nach Quotientenregel
d 1 naz" !
! o o o —n—1 .
f(x)_@ﬁ__(mn)2 = —nx " fiir = # 0.



Satz 1.3 (Kettenregel) Seien f: I - R, g:J — R mit f(I) C J. Ist f in xg sowie g in
yo = f(xo) differenzierbar, so ist auch go f : I — R in xo differenzierbar und

(g0 ) (z0) = g'(f(x0)) f' (o).
BEWEIS: Wir betrachten fiir x # x¢ den Differenzenquotienten:

9(f(x)) = g(f(z0)) _ 9(f(2)) = 9(f(x0)) f(x)— f(x0)

T — X0 — f(@) = f(=o) T —Zo

- = ¢/ (f(x0)) - /(o).
Hier haben wir benutzt, dass f(z) — f(xz¢) mit  — o nach Satz 1.1. Ein technisches

Problem gibt es, wenn f(x) = f(xz¢) fiir  nahe ¢, aber das wollen wir hier nicht behandeln.
O

Satz 1.4 (Ableitung der Umkehrfunktion) Die Funktion f : (a,b) — R sei streng mo-
noton und stetig. Ist f'(xq) # 0, so ist die Umkehrfunktion g = f~1 differenzierbar in
yo = f(xo) mit Ableitung

1
/
9 W) =~ 7——-
£'(9(wo))
BEWEIS: g existiert und ist stetig nach Satz 3.2. Wir berechnen fiir y — yo, also g(y) — g(vo),
9w —9o) _  9() —glwo)  _ 1 N
Y — Yo o) = flalwo))  fla(y)) — flg(wo)) ~ f'(z0)

9(y) — 9(vo)

O
Die Formel fiir die Ableitung folgt auch aus der Kettenregel:

flaw) =y = f(9(0))g (o) =1.

Wir sehen: damit die Umkehrfunktion im Punkt yo = f(z¢) differenzierbar ist, muss

f'(z0) # 0 gelten. Zum Beispiel kann die Umkehrfunktion von f : R — R, f(x) = 23, im
Nullpunkt nicht differenzierbar sein.

Die beiden vorangegangenen Regeln sind in der von Leibniz eingefithrten Notation be-
sonders suggestiv. Leibniz schreibt Funktionen in der Form y = y(x) und bezeichnet die
Ableitung mit dem Symbol %, das auch als Differentialquotient bezeichnet wird. Formal
ergeben sich die Kettenregel und die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion dann aus
der Bruchrechnung:

dz dz dy
y=y@), z=2@y) = dr  dy do’

dx dy\ 1
=y e=ay) = o =(5) -

Bei der Anwendung dieser saloppen Notation ist jedoch darauf zu achten, an welchen Stellen
die jeweiligen Funktionen auszuwerten sind.
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2 Mittelwertsatz und Anwendungen

Zur Erinnerung: die Funktion f : I — R hat in z¢ ein Minimum falls f(z¢) < f(x) fiir alle
x € I. Entsprechend fiir ein Maximum.

Satz 2.1 (notwendige Bedingung fiir Extrema I) Die Funktion f : (a,b) — R habe in
xo € (a,b) ein Extremum. Ist f in xo differenzierbar, so gilt f'(xo) = 0.

BEWEIS: Im Fall eines Minimums in zg haben wir

f(x) — f(xo) {> 0 fiir z > a0,

T — X <0 firz < x.

Mit z N\, xg folgt f'(zo) > 0, mit = 7 x¢ folgt f'(xg) <O. O
Die Funktion f(z) = 23 erfiillt f’(0) = 0, aber in # = 0 liegt kein Extremum vor. Die
Bedingung f’(z) = 0 ist notwendig fiir eine Extremalstelle einer differenzierbaren Funktion,
aber sie ist nicht hinreichend.

Satz 2.2 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig und diffe-
renzierbar auf (a,b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit

IR IES G}

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung zuerst im Fall f(a) = f(b) = 0 (Satz von Rolle). Wir
brauchen dann ein & € (a,b) mit f/(§) = 0. Nach Kapitel 2, Satz 3.3 gibt es &1, & € [a, b] mit

f(&) = inf f(r) uwnd f(§&)= sup f(z).

SCE[GJJ] Ie[a,b]

Ist & € (a,b), so folgt f'(£1) = 0 nach Satz 2.1, also kénnen wir £ = & wiihlen. Analog, wenn
& € (a,b). Es bleibt der Fall dass ;, {2 beides Randpunkte sind. Dann gilt f(&12) = 0, also
sind Infimum und Supremum gleich Null und f ist die Nullfunktion. Aber dann ist f/(§) =0
fiir jedes € € (a,b). Seien nun f(a), f(b) beliebig. Definiere h : [a,b] — R durch

) = fa) - (1) + 1O =10 ).

Es gilt h(a) = h(b) = 0. Also existiert ein £ € (a,b) mit

1) = fla)

0=H(e) = f(§) - T —

O

Satz 2.3 (Monotoniekriterium) Sei f differenzierbar auf (a,b), stetig auf [a,b]. Dann
gelten folgende Aussagen:

f'(z) >0 fiir alle x € (a,b) = f ist wachsend auf [a,b]
f'(z) <0 fir alle x € (a,b) = f ist fallend auf [a,b]
f'(z) =0 fir alle x € (a,b) = [ ist konstant.

Bei strikter Ungleichung folgt strenge Monotonie auf [a,b].
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BEWEIS: Sei a < 21 < x2 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x1,x2), so dass gilt:

(>0 wenn f'(£) >0
>0 wenn f/(£§) >0
fz2) = fz1) = f'(§) (x2 —21) ¢ <O wenn f'(§) <0 .
>0 <0 wenn f(§) <0
=0 wenn f/(£) =0.

O

Satz 2.4 (Schrankensatz) Sei f : [a,b] — R stetig und |f'(x)| < L fiir alle z € (a,b).
Dann folgt die Abschdtzung

[f(b) = f(a)] < L|b—al.

BeEwEIS: Nach Mittelwertsatz gibt es ein £ € [a, b] mit

1£(0) = f(@)] = £ ()b —a)| < L|b—al.

Wir kommen jetzt zu hoheren Ableitungen.

Definition 2.1 Die zweite Ableitung von f : (a,b) — R in xq ist

/
f"(xo) = () (o).
Dazu muss [’ nahe bei xo definiert sein, und f' muss in xg differenzierbar sein.

Mit der zweiten Ableitung gewinnen wir genauere Informationen iiber lokale Extrema.

Satz 2.5 (notwendige Bedingung fiir Extrema II) Sei f : (a,b) — R differenzierbar,
mit einem Minimum in xq. Falls f"(x¢) existiert, so gilt

F(x0) =0, f"(x0) > 0.

Fiir Mazima gilt analog f'(xo) =0, f"(x0) <0

BEWEIS: f/'(z9) = 0 wurde in Satz 2.1 bewiesen. Es folgt

) = tim T =L @0) g @)

T—ITQ r — X T—xo T — o

Wire f”(z9) < 0, so wire f'(x) > 0 links von x¢ und f’(x) < 0 rechts von xzg, jeweils
nahe bei xg. Nach Satz 2.3 ist f dann streng monoton wachsend links von xg und streng
monoton fallend rechts von zg, hat also in zq ein striktes, lokales Maximum im Widerspruch
zur Annahme. O

Die Funktion f(z) = x* zeigt, dass in einem Minimum f”(zg) = 0 gelten kann.
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3 Die Exponentialfunktion

Wachstums- oder Zerfallsprozesse spielen in Natur und Anwendungen eine grofie Rolle. Dabei
ist die zeitliche Entwicklung einer Groie K (t), t € I, durch ein Wachstums- oder Zerfallsgesetz
und einen Startwert K(tg) = Ko gegeben. Ein diskretes Modell von diesem Typ ist der
Zinseszins. Der Zinssatz A € R gibt das Plus an, dass man bei linearer Verzinsung nach
einem Jahr pro Euro bekommt. Beim Zinseszins wird das Jahr in Zeitschritte der Linge At
unterteilt, und in jedem Zeitintervall [¢,t + At] wird anteilig mit der Rate A verzinst. Das
bedeutet
K(t+ At) = K(t)(1 4+ AAt)  bzw. K(t+ AAti — K@) _ AK ().

Der Effekt ist, dass die bereits erworbenen Zinsen ihrerseits Zinsen liefern, je kleiner die
Zeitschritte gewdhlt werden desto besser. Um ein kontinuierliches Modell herzuleiten, lassen
wir At gegen Null gehen. Formal ergibt sich das Wachstumsgesetz, und die Anfangsbedingung,

K'(t) =) K(t) fir t € I, K(to) = Kp. (3.1)

Ob dieses Modell sinnvoll ist, muss mathematisch untersucht werden. Zum einen ist die
Existenz einer Losungsfunktion K (t) zu kldren, sonst wire alles Quatsch. Zweitens sollte
die Losung eindeutig sein, damit Aussagen iiber zukiinftige oder vergangene Entwicklung
moglich sind. Monotonie oder Verhalten fiir grofle Zeiten sind natiirlich auch von Interesse.
Die Aufgabe, zu einem Wachstumsgesetz und Startwert die zeitliche Entwicklung zu bestim-
men, bezeichnet man allgemein als Anfangswertproblem. Wir kennen schon ein triviales aber
fundamentales Beispiel:
K,(t)ZOfﬁl"tEI, K(to):KQ.

Die eindeutige Losung ist die konstante Funktion K (t) = Ko, siehe Satz 2.3. Wenn in einem
Wachstumsgesetz die Ableitung der gesuchten Funktion vorkommt, spricht man von einer
Differentialgleichung. Speziell ist K’ = MK die Differentialgleichung des natiirlichen Wachs-
tums mit Rate A € R. Im folgenden betrachten wir den Spezialfall A = 1 und tg = 0, der
allgemeine Fall wird sich spéter leicht durch Skalierung ergeben.

Satz 3.1 Es gibt genau eine Losung f : R — R des Anfangswertproblems
f'=f auf R, f(0)=1. (3.2)
Diese Funktion bezeichnen wir mit exp : R — R. FEs gilt die Reihendarstellung

exp(z) = Z T fiir alle x € R. (3.3)
k=0

BEWEIS: Unser erstes Ziel ist die Eindeutigkeit. Sei f eine Losung von (3.2). Dann ist natiirlich
f differenzierbar, und damit auch stetig. Weiter folgt

flz)f(—x) =1 fiir alle z € R. (3.4)

Und zwar berechnen wir

%f(ﬂ?)f(—m) = f'(@)f(=2) = f(2)f'(-2) = f(2)f(—=2) = f(2)f(-2) = 0.



Also gilt f(z)f(—z) = f(0)? = 1. Es folgt f(z) # 0 fiir alle z € R. Nun ist f(0) = 1, wiire
f(z) < 0 fiir ein z € R so hat f eine Nullstelle nach dem Zwischenwertsatz, Widerspruch.
Somit ist f strikt positiv. Sei nun g eine weitere Losung von (3.2). Dann berechnen wir

(g)’ _9f-9f _ 0.

f f?
Also ist g/ f konstant mit (g/f)(0) = 1, das heifit g = f.

Zur Existenz machen wir mit Cauchy den Ansatz f(z) = Y o, axz®. Wir berechnen

d o o0 d o0 3 o0
= Zakxk = Z %aka@k = Z kapzh1 = Z(kz + 1)ak+1xk.
k=0 k=0 k=1 k=0

Es ist unklar ob (3.2) eine Losung hat die so als Reihe geschrieben werden kann, auch die
Vertauschbarkeit der Ableitung mit der Reihe miisste begriindet werden. Aber wir wollen
hier gar nichts beweisen, sondern nur auf eine potentielle Formel fiir die Losung kommen.
Koeffizientenvergleich in der Gleichung f' = f liefert axy1 = ax/(k + 1). Mit ag = f(0) =1
folgt per Induktion ay = 1/k!. Wir kommen also zum educated guess

x Lk
x
k=0

Wir behaupten dass diese Formel eine Losung des Anfangswertproblems (3.2) liefert. Rechts
steht eine unendliche Summe, diese ist zu verstehen als Grenzwert der endlichen Summen

fla) = lim fu(z)  wobei f,(x Z .

Als erstes miissen wir die Konvergenz der f,(z) zeigen. Fiir K € N beliebig betrachte die
x € R mit |z| < K/2. Fiir n > K gilt die Abschétzung

‘x|n K" —n KK K K —n -n : _ K |
N~—— ~~

<1 <1

Also bilden die f,(x) eine Cauchyfolge, und zwar gilt fiir n 4+ 1> K und m > n

m k m
)~ s € 3 BE <o 3 2 <og2m 50 frn oo

k=n+1 k=n+1

Damit ist f(x) definiert. Offenbar ist f(0) = 1, zu zeigen bleibt die Differentialgleichung
' = f. Wir verwenden die folgende Abschiitzung, die fiir jedes n € N und |z| < R gilt:

Rk

| fn(x |<Z’k'<0 mit C = ZF<OO

k=0
Die f,,(x) selbst losen nicht die Differentialgleichung. Aber doch fast, es gilt

n+1 n+1

G dmZk, Z i = Jn(@):
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Seien nun |z|, |zg| < R. Dann folgt |f) (x)| = |fu-1(z)|] < C, und weiter aus dem Mittelwert-
satz fiir ein £ zwischen x, zg

fn+1(96) - fn+1(330)

T — X0

— Ful@o)| = 1£111() = fula)] = 1£a(&) = falwo)| < Clz — o]

Dabei haben wir zuletzt den Schrankensatz benutzt. Mit n — oo folgt

f@) = fw) f(xo)| < Cla — ol
T — X
Fiir z — x¢ folgt f'(xg9) = f(z0). Da R > 0 beliebig gilt ' = f. O

Folgerung 3.1 Die eindeutige Losung von (3.1) ist K(t) = Koexp (A(t —to)) firt € I.

BEWEIS: Dass die Formel eine Losung liefert ist klar. Fiir eine Losung K (t) berechnen wir

& exp(=A(t 1)K (1) = (~X) exp(=A(t — 10)) K1) + exp(=(t — fo) AK (1) = 0.

Einsetzen von ty ergibt exp(—A(t — t9))K(t) = exp(0)K(ty) = Kp. Multiplikation mit
exp(A(t — tp)) liefert nun K (t) = Koexp(A(t — to)), wobei (3.4) benutzt wurde. O

Jetzt interessieren wir uns fiir weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion. Wir hatten
schon gesehen dass sie strikt positiv ist, also exp : R — (0,00) und exp(0) = 1. Wegen
exp’ = exp > 0 ist die Funktion streng monoton wachsend. Die Reihendarstellung zeigt
exp(x) > 1+ x fir x > 0, insbesondere exp(x) — oo fiir z  oo. Aus (3.4) folgt dann
f(z) = 0 fiir v — —o0.

Satz 3.2 (Funktionalgleichung) Fiir die Exponentialfunktion gilt
exp(x +y) = exp(x)exp(y)  fir alle z,y € R.

BeEweis: Fiir g(y) = exp(z + y), mit x € R fest, gilt ¢ = g. Aus Folgerung 3.1 erhalten wir
9(y) = 9(0) exp(y) = exp(z) exp(y). D

Satz 3.3 (Definition des Logarithmus) exp : (—oo0,00) — (0,00) ist streng monoton
wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunktion log : (0,00) — (—00,00) heifit (natirlicher)
Logarithmus. Sie ist streng monoton wachsend und bijektiv, und hat die Grenzwerte

lim log(r) = —oc0  wund  lim log(r) = oco. (3.6)

™0 r,/'00

Es gilt log(1) = 0, und die Ableitung des Logarithmus ist
/ 1 N
log'(r) = . fir alle r € (0, 00). (3.7)
Schlieflich gilt die Funktionalgleichung
log(rs) = log(r) +log(s)  fir alle r,s > 0. (3.8)
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BEWEIS: Nach Satz 3.2 zur Umkehrfunktion ist exp bijektiv, und die Umkehrfunktion log ist
streng monoton wachsend. Da exp(0) = 1 ist log(1) = 0. Die Grenzwerte (3.6) folgen wegen

m z = %o0.

:rgrinoo log(exp(l‘)) - :):Eioo

Da exp’(x) = exp(z) > 0, ist log differenzierbar mit Ableitung, siehe Satz 1.4,
1 1 1

~ exp/(log(r) — exp(log(r) 7
Die Funktionalgleichung (3.8) ergibt sich schlielich aus exp(z)exp(y) = exp(z + y), indem
wir x = logr, y = log(s) einsetzen und dann den Logarithmus nehmen. O

log(r)

Definition 3.1 (Potenz mit reellen Exponenten) Fiira > 0, z € R setzen wir

a” = exp (zlog(a)) .
Die Eulersche Zahl e ist, siehe Satz 3.1 fiir die Reihendarstellung,

o0
1
e=exp(l) =) 27182 (3.9)
k=0
Es folgt log(e) = 1 und e* = exp(z). Die Funktionalgleichungen von log und exp liefern
a®a¥ =a*t  (a®)Y = a™V

<1)x —a " o = (ab)".

a

Durch Induktion sieht man a"® = (a®)". Mit z = 1 folgt (a%)" = q"n = a, das heifit
an = a. Also stimmt fiir x € Q unsere Definition der Potenz mit der Definition aus der
Schule iiberein. Weiter gelten fiir z € R die

d
%a””zlog(a)ax und 758 =

Wir haben die Differentialgleichung f’ = f als Grenzwert des diskreten Zinsmodells motiviert,
wenn der Zeitschritt gegen Null geht. Die diskreten Losungen sollten dann die kontinuierliche
Losung approximieren. Dies sollte zu einer alternativen Formel fiir die Exponentialfunktion
fithren. Unterteilen wir das Zeitintervall [0, 1] in n Abschnitte der Lange 1/n, so ergibt sich
bei Zinsrate x und Anfangswert f,,(0) = 1 mittels Induktion

T\ "
ful) = (1+7)"
Satz 3.4 (Eulerapproximation) Fir alle x € R gilt

T\ "N
exp(z) = lim (1 + 7) :
n—o00 n

BEWwWEIS: Wir zeigen nlog (1 + %) — x, mit exp folgt daraus die Behauptung. Es gilt
d x 1 1 |z _ 2]
2 (e —nlog(1 7)‘:’1_ _ i

g (7 mlog (1) T+ i+2n =
Diese Abschitzung gilt fiir alle 2/ mit |2/| < |z|, also liefert der Schrankensatz

2|2

‘x—nlog(l—i—f)‘ﬁi—)() mit n — oo.
n n

fiir n > 2|z|.
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4 Die trigonometrischen Funktionen

Bei der harmonischen Schwingung wird die Auslenkung eines schwingungsfihigen Systems aus
seiner Ruhelage durch eine zeitabhéngige Funktion u(t), ¢ € R, beschrieben. Ein klassisches
Beispiel ist die Schwingung einer Masse an einer Feder. Nach dem Hookeschen Gesetz (1676)
ist die elastische Kraft proportional zur Auslenkung, also F' = —ku. Die Kraft bewirkt eine
Beschleunigung der Masse, nach dem Newtonschen Grundgesetz (1687) ist F = mu”. Wir
wihlen die Konstanten so dass k/m = 1, und erhalten die Bewegungsgleichung

v +u=0 firu:R—R. (4.10)
Setzen wir v = —u’ so folgt aus (4.10) das System
(u,v) = (—v,u) fiir (u,v): R — R2 (4.11)

Fiir jede Losung ¢(t) = (u(t),v(t)) von (4.11) folgt

d

%|c|2 = i(u2 +v?) = 2w’ + vv') = 2(u(—v) + vu) = 0. (4.12)

dt

Der Punkt ¢(t) bewegt sich also auf einem Kreis um den Nullpunkt. Das hat physikalisch
folgende Interpretation: langs der Bewegung findet ein Austausch zwischen potentieller und
kinetischer Energie statt. Die potentielle Energie ist ku?/2, das folgt aus dem Hookeschen
Gesetz, die kinetische Energie ist mv?/2. Bei unserer Normierung k/m = 1 ist die Gesamt-
energie proportional zu u? + v? = |c|?, also ist Gleichung (4.12) der Energieerhaltungssatz.

Wir gehen jetzt zu einer Formulierung mit komplexen Zahlen iiber, indem wir (z,y) € R?
mit z 4 iy € C identifizieren. Der Vektor (—y, x) entspricht dann —y + iz = i(z + iy). Setzen
wir ¢(t) = u(t) + iv(t) € C, so erhalten wir folgende dquivalente Fassung von (4.11):

d=ic firc=u+iv:R—C. (4.13)

Formal ist dies die Gleichung des natiirlichen Wachstums mit Rate A = i, siche Gleichung
(3.1), nur sind ¢(¢) und 7 hier komplexe Zahlen. Wir konstruieren die Losung wieder mit der
Exponentialfunktion, aber jetzt in C.

Definition 4.1 (Exponentialfunktion) Die kompleze Exponentialfunktion ist

k

exp: C— C, exp(z)= Z %

k=0

(4.14)

Wir schreiben auch e* statt exp(z).

Die Reihe konvergiert fiir jedes z € C, dazu zeigt man wie in Satz 3.1 dass die endlichen
Summen eine Cauchyfolge bilden. Also ist die Funktion wohldefiniert.

Satz 4.1 Es gibt genau eine Lisung ¢ : R — C des Anfangswertproblems
d=ic auf R, c(0)=1. (4.15)

Die Lisung ist gegeben durch c(t) = e fiir alle t € R.



BEwEIS: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Seien ¢1 2 : R — C Losungen der Gleichung
0/1,2 = ic1 92, dann folgt fir c = ¢; — c2

d = (c1) — (e2) =i(c1 — e2) = ic.

Der Erhaltungssatz (4.12) liefert |c(t)|> = |c(0)]? fiir alle t € R. Haben c; o denselben An-
fangswert, so ist ¢(0) = 0 und damit ¢(¢) = 0 fiir alle ¢, also ¢; = c2. Wir zeigen nun dass
c(t) = €' eine Losung von (4.15) ist. Klar ist ¢(0) = exp(0) = 1. Weiter berechnen wir

i

*6

dt

Also gilt ¢/(t) = ic(t) wie behauptet. Allerdings ist da noch eine Frage: war die Vertauschung
der Ableitung % mit der unendlichen Summe korrekt? Diese Frage trat auch bei der reellen
Exponentialfunktion auf, siehe Satz 3.1. Fiir die endlichen Summen gilt hier ¢} (¢) = ic,—1(t),
wir konnen das dortige Argument leicht anpassen. Wir verzichten auf die Details. O

Satz 4.2 Die Kreisbewegung c(t) = e hat folgende Eigenschaften:
(a) |e| =1 fiir allet € R.
(b) e+t = eiselt fiir alle s,t € R (Funktionalgleichung).
(c) et = et

Bewels: Nach (4.12) ist |c(t)| konstant, aus ¢(0) = 1 folgt |c(t)] = 1 fur alle ¢. Fiir die
Funktionalgleichung (b) berechne

dic(s +t) = d(s+t)=ic(s+1t), c(s+1t)|s=0=c(t),
s
Lo)elt) = (s)elt) = iels)elt),  e(s)elt)]oco = e(t).
s
Aus der Eindeutigkeit in Satz 4.1 folgt c(s +t) = c(s)c(t) wie behauptet. Es folgt weiter
c(t)e(—t) = c(t + (—t)) = 1. Andererseits ist auch c(t)c(t) = |e(t)|? = 1, also ist c(t) = c(—t).
O

Fiir eine allgemeine Kurve ¢ : [a,b] — R" definieren wir die Linge wie folgt: wir wihlen die
Unterteilungspunkte tx = a + k(b — a)/n fir £k =0,...,n, und setzen

n
= le(tr) — eltp—1)l.
k=1

Das ist die Lénge des Streckenzugs mit den Punkten c(tx). Die Linge von c ist der Grenzwert

L(c) = nh—>I20 L,(c).
Das funktioniert fiir jede hinreichend reguldre Kurve.
Lemma 4.1 Die Kurve c(t) = e bildet lingentreu ab: fiir jedes Intervall I = [a,b] gilt
Lielr) = [1].
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BEWEIS: Sei t;, = a + k7, mit 7, = I’_Ta die dquidistante Unterteilung. Wir berechnen

Ly(clay) = Z}ei(aﬂm)_ei(a+(k71)m)’
k=1

_ zn: }ei(a-i—(k—l)m)(eirn o 1)‘
k=1
= nle™ —1]

e —1
b—a).
-

Nun gilt (e — 1)/t = (c(t) — ¢(0))/t — ¢(0) = i mit t — 0, also folgt
L(c|r) = li_)rn Ly(clr)=b—a=|I|. (4.16)

O

Eine wichtige Eigenschaft der Kreisbewegung ist die Periodizitit. Die Kurve c(t) = e

durchlduft den Einheitskreis in einer Richtung, ndmlich gegen den Uhrzeigersinn, mit kon-
stanter Geschwindigkeit

(@) = lic(t)] = [e(®)] = 1.

Es gibt deshalb ein erstes p > 0 mit ¢(p) = ¢(0), und ¢(¢ + p) 16st das Anfangswertproblem

Gt 4+p) =t +p) =iclt +). elt+ oo = c(p) = c(0).

Aus der Eindeutigkeit folgt c(t + p) = ¢(t) fiir alle t € R, das heifit die Kurve ¢(t) hat die
Periode p. Da die Kurve auf [0, p] den Kreis genau einmal durchlduft folgt aus Lemma 4.1

p=L(clpy) =27 mit 7 =3,1415....

Definition 4.2 (Cosinus und Sinus) Die Funktionen cos,sin : R — R sind definiert als

A it o —it ‘ it —it
cost = Re (e') = i, sint = Im (") = R (4.17)
2 2
Aus der Definition folgt direkt die Fulersche Formel
e =cost+isint fiir alle t € R. (4.18)
Satz 4.3 (Eigenschaften von cos und sin) FEs gelten folgende Figenschaften:
(1) cos und sin haben die Reihendarstellungen
o0 L 12k o0 . 12k
cost = Z(—l) 20 und  sint = Z(—l) R (4.19)
k=0 k=0
(2) FEs gilt cos’ = —sin und sin’ = cos.
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(3) u(t) = cost und v(t) =sint sind die eindeutigen Liosungen der Anfangswertprobleme

W +u=0, u0)=1, 4(0)=0,
v +0v=0, v0)=0, v (0)=1.

(4) cos?t+sin?t =1 fir allet € R.
(5) cos(—t) = cost und sin(—t) = —sin(t) fir alle t € R.
(6) Fiir alle s,t € R gelten die Additionstheoreme
cos(s+t) = coss cost—sins sint,

sin(s +t) = sins cost+ coss sint.

(7) cos und sin sind periodisch, jeweils mit kleinster Periode 27.

BeEwEIs: Die Reihendarstellungen folgen aus der Definition der Exponentialfunktion:

” 0 (’Lt)n 0 k t2k+1
cost +isint = e = = —|—
2 Sty Z D)

Die Differentialgleichungen (2) folgen mit c(t) = e aus

cos'(t) +isin’(t) = ¢ (t) = ic(t) = —sint + i cost.

In (3) ergeben sich die Anfangswerte aus ¢(0) = 1 und ¢/(0) = ic(0) = i. Die Differentialglei-
chungen folgen aus (2) durch Differentiation. Nach Satz 4.2 ist |e'f| = 1, also gilt (4). Weiter
folgt aus Aussage (c) in Satz 4.2

cos(—t) +isin(—t) = e~ = eit = cost — isint.
Also gilt Behauptung (5). Berechne nun mit der Funktionalgleichung, siehe Satz 4.2(b),
cos(s +t) +isin(s 4+ t) = ) = "¢ = (cos s + isins)(cost + isint).

Ausmultiplizieren und Vergleich liefert (6). Nach Definition ist jede Periode von e¥ auch
Periode von cos und sin. Es gilt aber auch die Umkehrung: ist zum Beispiel sin(t + p) = sint
fiir alle ¢ € R, so folgt durch Ableiten cos(t+p) = cost fir alle t € R, und damit expi(t+p) =
expit. Aber 27 ist die kleinste Periode von c(t) = €', also gilt das auch fiir cost und sint.

Hier eine (nicht sehr detaillierte) Wertetabelle der Funktionen Cosinus und Sinus. Die vier
Quadranten sind gegen den Uhrzeigersinn mit I bis IV nummeriert.

t 0 /2 T 3m/2 27
1 1 ¢ 11 -1 111 — IV
cos 1 N\, 0 , -1 0 ya
0 1 N 0 N, -1

Die Nullstellen von Cosinus und Sinus sind wie folgt.

it

O =

e'=1 & t=2kr mitkelZ,
cost=0 & t=n/2+kr mitkecZ, (4.20)
sint=0 & t=kr mitkecZ.
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Die Funktionen cos und sin sind periodisch und damit nicht injektiv. Wir kénnen sie aber
auf ein Intervall einschrénken, auf dem sie streng monoton sind und damit eine Umkehrfunk-
tion arcus cosinus bzw. arcus sinus ! haben. Man spricht genauer von einem Zweig dieser
Umkehrfunktionen, denn Einschrinkung auf ein anderes Monotonieintervall fithrt zu einer
anderen Umkehrfunktion. Unsere Wahl hier wird oft als Hauptzweig bezeichnet.

Satz 4.4 (Arcusfunktionen) cos: [0,7] — [~1,1] undsin : [-F, §] = [—1, 1] haben stetige
Umkehrfunktionen, die wie folgt bezeichnet werden:

(a) arccos: [—1,1] — [0, 7] (arcus cosinus), mit Ableitung
1
arccos' (r) = ———— tirxz e (—1,1). 4.21
(@) =~y firee(-1D (@21)
(b) arcsin : [-1,1] — [-F, T], (arcus sinus), mit Ableitung
1
arcsin’(r) = —— irz € (—1,1). 4.22
@)= = firee(-11) (4.2
BEwEIS: Es gilt cos’ = —sin < 0 auf (0,7), und sin’ = cos > 0 auf [-7,7]. Also ist
cos auf [0, 7] streng monoton fallend, und sin auf [-F, 7] streng monoton wachsend. Die

Existenz und Stetigkeit der Umkehrfunktionen gilt nach Satz 3.2. Die Arcusfunktionen sind
differenzierbar auf (—1, 1) nach Satz 1.4. Wir berechnen, wobei wir sin(arccosz) > 0 haben
wegen arccosz € (0,7):

1 = =
T cos(arccos x)

= —sin(arccos z) arccos’ ()

= —+/1 — cos?(arccos ) arccos’(x)
= —V/1— 22 arccos'(z).

Die Formel fiir arcsin’(x) folgt analog. O

Folgerung 4.1 (Polarkoordinaten) Zu jedem z € C\{0} gibt es r > 0, ¥ € [0,27) mit
2z =re", und diese sind eindeutig bestimmit.

BEWEIS: Sei z = = + iy, und zunéchst |z| = 1. Wir definieren

g — Jarccosz € [0, 7] fir y > 0,
|27 —arccosz € (m,2n)  fiir y < 0.

Verwende sin ¥ = /1 — cos? ¢ fiir ¢ € [0, 7], sowie sin(27r — @) = — sin¥. Damit folgt

9 cos(arccos ) + isin(arccosz) = x + iy falls y > 0,
[ =
cos(arccosx) — isin(arccosx) =z +dy falls y < 0.
Fiir z € C\{0} beliebig setzen wir r = |z| > 0 und definieren ¥ € [0, 27] mit z/r = €. Die

Eindeutigkeit von r ist klar, denn r = |z|, fiir den Polarwinkel 9 folgt sie aus der Tatsache
dass e die kleinste Periode 27 hat. O

! Arcus = Bogen (Latein)
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Kapitel 4

Integralrechnung

1 Das Riemannsche Integral

Sei f: I = [a,b] - R. Fiir f > 0 ist das Integral von f der Flicheninhalt des Gebiets
zwischen dem Graphen Gy = {(z, f(z)) : € I'} im R? und der z-Achse. Das ist auch richtig
wenn f Werte in R hat, nur ist dann der Flacheninhalt unter der z-Achse negativ zu zéhlen.
Als Definition kénnen wir diese Beschreibung allerdings nicht nutzen, denn wir haben den
Flicheninhalt von Mengen im R? noch gar nicht definiert. Stattdessen approximieren wir
das Integral durch Rechtecksummen. Dazu sei Z eine Zerlegung von [a,b], gegeben durch
Unterteilungspunkte a = zg < ... < z,, = b. In jedem Teilintervall I, = [z}_1, 21| wihlen wir
eine Stiitzstelle & und bilden dann die Riemannsche Summe

S(f) = Zf(fk) Az, € R wobei Az =z — Tp—1. (1.1)
k=1

Die Zahl S(f) ist ein Niherungswert fiir das Integral. Eine konkrete Wahl der xj, und & liefert
eine numerische Approximation des Integrals, zum Beispiel konnten wir die dquidistante
Zerlegung nehmen, und fiir &, die Mittelpunkte der Teilintervalle:

S(f)zif(xk—i—xk_l) b-a mit azk:a—}—k‘b_a.

2 n n
k=1
Aber fiir die Analysis wire das zu unflexibel, wir wollen uns nicht so festlegen. Klar ist, dass

die Approximation um so besser ist, je kleiner die Teilintervalle sind. Um das zu messen
definieren wir allgemein die Feinheit der Zerlegung

A(Z) = lréll?%(nAa:k. (1.2)

Definition 1.1 (Riemannsches Integral) Sei f : [ = [a,b] — R stetig. Wir setzen
b
/ f(z)dx = li_)m Sn(f), (1.3)
wobei Sy (f) Riemannsche Summen sind zu Zerlegungen Z,, mit A(Zy) — 0.
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Die Notation geht auf Leibniz zuriick: das Integralzeichen ist ein stilisiertes S fiir Summe,
der Integrand f(z)dx erinnert an die Rechteckfliche f(&;)Axy.

Ehrlich gesagt, damit die Definition Sinn macht miissen wir zeigen dass der Limes
der S, (f) existiert. Der Beweis davon ist aber etwas technisch, deshalb stellen wir ihn zuriick
und schauen erst, welche Eigenschaften sich aus der Definition ergeben.

Beispiel 1.1 Fiir die konstante Funktion f : I = [a,b] — R, f(x) = ¢, gilt

/abf(x)dac:c(b—a).

Denn fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl der & € I}, gilt

n

(f) =D [l Arp=c > (zr —zr1) =c(b—a).
k=1

k=1

Beispiel 1.2 Es gilt fab zdr = 1(b* — a?). Wihle als Zerlegung x;, = a + k(b — a)/n und als
Stiitzstellen &, = x fiir K > 1. Es folgt mit n — oo

S(f) = zn:<a+kb_“)b_a

n n
k=1
B B (b— a)2 n(n+1)
= a(b—a)+ - 5
2 2 2
— a(b—a)+(b 2&) _ Y 2a'

Wir zeigen nun ein paar Figenschaften des Integrals.

Satz 1.1 (Linearitit des Integrals) Fir f,g: 1 = [a,b] — R stetig und o, B € R gilt

/ab(ozf—l—ﬁg m—a/f daz+ﬁ/

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt

n

S(af+89) = > (af(&)+ Bg(&)) Axy

k=1

= a) f(&) Az + 8> g(&) Ay

k=1 k=1
= aS(f)+B5(9).
Wiéhle eine Folge Z,, mit A(Z,) — 0, dann folgt

b
[ @+ 9@ e = lim S.(af + o)
= ozth (f)—i—ﬁth (9)

_ /f dx—l—ﬂ/
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Satz 1.2 (Monotonie des Integrals) Seien f,g: I = [a,b] — R stetig. Dann folgt:

b b
flz) <g(x) firallexel = / flz)dx < / g(x) dx.

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt

S(f) =D fl&)Ane <> g&)Axy = S(g).

k=1 k=1

Wiéhle wieder Z,, mit A(Z,,) — 0. Es folgt

’ n
/ f(x) dx = nlggo Sn(f) < lim Sn(g) = / g(:r) de.

n—oo
O
Satz 1.3 (Standard-Abschitzung) Fir f: 1 = [a,b] — R stetig gilt
b b
[ t@da| < [C15@)do < o o] max] £
BeEwEIs: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt nach Dreiecksungleichung
|7 (&) M| < 7 1£(60)] Ay < max|f] Y- Axy = (b— a) max|f]|.
k=1 k=1 k=1
Also gilt |S(f)| < S(|f]) < (b— a) maxy |f|. Jetzt wéhle Z,, mit A(Z,) — 0, es folgt
b b
[ @ de] = i S,(0) wnd [ (@) do = Jim S,(051).
O

Satz 1.4 (Additivitdt) Sei f : [a,c] — R stetig. Dann gilt fir b € [a, ]

/:f(:p)dx - /abf(:c)dx+/bcf(x)dx.

BEWEIS: Seien S, (f) und S/(f) Riemannsche Summen beziiglich Zerlegungen Z/, von |[a, b]
und Z' von [b,c] mit A(Z)),A(Z])) — 0. Dann ist S,(f) = S,(f) + S/(f) Riemannsche
Summe beziiglich der Zerlegung Z,, = Z/ U Z!! von |a, ¢]. Es folgt A(Z,) — 0 und weiter

n—oo n—oo

c b c
/ f@)de = lim So(f) = lim (S,(f) +S"(f)) :/ (x) dx—i—/b f(z) dz.

O

Bis hier konnten wir die Theorie des Integrals fiir stetige Funktionen ziemlich miihelos
entwickeln, allerdings beruhten alle Aussagen auf Definition 1.1. Diese Definition des
Integrals wollen wir nun rechtfertigen. Zu zeigen ist die Konvergenz der Riemannschen
Summen S, (f) fir Zerlegungen Z, mit A(Z,) — 0. Ich gebe zu dass diese Aussage in Threm
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spateren Leben keine explizite Rolle spielen diirfte, aber unser Begriff des Integrals wire auf
Sand gebaut wenn wir das nicht verifizieren wiirden. Und so schwierig ist es auch nicht.

Sei f :[a,b] — R. Fiir 6 > 0 definieren wir die Oszillation von f durch

oszp(0) = sup |f(z) — f(a)]. (1.4)

|lx—a!|<d
Es gilt 0sz¢(d1) < 0sz¢(d2) fiir §; < 02, die Funktion osz(d) ist monoton wachsend.

Satz 1.5 Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gilt osz¢(5) — 0 mit 6 — 0.

BEWEIS: Angenommen fiir eine Folge 0, — 0 gilt osz¢(dx) > &€ > 0. Dann gibt es xy, ), mit
|z, — a},| < O aber |f(xy) — f(x),)| > €. Angenommen es gilt 2, — = € [a, b]. Dann gilt auch
zj, — = und es folgt wegen Stetigkeit

0=|f(z) = f(z)| = kh_g)lo |f (k) — f(mz)\ > e, Widerspruch.

Nun muss die Folge x nicht konvergieren. Es gibt aber eine Teilfolge die konvergiert, siehe
Kapitel 3, Satz 3.3. Auf diese Teilfolge konnen wir das Argument anwenden. O

Wir wollen analysieren, wie die Riemannsummen von der Zerlegung abhingen. Um die
Stiitzstellen loszuwerden, gehen wir zu Ober- und Untersummen iiber: fiir eine Zerlegung
Z mit Teilintervallen Iy fir k =1,..., N betrachten wir

N N
Sz(f) =3 _(max )T und - Sy(f) = > (min f)l1x.
k=1 " k=1

Offenbar gilt S, (f) < Sz(f), andererseits haben wir mit || < A(Z) die Abschitzung

N

S2() = S2() = Y (maxx f = min f) 1] < 052/(A(2)) (b - 0). (15)

k=1

Fiir Zerlegungen Z,Z’ von [a,b] bezeichnen wir mit Z U Z’' die Zerlegung, die aus allen
Unterteilungspunkten von Z, Z’ besteht, wobei die Punkte der Grofie nach nummeriert sind.

Fakt. Hat Z Feinheit A(Z) < 6 und besteht Z' aus N Unterteilungspunkten, so gilt
Sam(f) < B2(f) < Bzum(f) +2N8 max| ], (1.6)
Spuz(f) = Sz(f) = Szuz/(f) —2N6 max fl. (L.7)

Wir zeigen (1.6), Aussage (1.7) geht analog. Sei Z gegeben durch a = 2o < ... < z,, = b.
Es reicht einen Punkt & € [x;_1, 2] dazu zu nehmen, die allgemeine Aussage folgt dann mit
Induktion. Durch den Punkt § wird Iy, zerlegt in I; U I}/, es gilt

Szuier(f) = Sz(f) = (max f) |T] + (max ) |I| - (max f) [Tel-

Fiir die linke Ungleichung in (1.6) verwenden wir

(maXf) !IkH(H}aXf)I \—(mIaXf)IIkI<(H}a><f)(|fk|+| 1= 1k]) =
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Fiir die rechte Ungleichung in (1.6) schitzen wir ab
(max f) | 1| + (max ) [ 1] - (max f) |1y = —(max [ f)(|7] + T]) — (max |f]) [Ty
k k

— —2(max| 1)) 1
> —2(mIaX |f])éo.

Waihle nun Zerlegungen Z C Z; C ... so dass A(Z;) — 0, zum Beispiel durch fortgesetzte
Halbierung der Intervalle. Wegen der linken Ungleichung in (1.6) bzw. (1.7) gilt

Sp(f) =z . 282(f) 287(f) =... 2 Sz (f).
AufBlerdem liefert (1.5) und Satz 1.5
Sz,(f) = Sz (f) < 0sz25(A(Z;))(b — a) = 0.

Also konvergieren die Folgen ?Z;C (f) und S lec( f) gegen dieselbe Zahl I € R. Wir zeigen
jetzt dass I der gesuchte Grenzwert in Definition 1.1 ist. Sei S,(f) irgendeine Folge von
Riemannsummen fiir Zerlegungen Z,, mit d,, = A(Z,) — 0. Mit (1.6) haben wir

Su(f) £ 82,(f) £ Sz,0z(f) + 2Ny 6, max f < Sz (f) + 2Nk 0, max f.
Dabei ist Nj, die Anzahl der Unterteilungspunkte von Z;. Wéhle Z}, so dass

— €

Da §,, — 0 folgt S,,(f) < I+ und analog S,,(f) > I —e¢ fiir n hinreichend grof8. Also existiert
der Grenzwert in Definition 1.1. Er hédngt auch nicht von der Approximation ab, denn er ist
gleich I fiir jede Wahl von Zerlegungen und Stiitzstellen.

2 Ableitung und Integral

Wir kommen nun zu dem zentralen, von Newton und Leibniz studierten Zusammenhang
zwischen Differentiation und Integration. Im folgenden bezeichnet I ein Intervall.

Definition 2.1 Sei f: I — R. Eine Funktion F : I — R heifst Stammfunktion von f wenn
F'=f & Fl(x)=f(z) firalexel.

Satz 2.1 (Eindeutigkeit der Stammfunktion) Sind F,G Stammfunktionen von f aufI,
so gilt G = F + ¢ mit einer Konstanten ¢ € R.

Beweis: Auf I gilt (G—F) =G — F' = f — f =0. Nach Satz 2.3 in Kapitel 3 gibt es eine
Konstante ¢ € R mit G — F = ¢, also G = F + c. O

Mit anderen Worten, eine Losung F der Gleichung F’ = f auf I ist bis auf eine additive
Konstante ¢ € R eindeutig bestimmt. Es schliefit sich die Frage nach der Existenz an:

Fiir welche f ist die Gleichung F' = f auf dem Intervall I lésbar?
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Wir wollen zeigen dass fiir stetige Funktionen f die Gleichung losbar ist, und zwar wollen
wir dazu das Integral verwenden. Wir verallgemeinern noch die Definition auf den Fall von
Integrationsgrenzen b < a, indem wir setzen

b a a
/Gf(:n)d:n ::—/b f(x)dx und /a f(x)dx =0. (2.1)
Es folgt dann fiir beliebige a,b,c € R
c b c
dr = d dz. 2.2
| t@ie= [ f@ae+ [ p@a (2.2

Das gilt nach Satz 1.4 wenn a < b < ¢. Mit (2.1) folgt es dann auch im Fall b < a < ¢

/bcf(x)dx:/baf(x)dx+/acf(x)dx:—/baf(x)dx+ch(x)dm_

Analog ergibt sich die Gleichung fiir alle Anordungen von a, b, c.

Satz 2.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : I — R stetig.
Dann ist fir jedes xg € I die Funktion

F:1-R, F(m):/xf(f)dg

eine Stammfunktion von f, das heifit es gilt F'(x) = f(z) fiir alle z € I.

Bemerkung. In einem Randpunkt von I gilt das im Sinne der einseitigen Ableitung.

BEWwEIS: Da f(x) stetig ist, ist das Integral und damit F'(z) definiert. Wir berechnen

S 0] = glPen - R 1)
1
IR
1
i

1
Tl |h| . If(&) — f(z)].

[ r@ac- [ r@ae-ni)

0

z+h
[ 0@ - @)

IN

Fiir die Abschitzung siche Satz 1.3. Da f stetig geht die rechte Seite mit A — 0 gegen Null.

[
Folgerung 2.1 Sei f: I — R stetig und F' Stammfunktion von f. Dann gilt fir xo € I
F(z) = F(xo) + /9& f(&)d¢  fir alle x € I. (2.3)
o
BEWEIS: Nach Satz 2.1 und Satz 2.2 gibt es ein ¢ € R mit
F(x) = c+/xf(§)d§ fiir alle x € I.
o
Setze x = o und erhalte ¢ = F(xg). O
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Folgerung 2.2 (Berechnung von bestimmten Integralen mittels Stammfunktion)
Sei f: I =la,b] = R stetig, und F : I — R Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/memzﬂw—ﬂ@=ﬂﬂ@K$

BeweIs: Folgt aus (2.3) mit g = a, z = b. O
Die Folgerung eroffnet die Moglichkeit, viele Integrale durch Kenntnis von Stammfunktionen
(bzw. Ableitungsregeln) auszurechnen. Hier eine kleine Aufleit- Tabelle:
f(x) F(x) Bemerkungen
ab | mg Tt ke Z\{-1}, z £ 0 fir k <0

1 log = x € (0,00)
| Szt | a e R\{-1}, z € (0,00)
e %e)‘x A#0
cos T sinz
sinz —cosz
COSIQ tan r¢ (2Z+1)5
sin12x —cotx |z ¢Zn
11_x2 arcsinz |z € (—1,1)
L_ | —arccosz |z € (—1,1)
E arctan x

cosh x sinh x
sinh x cosh x
1 Arsinh z
Arcoshz |z € (1,00)
L. | Artanhz |2 € (—1,1)

8
=
T

—

8
|
—

Weiter kénnen wir mit dem Hauptsatz bzw. Folgerung 2.2 aus den Differentiationsregeln in
Kapitel 3 Abschnitt 1 Integrationsregeln herleiten. Dies wird im Folgenden durchgefiihrt.

Satz 2.3 (Partielle Integration) Seien f,g auf I = [a,b] stetig differenzierbar. Dann gilt

b b
/fmﬂmmzwwwwib/fwmmm

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist (fg) = f'g + f¢’ stetig auf I. Folgerung 2.2 liefert

b b
[f(iv)g(w)]ﬁj:/ (f9)'(x) dw:/ (f'(x)g(z) + f(2)g'(x)) dw.

Hier ein einfaches Beispiel fiir die partielle Integration.

Beispiel 2.1
x x . T 7
/logudu:/ 1-logudu:[ulogu]u_1—/ u—du=zlogx — (z —1).
1 1 - 1 u
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FEine schone Anwendung der partiellen Integration ist die Produktformel von Wallis.
Beispiel 2.2 Wir berechnen A, = [ /2 sin® & d. Zuniichst gilt

Ap=7/2 und A; = [—cosx};zg/g =1.

Fiir n > 1 erhalten wir durch partielle Integration

w/2
Apnt1 = / sinz sin” x dx
0

w/2
. x=m/2 . _

= [ — cosx sin™ x] sz/ —|—n/ cos’z sin" 'z dx
0

~~

=0
w/2 /2
= n/ sin" 'z dr — n/ sin" ! 2 da,
0 0

22 =1 — sin? z benutzt haben. Es folgt

wobel wir cos

n
fin_%l = — 114n——1 (71 Ef 1).
Durch Induktion erhalten wir
n—1 2n—3 1 "ok —1\ 7w
Ay, = : = A= -
2n om  2n—2 9 0 (,E 2% )2’
on  2n—2 2 “ 2k
A = . 2 A = 1.
2ntl m+1 2n—1 3 (gzkH)

Satz 2.4 (Substitutionsregel) Sei f : [, 8] — R stetig, und ¢ : [a,b] — [a, 8] sei stetig
differenzierbar. Dann gilt die Formel

w(b) b
/ f(y)dy=/ fo(@)) @ () da.
¢(a) a

Bewels: Wéhle mit Satz 2.2 eine Stammfunktion F : [a, 5] — R von f. Dann gilt

L f:j)f(y)dy = [FW)]iZ%)  (Folgerung 2.2)

= [Fle@)]:,
_ /:(Focp)’(;c)dx (Folgerung 2.2)
_ / " Fo(@) ¢ (x) . (Kettenregel)
= [ie@e@a =

Wir haben benutzt dass ¢'(x) auf dem Intervall [a,b] existiert und dort stetig ist. In den
Randpunkten sind die einseitigen Ableitungen zu nehmen. O
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Fiir die Anwendung der Substitutionsregel ist folgendes Kochrezept niitzlich: bei einem gege-
benen Integral | f f(y) dy mochten wir y = y(x) substituieren. Dazu berechnen wir

y=yl@) = dy=y(z)da.

Fiir die Intervallgrenzen bestimmen wir durch Auflésen nach x die Umkehrfunktion
r=z(y) = a==z(a),b=u2x(p).

Damit gilt

8 b

/ fly)dy = / fy(@)) y'(2) dw.

« a
Hier wieder ein paar Beispiele.
Beispiel 2.3 (Lineare Parameterwechsel) Im Integral | f f(y) dy substituieren wir

Tz
Y7
Es ist dy = 1/Adz und = = g + \y. Also folgt

/j fly)dy = % /:i:ﬁf(x _;”) dz.

Beispiel 2.4 (Integration von Ableitungen)

fir zg € R, A > 0.

b "2 b _
/ J;((x)) dz = / (log f) (z) dz = [log f(gg)}m:l; (f > 0),
ab ’ b 3 3 u=b
/ W1+ ddu = / (@ +2)) du= sl

b
| PuE) @ = P

a

W —

Beispiel 2.5 (Flicheninhalt unter Hyperbel) Zu berechnen ist das Integral

A(a:):/ Vu?—1du fiirz > 1.
1

Wir substituieren v = cosht und erhalten du = sinht dt, t = Arcosh wu, also mit Arcosh 1 =0

Arcosh z
A(x) = / sinh? ¢ dt
0

1 Arcosh z
= / (¥ 4+ e 2 —2)dt
0

4
1 t = Arcosh x
2t —2t
= |- - — —Arcosh
[8 (e e )} i 5 Arcosh z
et + eft et _ e,t t = Arcosh z
= — Arcosh z
2 2 =0

1
2
= %(wx/ 22 — 1 — Arcosh a;)
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Fiir rationale Funktionen, also Quotienten von Polynomen, hat man ein spezielles Integrati-
onsverfahren, die Partialbruchzerlegung, die wir hier nur an einem Beispiel vorfiihren:

Beispiel 2.6 (Partialbruchzerlegung) Um das Integral f_152 1%‘22
wir den Ansatz

1 1 1A B (A-B)x+ (A+ B)

zu berechnen, machen

1—m2_(1+$)(1—x):1—x+1—|—m_ 1— a2

Der Koeffizientenvergleich ergibt A = B = 1/2, also folgt

12 gy 2010 12 1 142172 1
/ :/ <+> dg;:[log ] zi(log?)—logl/?)):log?).

_ 2 _ _
_1/21 X _1/2 1 X 1+x 2 1 X m:_%

Wir wollen auch Integrale iiber unendliche Intervalle berechnen, sowie Integrale mit Ausnah-
mestellen, wo die Funktion f(z) rechts- oder linksseitig nicht stetig ist. Wir fangen mit der
Situation an, wo die Problemstelle die rechte (oder linke, analog) Intervallgrenze ist.

Definition 2.2 (uneigentliches Integral) Sei —oco < a < b < co. Fiir eine stetige Funk-
tion f: 1 =a,b) — R setzen wir

b ] B
/a (o) do = lmy / f() de,

falls der rechte Grenzwert existiert. Andernfalls heif$t das Integral divergent.

Hier einige Beispiele von uneigentlichen Integralen.

Beispiel 2.7

anrl r=R 1
o0 li = — fii -1
/ z%dr = R oo [04—1-1]351 a+1 wras—h
! divergent fir o > —1.
=1
1 - gt ? 1 .

1 = f -1

/ “dr = HHEN0 |:Oé—|—1:|$€ oyl ez

0 divergent fir a < —1.

1 b
d d
/ 2 - lim/ — ' _ limarcsinb = /2.
o V1—zx2 b1 Jog V/1—22 b1

Als néchstes betrachten wir eine Funktion f : (a,b) — R, fiir die sowohl die linke als auch die
rechte Intervallgrenze problematisch ist, zum Beispiel (a,b) = (—o0,00). Wir wihlen dann
einen Zwischenpunkt ¢ € (a,b) und setzen

/abf(x)dx = /acf(x)dm/cbf(m)dx:ii{%/:f(x)dﬂgfmb/ff@)d%

sofern die beiden Grenzwerte bzw. uneigentliche Integrale rechts existieren. Diese Definition
hiingt nicht von der Wahl von ¢ ab, denn es folgt zum Beispiel fiir ¢ > ¢

/O::lf(:l?)ala::/acf(a?)dz’%—/:/f(a:)dxoﬁ?/:f(a:)dx—i-/:/f(ag)dgc7
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/dﬁf(x)dxz/Cﬁf(x)da:—/jf(m)dazﬁ—ﬂ;/be(x)d:c—/:/f(x)da;,

Also bleibt die Summe der Integrale gleich.

Beispiel 2.8

* dx _ O dx . B dx
5 = lim 5 dr + lim 5 dx
o 142 R—oo J_pl+4x R—oo Jo 14
= ngl;o[arctanx]I:_R—i—g%[arctanx]xzo
U n U
= —+_-=m.
2 2

Ganz analog ist die Situation im Fall einer stetigen Funktion f : [a,b]\{c} = Rmit a < ¢ < b,
also mit einer Singularitdt im Innern des Intervalls. Wir definieren

[ rwar= [(s@as [ g

wobei wieder beide uneigentlichen Integrale rechts existieren miissen.

Beispiel 2.9 Fiir a > —1 berechnen wir

1 0 1 1 )
/ |a:|°‘dx:/ (—x)o‘dzv+/ xo‘das:2/ xdr = :
-1 -1 0 0 a+1

Beispiel 2.10 Fiir die Funktion f(z) = 1 ist das uneigentliche Integral auf dem Intervall
[—1, 1] nicht definiert, denn die einzelnen Integrale gehen gegen 4oc:

L dx )
o = [logz],__ = —loge — oo,
““dx .
/—1 T [log(_x)]x:—1 =loge — —o0.

Allerdings existiert immer noch der Grenzwert

Edx L dx
li — — ) = lim(l —1 =0.
EI\I‘I(I)</1 T +/5 ac) EI\I(I(I)( & ogz—:) 0

Diesen Wert nennt man dann den Cauchy-Hauptwert des Integrals (Englisch: principal value).
Solche Hauptwerte sind mit Vorsicht zu geniefien, wir wollen sie nicht weiter betrachten.

Es stellt sich die Frage nach Kriterien zur Existenz uneigentlicher Integrale.

Satz 2.5 (Vergleichstest) Sei f:[0,00

~—

— R stetig. Es gebe o > 1 und R > 0 mit

|f(z)] < fiir alle x > R,

e

wobei C' < oo Konstante. Dann konvergiert das unbestimmte Integral fooo f(z)dz.
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BEWEIS: Sei zunéchst f > 0. Dann gilt fiir alle b € [R, c0)
b
0 < / f(x)dx
0

< [ [ S

R 0
< / f(x)dm—{—C’/ d—i<oo.
0 R T

Die Funktion F(b) = fé’ f(z) dz ist monoton wachsend und nach oben beschriankt, also kon-
vergiert das Integral mit b — oco. Hat f : [0,00) — R kein Vorzeichen, so betrachten wir

fH(z) = max(f(x),0) und f~(z) = —min(f(z),0).

Die Funktionen f* sind stetig und erfiillen die Abschitzung
+ c ..
0< f5(z) <|f(z)| < — fiirallex > R.
x

Also existieren die uneigentlichen Integrale von f*. Aber f(x) = f*(z) — f~(z), somit

/Obf(x)dxz/Obf+(x)dx—/0bf‘(x)dx,

und die gewiinschte Konvergenz fiir b — oo folgt. O

Beispiel 2.11 Als letztes Beispiel betrachten wir die Funktion

T sinx

f: [5,00)—)1& f(z) = st

Wir kénnen Satz 2.5 nicht direkt anwenden, denn es gilt nur |f(z)| < 1/z, wir brauchen
aber eine Potenz grofler als Eins. Der Trick ist, die Konvergenz durch partielle Integration zu
verbessern: es gilt

b1 1= 1
inx —dr = |(— — - — —— | dz.
[zrsma:$ x [( cosa:)xL:72r /27( cosx)( x2) x

Das rechte Integral erfiillt die Abschitzung aus Satz 2.5 mit @ = 2 > 1, also konvergiert es
fiir b — oco. Wir erhalten

[ 0o
. sin COS T
lim dr = — 5 dr € R.
b—o0 % €T ™ x

Meistens wird das Integral von % auf [0,00) genommen. Im Nullpunkt gibt es aber kein
Problem, denn dort konvergiert die Funktion gegen Eins. Fiir die Frage der Konvergenz des
Integrals spielt der Anfangspunkt also keine Rolle.

62



Kapitel 5

Approximation von Funktionen

Sei f : I — R eine gegebene Funktion. In diesem Kapitel geht es um die Frage, ob oder
wie die Funktion f durch einfache Funktionen approximiert werden kann. Dabei besteht
die Klasse der einfachen Funktionen entweder aus Polynomen (Brook Taylor 1712) oder aus
trigonometrischen Polynomen (Baptiste Fourier 1822).

1 Taylorapproximation

Bevor wir in die Materie einsteigen zeigen wir folgendes Hilfsmittel.

Satz 1.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei o : [a,b] — [0,00) stetig und nicht
die Nullfunktion. Zu jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R gibt es dann ein £ € [a,b] mit

[ rwewrar =1 [ pwa

BEwEIS: Nach Voraussetzung ist f: o(x) dx > 0. Wir betrachten die normierte Funktion

© b
p=——"—, also / o(z)dr = 1.
fab o(x) dx a

Sei nun m = minge; f(z) und M = maxge; f(x). Wegen ¢ > 0 gilt m¢ < fp < M@, und
durch Integration folgt

m = / ' () dz < / ' fla)p(e) dr < / ' Mp(a) de = M.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a, b] mit

b ) - ) b
f(€) :/a f(@)p(z) do = W/a f(@)p(z) da.
O]

Jetzt zur Taylorentwicklung. Auf einem offenen Intervall I betrachten wir eine Funktion
f € CK(I), das heiit f hat stetige Ableitungsfunktionen fU . T — R der Ordnung j =
0,1,...,k. Die Idee der Taylorentwicklung ist es, die Funktion f(z) mit einem Polynom zu
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vergleichen, das mit f(x) an einer festen Stelle xy ,,von hoherer Ordnung® {ibereinstimmt.
Genauer betrachten wir

i O (2

j=0

Das ist das k-te Taylorpolynom von f im Punkt xg, es hat die Eigenschaft

2 (¢~ . (1.1)

- ko r() i 4 ‘
POo) = 3 T (Y (o )y = @) i i =0,k

= J! dx

=j16;

Die Differenz zwischen der Funktion f(x) und ihrem Taylorpolynom Pj(z) bezeichnet man
als das Restglied k-ter Ordnung, also

Ri: I —R, Ri(zx)=f(x)— Py(z). (1.2)

Der Knackpunkt ist nun die Abschéitzung dieses Restglieds und damit eine Aussage dariiber,
wie gut das Polynom P, die Funktion asymptotisch fiir x+ — xz¢ approximiert. Fiir die
Abschitzung leiten wir eine Darstellung des Restglieds nach Lagrange! her.

Satz 1.2 (Taylorentwicklung) Sei f € C**Y(I) fir ein k € Ng und xg € I. Dann gilt die
Lagrange-Darstellung des Restglieds: zu jedem x € I ¢ibt es ein & zwischen xg und x mit

FED(E)

CE @)1 (1.3)

By(z) = f(z) - Pp(z) =

BEWEIS: Wir zeigen erst die folgende Darstellung von Cauchy.

z r(k+1)
0= [T yta (1.4)

Fiir k£ = 0 gilt das nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:
xX
Ro(w) = f(a) = flao) = [ f@)dy
o
Fiir £ > 1 folgt per Induktion, mit Formel (1.4) fiir £ — 1 statt k,

(k) T x  rk) (k) "
: k(' ool - / (i —(1{))! (e )iy k;(' @ o)t

Rk({L‘) = Rk,1<l‘) —

Durch partielle Integration erhalten wir nun

k-1 r—y k
[ romte i = [ [ reom
*) (g (k1) (
- D —ws [ 0 fk!%x—y)’f(y)dy.

! Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
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Einsetzen liefert (1.4). Die Darstellung (1.3) von Lagrange folgt mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung. Im Fall > 2¢ nehmen wir p(y) = (z — y)*¥ > 0, es folgt

(k+1) e (k+1)
Rute) = T8 [ty = T - o,

Der Fall z < g folgt analog. O

Mit Satz 1.2 kann man das Restglied abschétzen, wir zeigen das an folgendem
Beispiel 1.1 Betrachte die Funktion f(z) = (1 — x)~ /2, mit Ableitungen
/ 1 -3/2 " 3 —5/2
fla) =50 -2 wnd )=S0 )

Es gilt f(0) =1 und f’(0) = 1/2, also lautet das Taylorpolynom der Ordnung Eins in zy = 0

Pi(@) = f(0)+ F (O =1+ 3z,

mit der Lagrange-Restglieddarstellung im Fall > 0
3

PO 30 g% fincing c 0.2].

R1 (.CI?) =

Daraus ergibt sich eine Aussage zur Relativitdtstheorie. Und zwar folgt fiir die relativistische
Energie eines Teilchens mit Ruhemasse mg und Geschwindigkeit v, wenn wir 8 = v/c setzen,

2 "
_ Mmoec 2 15 f(€) 4)_ 2, 1 2
E—i\/ﬁ = mgcC (l-i- 2,3 +72 B%) = moc” + 51Mov + AE.

Der erste Term ist die Ruheenergie, der zweite ist die klassische kinetische Energie Ej;,. Fir
den relativistischen Korrekturterm AFE ergibt sich die Abschitzung

AE _ moc®f"(€)B*/2

— £ 2 122\ 2 s
Fon ~ morta J @F =[BT <0,008 fir 50,1

Bei Geschwindigkeiten v < ¢/10 betrigt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Jetzt dndern wir die Zielsetzung: Es geht uns nicht um das asymptotische Verhalten fiir
T — xg, sondern um die Approximation einer Funktion f : I — R in allen Punkten = € I.
Wir nehmen dazu an dass f unendlich oft differenzierbar ist, dann kénnen wir fiir festes
xg € I die Folge der Taylorpolynome betrachten:

FrG) .
Py(z) = Z / j('xo)(ac —xp)) firk=0,1,2,....
3=0 ’

Wir interessieren uns dafiir ob die Py(z) mit & — oo gegen die Funktion f(x) konvergieren.
Wenn ja so haben wir die Darstellung als Reihe

0 £(5) (4 .
) = Jim Pulo) = S Lo o — ).
Jj=0
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Dies ist die Taylorreihe von f mit Zentrum xzy. Nach Definition des Restglieds Ry(x) =
f(x) — Pg(zx) gilt offenbar folgende Aussage:

© () (g |
> e i R o (15)

Es gibt Funktionen die unendlich oft differenzierbar sind, aber nicht durch die Taylorreihe
dargestellt werden, das heifit das Restglied Ri(x) geht nicht gegen Null. Es gibt sogar viele
solche Funktionen. Hier aber ein paar positive Beispiele.

Beispiel 1.2 Fiir die Exponentialfunktion gilt expl)(0) = 1 fiir alle j € Ny, also ist die
Taylorreihe mit Zentrum xzg = 0 gleich
o0 2

=1+ ,+—+

=0

Wir haben die Exponentialfunktion genau durch diese Reihe definiert, siche Satz 3.1. ALso
wird exp fiir alle x € R durch diese Taylorreihe dargestellt.

Beispiel 1.3 Fiir die Kosinusfunktion haben wir

cos)(0) = (=1)° fir j = 2,
0 fiir j = 27 + 1.

Somit ist die Taylorreihe des Kosinus

(-1)" o5 a?
eyt Tl T T

Auch der Kosinus wird fiir alle x € R durch diese Taylorreihe dargestellt, dies wurde schon
in Satz 4.3 gezeigt.

Beispiel 1.4 Fir f(x) = log(1 + ) ist f(0) = 0, und wir berechnen wir per Induktion
D(z)=(-1Y"'G-1)! Q+2)7 fiirj>1.
Also gilt £9)(0) = (=1 ) L(j — 1)! fiir j > 1, und die Taylorreihe im Punkt z¢ = 0 lautet

j—1 2 3

oo
B (-1) ;T T
—Z ; x—l 2+3ZF....

j=

—_

Wir zeigen: fiir z € [0, 1] wird f(z) durch die Taylorreihe dargestellt. Und zwar gibt es nach
Satz 1.2 ein £ € [0, z] mit
FE) sy

Es gilt |fFH1(€)| = k(1 + €)~*+D) < k!, also folgt
k+1

T 1
— _— fii .
|f(z) ()|*k+1*k+1_>0 ir kK — oo

Tatséchlich wird f(z) = log(1 + x) auch fiir x € (—1,0) durch die Taylorreihe dargestellt.
Aber unser Argument liefert das nicht.
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2 Darstellung von Funktionen durch Reihen

Viele Funktionen in der Analysis konnen als unendliche Reihen definiert beziehungsweise
dargestellt werden, zum Beispiel kennen wir schon die Taylorreihe. Hier geht es darum, wie
man mit solchen unendlichen Reihen umgehen kann.

Definition 2.1 Seien a,, € R fiir n € Ng. Die Reihe mit den Gliedern a, ist die Folge
So=ag, S1 =ag+ a1, So =ag+ a1 + ao, ..., bzw. allgemein

n

Sn = Zak fiir alle n € Ny.
k=0

Die Reihe heif$t konvergent mit Wert S € R, wenn S, gegen S konvergiert:

Die Zahl S,, heifit n-te Partialsumme der Reihe. Oft schreibt man die Reihe in der Form
ag + a1 + as + ..., oder einfach ZZO:O ag, egal ob die Reihe konvergiert oder nicht.

Beispiel 2.1 Die Reihe 5 + 5 + 5 + ... baw. D22, ﬁ Es gilt

1 1 1 1 2 1 1 1 3
Si=—F=2, So=——+-—=-, S3= =—,....
12 7 1-2+2-3 3 P TI12 a3t AT

Durch Induktion folgt S,, = —2=. Also ist die Reihe konvergent mit Wert "7, 0 +1) =1

Fiir konvergente Reihen Y 72 jap und > 27 bx und A\, pu € R ist auch > 27 (Aap + pby)

konvergent, und es gilt
o o0 oo
Z()\ak + pby) = )\Zak + ,UZ by
k=0 k=0 k=0

Dies ergibt sich aus dem entsprechenden Satz fiir Folgen. Durch Abéndern, Hinzufiigen oder
Weglassen von endlich vielen Summanden #ndert sich nichts an der Konvergenz/Divergenz,
nur der Wert der Reihe &ndert sich. Zum Beispiel haben wir

o0 o0

m m n—1 n—1
Zak:Zak—Zak m;gj Z = k—Zak. (26)
k=n k=0 k=0 k=0 =0

Wie bei Folgen kann der Anfangsindex einer Reihe statt & = 0 auch eine andere Zahl sein.

Beispiel 2.2 (Geometrische Reihe) Fiir die geometrische Reihe gilt bekanntlich

= & 1 —gntl 1
;Ox TLILH;OZQJ nl;ngo i g fir |z < 1.

Fiir |z| > 1 konvergiert die Reihe nicht, das ergibt sich aus dem Nullfolgentest (siehe unten).
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Im allgemeinen kann eine Reihe nicht einfach ausgerechnet werden. Stattdessen gibt es Tests,
mit denen die Konvergenz gezeigt oder widerlegt werden kann, abhéngig von den a,. Die
folgende Aussage ist von diesem Typ.

Satz 2.1 (Nullfolgentest) Ist > .- ai konvergent, so folgt limy_, ar = 0.

BEWwEIS: Nach Annahme ist die Folge der Summen S, = Y, a; konvergent mit einem
Grenzwert S, also folgt a, = S, — Sp—1 = 5 -5 =0. O

Beispiel 2.3 Fiir die geometrische Reihe (siehe oben) gilt a; = z*. Fiir |x| > 1 ist also
lax| = |z|* > 1, die Reihe kann nicht konvergieren.

Beispiel 2.4 (Harmonische Reihe) Die Bedingung ay — 0 ist nicht hinreichend fiir die
Konvergenz, zum Beispiel ist > ;- ; 1/k = co. Betrachte dazu fiir m € Ny die Teilsumme iiber
die k mit 2™ < k < 2™FL Sie enthilt 2™+ — 2™ = 2™ Summanden, jeder von diesen ist
mindestens 1/2™*!. Damit ist die Teilsumme mindestens

1 1

m .

2m+l 27
Fiir jedes m € Ny haben wir so eine Teilsumme, die Reihe geht also gegen Unendlich.

Wir wollen nun hinreichende Kriterien angeben, und beginnen mit einem einfachen Fall.

Satz 2.2 (Reihen mit nichtnegativen Gliedern) FEine Reihe Y ,—,ar mit aj > 0 kon-
vergiert genau dann, wenn die Partialsummen S, = Y"'_, ar nach oben beschrinkt sind.

BEWEIS: S, ist monoton wachsend, die Behauptung folgt aus Satz 2.5 (Kapitel 2). O

Ein ziemlich effektives Kriterium ist der

Satz 2.3 (Integralvergleichstest) Sei f : [1,00) — [0,00) monoton fallend. Dann konver-
giert die Reihe Y72 | f(k) genau dann, wenn floo f(x) dx konvergiert.

BEWEIS: Sei k > 2. Fir k —1 <z <k gilt f(k) < f(z) < f(k —1). Durch Integration folgt

2
f(k) < kilf(ﬂf)dw < f(k—=1).
Jetzt summieren wir iiber k = 2,...,n. Es folgt
n n—1
> 119 < [ fayde <3 10

Konvergiert das Integral, so ist die linke Summe nach oben beschréinkt und die Reihe kon-
vergiert nach Satz 2.2. Ist andererseits die rechte Summe nach oben beschréinkt, so ist das
Integral als Funktion der oberen Grenze monoton wachsend und nach oben beschrénkt, also
konvergent. O

Beispiel 2.5 Die Funktion f(z) = x® ist nichtnegativ, und fiir o < 0 monoton falllend

auf [1,00). Das Integral floo x® dx konvergiert genau fiir a < —1, siehe Beispiel 2.7. Somit
konvergieren auch die Reihen ) ;2 , k¢ genau fiir o < —1.
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Satz 2.4 Falls )"~ |ax| < 0o, so konvergiert auch die Reihe Y - ax und es gilt
oo
D
k=0

Bezeichnung. Man nennt eine Rethe Y ;- ai absolut konvergent, wenn Yy ;2 ag| < oc.

< Z |a|. (2.7)
k=0

BEWEIS: Sei az = max(ay,0), a;, = —min(ag,0). Dann ist af >0 und a; +a, = |agl, also
n n n [o¢]
ST TSI SUNTES P
k=0 k=0 k=0 k=0

Nach Satz 2.2 sind Y 7 ja; und Y32 a; konvergent. Aber ay = a; — a;, also ist Y _po  ay
auch konvergent als Differenz von zwei konvergenten Reihen. Weiter folgt

[e.9] n n o0

E ag E ap| < lim E lag| = g lag].
n—0o0

k=0 k=0 k=0 k=0

= lim
n—oo

O

Satz 2.5 (Majorantentest) Es gelte |ax| < ¢, wobei Y o ,cx < 0o. Dann ist die Reihe
> pe o ar absolut konvergent.

BEWEISs: Die Summen Y, |ax| sind durch 77 ¢; < oo beschriinkt, also ist Y p-  |a]
konvergent nach Satz 2.2. O

Wie festgestellt ist die Reihe 1 + % + % + i + ... nicht konvergent, man kann aber zeigen
dass die alternierende Reihe 1 — % + % — i + ... konvergiert. Aus absoluter Konvergenz folgt
Konvergenz, aber nicht umgekehrt. Fiir unsere Zwecke ist absolute Konvergenz aber meistens
passend. Es gibt eine Reihe weiterer Tests fiir absolute Konvergenz, zum Beispiel das Quo-

tientenkriterium oder das Wurzelkriterium. Aber das ist eher ein Job fiir MathematikerInnen.

Wir haben bei der Taylorentwicklung bereits Reihen kennengelernt, die Grenzwerte
von Polynomen sind. Wir wollen nun die Konvergenz solcher Reihen untersuchen. Der
Einfachheit halber betrachten wir nur Reihen im Zentrum xy = 0.

Definition 2.2 (Potenzreihen) FEine reelle Potenzreihe ist eine Reihe der Form

oo
P(x) = Z arz®  mit ay, € R.
k=0

Unser Ziel ist, mit der Reihe eine Funktion P(z) zu definieren. Die Frage ist, fiir welche z
die Reihe konvergiert. Fiir z = 0 sind alle Summanden mit & > 1 gleich Null, damit gilt
P(0) = ag. Es kann passieren dass die Reihe fiir kein « # 0 konvergiert. Ein Beispiel ist
Sl g kFa® (verwende den Nullfolgentest), so eine Reihe ist nicht von Interesse. Sehr viel
schoner ist es bei der Exponentialreihe )7 z¥/k!, die konvergiert sogar fiir jedes z € R.
Die geometrische Reihe Y 72 zF konvergiert genau fiir € (—1,1). Allgemein kann die
Menge der x, fiir die eine Potenzreihe konvergiert und damit eine Funktion definiert, wie
folgt charakterisiert werden.
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Satz 2.6 (Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe P(z) = Y 30 ara® gibt es genau ein
R € [0,00], den Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:

. absolut konvergent  fiir |x| < R,
P(x) ist '
nicht konvergent fir |z| > R.
Bemerkung. Fiir |z| = R ist keine allgemeine Aussage maglich.

BEWEIS: Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz nach Satz 2.4, es kann also nur eine
der Alternativen eintreten. Daraus folgt die Eindeutigkeit von R. Zur Existenz definieren wir

R = sup{|x| : P(z) konvergiert} € [0, 00].

Fiir |z| > R ist offensichtlich P(z) nicht konvergent. Sei nun |z| < R. Dann gibt es ein zp mit
|zo| > |z|, so dass P(xg) konvergiert. Nach Satz 2.1 geht |az||zo|* gegen Null und ist damit
beschrinkt, also |ax||zo|¥ < M fiir alle k. Es folgt

e o = fa o (1) < 2 (121)" (28)

|0 |0l

Wir summieren iiber k. Rechts steht die geometrische Reihe mit Faktor |z|/|xo| < 1, diese
ist konvergent. Nach dem Majorantenkriterium ist die gegebene Reihe absolut konvergent.

Auf dem Intervall (—R, R) ist die Funktion P(z) = 3"3°, axz® nun definiert. Es stellt sich die
Frage, ob P(x) differenzierbar ist und wenn ja, ob wir P’(x) durch gliedweise Differentiation
berechnen kénnen: gilt

d o) o) d oY)

- k - el k _ k k—1

dr apt = dmakx = QT .
k=0 k=0 k=1

Dieser Frage sind wir schon bei der Exponentialfunktion begegnet. Allgemeiner haben wir
es mit dem Problem der Vertauschung von Grenzprozessen zu tun, und das ist nicht so einfach.

Seien f,, : I — R stetige Funktionen, mit f,(z) — f(x) fiir alle z € I.
(a) Ist dann die Funktion f : I — R stetig?
(b) Wenn ja, gilt dann [; f(z) dz = lim, 0 [; fn(2) da?
(c) Falls f](z) — g(z) fiir alle x € I, ist dann f(z) differenzierbar mit f'(z) = g(x)?

Leider heifit die Antwort erstmal nein, auf alle drei Fragen. Wir schauen mal Beispiele dazu
an, nur um zu sehen was so schiefgehen kann.

Beispiel 2.6 Die Funktionen f,(z) = arctan nx konvergieren fiir n — oo gegen

5 fiir z > 0,
flx)=4q-% firz<0,
0 fir x = 0.

Die Grenzfunktion ist nicht stetig im Punkt x = 0.
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Beispiel 2.7 Betrachte die Funktionen

n fir0<z<i,
fn(x)_{ "

0  sonst.

Es gilt f,(x) — 0 fiir alle z € R, die Grenzfunktion ist die Nullfunktion. Aber

1
1
lim fo(z)dr = lim —-n=1#0.

n—o00 J n—oo N

Beispiel 2.8 Betrachte f,(z) = (/2 4+ 22, also f,(z) = f(z) = |z] fiir n — co. Es gilt

1 fir z > 0,
fl(x) = T ako fr(z) =< -1 firz <0,

1
Vi T2 0 firz=0,

insbesondere lim,,_,~ f;,(0) = 0. Aber es gilt nicht f/(0) = 0, tatséichlich ist f(z) gar nicht
differenzierbar im Punkt z = 0.

Wir haben bisher punktweise Konvergenz betrachtet, also f,,(z) — f(x) bzw. f](z) — g(x)
fiir jedes einzelne x € I. Es stellt sich heraus dass sich die Probleme beheben lassen, wenn die
Funktionen besser konvergieren. Die Funktionen f, : I — R konvergieren gleichméiflig (oder
beziiglich der Supremumsnorm) gegen f : I — R wenn gilt

1fn = Fllz ZSgl;lfn(ﬂc)—f(x)\ — 0 mit n — co. (2.9)

Fiir jedes = € I folgt f,(z) — f(x), das heifit aus gleichméissiger Konvergenz folgt punkt-
weise Konvergenz. Aber nicht umgekehrt: bei gleichméfliger Konvergenz muss die maximale
Abweichung von f,(x) zu f(z) gegen Null gehen. In Beispiel 2.7 gilt f,(z) — 0, aber die
maximale Abweichung ist sup | f,,(z)| = n.

Satz 2.7 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit) Seien f, : I — R stetig. Falls
die f, gleichmdifig gegen f : I — R konvergieren, so ist f ebenfalls stetig auf I.

BEWEIS: Sei x, — xg € I gegeben, zu zeigen ist f(zr) — f(zo). Wir schétzen ab:

|f(zr) — f(xo)| [f (@) = fa(@r) + [fn(zr) = fu(zo) + | fu(zo) — f(20)]

[fu(2x) = fulzo)| + 21 fn = fllz-

<
<
Zu e > 0 wihle n mit || f, — f||1 < §. Da f, stetig gilt |fn(2x) — fnu(20)| < €/3 fiir k groB. O

Satz 2.8 (Vertauschung von Konvergenz und Integral) Seien f, : [a,b] — R stetig.
Falls die f,, gleichmiflig gegen f : [a,b] — R konvergieren, so ist f stetig und

b b
/ f(z)dz = lim Jn(x)dx.

71



BEWEIS: Die Stetigkeit von f gilt nach dem Satz davor. Die Standardabschétzung des Inte-
grals, siehe Satz 1.3, liefert

/abfn(a:)da: - /abf(:r) dx

b
[ () = @) da] < 1= 1106 - ) 0.

O

Satz 2.9 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung) Scien f, : I — R stetig dif-
ferenzierbar, und f, — f punktweise auf I. Falls die Folge f], gleichmdfSig gegen eine Funktion
g konvergiert, so ist f stetig differenzierbar mit f' = g.

BeEwEis: Fiir g € I gilt nach Satz 2.2, dem Hauptsatz,
Fule) = fulao) + [ ful€)de firallew € 1
o

Da f] gleichmiflig gegen ¢ konvergiert, folgt nach Satz 2.8 mit n — oo

xT

f(z) = f(xo) + / g(€)de  fiir alle x € 1.

o

Die Funktion g ist stetig nach Satz 2.7, es folgt wieder mit dem Hauptsatz f’ = g. O

Wir kommen jetzt auf die Potenzreihen zuriick. Die finale Aussage ist wie folgt.

Satz 2.10 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Sei P(z) = Y 3o, arz" eine Po-
tenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist P(x) auf dem Intervall (—R, R) differen-
zierbar, und die Ableitung kann gliedweise berechnet werden, das heift

P'(z) = Z kapz®=1  fir alle x € (—R, R). (2.10)
k=1

Dies folgt letztlich aus der Vertauschbarkeit von Ableitung und Grenzwert der Reihe, siehe
Satz 2.9. Allerdings sind dazu ein paar Schritte notwendig:

e zuerst wird gezeigt, das eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 lokal (also auf
Teilintervallen [—r,7] C (=R, R)) gleichméBig konvergiert. Dazu verwendet man den
Vergleich mit der geometrischen Reihe wie in Satz 2.6.

e Dann zeigt man, dass die gliedweise differenzierte Reihe Q(z) = Y32, kagz®~! densel-
ben Konvergenzradius R hat. Das geht wieder mit einem Vergleich wie in Satz 2.6.

e Aus den ersten beiden Schritten folgt, dass die Reihe Q(z) lokal gleichm#8ig konvergiert.
Damit ldsst sich Satz 2.9 anwenden.

Wir verzichten auf die Details, und machen stattdessen eine Anwendung.

Beispiel 2.9 Fiir z € (—1,1) C R gilt die Reihendarstellung

> :Ck'H :CZ xS
1og(1+x):Z<—1)kk+1:x—5+§—+.... (2.11)
k=0
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Und zwar folgt mit der Formel fiir die geometruische Reihe

1 oo
log(14z) = =) (—=Dkz* i z € (—1,1).

1+ Pt

Die geometrische Reihe konvergiert gleichméBig auf dem Intervall [0, z], also kénnen wir Satz
2.8 anwenden und das Integral mit der Reihe vertauschen:

v ody /xoo k, k c- k/x K S Rt
log(l1+2z) = —_— = -1y dy = -1 Yy dy = -1 .
(1+x) AT A kZ:O( ) kZ:O( ) ; kZ:O( T

3 Schwingung mit Dampfung

Bei der Herleitung der hamonischen Schwingung waren wir von der Gleichung mu” + ku = 0
ausgegangen. Der rechte Term stellt die elastische Kraft dar, der linke ergibt sich aus dem
dynamischen Grundgesetz. Hier betrachten wir die Verallgemeinerung

mu" 4+ ru’ + ku = 0. (3.12)

Der mittlere Term stellt eine Reibungskraft dar, wir nehmen hier an dass m,r, k > 0. Man
kann sich vorstellen, dass zum Beispiel eine elastische Feder durch Lagerung in Ol geddmpft
wird oder so. Wir betrachten zunichst den Fall dass keine duflere Kraft wirkt, die rechte
Seite der Gleichung ist also Null. Die Gleichung (3.12) ist linear, das heifit fiir zwei Losungen
u(t) und v(t) sind alle Funktionen Au(t) 4+ po(t) fiur A\, u € R wieder Losungen.

Eine zentrale Tatsache bei der harmonischen Schwingung war die Eulersche Formel,
wonach die reellen Losungen cost und sint die komplexe Losung e liefern und umgekehrt.
Diese Idee spielt auch hier eine Rolle: eine komplexe Losung der Gleichung ist eine Funktion
w(t) = u(t) + iv(t) mit

mw” 4+ rw’ + kw = 0.

Dabei werden die Ableitungen komponentenweise gebildet, also w’ = v/ + 7' und w” =
u” + iv"”. Die Gleichung ist somit gleichbedeutend mit dem System

mu” +ru' +ku = 0, (3.13)
mv" +rv' +kv = 0. (3.14)

Aus der komplexen Losung w(t) = u(t) + iv(t) erhalten wir die beiden reellen Losungen
u(t) =Rew(t) und wo(t) =Imw(t).
Wir suchen nun komplexe Losungen von (3.12) mit dem Ansatz
w(t) =e  mit \=a+if €C.

Um die Ableitung zu berechnen, schreibe w(t) = e*e’* und verwende die Produktregel.

Damit folgt w’(t) = AeM und w”(t) = A2eM, es ergibt sich

0= (mA2 + A+ k).
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Wegen |eM| = e > 0 muss A Losung der folgenden quadratischen Gleichung sein:
k
PRI WA} (3.15)
m m

Durch Riickverfolgen der Rechnung sieht man: e ist eine komplexe Losung wenn A die
Gleichung (3.15) erfiillt. Die Diskriminante der Gleichung ist

<L)2 _k = L(r2 — 4mk).

2m m  4m?

Je nach Vorzeichen ergeben sich drei Falle:

Kriechfall 72 — 4mk > 0 Dann hat (3.15) die beiden reellen Losungen

1
)\172:%(—7":& T2—4km)<0.

Beide Funktionen u o(t) = eM2t sind fallend und konvergieren fiir ¢ \, co gegen Null.

aperiodischer Grenzfall r? — 4mk = 0.

Dann hat (3.15) die eine reelle Losung A = —5-, die Funktion u;(t) = e ist wieder
fallend und konvergiert gegen Null. Es gibt aber die weitere Losung us(t) = tug(t), denn mit
ub = tu} +ug und uf = tuf + 2u) folgt

w vy ko, K ;T
Uy + —Uy + —ug =t u] + —uy + —uy ) + 2uy + —uy.
m m m m m
Die Klammer ist bekanntlich Null, und weiter gilt
2uy + Lul = M (2)\ + L) =0.
m m

Man kann ug(t) auch herleiten durch einen Grenziibergang von Fall 1, wo die beiden Eigen-
werte zusammen kommen. Es gilt

up(t) = e 7 (= o

t+1)

2m

also ist diese Losung wachsend fiir ¢ < 2m/r und fallend fiir ¢ > 2m/r mit Grenzwert Null.

Schwingfall r? — 4mk < 0.
Wir setzen 72 — 4mk = —4m?v? mit v > 0, dann hat (3.15) die komplexen Lésungen

A9 = _ =+ .
’ 2m
Die zugehorigen komplexen Lésungen sind
wi2(t) = e aml et
Durch Ubergang zu Real- und Imaginérteil ergeben sich die reellen Losungen

w(t) =e "zt cosvt und v(t) = e 2m! sinvt.
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Die Losungen beschreiben eine Schwingung mit Frequenz

o ()
v=4l——(—].
m 2m
Die Amplitude ist e~ 2m?, sie ist monoton fallend und geht gegen Null mit ¢ * .

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Gleichung 3.12) zu gegebenen Anfangsdaten eindeu-
tig losbar ist. Dass eine Losung zu gegebenen Anfangsdaten existiert folgt aus den
Rechnungen oben, denn die jeweiligen Anfangswerte der Losungen bilden eine Basis des R?:

Kriechfall : ( Zigg; §Z§8§ > = < )\11 )\12 )
Grenzfall : ( Zigg; Zzggg > B < i\ (1) )

samingtl: (0 oty ) = (v

T 2m

Alle Anfangsbedingungen lassen sich durch Linearkombination realisieren.

Angenommen wir haben auf einem Intervall I mit 0 € [ zwei Losungen wujo(t) der
Gleichung (3.12) mit denselben Anfangsdaten. Durch Subtraktion erhalten wir eine Losung
u(t) mit Anfangsdaten Null, wir miissen zeigen dass wu(t) die Nullfunktion ist. Dazu
multiplizieren wir die Gleichung mit «/(¢) und integrieren auf [0,T]. Es gilt

/ o ) dt = / S 2 a = ™y
0 2, dt 2 ’
T

, E (T d k
/0 (e (1) dt = /0 Loty dt = Su(T).

Hier haben wir «(0) = 0 und «/(0) = 0 benutzt. Es ergibt sich
k T
(1) + S()? + 7“/ W (H)2dt = 0.
2 2 0
Unter den Annahmen m, k,r > 0 folgt u(t) = 0 auf [0, 7. Die Eindeutigkeit kann auch ohne
diese Annahmen gezeigt werden, aber darauf verzichten wir hier.

Wir kommen nun zur inhomogenen Gleichung, das heiit wir betrachten sogenannte
erzwungene Schwingungen. Uns interessiert erst der Fall einer periodischen rechten Seite
f(t) = ce™*. Die komplexe Gleichung ist gleichbedeutend mit den beiden reellen Gleichungen
zu f1(t) = ccoswt und fa(t) = esinwt. Die Vermutung ist nun dass eine Losung existiert
mit der gegebenen Periode w, man stellt sich vor dass sich der Oszillator nach einem
Einschwingvorgang auf die gegebene Frequenz einstellt. Wir machen also den Ansatz

iwt

w(t) =oe mit o = o(m,r, k,w).

Die Amplitude o hingt also nur von den Daten ab, nicht von der Zeit. Mit dem Ansatz gilt

t

w'(t) = iwoe™  und  w’(t) = —wloe™t.
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Die inhomogene Gleichung lautet also

—mw?oe™t +irwoe™t + koe™t = ce™t.

Kiirzen von et und Auflésen nach o liefert

C C

c=—" =2
k —mw? + irw z

Durch Zuriickverfolgen sieht man, dass diese Formel eine Losung der inhomogenen Gleichung
liefert. Um das Ergebnis zu interpretieren erweitern wir mit Z und schreiben

z .
0=c— = cae ™.

|22
Dabei bezeichnet man « > 0 als den Verzerrungsfaktor, es ergibt sich

1 1
T E = mw?)? + 2w

Die Zahl wd € R heifit Phasenverschiebung, sie ist gegeben durch

e — ﬁ = a(k — mw? + irw).
z

Losen wq(t) und ws(t) die inhomogene Gleichung, so ist w(t) = wi(t) — wa(t) Losung der
homogenen Gleichung. Somit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

w(t) = cae™ =0 £ (1),
wobei wp(t) Losung der homogenen Gleichung. Diese Losungen wurden oben bestimmt.

Wir wollen jetzt die Funktion a(w) studieren, also die Abhingigkeit des Verzerrungs-
faktores von der Frequenz. Es ist praktisch folgende charakteristischen Gréfien einzufiihren:

wy = w/% Figenfrequenz des ungedéampften Oszillators
v o= % — % Figenfrequenz des geddampften Oszillators

Wir machen jetzt eine kurze Kurvendiskusssion der Funktion a(w). Es gilt a(0) = 1, und fiir

w Moo
1 1

mw? /1 +r2/m2w? — 2k /mw?

Weiter berechnern wir die Ableitung

a(w) =

d
0 = — a(w)?(mPw' + (1% — 2mk)w?® + k?)
w
2 /
= S(E:;) + a(w)2(4m2w3 +2(r% — 2mk)w).
Nach Umstellen haben wir
1

o (w) = §a(w)3(4m2w3 +2(r% — 2mk)w).
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Somit ist o/ (w) = 0 genau fiir w = 0 und fiir

k r2 \/ , 12
w=4\———5={/wj — — = wi.
m  2m? 0 2m2 !
Genauer ist o/ (w) < 0 fiir w > wy und o (w) > 0 fiir 0 < w < wq, das heifit bei w = wy ist ein
globales Maximum. Der Maximalwert ist

a(wy) = _ 1

k _
m 4m?

Fiir r > 0, also wenig Ddmpfung, ist dieser Wert asymptotisch zu wg/r, insbesondere geht er
fiir r \( 0 gegen Unendlich. Das beschreibt die sogenannte Resonanzkatastrophe.

4 Fourierappoximation

Bevor wir dieses Thema behandeln brauchen wir einige Dinge zur Linearen Algebra.
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Kapitel 6

Lineare Algebra

1 Vektorriaume

Ein Vektorraum (genauer R-Vektorraum) ist eine Menge V', auf der eine Addition und eine
Skalarmultiplikation gegeben sind:

VxV =V (vyw)—v+w (Vektoraddition)
RxV =V (A\v)—= (Skalarmultiplikation)

Dabei werden folgende Rechenregeln verlangt:

(V,+) ist eine additive Gruppe:

(u+v)+w = u+(v+w) (Assoziativgesetz)
vtw = w4 (Kommutativgesetz)
v+0 = wvfirallev (Nullvektor)

v+ (-v) = 0 (inverses Element).

Weitere Rechenregeln fiir alle v,w € V und A\, p € R:

Apv) = (A

l-v = v
AMv+w) = v+ Aw
A+ p)v = v+ p.

Aus dieser Liste lassen sich alle weiteren Rechenregeln herleiten. Zum Beispiel folgt, dass der
Nullvektor 0 € V' eindeutig bestimmt ist. Das zentrale Beispiel fiir uns ist natiirlich der R"
mit der komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation:

1+ Y1 AT
r+y= : , Ar = : ,  wobeiz,y € R" A €R.
Tn + Yn ATy,

Im R"™ hatten wir die Regeln bereits in Kapitel 1, Abschnitt 4, formuliert.
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Ein zweites wichtiges Beispiel ist der Vektorraum F(M) aller Funktionen f : M — R, dabei
ist M irgendeine Menge. Die Addition und Skalarmultiplikation sind wie folgt:

f+rgeF(M) (f+g)(x) = [flx)+g(x)
Afe F(M)  (Af)x) = Af(z).

Der Nullvektor ist die Nullfunktion, also f(x) = 0 fiir alle z € M. Das zu f inverse Element
ist die Funktion —f, also (—f)(xz) = — f(x). Es ist leicht die obigen Regeln zu verifizieren.

In Kapitel 1.4 hatten wir bereits das Konzept des Unterraums im R" ein wenig dis-
kutiert, speziell fiir Geraden oder Ebenen. Hier die allgemeine Definition.

Definition 1.1 (Untervektorraum) Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Menge X C V' heifst
Untervektorraum, wenn 0 € X und wenn folgende Regeln gelten:

z,yeX = x+yeX
reX,AeR = relX.

Bemerkung. X ist dann selbst ein R-Vektorraum, mit den Operationen + und - von V.
Beispiel 1.1 Sei X die Menge aller Losungen = = (21, 72, 23) € R der Gleichung !

x1 + 229 — 23 = 0.
Der Nullvektor gehort dazu, und mit x,y sind auch = 4+ y und Az Losungen:

r1+y1+ 2@ +y2) — (23 +y3) = x1+2w2—23+y1 +2y2 —y3 =0,
Az + 2 xe — Axz = Axq + 229 —23) = 0.

Also ist X ein Untervektorraum des R3. Dagegen ist die Losungsmenge der Gleichung
T+ 2x0 — 23 =3

kein Untervektorraum. Das ergibt sich schon daraus, dass der Nullvektor nicht dazugehort.
Auch 16sen = + y sowie Az (aufer fiir A = 1) nicht die Gleichung.

Beispiel 1.2 Fiir jedes v € V ist die Menge
R-v={ v:XeR}
ein Untervektorraum.

Beispiel 1.3 (Die Riume C*(I)) Sei I C R ein Intervall. Dann ist der Raum der stetigen
Funktionen C°(I) ein Untervektorraum des Raums F(I) aller Funktionen auf I. Denn die
Nullfunktion ist stetig, und nach Satz 2.8 in Kapitel 2 gilt

f,g stetigauf I = f + g stetig auf 1
A €eR, fstetigauf I = Af stetig auf 1.

! Zur Notation: aus Platzgriinden schreiben wir Vektoren & € R™ im Text als Zeilen, in eingeriickten Formeln
dagegen als Spalten. Es sollte keine Missverstdndnisse geben.

79



Nach Satz 1.2 in Kapitel 3 ist die Summe von differenzierbaren Funktionen wieder differen-
zierbar mit (f + g)'(x) = f'(z) + ¢'(z), ebenso (Af) (x) = A\f'(z). Es folgt, dass auch der
Raum C'(I) der stetig differenzierbaren Funktionen ein Unterraum ist, sowie allgemeiner
C*(I) fiir k € N und C*(I). Wir haben also eine Sequenz von Unterriumen

C®()c...cC*I)c...cCc*I)c %) c F).

Beispiel 1.4 (Lésungsraum einer linearen Differentialgleichung) Sei I C R ein In-
tervall, und es seien ag,a; € C°(I) gegeben. Betrachte

X ={fecCI): f'(t) +ar(®)f'(t) + ao(t) f(t) = O fiir alle t € I}.

Losen f und g die Differentialgleichung, so auch f 4 g und Af. Daher ist X ein Untervektor-
raum von C2(1).

Beispiel 1.5 (Durchschnitt von Unterrdumen) Seien X;, i € I, Unterrdume des Vek-
torraums V. Dann ist der Durchschnitt der X;, also

X:ﬂ&CV
i€l

wieder ein Unterraum von V. Denn es ist 0 € X; fiir alle ¢ € I, und mit z,y € X; fiir alle
1 € I folgt auch z 4+ y € X; sowie Az € X; fiir alle ¢ € .

Im Gegensatz zum Durchschnitt X NY ist die Vereinigung X UY von zwei Unterrdumen im
allgemeinen kein Unterraum. Daher folgender Begriff.

Satz 1.1 (Summe von Unterrdumen) Sei V' ein R-Vektorraum, und X,Y C V seien
Unterrdume. Dann ist
X+Y={s+y:2ecX,yeY}

wieder ein Unterraum von V.

BEWEIS: X und Y enthalten beide den Nullvektor, also auch X + Y. Sind z1 = x1 +y1, 20 =
xa+y2 € X +Y, so folgt

stz = (Titz2)+ (0 +y2) €X+Y,
Az1 = A+ Ay € X +Y.

O

Definition 1.2 (direkte Summe) Zwei Unterriume X,Y C V heiffen komplementdr, bzw.
V' heif$t direkte Summe von X und Y (Notation: V =X @Y), wenn gilt:

X+Y=V und XnNY ={0}.

Beispiel 1.6 Betrachte im R? die Geraden

X:R.@ und YZR.@.
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Wir behaupten R? = X &Y wenn b # 0. Zuerst zeigen wir X NY = {0}. Ist v € X NY so

gibt es A\, p € R mit
1 a
v-A(O)—u<b) = p=0 = wv=0.

Sei nun v € R? gegeben. Wir suchen A, ;¢ mit

1 a v = A+ ua
=A &
° <0> o <b) v = pb.
Das gilt mit A = vy — Fvg und pu = %02, damit gilt R2 = X @Y.

Definition 1.3 (erzeugter Unterraum) Sei() # M C V. Der von M erzeugte Unterraum
oder Span von M (Notation: Span M ) ist die Menge aller x € V' der Form

T=Mx1+ ...+ Nz wobeix; € M, N\; e R, ke N. (1.1)
FEine (endliche) Summe wie in (1.1) heifft Linearkombination von x1, ..., k.

Wir wollen verifizieren dass Span M ein Unterraum ist. Den Nullvektor kriegen wir mit 0 =
0-x € Span M fiir irgendein x € M. Seien z,y € Span M. Wir kénnen annehmen, dass z,y
Linearkombinationen derselben Menge z1,...,zzinM sind, sonst vereinigen wir die beiden
Mengen und setzen die zusétzlichen Koeflizienten gleich Null. Sei also x = Ajx1 + ... + A\pxk
und y = p121 + ... + prxg. Dann folgt

r+y = (M +p)zr+...+ (A + px)zk € Span M,
ar = (ai)z1+...+ (aXg)zr € Span M.

Damit sind die Unterraumkriterien gezeigt. Enthélt ein Unterraum X C V' die Menge M, so
enthélt er schon ganz Span M C X. Somit ist Span M der Durchschnitt aller Unterrdume, die
M enthalten. Verwenden wir diese Charakterisierung im Fall M = (), so folgt Span() = {0}
als sinnvolle Festsetzung.

Definition 1.4 (endlichdimensional) Eine Vektorraum V  heifit endlichdimensional,
wenn es eine endliche Menge M C V' gibt mit V. = Span M. Andernfalls heifit V' unend-
lichdimensional.

Beispiel 1.7 (Polynomraum) Eine Funktion P : R — R heifit Polynom vom Grad n, wenn
es Koeffizienten ag, ay,...,a, € R, a, # 0, gibt mit

P(x)=ap+ai1x+ ... +apz” fir alle x € R.

Der Grad n und die ag, . . ., ay, sind eindeutig bestimmt. Denn gébe es eine andere Darstellung
mit ggf. anderem Grad m, so ergibt sich durch Abziehen eine Darstellung der Nullfunktion als
Polynom vom Grad hochstens max(m,n). Nach Lemma 1.2 hat diese héchstens max(m,n)
Nullstellen, Widerspruch.

Sind P,Q Polynome vom Grad hochstens n mit Koeffizienten a;,b;, so sind P + Q
und AP ebenfalls Polynome vom Grad hochstens n, mit Koeffizienten a; 4+ b; bzw. Aa;. Somit
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ist die Menge P, (R) aller Polynome vom Grad hochstens n ein Untervektorraum von F(R).
Jedes Element von P, (R) ist Linearkombination der Monome 2% mit i = 0, ...,n, somit ist
der Raum endlichdimensional. Der Raum aller reellen Polynome

P®) = | Pu(®)
n=0

ist ebenfalls ein Unterraum von F(R). Denn die Summe von zwei Polynomen vom Grad
hochstens m bzw. n ist Polynom vom Grad hochstens max(m,n). Der Raum P(R) ist je-
doch nicht endlichdimensional: angenommen er ist Span der Polynome Pi(z) € Pp,(R) mit
i =1,...,r. Ist n > max;—1,_,n;, so ist P(z) = 2™ nicht als Linearkombination der P;
darstellbar. Denn sonst gibt es \; € R mit

" — Z AiP;j(z) =0 fur alle z € R.
i=1

Das Polynom hat den Grad n, kann also nur n Nullstellen haben, Widerspruch.

Definition 1.5 (lineare Abhingigkeit) Die Vektoren wvi,...,vx € V heiflen linear
abhdngig, wenn es Ai,..., \x € R gibt, die nicht alle Null sind und so dass

Av1 + ..+ Agup = 0.

Andernfalls heiffen vy, ..., v linear unabhdngig.

Bemerkung. Oft geht es darum nachzuweisen dass gegebene Vektoren v, ..., v, linear un-
abhéngig sind. Dazu muss folgende Implikation gezeigt werden:

MU+ ...+ =0 = A =...=X=0.

Beispiel 1.8 Sind die Vektoren vy, v2,v3 € R? linear unabhingig?

1 0 1
V1 = 2 , Vg = 2 , V3 = 4
3 1 4

Dazu ist zu klaren, ob die Gleichung A\jv1 + Aovg + Azvz = 0 von Null verschiedene Loésungen
A1, A2, A3 hat. Ausgeschrieben lautet die Gleichung

A1 +A3 0
201 +2X2 +4X3 = 0
3\ +XA +4A3 = O

Das System hat die Losung (A1, A2, A\3) = (1,1, —1), also gilt v; + v2 — v3 = 0. Die Vektoren
sind somit linear abhéngig.

Unser néchstes Ziel ist die Definition der Dimension eines Vektorraums. Anschaulich ist das
klar, eine Gerade hat Dimension 1, eine Ebene Dimension 2 etc. Eine allgemeine Definition
ist aber gar nicht so einfach, wir brauchen den folgenden Austauschsatz von Steinitz 2.

2Ernst Steinitz, 1871-1928
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Satz 1.2 (Austauschsatz) V sei durch vy,... vy, erzeugt, und x1,...,xp €V seien linear
unabhdngig. Dann gibt es vj,,...,v;, so dass V auch erzeugt wird durch x1,...,x) und die
vj mit j # j1,...,Jk- Insbesondere gilt k < m.

BeEwEIs: Induktion iiber k, wobei im Fall £ = 0 nichts zu tun ist. Sei nun V erzeugt durch
x1,...,TE—1 und die v; mit j # j1,...,jx—1. Der Vektor z; hat dann eine Darstellung

k—1
T = Z ;T + Z )\jvj.
=1

JFEJ k-1
Die A; sind nicht alle Null, sonst wéren z1, ...,z linear abhéngig. Sei \;, # 0, es folgt
1 k-1
Vi, = T (Ik - Z a;T; — Z )\jvj) . (12)
I i=1 GGl

Wir behaupten dass V' durch z1,...,2; und die v; mit j # ji,...,Jj, aufgespannt wird.

Schreibe dazu v € V als Linearkombinmation von z1,...,2;—1 und v; mit j # ji, ..., jg—1.
Falls vj, in der Darstellung vorkommt, ersetze es durch die rechte Seite von (1.2). Damit ist
der Satz gezeigt. O

Definition 1.6 (Basis) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Eine nummerierte
Menge vy, ...,v, € V heifit Basis von V, wenn gilt

(1) Span{vy,...,v,} =V
(2) v1,...,v, sind linear unabhdingig.

Bemerkung. Anderung der Reihenfolge ergibt eine andere Basis.

Satz 1.3 (Existenz einer Basis und Dimension) Jeder endlichdimensionale Vektor-
raum V' hat eine Basis, und je zwei Basen von V' haben gleichviele Elemente. Diese Anzahl
nennen wir die Dimension dimV wvon V.

BeEwEIs: Da V endlichdimensional ist, gilt V' = Span{v1,...,v,} fiir ein m € N. Nach dem
Austauschsatz hat eine linear unabhéingige Menge hochstens m Elemente. Seien x1, ..., Tk
maximal viele linear unabhéngige Vektoren, also k < m. Wir zeigen dass dies eine Basis ist.
Fiir jedes v € V ist v, x1, ...,z linear abhéngig, das heifit es gibt A, A1, ..., Ag nicht alle Null
mit

AU+ Ax1 4 ...+ Mgz = 0.

Es muss A # 0 sein, sonst wéren z1, ..., x; linear abhéngig. Es folgt
1
v = _X()\lxl + ...+ A\gzi) € Span{xy, ...,z }.

Also gilt V' = Span{zy,...,x}, und z1,...,z) ist eine Basis. Sei nun vy, ..., v, auch eine
Basis. Wegen Maximalitat folgt & > m, und damit & = m. O
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Beispiel 1.9 Im R"™ haben wir die Standardbasis
0

e, =1 1 firi=1,...,n.
0
Dabei steht die 1 an der i-ten Stelle. Es ist klar dass R™ = Span {e1, ..., e,}, denn

n
T = inei fiir jedes z € R™.
i=1

Andererseits sind die ey, ..., e, linear unabhingig, denn
n A1
O:Z)‘iei: = XN=0firi=1,...,n.
i=1 A
n

Die Dimension von R" ist somit gleich n, wie es sein sollte.

Beispiel 1.10 Sei X = {z = (21,22,22) € R : 3x1 + 22 + 3 = 0}. Wir behaupten, dass
folgende Vektoren eine Basis von X bilden:

Zunichst gilt v,w € X, und die Vektoren sind linear unabhingig:

“A—p
0=+ pw= 3A = A=upu=0.
3p
Weiter gilt fiir x € X die Darstellung
I -1 —1 z 2
2o | =X 3 |+pl O mit A= =2 und p = —.
3 3
T3 0 3
Beachte dabei 1 = —(z2 + x3)/3 wegen x € X. Also ist v, w eine Basis.

Beispiel 1.11 Die Monome P;(x) = 2%, i = 0,...,n, sind Basis des Raums P,(R) der
Polynome auf R vom Grad hochstens n. Denn zu P € P,(R) gibt es ag,...,a, € R mit

n
P = ZaiPZ- & Pr)=ay+az+...+apx™ fiir alle z € R.
i=0
Auflerdem sind die Monome linear unabhéngig, denn sei

ap+arx+...+a,x" =0 fiir alle x € R.

Dann verschwinden alle Koeffizienten, sonst hétte das Polynom hochstens n Nullstellen.
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Satz 1.4 (Dimension einer Summe) Fir endlichdimensionale Unterriume X,Y eines
Vektorraums V' gilt die Formel

dim(X +Y)=dimX +dimY —dim(X NY).

BEWEIS: Seien x1,...,z,, und yi,...,y, Basen von X bzw. Y. Wihle weiter eine Basis

v1,...,v; von X NY. Nach dem Austauschsatz, Satz 1.2, konnen wir annehmen dass
=y =v; firi=1,... k.

Wir zeigen, dass vi, ..., 0%, Thal, .-« Tm, Yk+1,- - -, Yn €ine Basis von X 4+ Y ist. Daraus folgt

dm(X+Y)=k+(m—k)+(n—k)=m+n—k=dmX +dimY —dim(X NY).

Es ist klar, dass die Vektoren X + Y aufspannen, zu zeigen ist die Unabhéngigkeit. Sei

k m n
U+x—|—y:0 WObei/I}:ZaiUiaw: Z )\Jx]7y: Z Keye-
i—1 j=k+1 t=k+1

Es folgt z = —v—y €Y, alsoist x € X NY. Es gibt dann S, ..., ; mit

k m
Zﬁivi =T = Z )\jl‘j.
i=1

Jj=k+1
Da vi,..., V%, Tht1,---,2m Basis von X ist, folgt A; = 0 (und f; = 0). Analog sehen wir
te = 0 und schliellich o; = 0. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit bewiesen. O

2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 2.1 (lineare Abbildung) Seien V,W R-Vektorridume. A:V — W heifst linea-
re Abbildung (Notation: A € L(V,W)), wenn gilt:

Alx +y) Ax) + Aly)  fiir alle z,y €V,
AAx) = MA(z) fir alle x € V, X € R.

Bei linearen Abbildungen schreibt man oft Ax statt A(x). Die Linearitdt bedeutet, dass A
mit beliebigen Linearkombinationen vertauscht:

AMxy + ..o+ Agzg) = MAx + o+ AgAxg. (2.3)
Beispiel 2.1 Die Abbildung A:V — W, Av =0 fiir alle v € V, ist linear.
Beispiel 2.2 Die Abbildung Idy : V — V, Idyv = v, ist linear.

Definition 2.2 Fir eine lineare Abbildung A :V — W definieren wir:
e Der Kern von A istker A={v eV :Av =0},

e Das Bild von A ist BildA = {Av:v e V}.
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ker A ist ein Unterraum von V: fiir x1,x2 € ker A und A1, A2 € R gilt
A()\lflfl + )\2562) = MAzx1 + X Axo =0, also A\1z1 + Aoxg € ker A.

Bild A ist ein Unterraum von W: fiir wi,ws € Bild A wihle vi,vo € V mit Avy = wy,
Ave = wo. Es folgt fiir Ay, Ao € R

Aw1 + Agwg = A1 Avy + AgAvg = A(Av1 + \gve) € Bild A.
Definition 2.3 (Projektion) P :V — V linear heifit Projektion, wenn P o P = P.
Satz 2.1 Ist P:V — V Projektion, so gilt V = Bild P @ ker P und P|gyqp = ldgiq p-
BEWEIS: Sei v € Bild P Nker P. Wahle z € V mit Pz = v, dann folgt

0= Pv=P(Pz)=Pzr=wv, alsoBildPnNkerP = {0}.

Sei nun v € V gegeben. Dann gilt v = v — Pv + Pv € ker P + Bild P, denn P(v — Pv) =
Py — P(Pv) = Pv— Pv=0. Ist w= Puv so folgt Pw= P(Pv) = Pv=w. O

Beispiel 2.3 (Projektion) Sei V =X @Y. Jedes v € V hat also eine Zerlegung v =z +y
mit z € X und y € Y. Diese Zerlegung ist eindeutig, denn ist 1 +y; = 2 +y2 mit 12 € X
und y;2 € Y, so folgt

T1— T2 =Y — Y1 EXﬂY:{O},

also 1 = x5 und y; = yo. Wir erhalten damit eine Abbildung
P: VX Pv=x firv=x+y.
Die Abbildung P ist linear, denn fiir vy 2 = x12 + y1,2 ergibt sich
P(vi +v9) =21+ 22 = Pvy + Pvy  und  P(\vy) = Axp = A\Poy.

Nach Definition ist Px = x fir x € X und Py =0 fiir y € Y. Fiir v = ¢ + y folgt Pv =«
und P(Pv) = Px = x = Pv. Also ist P eine Projektion. Es gilt Pv = 0 genau wenn x = 0,
also ist ker P =Y. Weiter ist Bild P = X, wie man leicht sieht.

Lemma 2.1 Fiir eine lineare Abbildung A :V — W gilt:

A injektiv < ker A = {0}
A surjektiv << BildA = W.

BEWEIS: Die zweite Aussage ist trivial. Fiir die erste Aussage beachte
Avy =Avy & A(vp—v) =0 & v —uvg € ker A.

Ist ker A = {0}, so folgt aus Av; = Avg auch vy = ve, das heifit A ist injektiv. Ist umgekehrt
A injektiv, so folgt Av # A-0 =0 fiir v # 0, also ker A = {0}. O

Satz 2.2 Sei A: X =Y eine lineare Abbildung.
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(a) Ist A injektiv, also ker A = {0}, und sind x1,...,z; € X linear unabhdingig, so sind
Axq,..., Az auch linear unabhdngig.

(b) Ist A surjektiv, also Bild A =Y, und wird X durch x1,...,xy erzeugt, so wirdY durch
Azxq,..., Axy erzeugt.

(c) Ist A ein Isomorphismus, also bijektiv, und ist xi,...,x, Basis von X, so ist
Axq, ..., Axy Basis von Y. Insbesondere gilt dim X = dimY.

BeEwels: (a): Fiir \; € R gilt

k k
i=1 i=1
Ist die linke Seite Null, so folgt Zle Aiz; = 0 wegen ker A = {0}, und dann Aq,..., A\, = 0.

(b): Zuy € Y wiihle z € X mit Az = y. Bs gibt \; € R mit = = . \iz;. Also

y = Az = A(Ek:mi) - i)\iAayi.
=1 =1

(c): Aus (a) und (b) folgt, dass Ax1, ..., Azxy wieder eine Basis ist, und weiter dim X = dim Y.
O
Satz 2.3 (Dimensionsformel) Sei A € L(V,W) mit dimV < oco. Dann gilt
dim V = dim Bild A 4+ dim ker A.

BEWwWEISs: Die Abbildung A : V — Bild A ist surjektiv. Wird V' durch v, ..., v, erzeugt, so
wird Bild A nach Satz 2.2(b) durch Awvy, ..., Av, erzeugt, insbesondere ist dim Bild A < oo.
Sei nun wq, . .., w, eine Basis von Bild A. Wéhle z1,...,z, € V mit Az; = w, firj=1,...,r,
und setze X = Span{z,...,z,}. Die Abbildung A|x : X — Bild A ist injektiv, denn aus
Az =0 folgt mit z =377 \ju;

OZAl’:Z)\jAIL‘j:Z)\j’LUj = A,..., A\, =0.
j=1 j=1
Die Abbildung ist auch surjektiv: sei w = Z§:1 Ajw; € Bild A, dann ist
w = Z/\]Azj =Ax mitx= Z)\ja}j € X.
j=1 j=1

Zu v € V wihle nun x € X mit Az = Av, es folgt v = v+ (v —x) € X + ker A, wobei
X Nker A ={0}. Mit Satz 1.4 ergibt sich

dimV = dim X + dimker A = dim Bild A + dim ker A.

Die Zahl » = dim Bild A wird als Rang von A bezeichnet.
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Definition 2.4 Jedem A € L(R",R™) ordnen wir eine Matriz (a;;) € R™*™ zu durch

m

Aej = Z aije; firj=1,...,n. (2.4)
i=1
Die Definition verwendet die Standardbasen des R™ und R", bei Wahl anderer Basen
V1,...,Up und wq, ..., w,, wiirde nicht dieselbe Matrix rauskommen.

Man nennt (a;;) die Darstellungsmatrix von A. Jeder Bildvektor Az kann mit (a;;)
ausgedriickt werden. Denn mit z = > ", xje; folgt Az =377, x;Ae;, und mit (2.4) folgt

Ax = iixjaijei. (2.5)

j=1i=1
Die rechte Seite ist die Linearkombination der n Spalten von (a;;) mit Faktoren ;.
a1y a1n
Ax =17 : + ...+,
am1 Amn

Das lésst sich auch folgendermaflen schreiben:

a] ... Qip X1 riai1 + ... +xha1,
Ar = : : : = : . (2.6)

aml  --- OGmn T T10m1 + ... + TpQmn

Umgekehrt kann man jeder Matrix a € R™*"™ eine lineare Abbildung A € L(R"™,R™) zuord-
nen, und zwar setzt man wie in (2.5):

n o m
A{L‘: E E xjaijei.

j=1 i=1

Es ist leicht zu sehen dass damit A linear ist:

Alz+y) = ZZ(%’ + yj)aie; = Z vajaijei + Z Zyjaijei = Az + Ay,

j=11i=1 j=11i=1 j=111=1
n m n o m
A()\l’) = E E )\xjaijei = A E E a:jaijei = A\Az.
j=11=1 j=11=1

Hat A € L(R",R™) die Darstellungsmatrix (a;;), so gehort zu (a;; wieder die Abbildung A,
denn

nom n
E E TjQ55€; = E xjAej = Az.
j=11i=1 J=1

Umgekehrt: gehort zu (a;;) € R™*" die lineare Abbildung A € L(R",R™), so hat A die
Matrix (a;;) € R™*". Denn es gilt

m
Aej: E Ai;€4.
i=1
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Die Zuordnungen zwischen L(R™ R™) und R™*" sind also zueinander invers, insbesondere
bijektiv. Wir werden im folgenden oft nicht unterscheiden zwischen der linearen Abbildung
A und der Matrix A = (a;;). Fiir die folgende Aussage erinnern wir an die Definition des
Standardskalarprodukts im R™ (siehe Abschnitt 1.4):

(x,y) = x1y1 + . .. + TpYn.
Satz 2.4 (Orthogonales Komplement) Fir einen Unterraum X C R"™ definiere
Xt = {y e R": (x,y) =0 fiir allex € X}.
Dann ist X+ auch ein Unterraum von R™ und es gilt R" = X & X*.
BEWEIS: X7 ist ein Untervektorraum, denn sind y1,y2 € X und A1, \a € R so folgt
(x, My1 + Aaya) = Ma,y1) + Aelx,y2) =0  fiir alle z € X.

Ist 2 € X N X" so folgt 0 = (x,2) = |z|?, also = 0. Sei nun 1, ..., eine Basis von X.
Betrachte die lineare Abbildung

k
F:R" 5 RF Fv= Z<ﬂfivv>€i-

i=1

Es gilt ker F = X+, denn (z;,v) = 0 fiir i = 1,...,k ist dquivalent zu (x,v) = 0 fiir alle
x € X. Weiter ist dim Bild F' < k = dim X, es folgt mit der Dimensionsformel

dim X + dim X+ > dim Bild F 4+ dimKer F = dimR"  bzw. X & X+ = R™.
O
Definition 2.5 (transponierte Matrix) Fir A € R™*" bezeichnet AT € R"™™ die Ma-
triz mit den Eintrigen ajTZ- =a;; firl <j<mn,1<i<m.

ai] ... Qmi

Alp  --. Qmn
Lemma 2.2 Fir A € R™*"™ gilt, beziiglich der Standardskalarprodukte auf R™ bzw. R™,
(Av,w) = (v, ATw)  fiir alle v € R", w € R™.
BewEs: Es gilt Av=>"_, 371", vja;je; und Alw =31 > j—1 wiajje;. Somit gilt
m n n m
(Av,w) = Z Zvjaijwi = ZZwiaijvj = (v, ATw).
i=1 j=1 j=1i=1

O

Das Bild von A ist der Span der Spaltenvektoren von A, darum nennt man dim Bild A den
Spaltenrang von A. Das Bild von AT ist der Span der Zeilenvektoren von A. Die Dimension
von Bild AT heiit daher Zeilenrang von A. Es ist nicht direkt offensichtlich dass die beiden
Zahlen gleich sind.
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Satz 2.5 (Zeilenrang gleich Spaltenrang) Fir A € R™*" gilt
dim Bild AT = dim Bild A.
BEwEIS: Wir berechnen fiir w € R™

weker AT < (v,ATw) =0 fiir alle v € R"
< (Av,w) =0 fiir alle v € R"
& we (BildA)*.

Also ergibt sich mit der Dimensionsformel fiir AT

dim Bild AT = m — dimker AT = m — dim(Bild A)* = dim Bild A.
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