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Kapitel 1

Lineare Algebra

1 Vektorraume

Ein Vektorraum (genauer R-Vektorraum) ist eine Menge V', auf der eine Addition und eine
Skalarmultiplikation gegeben sind:

VxV =V (vyw)—v+w (Vektoraddition)
RxV =V (A\v)— v (Skalarmultiplikation)

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von R heilen Skalare (oder einfach
Zahlen). Statt R konnte man auch die komplexen Zahlen nehmen, man spricht dann von
einem C-Vektorraum; der Einfachheit halber machen wir es aber erst einmal mit reellen
Zahlen. Es werden folgende Rechenregeln verlangt:

(V,+) ist eine additive Gruppe:

Assoziativgesetz (u+v)+w = u+ (v+w)
Kommutativgesetz v+ w = w+v
Existenz des Nullvektors v+0 = v firveV
Existenz des inversen Elements v+ (—v) = 0 firveV.

Operation von R auf V' (fiir v,w € V und A\, u € R):

Assoziativgesetz AMpv) = (Ap)v
Operation der 1 1-v = w
Distributivgesetz 1 Av+w) = v+ w
Distributivgesetz 2 (A + p)v = v+ po.

Aus dieser Liste lassen sich alle weiteren Rechenregeln herleiten. Zum Beispiel folgt, dass es
nur einen Nullvektor in V' gibt: fiir zwei Nullvektoren 01 2 gilt né&mlich

01 =074+ 03 =09 + 07 = 09.
Analog gibt es zu v € V' auch nur ein Inverses, denn aus v 4+ wy 2 = 0 folgt

we = (v 4+ wi) +wy = wy + (v+ wz) = wy.



Darum koénnen wir das Inverse auch mit —wv bezeichnen. Das zentrale Beispiel eines R-
Vektorraums ist natiirlich der R™, wobei die Addition und Skalarmultiplikation kompone-
netenweise definiert sind.

1+ Az
Tty = : , AT = : , wobei z,y € R", A € R.
T + Yn ATy

Ein zweites wichtiges Beispiel ist der Vektorraum F (M) aller Funktionen f : M — R, dabei
ist M irgendeine Menge. Die Addition und Skalarmultiplikation sind punktweise definiert:

frge F(M) (f+g)(z) = f(z)+g()
AfeF(M)  (Af)(xz) = M(x).

Der Nullvektor ist die Nullfunktion, also f(x) = 0 fiir alle z € M. Das zu f inverse Element
ist die Funktion —f, also (—f)(z) = —f(z). Es ist etwas gewShnungsbediirftig hier von
Vektoren zu sprechen, aber letztlich kommt es eben nur auf die oben definierten Rechenregeln
an, und die kann man hier leicht verifizieren (Ubungsaufgabe).

Sei X eine Gerade im R? die den Nullpunkt enthilt. Fiir z,y € X ist dann = + y
wieder in X, und fiir A € R ist auch Az in X. Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir eine
Ebene durch den Nullpunkt. Allgemein fiihrt das auf das Konzept des Unterraums.

Definition 1.1 (Untervektorraum) Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Menge X C V heifit
Untervektorraum, wenn 0 € X und wenn folgende Regeln gelten:

z,yeX = z+yelX
reX, A eéR = XrelX.

Bemerkung. X ist dann selbst ein R-Vektorraum, mit den Operationen + und - von V.
Beispiel 1.1 Sei X die Menge aller Losungen x = (21, 9, 23) € R der Gleichung !

T, + 229 — 23 = 0.
Der Nullvektor 0 = (0,0,0) gehort dazu, und mit z,y sind auch x + y und Az Loésungen:

r14+y1+2(@2 +y2) —(w34+y3) = w1 +222 — 23+ Y1 +2y2 —y3 =0,
Ax1 + 2 r9 — Axg = )\(Il + 219 — 1’3) =0.

Also ist X ein Untervektorraum des R3. Dagegen ist die Losungsmenge der Gleichung
T1+ 229 —x3 =23

kein Untervektorraum. Das ergibt sich schon daraus, dass der Nullvektor nicht dazugehort.
Auch 16sen = + y sowie Az (auBer fir A = 1) nicht die Gleichung.

! Zur Notation: aus Platzgriinden schreiben wir Vektoren x € R™ im Text als Zeilen, in eingeriickten Formeln
dagegen als Spalten. Es sollte keine Missverstdndnisse geben.



Beispiel 1.2 Fiir jedes v € V ist die Menge R-v = {A\v : A € R} ein Untervektorraum. Im
Fall v # 0 ist R - v die durch v aufgespannte Gerade durch den Nullpunkt. Im Fall v = 0 ist
R - v = {0}, auch das ist ein Untervektorraum.

Beispiel 1.3 (Die Riume C*(I)) Sei I C R ein Intervall. Dann ist der Raum der stetigen
Funktionen C°(I) ein Untervektorraum des Raums F(I) aller Funktionen auf I. Denn die
Nullfunktion ist stetig, und bekanntlich gilt

f,g stetigauf I = f + g stetig auf I
A eR, fstetigauf I = Af stetig auf I.
Nach den Regeln der Analysis ist die Summe von differenzierbaren Funktionen wieder dif-
ferenzierbar mit (f + ¢)'(z) = f'(z) + ¢'(x), ebenso (Af)'(z) = Af'(z). Es folgt, dass auch

der Raum C(I) der stetig differenzierbaren Funktionen ein Unterraum ist, sowie allgemeiner
Ck(I) fiir k € N und C*°(I). Wir haben also eine Sequenz von Unterrdumen

c*I)yc...cc*()c...ccta) cc®1)cFI).

Beispiel 1.4 (Lésungsraum einer linearen Differentialgleichung) Sei I C R ein In-
tervall, und es seien ag,a; € C°(I) gegeben. Betrachte

X ={feCI): f'(t) +ar(®)f'(t) + ao(t)f(t) = O fiir alle t € I}.

Losen f und g die Differentialgleichung, so auch f + g und Af. Daher ist X ein Untervektor-
raum von C2(1).

Beispiel 1.5 (Durchschnitt von Unterrdumen) Seien X;, ¢ € I, Unterrdume des Vek-
torraums V. Dann ist der Durchschnitt der Xj;, also

X=(Xi={zreV:zeXfiraleicI}CV
el
wieder ein Unterraum von V. Denn es ist 0 € X; fiir alle ¢ € I, und mit z,y € X; fiir alle

1 € I folgt auch x 4+ y € X; sowie Ax € X; fiir alle ¢ € I.

Im Gegensatz zum Durchschnitt X NY ist die Vereinigung X UY von zwei Unterrdumen im
allgemeinen kein Unterraum. Das sieht man schon bei zwei Geraden oder zwei Ebenen im
R3. Daher folgender Begriff.

Satz 1.1 (Summe von Unterrdumen) Sei V' ein R-Vektorraum, und X,Y C V seien
Unterrdgume. Dann ist
X+Y={zs+y:zeX,yeY}

wieder ein Unterraum von V.

BEWEIS: X und Y enthalten beide den Nullvektor, also auch X + Y. Sind z; = 21 4+ y1, 20 =
ra+1y2 € X +Y, so folgt
21+ 29 = (m1+x2)+(y1+y2) e X+Y,
Az1 = A1+ e X+Y.

O

Man kann auch sagen, X +Y ist der kleinste Unterraum der X und Y enthiélt. Denn enthélt
ein Unterraum X und Y, so auch alle Elemente der Form z + y und damit den Raum X +Y.



Definition 1.2 (direkte Summe) Zwei Unterriume X,Y C V heiffen komplementdr, bzw.
V' heif$t direkte Summe von X und Y (Notation: V =X @Y'), wenn gilt:

X+Y=V und XnNY ={0}.

Beispiel 1.6 Betrachte im R? die Geraden

X:R-<(1)> und YzR-(Z) mit b # 0.

Wir behaupten R2 = X @Y. Ist v € X NY so gibt es A, € R mit

1
v:/\<0>:u(z> béo u=0 = v=0.

Das zeigt X NY = {0}. Sei nun v € R? gegeben. Wir suchen ), y mit

(1 a v1 = A+ pa
U_A<0>+“(b> Ty = b

Das gilt mit yu = %’UQ und A = vy — pa = v; — 2. Somit gilt RZ=XoaY.

Definition 1.3 (erzeugter Unterraum) Sei M eine nichtleere Menge von Vektoren in ei-
nem Vektorraum V. Der von M erzeugte Unterraum oder Span von M (Notation: Span M )
ist die Menge aller x € V' der Form

T=Mx1+ ...+ gz wobei k€N, x; € M, \; € R. (1.1)
Fine (endliche) Summe wie in (1.1) heifit Linearkombination von x1,...,xk.

Wir wollen checken dass Span M ein Unterraum ist. Nach Annahme gibt es ja wenigstens ein
x € M, also kriegen wir den Nullvektor mit 0 = 0 - x € Span M. Seien x,y € Span M. Wir
konnen annehmen, dass z,y Linearkombinationen derselben Menge x1,...,x; in M sind,
sonst vereinigen wir die beiden Mengen und setzen die zusétzlichen Koeffizienten einfach
gleich Null. Sei also x = Ax1 + ...+ A\gxp und y = p1x1 + . .. + ppxr. Dann folgt

r+y = (M +p)rr+...+ (Mg + pg)rr € Span M,
ar = (ai)z1+ ...+ (aXg)zr € Span M.

Damit sind die Unterraumkriterien gezeigt. Enthélt ein Unterraum X C V' die Menge M, so
enthélt er natiirlich auch alle Linearkombinationen wie oben und damit schon ganz Span M.
Somit ist Span M der Durchschnitt aller Unterrdume, die M enthalten. Dies ist eine hiibsche
Charakterisierung, aber die obige Definition ist doch konkreter. Im Fall M = () ergibt sich
aus der Sache mit dem Durchschnitt jedenfalls die sinnvolle Definition Span () = {0}.

Definition 1.4 (endlichdimensional) FEin Vektorraum V heifit endlichdimensional, wenn
es eine endliche Menge M C 'V gibt mit V = Span M, andernfalls unendlichdimensional.



Beispiel 1.7 (Polynomraum) Eine Funktion P : R — R heift Polynom vom Grad n € Ny,
wenn sie eine Darstellung hat der Form

P(x)=ap+a1x+ ... +apz” fir alle x € R,

mit Koeffizienten ag,a1,...,a, € R und a, # 0. Wir brauchen als Hilfsmittel das Ab-
spalten von Nullstellen: ist P(xo) = 0 so gibt es ein Polynom @Q(z) vom Grad n — 1 mit
P(z) = (x — 29)Q(z). Insbesondere hat P(x) hochsten n Nullstellen. Daraus folgt: der
Grad und die Koeflizienten ay,...,a, sind eindeutig bestimmt. Denn géibe es eine andere
Darstellung, ggf. mit anderem Grad m, so folgt durch Abziehen eine Darstellung der
Nullfunktion als Polynom vom Grad hochstens max(m,n). Aber diese hat dann nicht mehr
als max(m,n) Nullstellen, Widerspruch.

Die Menge der Polynome vom Grad n bildet keinen Unterraum des Raums aller Funktionen
auf R, denn bei Addition P + @ koénnen sich die Terme mit Potenz n wegheben und damit
der Grad von P + @ kleiner als n sein. Aber die Menge P, (R) aller Polynome vom Grad
hochstens n ist ein Untervektorraum von F(R). Sind P, @ Polynome vom Grad hochstens
n mit Koeffizienten a;, b;, so sind P 4+ @) und AP ebenfalls Polynome vom Grad héchstens
n, mit Koeffizienten a; + b; bzw. Aa;. Jedes Element von P, (R) ist Linearkombination der
Monome 1,z,...,z", das heifit P,(R) ist Span der Menge {z' : 0 < i < n} und damit
endlichdimensional. Der Raum aller reellen Polynome

PR) = | Pu(®)
n=0

ist ebenfalls ein Unterraum von F(R). Denn die Summe von zwei Polynomen vom Grad
hochstens m bzw. n ist ja ein Polynom vom Grad hoéchstens max(m,n). Der Raum P(R) ist
jedoch nicht endlichdimensional: angenommen er wére Span von Polynomen P (z),. .., Py(x)
vom Grad ni,...,ny. Ist n > max;—; _nn; so ist P(xz) = 2™ aber nicht als Linearkombina-
tion der P; darstellbar. Denn sonst gibt es A; € R mit

N
2" = NPi(x) =0 fir alle z € R.
=1

Die linke Seite hat Grad n, kann also maximal n Nullstellen haben, Widerspruch.

Definition 1.5 (lineare Abhingigkeit) Die Vektoren vi,...,vy € V heiffen linear
abhdngig, wenn es A1, ..., \x € R gibt, die nicht alle Null sind und so dass

Ao+ ..+ A = 0.
Andernfalls heiffen vy, ..., vg linear unabhdngig.

Bemerkung. Oft geht es darum nachzuweisen dass gegebene Vektoren w1, ..., v, linear un-
abhéingig sind. Dazu muss folgende Implikation gezeigt werden:

Avi4 ...+ =0 = A =...=X=0.



Beispiel 1.8 Sind die Vektoren vy, v2,v3 € R? linear unabhingig?

1 0 1
vi=1| 2 |,2=1 2 |,u3=1 4
3 1 4

Dazu ist zu kldren, ob die Gleichung Ajv1 + Agvg + Agvg = 0 von Null verschiedene Losungen
A1, A9, A3 hat. Ausgeschrieben lautet die Gleichung

A +A3 0
2\ +2Xy +4X3 = O
3\ 4+ 44X = 0

Das System hat die Losung (A1, A2, A\3) = (1,1, —1), also gilt v; + vy — v3 = 0. Die Vektoren
sind somit linear abhéngig.

Unser néchstes Ziel ist die Definition der Dimension eines Vektorraums. Anschaulich ist das
klar, eine Gerade hat Dimension 1, eine Ebene Dimension 2 und so weiter. Eine allgemeine
Definition ist aber gar nicht so einfach, wir brauchen den Austauschsatz von Steinitz 2. Das
ist ein mathematisches Argument, man kann sich driiber unterhalten ob Sie das kennen
miissen. Aber jedenfalls ist der Begriff der Dimension fundamental in der Linearen Algebra,
den miissen Sie verstehen.

Satz 1.2 (Austauschsatz) V sei durch vy,... v, erzeugt, und x1,...,x € V seien line-
ar unabhdngig. Dann gibt es j1,...,Jr verschieden, so dass V auch erzeugt wird wenn wir
Vi, ..,V durch xq,...,x) ersetzen. Insbesondere gilt k < m.
BEWwEIS: Induktion {iber k. Im Fall £ = 0 ist nichts zu tun. Seien nun v;,...,v;, , schon
ersetzt durch x1,...,xr_1, so dass V erzeugt wird. Der Vektor x; hat dann eine Darstellung

k—1

Ty = Z ;i + Z Ajv;.

=1 JFI e sJk—1

Die A; sind nicht alle Null, denn sonst wéren x1,...,x; linear abhingig. Wéhle also ein

Jk # J1s-- -5 Jk—1 mit Aj, # 0, es folgt durch Auflésen

k—1
Ujk = )\tk (CEk — Z a;T; — Z )\jvj> . (12)
=1

J#I1 Tk

Wir behaupten dass V' durch zi,...,2; und die v; mit j # ji,...,jr aufgespannt wird.

Schreibe dazu v € V' als Linearkombinmation von x1,..., 73— und v; mit j # ji,..., jk—1,
das geht ja nach Induktionsannahme. Falls v;, in der Darstellung vorkommt, ersetze es durch
die rechte Seite von (1.2). Damit ist der Satz gezeigt. O

Wir kénnen nun ein sehr wichtiges Konzept einfiihren.

Definition 1.6 (Basis) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Eine nummerierte
Menge v1,...,v, €V heifit Basis von V, wenn gilt

2Ernst Steinitz, 1871-1928
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(1) Span{vi,...,v,} =V
(2) vi,...,v, sind linear unabhingig.

Bemerkung. Die Eigenschaften (1) und (2) bleiben bei Umordnung erhalten, also ist eine
Permutation v;,, . .., v;, einer Basis wieder eine Basis, allerdings nicht dieselbe da es auf die
Reihenfolge ankommi.

Satz 1.3 (Existenz einer Basis und Dimension) Jeder endlichdimensionale Vektor-
raum V' hat eine Basis, und je zwei Basen von V haben gleich viele Elemente. Diese Anzahl
nennen wir die Dimension dimV wvon V.

BEwEIs: Da V endlichdimensional ist, gibt es eine endliche Menge die V' erzeugt, also V =
Span {v1,. .., vy} fir ein m € N. Nach dem Austauschsatz hat jede linear unabhéngige Menge
in V hochstens m Elemente. Seien x1,...,r; maximal viele linear unabhéngige Vektoren,
also k£ < m. Wir zeigen dass z1, ...,z eine Basis ist. Fiir jedes v € V ist v, x1,..., 2 linear
abhéngig, das heifit es gibt A\, A1, ..., A\x nicht alle Null mit

AU+ ANx1r + .. 4 Az = 0.

Es muss A # 0 sein, sonst wiren z1, ...,z linear abhingig. Durch Auflosen folgt
1
V= —X(/\1$1 +...+ )\kxk) € Span {1‘1, ce ,:Uk}.
Also V = Span{z1,...,zx}, und x1, ...,z ist eine Basis. Sei nun vy, ..., v, auch eine Basis.
Nach Austauschsatz ist k < £, sieche oben, andererseits wegen Maximalitidt k > £, also k = £.

O

Beispiel 1.9 Im R™ haben wir die Standardbasis

0

e=11 fire=1,...,n.

Dabei steht die 1 an der i-ten Stelle. Es ist klar dass R™ = Span{ey,...,e,}, denn

n
T = Z%‘Gi fiir jedes z € R".
i=1

Andererseits sind die ey, ..., e, linear unabhéingig, denn
n A1
OIZAiei: = MN=0firi=1,...,n.
i=1 A
n

Die Dimension von R" ist somit gleich n, wie es sein sollte.
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Beispiel 1.10 Sei X = {z = (71,22,72) € R? : 3x1 + 22 + 3 = 0}. Wir behaupten, dass
folgende Vektoren eine Basis von X bilden:

Zunéchst gilt v, w € X, und die Vektoren sind linear unabhéngig:

“N—p
0=+ pw= 3\ = A=u=0.
3
Weiter gilt fiir £ € X die Darstellung
T -1 —1 T z
zo | = 3 | +ul| O mit A= =2 und p = —.
3 3
T3 0 3
Beachte dabei x; = —(z2 + x3)/3 wegen x € X. Also ist v, w eine Basis.

Beispiel 1.11 Die Monome P;(r) = ', i = 0,...,n, sind Basis des Raums P,(R) der
Polynome auf R vom Grad hochstens n. Denn zu P € P,(R) gibt es ag,...,a, € R mit

n
P:ZaiPZ- & Plr)=ay+az+...+apx™ fiir alle z € R.
=0

AuBlerdem sind die Monome linear unabhéngig, denn sei
ap+air+...+a,xz" =0 fiir alle x € R.
Dann verschwinden alle Koeffizienten, sonst hiitte das Polynom héchstens n Nullstellen.

Auch unendlichdimensionale Vektorrdume haben eine Basis. Das wird in der Mathematik
Grundvorlesung bewiesen, es sollte aber meiner Meinung nach nicht iiberbewertet werden.
Zum einen verwendet der Beweis ein nicht-konstruktives Argument, das Zornsche Lemma.
Zum andern spielt die Existenz einer solchen Basis eine untergeordnete Rolle, zum Beispiel
braucht man in der Fourieranalysis und allgemeiner in der Funktionalanalysis ein anderes
Konzept von Basis.

Satz 1.4 (Dimension einer Summe) Fir endlichdimensionale Unterriume X,Y eines
Vektorraums V' qilt die Formel

dim(X +Y)=dimX +dimY —dim(X NY).

BEWEIS: Seien x1,...,2;, und yi,...,%, Basen von X bzw. Y. Wihle weiter eine Basis

v1,...,0; von X NY. Nach dem Austauschsatz, Satz 1.2, konnen wir annehmen dass
=y =v;, furi=1,... k.

Wir zeigen, dass vy, ..., V%, Tl - - -5 Tm, Yktl, - - -, Yn €ine Basis von X 4+ Y ist. Daraus folgt

dm(X+Y)=k+(m—-k)+(n—k)=m+n—k=dimX +dimY —dim(X NY).

12



Es ist klar, dass die Vektoren X + Y aufspannen, zu zeigen ist die Unabhéngigkeit. Sei

k m "
v+z+y=0 wobeivzzawi,x: Z AjTj, Y = Z Hege-
i—1 j=k+1 t=k+1

Es folgt 1 = —v—y € Y, alsoist € X NY. Es gibt dann Sy, ..., 8 mit

k m
Zﬁivi =T = Z )\jacj.
i=1

j=k+1
Da vy,..., 0%, Tkt1,- .., &y Basis von X ist, folgt A\; = 0 (und B; = 0). Analog sehen wir
te = 0 und schliellich «; = 0. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit bewiesen. O
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