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1 Die Sprache der Mengenlehre

Wenn es um die Kommunikation mathematischer Sachverhalte geht, ist die Umgangssprache
nur teilweise geeignet, die Sprache der Mengenlehre ist oft niitzlich. Keine Angst, wir wollen uns
nicht wissenschaftlich mit der Mengenlehre befassen, es geht nur um ein paar Vokabeln: wie kann
man Mengen beschreiben, was bedeuten die Begriffe Teilmenge und Obermenge, Vereinigung,
Durchschnitt, Differenz, Komplement, leere Menge? Mit der Sprache der Mengenlehre lassen
sich auch Funktionen definieren, einschlieBlich der Konzepte Bild und Urbild, Einschriankung,
Verkettung und Graph, sowie der Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv und Umkehrfunktion.

Der Begriff der Menge wurde 1895 von G. Cantor eingefiihrt, hier eine Kurzversion:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten zu einem Ganzen.

Das ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Die einzelnen Objekte nennen wir Elemente der Menge.
Wir schreiben a € M wenn a ein Element der Menge M ist; andernfalls schreiben wir a ¢ M.
Die Entscheidung, ob irgendein Objekt a Element von M ist oder nicht, muss anhand der
Beschreibung der Menge M immer moglich sein. Beispiele:

(a) Das griechische Alphabet ist die Menge

M: {a7ﬁ7775)67C7n707L7ﬁ))\7/’67y7€7077r7p70-7T7U7¢7X7¢)w}

Die Elemente sind die einzelnen Buchstaben, und wir haben M durch Aufzihlen al-
ler Elemente angegeben. Die Menge M bleibt gleich, wenn wir die Reihenfolge der
Aufzéhlung dndern oder Elemente doppelt auffithren. Oft werden die Elemente nur
unvollstdndig aufgezéhlt in der Erwartung, dass man sich den Rest irgendwie denken
kann: M = {a,f,...,w}.

(b) Betrachte die Menge N = {1,2,...,29,30} sowie
M = {p € N|p ist Primzahl}.

Hier entsteht M durch Auswahl von Elementen der Menge N mittels einer Eigenschaft,
nidmlich Primzahl zu sein. Es ist M = {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29}.

(c) Eine Variante der aufzihlenden Beschreibung haben wir bei
M= {n*n=1,2,3,...}.
M wird durch die Menge N = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen “parametrisiert”.

Eine Menge M heifit Teilmenge der Menge N, wenn jedes Element von M auch Element von
N ist (Notation: M C N). Gibt es aulerdem ein Element von N das nicht zu M gehort, so
ist M echte Teilmenge von N. ! Beispiel: unter den Studierenden der Mathematik bilden die
weiblichen eine echte Teilmenge, denn es gibt ja auch Studenten. Statt M C N schreiben
wir manchmal N D M, also N ist Obermenge von M .2

!s0ll das betont werden schreibe ich M éN .
?manche Autoren schreiben fiir Teilmenge M C N und M C N fiir echte Teilmenge, alles Geschmackssache.



Zur Veranschaulichung ist es praktisch, Mengen als Gebiete in der Ebene aufzufassen
(Venn-Diagramm). Fiir zwei Mengen A und B koénnen so folgende Mengen darstellen:

ANB = {z|r € Aund x € B} (Schnittmenge)
AUB {z|x € A oder x € B} (Vereinigungsmenge)
A\B = {z|r € Aund z ¢ B} (Differenzmenge).

Wir fiithren das Symbol ) ein fiir die Menge, die kein Element enthilt, die leere Menge. Das
ist praktisch zum Beispiel bei der Bildung von Schnittmengen, es gilt

ANB =10 wenn A, B kein gemeinsames Element haben.

Ist X eine gegebene Grundmenge und A C X, so nennen wir A = X\ A das Komplement
von A. Das Komplement hingt von der Grundmenge X ab: die Aussage ich trinke alles
aufler Ganter hat verschiedene Bedeutung, je nachdem ob sie sich nur auf die badischen
Biere bezieht oder auf alle alkoholischen Getrinke.

Oben haben wir die Worte und sowie oder benutzt, die Aussagen miteinander logisch
verkniipfen. Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz, bei dem wir sinnvoll nach dem
Wahrheitswert fragen kénnen, das heif3t ist der Satz wahr oder falsch? Zum Beispiel ist Der
Mars besteht aus grimem Kdse eine Aussage, wihrend Geh nach Hause! oder Was gibts
heute in der Mensa? keine Aussagen sind. Aus gegebenen Aussagen P, Q) kénnen wir durch
logische Verkniipfung neue Aussagen herstellen:?

-P nicht P wahr genau wenn P falsch
falsch genau wenn P wahr
PAQR P und@ wahr genau wenn P, ) beide wahr
falsch genau wenn mindestens eine der Aussagen P, @ falsch
PVv@Q P oder @ wahr genau wenn mindestens eine der Aussagen P, () wahr
falsch genau wenn P, @ beide falsch

Beachte dass das oder nicht ausschlieBend zu verstehen ist, es bedeutet nicht entweder/oder.
Eine wichtige logische Verkniipfung ist die Implikation:

P=Q aus P folgt Q@ falsch genau wenn P wahr und @ falsch,
wahr immer wenn P falsch, oder wenn P, () beide wahr.

Ich habe mal in einem Beweis einen Fehler gemacht, dann konnte ich auf einmal iiberraschende
Dinge herleiten. Aus einer falschen Aussage kann man allen Unsinn schlielen, etwa: wenn der
Mars aus grimem Kise ist dann bin ich der Kaiser von China. Das Aquivalenzzeichen P < Q
bedeutet P = @ und ) = P. Es ist also wahr genau wenn P, () beide wahr oder beide falsch
sind. Die Implikation P = @ ist gleichbedeutend mit =) = —P. Dazu folgende Tabelle:

3Negation, Konjunktion und Disjunktion



P Q P=Q -Q=-P Q=P
woow w w w
w f / / w
f w w w f
f f w w w

Wir sehen dass () = P nicht gleichbedeutend ist mit P = @), das wird oft nicht beachtet.

Wir kommen nun zu den Abbildungen oder gleichbedeutend Funktionen. Seien XY
Mengen. Eine Abbildung von X nach Y (gleichbedeutend: eine Funktion auf X mit Werten
in Y') schreiben wir in der Form

X =Y z— f(x).

Jedem = € X wird genau ein Bildpunkt f(x) € Y zugeordnet, wir nennen f(z) den Funkti-
onswert. Die Menge X heiflit Definitionsbereich von f. Mit dem Bild von f meinen wir die
Menge der Bildpunkte (oder Funktionswerte)

F(X) = {f(@) :w e X} C Y.
Das Urbild einer Menge B C Y unter f ist die Menge
fU(B)={zeX: f(z) e B}.

Beachte: dies definiert nur die Menge f~!(B) und nicht die Abbildung f~!. Die Abbildung f
muss hier nicht bijektiv sein, die Abbildung f~! gibt es also eventuell gar nicht. Verkleinern
des Definitionsbereichs ergibt eine Einschrinkung von f. Fiir A C X ist

fla: A=Y, (f\A)(a:) = f(z) fiir alle z € A.

Beispiel: sei X die Menge aller Waren in einem Supermarkt und Y die Menge aller méglichen
Preise in Euro. Ordnen wir jeder Ware x € X einen Preis f(x) € Y zu, so haben wir eine
Funktion f : X — Y. Die Menge der Waren, die maximal 1 Euro kosten, ist genau das
Urbild des Intervalls [0, 1]. Betrachten wir statt aller Waren nur die Menge V' der veganen
Waren, so ergibt sich die Einschrinkung f|y .

Eine naheliegende Abbildung auf X ist die Identitét, also idx : X — X, idx(z) = =.
Die Verkettung (Hintereinanderschaltung) von Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z ist

gof: X5V L7 (g0 f)(x) = g(f(x)).

Eine aus der Schule bekannte Moglichkeit, sich Funktionen bzw. Abbildungen vorzustellen,
bietet der Graph. Dazu bilden wir das kartesische Produkt?

XxY={(zx,y):ze X,y Y}
Es gilt (z,y) = (¢/, ') genau wenn z = 2’/ und y = /. Der Graph von f ist die Teilmenge

Gf={(z, f(x)):z e X} C X xY.

4René Descartes, 1596-1650



Als néchstes drei Begriffe zum Abbildungsverhalten: f : X — Y heifit

injektiv  aus f(x) = f(2') folgt © =2’
surjektiv  zu jedem y € Y gibt es ein x € X mit f(z) =y
bijektiv f ist injektiv und surjektiv.

Eine dquivalente Definition von f injektiv ist: aus z # 2/ folgt f(x) # f(z'), siehe oben. Wir
haben die obige Formulierung gew&hlt weil sie leichter zu checken ist.

Ordnen wir jedem Kind seine Mutter zu, so erhalten wir eine Abbildung von der Menge K
aller Kinder in die Menge F' aller Frauen. Diese Abbildung ist nicht surjektiv, denn nicht
jede Frau ist Mutter. Sie ist auch nicht injektiv, denn es gibt Miitter mit mehr als einem Kind.

Was bedeuten diese drei Begriffe fiir die Losbarkeit einer Gleichung f(z) = vy, wobei
f: X — Y und y € Y beliebig gegeben?

f injektiv  es gibt hochstens eine Losung
f surjektiv es gibt mindestens eine Ldsung
f bijektiv  es gibt genau eine Ldsung.

Sei nun f : X — Y bijektiv. Dann kénnen wir y € Y die eindeutig bestimmte Lésung von
f(x) = y zuordnen. Wir kriegen eine Abbildung g : Y — X, y — ¢(y), wobei g(y) eben diese
Losung ist, das heif3t

flg(y)) =y firalley €Y, also fog=idy.

Wir nennen g = f~! die zu f inverse Abbildung oder einfach Umkehrfunktion. Wihlen wir
in der letzten Gleichung y = f(x) so folgt f(g(f(a:)) = f(z). Wegen f injektiv ergibt sich

g(f(x)) =z, und damit go f =idy.

Umgekehrt: angenommen zu f : X — Y gibt es eine Funktion g : ¥ — X mit fog = idy
und g o f = idx. Nach der ersten Gleichung ist g(y) eine Losung der Gleichung f(z) = y:

flg(y)) =idy (y) = y.

Nach der zweiten Gleichung ist diese Losung eindeutig, denn aus f(z) =y = f(2') folgt

Somit ist f bijektiv, und g ist die Umkehrfunktion von f. Durch Vertauschen der Rollen von
f und g folgt: ist g die Umkehrfunktion von f, so ist f auch die Umkehrfunktion von g,
insbesondere ist g ebenfalls bijektiv. Wir erhalten fiir den Graph der Umkehrfunktion, indem
wir y = f(x) substituieren,

Gy =A{(y,9(W) :y € Y} ={(f(2),9(f(2)) : 2 € X} = {(f(2),2) : 2 € X} CV x X,

Der Graph ergibt sich also durch ,,Spiegelung an der Winkelhalbierenden”.



2 Arithmetik und Anordnung in R

Die reellen Zahlen R sind fundamental fiir die Analysis. Basierend auf Ideen von Archimedes °
wurde ihr Konzept im 19. Jahrhundert entwickelt, beteiligt waren unter anderem Cauchy, Bolzano
und WeierstraB. Konstruktionen der reellen Zahlen haben schlieBlich Cantor und Dedekind um
1875 angegeben. Man konnte denken dass es mit der Analysis erst dann losging, aber das ware
ganz falsch. Viele Resultate wurden lange vorher gezeigt, zum Beispiel um 1680 der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechung. Die reellen Zahlen wurden dabei intuitiv benutzt, nicht
rigoros aber sehr erfolgreich. In dieser Vorlesung beschreiben wir R durch Axiome. Wir beginnen
mit den Rechenregeln (Arithmetik) und den Ungleichungen (Anordnung), in Kapitel 5 kommt
die Vollstandigkeit hinzu. In real life werden nur die Axiome benutzt, nicht die konkreten Modelle
von Cantor und Dedekind, so ist auch unser Zugang. Allerdings zeigen die Modelle dass unsere
Axiome widerspruchsfrei sind und dass es die reellen Zahlen wirklich gibt. Fiir mehr Informationen
sieche Kapitel 2 des Buchs Zahlen®.

Im folgenden setzen wir voraus dass die Zahlbereiche N C Z C Q aus der Schule
(oder der Vorlesung Lineare Algebra) bekannt sind:
N={1,2,3,...} natiirliche Zahlen

Z=A{...,-2,-1,0,1,2,...} ganze Zahlen

Q= { b ‘ geN,pe Z} rationale Zahlen
q

Die rellen Zahlen sind eine Menge R auf der folgende Strukturen gegeben sind:

eine Verknipfung +, die je zwei a,b € R ein a + b € R zuordnet (Addition),
eine Verkniipfung -, die je zwei a,b € R ein a-b € R zuordnet (Multiplikation ),
eine Relation a > b, die fir a,b € R zutrifft oder nicht (Anordnung).

Wir schreiben oft ab statt a - b. Es sollen eine Reihe von Axiomen gelten, welche die reellen
Zahlen charakterisieren. Diese sind in drei Gruppen unterteilt:

Kérperaziome (K)
Anordnungsaziome (A)
Vollstindigkeitsaziom (V).

Die Korperaxiome (K) regeln die arithmetischen Eigenschaften von R, also Addition und
Multiplikation. Sie lauten wie folgt:

® Archimedes von Syrakus, 287-212 v.C.
SH.-D. Ebbinghaus (Hrsg.): Zahlen, Springer 1992



+ °

Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c) (@a-b)-c=a-(b-c)
Kommutativgesetz: a+b=b+a a-b=b-a
Neutrales Element: FEs gibt Zahlen 0 € R und 1 € R mit 1 # 0, so dass fir alle a € R gilt:
a+0=a a-l=a
Inverses Element:  Zu jedem a € R gibt es Lisungen x,y € R der Gleichungen
a+zxz=0 a-y=1 falls a#0
Distributivgesetz: a-(b+c)=a-b+a-c.

Eine Menge mit Verkniipfungen + und -, so dass die Axiome (K) erfiillt sind, heifit Korper
(englisch: field). Die reellen Zahlen sind also ein Korper, aber keineswegs der einzige. Die
ganzen Zahlen Z sind kein Korper (welche Gesetze sind erfiillt, welche nicht?), die rationalen
Zahlen Q sind aber ein Korper (check!). Wir werden sehen dass Q als dichte Teilmenge in R
enthalten ist. In der Algebra treten viele verschiedene Korper auf, ein extremes Beispiel ist
K ={0,1} mit 1 + 1 = 0 und den sonst iiblichen Rechenregeln.

Satz 2.1 (Losen von Gleichungen) Aus den Kérpergesetzen folgt:

(1) Die neutralen Elemente 0 bzw. 1 sind eindeutig bestimmit.

(2) Das zu a inverse Element ist eindeutig bestimmt; es wird mit —a bezeichnet (Addition)
bzw. mit L (Multiplikation).

(3) Zua,b € R hat die Gleichung x+a = b genau eine Lisung, sie wird mit b—a bezeichnet.
Ist a # 0, so hat die Gleichung x - a = b auch genau eine Lisung, diese heifst 3.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussagen fiir die Addition, der Beweis fiir die Multiplikation ist
analog. Sind 0; € R und 02 € R neutrale Elemente, so folgt mit dem Kommutativgesetz

07 =014+ 02 =09 + 07 = 0.

Damit ist (1) bewiesen. Um (2) zu zeigen seien z; o Losungen der Gleichung a +x = 0. Dann
folgt mit dem Assoziativ- und Kommutativgesetz

ri=x1+0=z1+ (a+z2) =(x1+a)+x2=(a+z1) + 22 =0+ 22 = 29.
Betrachte nun die Gleichung x + a = b. Ist x eine Losung so folgt
r=z+ (a+(—a))=(r+a)+ (—a) =b+ (—a).
Und & = b+ (—a) ist wirklich eine bzw. die eindeutige Losung, denn

r+a=(b+(—a))+a=b+ ((—a)+a) =0

Nach Beweis von Schritt (3) ist b —a = b+ (—a). Fiir b = 0 ergibt sich 0 — a = —a.



Satz 2.2 (Rechnen in R) Fir reelle Zahlen a,b gelten folgende Aussagen:

—(—a —(a+b) = (—a) +(-b),
(a™ )_1 =a (a#0) (ab)'=a"1b7! (a,b#0), (2.1)
a-0=0 a(—b) = —(ab), '
(—a)(—b) = a(b—c) = ab — ac.
ab=0 = a=0 oder b=0 (Nullteilerfreiheit). (2.2)

BEWEIS: Die Zahl —b ist das eindeutig bestimmte inverse Element zu b beziiglich der Addition.
Die erste Zeile in (2.1) folgt damit aus

(—a)+a=a+(—a)=0 (a+b) + ((—a) + (=b)) = (a+ (—a)) + (b+(=b)) =04+ 0=0.

Die zweite Zeile ist die entsprechende Aussage fiir die Multiplikation, sie folgt analog. Fiir
die erste Behauptung in der dritten Zeile zeigen wir, dass a - 0 eine Losung der Gleichung
a-0+x=a-0 ist, und zwar gilt

a-0+a-0=a-(04+0)=a-0.

Die Gleichung wird aber auch durch x = 0 geldst, mit der Eindeutigkeit aus Satz 2.1(3) sehen
wir a - 0 = 0. Nun folgt weiter

ab+a(—=b) =a(b+ (=b) =a-0=0,
also a(—b) = —(ab), und dann durch zweimalige Anwendung
(~a)(=b) = ~((=a)b) = ~(b(=a)) = —(~ba) = ba = ab.
Die letzte Aussage von (2.1) gilt mit
a(b—c) =a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab+ (—ac) = ab — ac.

Ist in (2.2) a # 0, so folgt schlieBlich

Damit sind alle Aussagen des Satzes gezeigt. O

Auch die folgenden Regeln der Bruchrechnung lassen sich aus den Koérperaxiomen herleiten,
dies sei jedoch den Lesern iiberlassen.

Satz 2.3 (Bruchrechnung) Fiir a,b,c,d € R mit c,d # 0 gilt:

a b ad-+bc
1) 242 =
()c+d cd

a b ab
9) Z. 2 =2
) c d ed
a/c ad
(3) b/—d o , falls zusdtzlich b # 0.



Nun zur Anordnung der reellen Zahlen. Dabei geht es um das Konzept von positiv und negativ
(Symbole a > 0 und a < 0), und die daraus abgeleiteten Begriffe grofier und kleiner. Wir
formulieren zwei Anordnungsaxiome, ein drittes folgt weiter unten.

(A1) Fiir jedes a € R gilt genau eine der drei Aussagen a > 0, a = 0 oder —a > 0.

(A2) Aus a,b> 0 folgt a +b > 0 und ab > 0.
Um einige Rechenregeln abzuleiten, fithren wir noch folgende Notation fiir a,b € R ein:
a>b<s a—b>0 sowie a<b<e b>a.

Damit ist ¢ < 0 genau wenn —a > 0, die Alternativen in Al sind a positiv, a Null oder a
negativ. Und die Ungleichung a < b bedeutet dass a — b negativ ist.

Satz 2.4 (Rechnen mit Ungleichungen)
(1) Fiir a,b e R gilt genau eine der Relationen a > b, a = b oder a < b.
(2) Aus a >b, b> c folgt a > ¢ (Transitivitét).

(3) Aus a > b folgt
a+c > b+c
ac > be, wenn c >0
ac < be, wenn c <0

(4) Aus a > b und ¢ > d folgt

a+c > b+d,
ac > bd, falls b,d >0

5) Fiir a # 0 ist a®> > 0.

()

(6) Aus a >0 folgt 1/a > 0.

(7) Ausa>0b,b>0 folgt 1/a < 1/b.

(8) Ist a € R mit a < ¢ fir alle e > 0, so ist a < 0.

BEwEIS: Wie oben diskutiert sind a > b, a = b und a < b dquivalent zna—b>0,a—b =10
und @ — b < 0, Aussage (1) folgt also mit (Al). Fiir (2) rechnen wir

a—c=(a—b)+(b—c)>0 nach (A2).
Ahnlich ergeben sich (3) und (4):

(a+c¢)—(b+¢) = a—-0b>0,
ac—bc = (a—0b)e>0 im Fall ¢ > 0 nach (A2),
bc—ac = (a—0b)(—c) >0 im Fall ¢ <0 nach (A2),
(a+c)—(b+d) = (a—0b)+(c—d)>0 nach (A2),
ac—bd = ac—bc+ bc—bd
= (a—b)c+blc—d) >0 nach (2) und (A2).



Die Positivitit von Quadraten folgt aus der Fallunterscheidung

9 a-a>0 im Fall a > 0,
a” =
(—a)-(—a) >0 im Fall —a > 0.

Dabei haben wir die Regel (—a)(—b) = ab aus (2.1) benutzt. Nach (A1) ist a? > 0 fiir a # 0
bewiesen. Aussage (6) ergibt sich nun mit

1\2
- = <a> -a > 0 nach (5) und (A2).
Zu guter Letzt haben wir fiir (7)

1 1 1 .
i %(a —b) > 0 mit (6) und (A2).

Wire nicht a < 0 in (8), so folgt a > 0 aus (1). Dann kénnen wir £ = a wihlen und erhalten

a < a, Widerspruch zu (1). O

Definition 2.1 (Betrag einer reellen Zahl) Der Betrag von a € R ist

_ a fallsa >0
ol = { —a falls a <0. (2:3)

Es ist praktisch bei den Féllen den overlap a = 0 zu lassen, wegen —0 = 0 stimmen die
beiden Definitionen ja iiberein.

Ein anschauliches Modell der reellen Zahlen ist die Zahlengerade. Ist a < b, so liegt b
rechts von a im Abstand |a — b|. Insbesondere ist |a| der Abstand zum Nullpunkt.

Satz 2.5 (Rechnen mit Betriigen) Fiir a,b € R gelten folgende Aussagen:

1) | —al =|al.

2) |a| = max(a, —a).

4) |ab| = |a] - [b].

5) |a+ b <la| + |b|.

(1)
(2)
(3) |a| > 0, aus Gleichheit folgt a = 0.
(4)
(5)
(6)

la — b > ||a| — [b]].
BEWEIS: Definition 2.1 liefert direkt

|—af = —a falls —a>0 | —a fallsa<0 lal
| —(-a) falls —a<0 | a fallsa>0 "7
Ebenso klar ist Aussage (2), denn es gilt

o _Joa fallsa >0
max(a,—a) =1\ _ - pnea<o =9



Hieraus folgt leicht Aussage (3).

In (4) bleiben die linke und rechte Seite gleich, wenn wir a durch —a ersetzen, dassel-
be gilt beziiglich b. Also kénnen wir a,b > 0 annehmen, und erhalten |ab| = ab = |a| - |b| wie
verlangt. Ersetzen wir in (5) a durch —a und gleichzeitig b durch —b, so bleiben wieder beide
Seiten gleich. Damit kénnen wir a + b > 0 annehmen, und mit (2) wie folgt abschétzen:

la+b] =a+b< |al + b
Schliefilich gilt |a| = |a — b+ b| < |a — b| + |b| nach (5), also |a — b|] > |a| — |b|. Hier kénnen
wir aber a und b vertauschen, es folgt
|la] — [b]| = max(|a] — |b], [b] — |al) < |a —b].

O

Wie wir spéter sehen werden, spielen Ungleichungen in der Analysis eine grofie Rolle. Wir
kommen nun zu dem noch fehlenden, dritten Anordnungsaxiom.

A3 Zu jedem € € R, € > 0, existiert ein n € Nmit 1/n <e  (Archimedisches Azxiom).

Bemerkung. Es gibt dann auch zu jedem K € R ein n € N mit n > K. Fir K <0 ist das
sowieso klar. Im Fall K > 0 wéhle ¢ = 1/K > 0 in A3, und erhalte ein n € Nmit 1/n < 1/K
bzw. n > K.

Eine wichtige Konsequenz von A3 ist, dass die rationalen Zahlen auf der Zahlengera-
de R dicht verteilt sind. Um das zu formulieren fithren wir folgende Bezeichnungen fiir
Intervalle mit Grenzen a,b € R ein:

(a,b) ={r € R:a <z <b} offenes Intervall
[a,b) ={xr € R:a<x<b}  abgeschlossenes Intervall

[a,b) ={r € R:a<x<b} linksseitig abgeschlossen, rechtsseitig offen
(a,b) ={r € R:a<x<b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlossen

|I| = b — a fiir ein Intervall I  Intervalllinge

Satz 2.6 (Q ist dicht in R) Fir alle a,b € R, a < b, gibt es ein ¢ € Q mit q € (a,b).

BeEwers: Nach A3 gibt es ein n € N mit 1/n < b — a. Die Zahlen k/n, k € Z, sind rational
und bilden ein Gitter, mit Gitterléinge kleiner als b — a. Wir zeigen dass im Intervall (a, b) ein
Gitterpunkt liegt. Betrachte dazu

M={keZ:k/n<b}.

M ist nicht leer, denn nach Anmerkung A3 gibt es ein &’ € N mit ¥ > —nb, also (—k’)/n < b.
Weiter ist M nach oben beschréankt, denn es gilt k& < nb fiir £ € M. Sei nun m € Z die grofite
Zahl in M, also m/n < b aber (m + 1)/n > b. Es folgt m/n € (a,b), denn

1 m+4+1 1 m

a<b——< ——=—<b.
n n n n

Im Beweis wurde folgende Tatsache benutzt.
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Satz 2.7 (Prinzip des grofiten Siinders) Sei M C Z nichtleer und nach oben beschrinkt.
Dann hat M ein grifites Element.

BEWEIS: Da M # () gibt es ein kg € M. Sei b € R obere Schranke von M. Nach Axiom A3
gibt es ein k1 € N mit k; > b. In der Menge {ko, ..., k1} sei nun k£ maximal mit £ € M. Dann
ist k ein grofites Element von ganz M. Denn ist ¥’ € M mit k' > k, so ist k' kein Element
von {ko,...,k1} und es folgt ¥ > k; > b, Widerspruch zu b obere Schranke von M. O

11






3 Vollstindige Induktion

Am Amazonas gibt es ein sehr kleines indigenes Volk, die Pirah3, die nur die Zahlbegriffe
eins, wenige und viele kennen. Im Gegensatz dazu haben wir die natiirlichen Zahlen
1,2 = 1+ 1,3 = 2+ 1,... zur Verfiigung. Laut Kronecker” sind diese von Gott ge-
macht, alles andere ist Menschenwerk. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet.
Manche Autoren nehmen die Null hinzu, ich finde das aber nicht so gut.

Die natiirlichen Zahlen ergeben sich sukzessive durch Addition der 1. Auf dieser Tat-
sache beruht die Idee der vollstdndigen Induktion.

Induktionsprinzip: Sei M C N eine Menge mit den beiden Eigenschaften
(1) 1e M,
2)neM = n+leM.

Dann gilt schon M = N.

Die Aussage in (2) sagt nicht, dass n ein Element von M ist. Es geht um die Implikation:
wenn n ein Element von M ist, so ist auch n + 1 in M.

Mit der Notation 1,2,3,... sind die natiirlichen Zahlen nicht definiert, da die Bedeu-
tung der Punkte nicht erkldrt wird, es wird nur an die Anschauung appelliert. Das
Induktionsprinzip lédsst sich so nicht beweisen. Wir konnten N als geeignete Teilmenge von
R definieren und das Induktionsprinzip dann aus den Axiomen von Kapitel 1 herleiten, so
wird es im Buch von Hildebrandt® gemacht. Aber nach meinem Empfinden wire das kein
schoner Weg, der Begriff des Zihlens ist grundlegender als das Konzept der reellen Zahlen,
die natiirlichen Zahlen sollten unabhéingig von R erklirt werden. Eine solche Axiomatik des
Zihlens wurde von G. Peano 1889 entwickelt, sie gehtrt wie die Konstruktionen von Cantor
und Dedekind zum abstrakten Fundament der Analysis und wird in der Vorlesung Lineare
Algebra genauer diskutiert. Diese Grundlagen sind beruhigend, sie sichern die Existenz
der Objekte ab, aber aktiv gebraucht werden sie von uns nicht. Wir verwenden hier das
Induktionsprinzip als Ausgangspunkt, es hat folgende Umformulierung.

Satz 3.1 (Beweisverfahren der vollstindigen Induktion) Gegeben sei eine Folge von
Aussagen A(n) fir n € N. Es mdge gelten:

(1) A(1) ist wahr.
(2) A(n) ist wahr = A(n+1) ist wahr.
Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

BEWEIS: Wir betrachten die Menge M = {n € N : A(n) ist wahr}. Nach Voraussetzung gilt
1 € M, und mit n € M ist auch n + 1 € M. Das Induktionsprinzip ergibt M = N, das heifit
alle Aussagen A(n) sind wahr. O

"Leopold Kronecker, 1823-1891
8Stefan Hildebrandt: Analysis 1, Springer-Verlag 2002
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Man bezeichnet (1) als Induktionsanfang und (2) als Induktionsschluss. In den Naturwissen-
schaften bedeutet Induktion den Schluss vom Einzelfall auf ein allgemeines Gesetz. Das kann
richtig oder falsch sein, anders als bei unserem Beweisverfahren.

Beispiel 3.1 (arithmetische Summe) Wir zeigen die Summenformel

|
An) : 1+2+...+n:"("2+).

Fiir n = 1 sind linke und rechte Seite gleich Eins, also gilt der Induktionsanfang. Fiir den
Induktionsschluss starten wir mit der linken Seite von A(n + 1), und verwenden dann A(n):

1+2+...4(n+1) = 1+2+...4+n)+(n+1)
_ "("2+1)+(n+1)
(n+1)((n+1)+1)'

2

Wir sind wie gewiinscht bei der rechten Seite von A(n+ 1) gelandet, so dass nach Induktions-
prinzip A(n) fiir alle n € N bewiesen ist. Ubrigens lduft diese Formel unter dem Stichwort der
kleine Gauf. Die Schiiler in der Klasse von Gaufl waren mal wieder unartig, als Strafe sollten
sie die Zahlen von Eins bis Hundert addieren. Der Lehrer hatte wohl gehofft eine Zeitlang
seine Ruhe zu haben. Doch Gaufl fand die Antwort 5050 sofort. Sein Trick war, die Zahlen
nochmal umgekehrt aufzuschreiben und zu addieren:

1 2 cie e =1 n
n n—1 - ... ) 1
n+l n+1 -+ -+ n+l1 n+1

Die Stirke des Arguments von Gauf} liegt darin, dass es die richtige Formel liefert, wahrend
diese fiir den Induktionsbeweis schon bekannt sein oder geraten werden muss. Auf der anderen
Seite sind Induktionsbeweise, wenn die Behauptung vorliegt, oft relativ einfach.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, wollen wir fiir Summen und Produkte eine bessere
Notation einfiithren. Fiir durchlaufend nummerierte Zahlen a,y, ..., a, setzen wir

Der Index ¢ duchlduft dabei aufsteigend die ganzen Zahlen von der unteren Grenze m bis zur
oberen Grenze n. Es ist manchmal praktisch den Fall n < m zuzulassen, das heiflt es gibt
keine Summanden. Eine solche leere Summe bekommt per Definition den Wert Null. Im Fall
eines Summanden, also n = m, ist
m
Z A; = Q.
=m

Dies ist der Start n = m einer induktiven Definition der Summe, fiir n > m setzt man

n n—1
Zai = (Zai) + ap.
i=m i=m
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Der Laufindex i ist nur ein Parameter, die Zahlen konnen auch durch einen anderen Index
nummeriert werden. Dann sind aber die Grenzen anzupassen. Wollen wir zum Beispiel ¢ =
j + 1 substituieren und durchlduft ¢ die Werte m, ..., n, so muss j die Werte m —1,...,n—1

annehmen, es gilt also
n n—1
E a; = E Aj41-
=m j=m—1

Das Produkt kann ganz analog induktiv erklért werden, es gilt mit n > m

m n n—1
||ai:am und ||ai:<||ai>-an.

Das leere Produkt wird gleich Eins gesetzt. Die untere Grenze von Summen und Produkten
ist oft m = 1 oder m = 0. Um die Notation zu iiben, konnten Sie den Beweis der Formel fiir
die arithmetische Summe mit dem Summenzeichen aufschreiben.

Beispiel 3.2 (geometrische Summe) Sei z € R, x # 1. Dann gilt fiir alle n € Ny

1— xk+1
Z A
Dabei ist ¥ = z - ...z das Produkt mit k& Faktoren z. Fiir & = 0 ist es das Produkt
mit null Faktoren, das leere Produkt, es gilt also z° = 1. Das trifft auch im Extremfall
x = 0 zu. Fir x # 0 lésst sich diese Definition mit den Potenzgesetzen motivieren, man
rechnet 1 = 2! - 27! = 271 = 2%, Ein Beweis ist das auch nicht, wir nehmen 20 = 1 als

Definition. Wir werden uns spéter mit Potenzen noch ausfiihrlich beschéftigen. Nun zeigen
wir die Behauptung oben mit Induktion. Fiir n = 0 gilt

0 0+1
1—
Yoak=at=1= T
11—z
k=0
Jetzt gelte die Formel fiir ein n € Ny. Dann folgt
n+1
1 — pntl 1— x(n+1)+1
k n+1l _ n+l _
2 o = (o) +amtt = A= s p

k=0

Damit ist der Induktionsschluss verifiziert, die Formel ist bewiesen. Der Beweis ist wieder
relativ einfach, die Sache lduft halt nach einem festen Schema ab. Wie kann man aber die
Formel finden? Dazu gibt es einen schonen Trick, die Teleskopsumme:

n+1

n n n n
(R SELESD SED S SR SEES R
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

Im dritten Beispiel wollen wir die Potenzen (1 + x)", n € N, nach unten abschétzen. Fiir
kleine n sieht das so aus:

1+z)! = 1+z
(1+x)? = 1+2z+2?
(1+x)> = 1+3z+ 322+
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Um allgemein eine Formel zu finden, multiplizieren wir in Gedanken aus. Nehmen wir in jeder
Klammer die 1 als Faktor, so ergibt das eine 1. Wahlen wir in einer Klammer = und sonst
immer die 1, so liefert das ein x. Da es n Klammern gibt, bekommen wir so insgesamt nz.
Es gilt also

(14 2)" =1+ nx + Terme mit hoheren z-Potenzen.

Im Fall z > 0 sind die restlichen Terme alle nichtnegativ, also ist (1 + z)” > 1 4 nx. Fiir
x < 0 ist das Vorzeichen dieser Terme dagegen unklar. Wir kénnen aber folgendes zeigen.

Satz 3.2 (Bernoullische Ungleichung) ? Firz € R, x > —1, und n € N gilt
(14+2)" > 1+ nax.

BewEIs: Fiir n =1 gilt (1 +2)! =1+ 12. Wegen 1 + x > 0 folgt weiter

1+z)"™ = Q+2)-Q+2)"
> (I1+4+z)-(1+nx) (nach Induktionsannahme)
= 1+ (n+1)z+ na?
> 1+ (n+1)z.

O

Als néchstes geht es um die Zahl der Elemente gewisser Mengen. Das Abzéhlen gehort zu
den Dingen die jedem klar sind, nur die Mathematiker machen es kompliziert '°.

Definition 3.1 (Zahl der Elemente) Eine Menge M hat n € N Elemente (Notation:
#M = n) wenn eine bijektive Abbildung {1,...,n} = M existiert. M heifit endlich, wenn
entweder #M = n fir ein n € N oder M = 0, wir setzen #0 = 0. Fine Menge heift
unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

Bei Nachdenken tut sich noch folgende Frage auf: ist die Anzahl eindeutig definiert, oder
konnte sowohl #M = m als auch #M = n gelten mit n # m? Dann gibe es Bijektionen
sowohl zu {1,...,m} als auch zu {1,...,n}. Wir hitten dann eine Bijektion

{1,....m} > M > {1,....,n} mitn#m.

Die Abbildung ist in beiden Richtungen injektiv. Der folgende Satz liefert m < n und n < m,
und damit n = m. Die Anzahl ist also eindeutig definiert.

Satz 3.3 (Schubfachprinzip) ! Fiir allen € N gilt: ist f : {1,...,m} — {1,...,n} injek-
tiv fiir ein m € N, so ist m < n.

BEWEIS: Durch Induktion iiber n € N, jeweils fiir alle m € N. Fiir n = 1 haben wir f(m) =
1= f(1), also m =1 wegen f injektiv. Fiir den Induktionsschluss sei nun

f:{1,....om} = {1,...,n+1} injektiv.

9Jakob Bernoulli, Basel 1689

10\Mathematiker sind eine Art Franzosen: redet man zu ihnen, so iibersetzen sie es in ihre Sprache, und dann
ist es alsobald etwas ganz anderes (Goethe).

"Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1834
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Zu zeigen ist m < n + 1, das ist klar fiir m = 1. Fiir m > 2 suchen wir eine Injektion

fe{l,....om—1} = {1,...,n}, k— f(k),

dann folgt nach Induktion m—1 < n, also m < n+1, der Satz ist bewiesen. Eine naheliegende
Wahl ist f(k) = f(k) fir k = 1,...,m — 1; das geht gut falls f(k) € {1,...,n} fiir alle
k=1,...,m—1. Andernfalls ist f(i) = n+1 fiir genau eini € {1,...,m —1}. Aber dann ist
f(m) #n+1 da f injektiv, als Bildpunkt von i kénnen wir also f(m) € {1,...,n} nehmen:

~ f(k firk=1,...,m—1,k#1,
fly =10 ek
f(m) fir k=i.
Die f(1),..., f(m) sind paarweise verschieden, somit ist f injektiv. O

Das Schubfachprinzip macht eine Aussage iiber unsere Wéschekommode: ist in jeder Schub-
lade hochstens eine Socke so haben wir nicht mehr Socken als Schubladen. Auch richtig ist:
ist in jeder Schublade mindestens eine Socke, so haben wir mindestens soviel Socken wie
Schubladen. Wir driicken das noch mathematisch aus.

Folgerung 3.1 Ist f: {1,...,m} — {1,...,n} surjektiv fir m,n € N, so folgt m > n.
BewEIls: Wihle zu jedem k € {1,...,n} ein Urbild i € {1,...,m}, also f(ix) = k. Zum
Beispiel kann man das kleinste Urbild wahlen. Die Abbildung

g:{1,...,n} = {1,....,m}, g(k) = i,
erfilllt f(g(k)) =k, also ist g injektiv. Aus Satz 3.3 folgt n < m. O

Wir wollen nun fiir Mengen von Interesse die Anzahl der Elemente bestimmen. Als erstes
geht es um die Menge S, aller bijektiven Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n}. Die

Ziffern o1 = o(1),...,0, = 0(n) sind eine Umordnung (oder Permutation) von 1,...,n, wir
identifizieren jedes o mit dem Tupel (o1,...,0p).
Satz 3.4 (Zahl der Permutationen) Es gilt #S, =nl=1-2-...-n.

Beweis: Die Behauptung ist klar fiir n = 1. In S,, 11 betrachten wir die Teilmengen S, 1,
bei denen n + 1 an der Stelle k steht:

Spt1k =111, ,Tag1) € Sppr i =n+1} firk=1,...,n+ 1.

Das ist wie in der Familie, Papa sitzt an der Stelle £ und die anderen miissen sich drumherum
sortieren. Fiir jedes k haben wir die bijektive Abbildung

Sn = Snt1k, (01,...,00) = (01,..., 01,0+ 1,0k, ..., 00).
Zum Beispiel ist Sy bijektiv zu S32, mit (1,2) — (1,3,2) und (2,1) — (2,3, 1). Allgemein ist
die Umkehrabbildung gegeben durch

EL%%Lk — 5%, (71,...,Th+4) F’(717-'-77k7177k+l,--',7n+1)-

Es folgt #5541,k = #5n. Aber S, ist die Vereinigung der S,, 11 1, und je zwei dieser Mengen
haben keine gemeinsamen Elemente. Also folgt durch Induktion

n+1 n+1 n+1

i1 =Y #Spp1k = #Sn =) nl=mn+1)-nl=(n+1)
k=1 k=1 k=1
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Fiir das néchste Zahlproblem brauchen wir die
Definition 3.2 (Binomialkoeffizienten) Fir o € R und k € Ny setzen wir

(Z) _ola D)o mken) ﬁa—zﬂ - <C§> .

=1

Lemma 3.1 (Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten) Fir o« € R und k € N
erfilllen die Binomialkoeffizienten die Formel

(a?) B (Z) i (k:)'

BEWEIS: Fiir £ = 1 sieht man das direkt. Fiir k£ > 2 berechnen wir

(a>+<ka> L arfa—k4l) ac(a-(k-1)+1)

k —1 1.k )
_ ja—k+1 a-...-(a—k+2)
_< k +1) 1. (k—1)
o a+1l ((a+)—-1)-...-((a+1)—k+1)
Tk 1o .- (k—1)
:(a—i—l)((a—l—l)—l)-...‘((a+1)—kz+1)
1-...-k

(3 D

Blaise Pascal (1623-1662) hat die Zahlen (z) in folgendem Schema angegeben. Dabei sind die
Zeilen durch n = 0,1, 2, ... nummeriert, die Werte k£ = 0, 1,...,n entsprechen den Eintrigen
der n-ten Zeile. Nach Lemma 3.1 ist jeder Eintrag die Summe der beiden dariiber stehenden

Eintrédge, damit kénnen die Zeilen sukzessive berechnet werden.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Ebenfalls fiir « = n € Ny folgt durch Erweitern der Binomialkoeffizienten mit (n — k)! die
alternative Darstellung

n n!
= ——— fii 1,... 1
(kz) Fn =) iir n € Ng, k€ {0,1,...,n}, (3.1)

und daraus weiter die am Diagramm ersichtliche Symmetrieeigenschaft

<Z> = (nik) fiir n € No, k € {0,1,...,n}. (3.2)
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Satz 3.5 (Zahl der Kombinationen) Sei n € Ny und k € {0,1,...,n}. Dann ist die
Anzahl k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} gleich (7).

BeEWEISs: Wir erledigen zunéchst den Fall k£ = 0. Es gibt genau eine null-elementige Teilmenge
von {1,...,n}, ndmlich die leere Menge. Mit (8) = 1 stimmt die Behauptung fiir £ = 0, auch
im Sonderfall n = 0. Jetzt fithren wir Induktion iiber folgende Aussage A(n):

Fiir alle £ = 0,1,...,n ist die Zahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}
gleich (7).

Wir oben festgestellt gilt A(0). Fiir den Induktionsschluss miissen wir die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen von {1,...,n+ 1} bestimmen, wobei n € Ny und k£ € {1,...,n+ 1}.
Diese zerfallen in zwei disjunkte Klassen:

Klasse 1: Die Menge enthélt die Nummer n + 1 nicht.
Klasse 2: Die Menge enthélt die Nummer n + 1.

Klasse 1 besteht aus den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. Klasse 2 ergibt sich, indem
wir zu jeder (k — 1)-elementigen Teilmenge von {1,...,n} das Element n + 1 dazunehmen.
Induktiv ist die Zahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n + 1} also gleich

n n n+1
Kl 1 Kl 2= = .
#Klasse 1 + #Klasse (k) + (k: - 1) ( 1 )

Zum Schlus haben wir Lemma 3.1 benutzt. Das Argument gilt auch im Extremfall £ = n+1:
es gibt keine (n+1)-elementigen Teilmengen von {1, ..., n}, und nach Definition ist (nil) =0.
Der Satz bewiesen ist. O

Als Anwendung erhalten wir die allgemeine Binomische Formel.

Satz 3.6 (Binomische Formel) Fiira,b € R undn € N gilt

(a+b)" = Zn: <Z> ako*, (3.3)

k=0

Das Produkt (a+b)" besteht aus n Faktoren. Beim Ausmultiplizieren ergeben sich Terme der
Form a*b" % mit k = 0,1,...,n. Um die Potenz a* zu erhalten, miissen wir in k& Klammern
den Faktor a wéhlen, in den iibrigen Klammern b. Die Zahl dieser Terme ist also gleich der
Anzahl der Moglichkeiten, aus den insgesamt n Klammern k Stiick fiir a zu reservieren,
also gleich dem Binomialkoeffizienten (Z) Diese Begriindung ist sehr schliissig, allerdings
haben wir das Ausmultiplizieren nicht wirklich durchgefiihrt. Wir geben alternativ einen
Induktionsbeweis.

BEwEIS: Wir zeigen als erstes durch Induktion, dass eine Darstellung

n

(@+b0)"=> c(n,k)dv"* (3.4)
k=0
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mit geigneten Koeffizienten c(n,k) € R gilt. Fiir n = 1 ist das klar, wir wihlen ¢(1,0) =
¢(1,1) = 1. Sei nun (3.4) gezeigt fiir ein n € N. Dann folgt

(a+0)" = (a+0b)(a+b)"
= Zc(n, k) a* R N e(n, k) aFpn R
k=0 k=0
n—1 n
= c(n,n)a"™ + Z c(n, k) abHonF 4 Z c(n, k) a®b" 1 4 e(n, 0) "
k=0 k=1

= c(n,n)a"t + Z (c(n k) + c(n, k — 1)) a*b" 17K 4 ¢(n, 0) p" T
k=1

Die rechte Seite hat die Form 3723 ¢(n + 1, k) a®6"t1% und zwar mit

cnyk)+c(nk—1) firk=1,...,n
c(n+1,k) =< c(n,n) fir k=n+1,
¢(n,0) fir k= 0.

Jetzt zeigen wir induktiv ¢(n, k) = (Z) Fir n = 1 und £ = 0,1 stimmt das, und induktiv
folgt aus der Rekursionsformel, siehe Lemma 3.1,

((n n n+1 . _
<k‘>+<k—1>_< f > firk=1,...,n

c(n+1,k)= (n) <n+1> fir k=n+1,
n n+1

n n+1 . B
<0>—1—< 0 > fir k =0.

1
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4 Grenzwerte von Folgen

Wir definieren hier den Begriff des Grenzwerts im Fall von Folgen reeller Zahlen. Die zugrundlie-
gende Idee kann man auf Archimedes zuriickfiihren, der unter anderem den Fliacheninhalt des
Kreises berechnet hat. Er hat auch das Volumen der Kugel bestimmt, darauf war er so stolz dass
er es auf seinem Grabstein hat verewigen lassen; leider ist das Grab aber verschollen. Sein Ansatz
zum Konzept der Konvergenz wurde unter anderem von WeierstraB 2 aufgegriffen und prazisiert.

Eine Folge ist genau gesagt eine Abbildung
N—R, n+——a,.

Die Zahlen sind also nummeriert, n heiit die Nummer und a,, das n-te Glied der Folge. Oft
werden Folgen durch ein Bildungsgesetz oder durch Aufzihlen der ersten Glieder angegeben.
Zum Beispiel beschreibt a,, = n? oder a,, = 1,4, 9, ... die Folge der Quadratzahlen. Die Folge
an, = 1,1,... ist die konstante Folge mit Wert 1. Wenn es um eine Folge als Ganzes geht, ist
die Notation (a,)pen iiblich, manchmal auch kurz (ay,).

Definition 4.1 (Konvergenz) (a,)nen konvergiert gegen a € R mit n — oo, falls gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein K € R, so dass fir alle n > K gilt: |a, —a| < e.
Die Zahl a heifit Grenzwert der Folge und wir schreiben

lim a, =a oder a,— a firn— oco.

n—oo
FEine Folge (ap)nen heifst konvergent, wenn es ein a € R gibt das Grenzwert der Folge ist;
andernfalls heifit die Folge divergent.

Oft wird eine verbale Fassung der Konvergenz gegeben, etwa: die a,, weichen von a beliebig
wenig ab, wenn n hinreichend grof ist. Auch wird eine dynamische Vorstellung des Grenzwerts
impliziert, die Folge a,, strebt gegen a oder ist asymptotisch zu a. Ich persénlich finde unsere
Fassung klarer. Die Zahl ¢ > 0 gibt vor, um wieviel a,, von a hochstens abweichen soll. Fiir
die Konvergenz muss man ein K finden, so dass dies erfiillt ist fiir alle n > K. Und das muss
man schaffen egal wie klein € > 0 gewahlt wird. Der Vorteil dieser quantitativen Beschreibung
liegt darin, dass wir sie in Zukunft in mathematischen Argumenten benutzen kénnen. Mit
einer verbalen Umschreibung wiirden wir ins Schwimmen kommen.

Beispiel 4.1 (Harmonische Folge) Die Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a = 0. Denn zu
gegebenem ¢ > 0 wihlen wir K = 1/, und es folgt fiir alle n > K

lap, —al=11/n—-0]=1/n<1/K =e¢.
Eine geringfiigige Modikikation von Definition 4.1 lautet wie folgt:
zu jedem e > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt: |a, — a| < e. (4.1)

Diese Version folgt aus Definition 4.1: angenommen wir haben dort zu € > 0 ein K gefundeen.
Dann wéhlen wir N > K als die néchst gréflere natiirliche Zahl. Fiir n > N ist n > K und es
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folgt |a, —a| < e. Umgekehrt: haben wir zu € > 0 ein N wie in (4.1) gefunden, so ist offenbar
lan, —a| < e fur n > N, das heifft Definition 4.1 gilt mit K = N. Was ist der Vorteil unserer
Definition? Um Konvergenz zu beweisen muss man die Schranke K bzw. N berechnen. Die
Rechnung fithrt in der Regel auf eine reelle Zahl, es ist dann praktisch dass K in R gewéhlt
werden kann. Fiir (4.1) miissten wir jedes Mal zu der natiirlichen Zahl N i{ibergehen, das
bleibt uns erspart. Zum Beispiel konnten wir fiir die harmonische Folge K = 1/¢ nehmen.

Beispiel 4.2 (Konstante Folge) Ist a,, = a fiir alle n € N, so folgt lim, o @y, = a. Denn
fiir e > 0 gilt |a, —a] =0 < ¢ fiir alle n > 0, also kénnen wir immer K = 0 wéhlen.

Hier kann zu jedem ¢ > 0 das gleiche K gew&hlt werden, ndmlich K = 0; aber das ist ein
Sonderfall. Im allgemeinen gilt: je kleiner die Fehlerschranke € > 0 ist, desto spéter wird sie
in der Regel erfiillt, desto grofler muss somit K gewéhlt werden. Wir betrachten das fiir die
Folge a,, = 1/n, und zwar im Fall e = 1/N mit N € N. Wie oben gezeigt kann K = 1/¢
gewahlt werden. Ein kleineres K tut es nicht, denn dafiir hat man

N=1/e>K aber |ay—0=1/N=¢.

Somit ist hier K = 1/e die optimale, sprich kleinste mogliche Wahl, und dieses K wird grof3
fiir e > 0 klein. Manchmal wird das durch die Notation K = K (e) betont. Im allgemeinen
wire es kompliziert, das optimale K zu berechnen. Aber das ist in der Definition auch gar
nicht verlangt, wir brauchen nur irgendein K. Es reicht daher aus, die Differenz |a,, — a| so
abzuschétzen, dass eine geeignete Wahl von K ersichtlich wird. Das vereinfacht die Sache
erheblich, hier ein Beispiel.

Beispiel 4.3 (Geometrische Folge) Fiir ¢ € R mit |¢| < 1 gilt lim, o ¢" = 0. Das ist
klar wenn ¢ = 0. Fiir ¢ # 0 wollen wir die Bernoulli-Ungleichung, Satz 3.2, verwenden. Wir
schreiben |¢| = 1/(1 + z) mit > 0, und erhalten

1 1 1

" =0 =|q|" = < < — fiir all 1 .
la | = lql (1+w)”*1+n$*nx<€ iir alle n > 1/(ex)

Wir kénnen also K = 1/(ex) wihlen.

Hier mal ein Beispiel einer Folge, die nicht konvergiert.

Beispiel 4.4 Die Folge a,, = (—1)" ist nicht konvergent. Und zwar hat sie abwechselnd
die Werte £1, insbesondere ist a, — ap+1 = (—1)"(1 — (—1)) = £2. Angenommen es gilt
lim,, ;o0 @y, = a fiir ein a € R. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein K € R mit |a, — a| < ¢ fur
alle n > K. Es folgt dann fiir n > K

2=|ap — apt1| =lan —a+a— apt1| < lap —a| + |la — apy1| < 2e.
Das ist ein Widerspruch zum Beispiel fiir € = 1.

Satz 4.1 (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Fulls die Folge (an)nen konvergent ist, so ist
thr Grenzwert eindeutig bestimmd.

BEWEIS: Seien a,a’ € R Grenzwerte der Folge. Durch Einschieben von a,, folgt

la —d| =|a—an+an, —d| < |a, —al + |an, —d|.
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Nach Definition der Konvergenz gibt es zu jedem € > 0 Schranken K, K’ € R mit
lan, —al < % fir allen > K sowie |a, —d'| < g fiir alle n > K'.

Fiir n > max (K, K') folgt |a — d’| < e. Da € > 0 beliebig bedeutet das a = d’. O

Hier wurde eine banale, aber wichtige Tatsache benutzt: ist K’ > K und gilt die Abschéitzung
lan, — a| < e fiir alle n > K, so gilt sie erst recht fiir alle n > K’. Mit anderen Worten: ist
fiir ein € > 0 ein geeignetes K gefunden, so kann dieses immer vergréflert werden, es bleibt
dabei geeignet. Dadurch ist es zum Beispiel hier moglich, zu max(K, K') iiberzugehen.

Die Definition der Konvergenz ist auch in folgendem Punkt flexibel: angenommen wir
haben fiir ¢ > 0 nur eine Abschitzung |a, — a| < 3¢ fiir n > K(e) geschafft. Das reicht
schon fiir die Konvergenz, denn fiir & > 0 wenden wir die Information an mit ¢ = ¢’/3 und
erhalten |a, —a| < 3e = ¢’ fiir n > K () = K(&/3). Natiirlich geht das statt mit 3¢ auch mit
10e oder mit Ce fiir eine Konstante C, auch die Abschétzung |a,, — a| < & wére ausreichend.

Durch den Begriff der e-Umgebung gewinnt der Grenzwertbegriff an Anschaulichkeit.
Definition 4.2 (s-Umgebung) Die e-Umgebung von a € R ist die Menge
B.(a)={zeR:|z—a|<e}={reR:a—e<z<a+e}

Mit diesem Begriff konnen wir die Konvergenz einer Folge auch so ausdriicken: zu jedem
e > 0 gibt es ein K € R so dass a,, € B:(a) fiir alle n > K. Das ist schlicht und einfach
aquivalent, aber eventuell doch anschaulicher. Die Bezeichnung B.(a) kommt hier aus dem
Englischen: im R3 ist die Menge der Punkte, die zu einem festen Punkt a Abstand kleiner
als ¢ > 0 haben, eine Vollkugel (ball) mit Radius ¢ um a.

Wir wollen die Eindeutigkeit des Grenzwerts nochmal mithilfe des Umgebungsbegriffs
anschauen. Ist £ > 0 mit B(a) N B.(a") # 0, so folgt mit x € B.(a) N B:(a’)

la—d|=la—z+z—d|<|v—a|l+|z—d]|<2e.
Das impliziert im Umkehrschluss

B:(a)NB:(d') =0 fiire < %|a —d|.

Hieraus folgt aber die Eindeutigkeit des Grenzwerts, denn fiir ¢ < %|a — d'| kann a,, nicht in
beiden Umgebungen B:(a) und B.(a) liegen. Die Zahl 1|a —a/| ist iibrigens der Abstand von
a,d’ zam Mittelpunkt (a4 a’) der Strecke von a nach o'

Definition 4.3 (Beschrinktheit von Folgen) Fine Folge (an)nen heifit

beschrinkt wenn es ein C > 0 gibt mit |ay| < C fiir allen € N,
nach oben beschrinkt — wenn es ein M € R gibt mit a, < M fiir alle n € N,
nach unten beschrinkt wenn es ein m € R gibt mit a,, > m fiir alle n € N.

Verwenden Sie |a,| = max(a,, —ay) um zu zeigen: (ay,) ist genau dann beschrinkt, wenn (ay,)
nach oben und unten beschrdnkt ist.
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Beispiel 4.5 Die Folge a, = n, n € N, ist nach unten beschrénkt, zum Beispiel gilt a,, > 0
fiir alle n. Sie ist aber nicht nach oben beschrénkt: nach Archimedes gibt es zu jedem M € R
einn € Nmita, =n> M.

Satz 4.2 (konvergent = beschrinkt) Jede konvergente Folge ist beschinkt.
BEwWEIS: Es gelte a, — a mit n — oo. Zu € > 0 gibt es dann ein N € N mit
lan| = |la+ ap —a| < |a| + |a, —a| < |a]+¢  fiir n > N.
Wir withlen € = 1, also gilt |a,| < |a|+1 fiir n > N. Mit C = max(|a1], ..., |an|, |a|+ 1) folgt
lan| < C  fiir alle n € N.

O

Man kann dieses Argument so sehen: die Konvergenz ist eine asymptotische Eigenschaft
der Folge. An ihr dndert sich nichts wenn wir endlich viele Folgenglieder manipulieren, hin-
zufiigen oder weglassen. Und dasselbe gilt auch fiir die Beschrénktheit der Folge. Zwar muss
die Schranke eventuell angepasst werden, aber die Beschrianktheit an sich ist auch eine asym-
ptotische Eigenschaft.

Satz 4.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelte a,, — a,b, — b mit n — oco.

a)  Fir alle A\, pu € R ist (Aayp, + pbn)nen konvergent mit Grenzwert
limy, 500 (Aay, + pby) = Aa + ub.

b) Die Folge (ay, - by)nen ist konvergent mit Grenzwert lim, o (ap - by) = a - b.

c) Fuallsb#0, so gibt es ein Ko € R mit b, # 0 fir n > Ko und die Folge (an/bn)n>K,
ist konvergent mit Grenzwert lim,,_ o an /by, = a/b.

BEWEIS: Wir zeigen erst a) im Fall A\ = 4 = 1. Zu € > 0 gibt es ein K € R mit |a,, —a| < &/2
und |b, — b| < ¢/2 fir n > K. Es folgt fir n > K

[(@n +bn) = (@ +B)] = |(an = @) + (b0 = b)| < lan —al + [on —b] < S+ 5 =&,
Die volle Aussage in a) folgt aus diesem Spezialfall und b).

Um b) zu zeigen, schitzen wir erst fiir n € N ab:
lanby, — ab| = |apby, — anb + anb — ab| < |ay| - |by, — b + |an, —a - |b)].
Nach Satz 4.2 gibt es ein C' > 0 mit |a,| < C fiir alle n € N, und so dass auch |b| < C. Also
|anby, — ab|l < C(lay, —a| + |b, —b|)  fiir alle n € N.
Zu e > 0 wihle K € R mit |a,, — al, |b, — b| < ¢/(2C) fiir n > K. Es folgt

\anbn—ab\<0<%+%>:€ fiir n > K.

In ¢) kénnen wir a,, = 1 annehmen, der allgemeine Fall folgt dann aus b) mit

=ap-  —.

bn

Gnp,
bn
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Wir miissen erst das Problem loswerden, dass der Nenner Null sein kénnte. Es gilt
[bn| = [b— (b —bn)| = [b] — |bn — b].
Zu e = |b|/2 > 0 gibt es ein K mit |b, — b| < ¢ fiir n > Kj. Daraus folgt
|bn| > 1b] — |bp, — b] > |b] —e =1{b]/2 > 0.
Somit ist b, # 0 fiir n > Ky, und es gilt die Abschitzung

1 1| |bn—bl _ 2
B <Clbn—b mitC= .
5o~ Bl = iy <Y i C=
Zu jedem € > 0 gibt es ein K mit |b, — b| < ¢/C fiir n > K. Wir erhalten
1 1
b——g‘ < Clb, —b| <e fiir alle n > max(Ky, K).

[
An dieser Stelle gibt es eine Verbindung zur Linearen Algebra. Die Menge F aller reellen
Zahlenfolgen bildet ndmlich einen Vektorraum. Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation
ist dabei komponentenweise erklért, das heif3t

(an)nen ® (bn)nen = (an + bn)nen,
AO (@n)nen = (Aan)nen.

Das ist dhnlich wie die Addition und Skalarmultiplikation von Vektoren im R3, nur hat die Fol-
ge unendlich viele Komponenten. Es ist nicht schwierig, die Vektorraumaxiome nachzupriifen.

Die Unterrdume des R? sind der Nullvektor, Geraden und Ebenen durch den Nullpunkt, und
der R3 selbst. Allgemein sind Unterrdume U gekennzeichnet durch die Eigenschaften

a,beU ADeR = a®b A®acel.

Im Raum F aller reellen Folgen haben wir nun folgende Teilmengen; dabei wird (ay) als
Nullfolge bezeichnet wenn lim,_,~ a, = 0.

{Nullfolgen} C {Konvergente Folgen} C {Beschrénkte Folgen} C {Reelle Folgen}.

Mit Regel a) aus Satz 4.3 und Satz 4.2 sieht man leicht, dass es sich auf jeder Stufe um
Untervektorrdume handelt. Man kann sich iiberlegen, dass an keiner Stelle Gleichheit gilt,
und dass keiner der Rdume endlichdimensional ist. So weit dieser Ausflug.

Hier eine Anwendung der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Beispiel 4.6 (geometrische Reihe) Fiir —1 < ¢ < 1 betrachten wir die Folge (bzw. Reihe)
an=14+qg+...4+¢"=> 1, ¢". Dann ergibt sich aus Beispiel 3.2, Beispiel 4.3 und Satz 4.3

n
1 — gt 1
lim a, = lim qu = lim a =
k=0

n—o00 n—o00 n—oo 1 —gq 1—¢q ’

Wir schreiben hierfiir auch
> 1
Y df=—— fiirqge(-1,1). (4.2)
k=0 1=q

Folgen die wie in diesem Fall additiv gegeben sind heiflen Reihen. Sie spielen eine grofie Rolle
in der Analysis und werden noch ausfiihrlicher untersucht.
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Satz 4.4 (Grenzwerte und Ungleichungen) Seien (ap)nen und (by)nen konvergent, mit
Grenzwerten lim,, oo a, = a und lim,_, o b, = b. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ist ap < by, fir alle n, so folgt a <b.
b) Gilt ¢ < a, <d fir alle n mit ¢,d € R, so folgt ¢ < a <d.
c) Ist a, < ¢, < b, und gilt a = b, so konvergiert auch die Folge (¢p)nen gegen a = b.

BEwEIs: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein K € R mit a, > a—c und b, < b+¢
fiir alle n > K. Die Voraussetzung in a) liefert dann a —e < b+ ¢ beziehungsweis (a—b)/2 < &
fiir jedes € > 0, also a < b. Aussage b) folgt unmittelbar aus a), indem wir ¢, d als konstante
Folgen auffassen. Unter den Voraussetzungen in ¢) folgt fiir n > K die Ungleichungskette

a—e<a,<c, <b,<b4+e=a+e,

also lim,,_,o ¢, = a nach Definition des Grenzwerts. O

Achtung: aus a, < b, folgt nicht ¢ < b, sondern nur a < b. Die Striktheit von Ungleichungen
geht beim Ubergang zu Grenzwerten im allgemeinen verloren. Zum Beispiel gilt 1/n > 0 fiir
alle n € N aber lim,,_,o, 1/n = 0.

Definition 4.4 (Uneigentliche Konvergenz) Die Folge (an)nen konvergiert uneigentlich
(oder divergiert bestimmt) gegen 400, falls gilt:

Zu jedem C > 0 gibt es ein K € R, so dass a, > C fiir allen > K.

Wir schreiben lim, o a, = +0o oder a, — +oo mit n — oco. Uneigentliche Konvergenz
gegen —oo ist analog definiert.

Die Definition der Intervalle aus Kapitel 1 wird ausgedehnt, indem +oco als offene Intervall-
grenzen zugelassen werden, zum Beispiel

[a,00) = {xeR:a<z< o0},
(—00,b) = {zeR:—o0<x<b},
(—o00,0) = {z€R:—0<z<o0}=R.

Mit dieser Notation kann die Konvergenz a,, — 400 wie folgt ausgedriickt werden:
Zu jedem C > 0 gibt es ein K € R mit a, € (C,o0) fiir alle n > K.

Bei Konvergenz gegen a € R liegen fiir n > K alle Folgenglieder in B(a). Bei Konvergenz
gegen +oo tritt anstelle der e-Umgebung das rechtsseitig unendliche Intervall (C,o0). Die
Konzepte Konvergenz und uneigentliche Konvergenz lassen sich unter einen Hut bringen, in-
dem die Menge R = RU {400} betrachtet wird. Aber wir verzichten darauf, die Sache wiirde
dadurch auch nicht einfacher. Insbesondere kommen in dieser Vorlesung +oo als abgeschlos-
sene Intervallgrenzen nicht vor.
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Beispiel 4.7 Fiir ¢ > 1 gilt lim, o0 ¢" = +00. Denn zu gegebenem C' > 0 gibt es nach
Beispiel 4.3 ein K € R mit (1/¢)" < 1/C fiir n > K, also ¢" > C fir n > K. Insgesamt
haben wir fiir das Verhalten der Folge ¢” mit n — oo folgende Tabelle:

qg>1 = limy 00 ¢" = +00,
g=1 = limp00q” =1,
1<qg<1l = limy g =0,

¢g<-1 = (¢") nicht konvergent.

Der Fall —1 < ¢ < 1 wurde in Beispiel 4.3 behandelt, und der Fall ¢ < —1 folgt mit etwas
Uberlegung aus Beispiel 4.4.

Beispiel 4.8 Betrachte die rekursiv definierte Folge
ap =0, apy1 =a2+c (c€R Parameter).
Wir behaupten, dass die Folge fiir ¢ > i gegen +oo konvergiert. Und zwar gilt

1 1
an+1—an:ai—an+c:(an—§)2+c—1.

Also folgt induktiv a,, > n(c— i) — o0. Die Frage, fiir welche ¢ € R die Folge divergiert bzw.
konvergiert, ist nicht einfach zu beantworten (Stichwort Mandelbrotmenge).

Satz 4.5 (Konvergenz von Kehrwerten) Fiir eine Folge (an)nen, an # 0, gilt:
(1) Aus |an| — 400 folgt 1/a, — 0.
(2) Aus a, = 0 und a, >0 (bzw. a, <0) folgt 1/a, — +o0 (bzw. 1/a, — —o0).

BEwEIs: Um (1) zu zeigen sei ¢ > 0 gegeben. Wegen |a,| — +o0o gibt es dann ein K € R
mit |ay,| > 1/¢ fiir alle n > K, also |1/a, — 0] = 1/|a,| < € fir n > K.

Um (2) zu zeigen sei C' > 0 gegeben. Wegen a, — 0, a, > 0, gibt es ein K € R mit
an = |a, — 0| < 1/C fiir alle n > K. Es folgt a, > C fir n > K. O

Die Aussagen (1) und (2) sind nicht ganz symmetrisch, bei (1) gibt es keine Voraussetzung
ans Vorzeichen wihrend bei (2) explizit a,, > 0 verlangt werden muss.
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5 Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Thema dieses Kapitels ist die Vollstandigkeit der rellen Zahlen. Eine populédre aber reichlich
vage Formulierung des Axioms lautet: in der Zahlengerade gibt es keine Lécher. Damit kann
man natiirlich nicht viel anfangen, unsere Version verwendet das Konzept der Konvergenz von
Cauchyfolgen. Wir werden im Laufe des Kapitels mehrere alternative Fassungen kennen lernen,
sowie eine Reihe von Anwendungen.

Die arithmetischen Axiome (K) und Anordnungsaxiome (A) sind in den rationalen
Zahlen giiltig, dennoch ist Q fiir die Analysis ungeeignet. Um das zu begriinden beginnen
wir mit einer Beobachtung der Pythagorder 3. Vorab folgende Tatsache: ist p € N mit p?
gerade, so ist p auch gerade. Denn wire p ungerade, also p = 2m + 1 mit m € Ny, so hétten
wir p? = 4m? + 4m + 1 und p? wire ungerade, Widerspruch.

Satz 5.1 (Irrationalitiit von /2) Die Gleichung x> = 2 ist in Q nicht losbar.

BEWEIS: (durch Widerspruch) Angenommen es gibt eine rationale Zahl z mit 22 = 2. Indem
wir wenn notig x durch —z ersetzen haben wir z > 0. also x = p/q mit p,q € N. Die
folgende Tatsache ist nun wesentlich: wir konnen annehmen dass héchstens eine der Zahlen
P, q gerade ist. Dazu kiirzen wir so lange durch 2 bis es stimmt, das ist spétestens der Fall
wenn Zéhler oder Nenner gleich 1 sind, inbesondere nach endlich vielen Schritten. Aus der
Gleichung p?/q¢? = 22 = 2 folgt

p?=2¢> = p?gerade = p gerade.

Somit ist p = 2m mit m € N, es folgt weiter
= ¢®gerade = ¢ gerade.

Also sind doch p, q beide gerade, ein Widerspuch. O

In R ist die Gleichung z? = 2 l6sbar, wie wir in Kiirze schen werden. Man konnte das als
Grund fiir die Erweiterung von Q zu R anfiihren, dhnlich wie die Erweiterungen N C Z
und Z C Q durch die Losbarkeit der Gleichungen a + x = b beziehungsweise a - x = b
motiviert sind. Das ist nicht ganz falsch, wir werden fiir positive Zahlen Quadratwurzeln
und auch n-te Wurzeln definieren. Andererseits bleibt die Gleichung 22 = —1 auch in R
ungelost. Und die Menge aller Nullstellen von Polynomen mit rationalen Koeffizienten, die
sogenannten reellen algebraischen Zahlen, bilden nur eine relativ kleine Teilmenge von R,
was wir noch prézisieren und zeigen werden. Die meisten reellen Zahlen haben mit der
Losung von Polynomgleichungen mit Koeffizienten in Q nichts zu tun.

Im Zentrum steht vielmehr das Ziel der Analysis, neue Objekte — Zahlen, Funktionen,
Operationen — durch Grenzprozesse zu konstruieren. Unsere Definition der Konvergenz setzt
voraus, dass wir den Grenzwert der Folge bereits kennen. Das Vollstédndigkeitsaxiom muss
die Existenz von Grenzwerten in Situationen garantieren, in denen der Grenzwert a priori
nicht bekannt ist. Wir betrachten hierzu drei Beispiele.

13Hippasos von Metapont, um 450 v. Chr.
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Beispiel 5.1 (Verfahren von Heron) Seia > 0. Wir wollen zeigen dass folgende Iteration
gegen eine Losung der Gleichung 22 = a konvergiert:

1
Tpt1 = 7<:cn + i), Startwert zg > 0. (5.1)
2 T,

Wir kénnen = und a/z als Seiten eines Rechtecks mit Flicheninhalt a auffassen. Im Fall eines
Quadrats wire 2 = a, die Losung wire gefunden. Im allgemeinen sind die Seiten aber relativ
zum Quadrat zu lang bzw. zu kurz, der Ubergang von x, zum arithmetischen Mittel x,1
soll das in jedem Schritt verbessern. Was kénnen wir iiber die Iteration aussagen? Es gilt

2 2
9 1 a 1 a
l‘n+1:4<3§'n+xn> :4<l‘n—xn> + a.

Fiir n > 1 ist also 22 > a, das heifit z,, ist die lingere Seite. Weiter folgt

1 a 22 —a
xn_xn+1:*xn—— —
2 Ty

>0 firn>1, alsox;>z9>...>0.
2z,

Somit ist die Folge z,, fiir n > 1 monoton fallend und durch z,, > 0 nach unten beschréinkt.
Wenn sie gegen ein = € R konvergiert, so folgt > 0 und weiter 22 > a > 0, und damit

g g 1 al) 1 a
v Jim = Jim g (ot o) =5 (0 3)-
Umstellen ergibt 22 = a, die Gleichung ist gelost. Die Konvergenz der Folge x,, konnen wir
aber nicht mit Definition 4.1 zeigen, denn dafiir miissten wir den Grenzwert /a schon kennen,
und den wollen wir ja gerade konstruieren.

Beispiel 5.2 (Zinseszinsrechnung) Wird ein Kapital von K Euro mit Zinssatz p% per
annum linear verzinst, so ist der Kontostand nach  Jahren gleich K (1 + 1§52). Wir starten
im folgenden mit 1 Euro und nehmen als Zinssatz 100%. Nach x Jahren haben wir dann
fi(xz) := 1+ x, zum Beispiel nach einem Jahr 2 Euro, das Kapital hat sich verdoppelt. Die
Idee des Zinseszinses ist, den Zeitraum x in kiirzere Intervalle zu unterteilen und den Zins
anteilig anzurechnen mit dem Effekt, dass die schon erworbenen Zinsen ihrerseits wieder
Zinsen liefern. Wird der Zeitraum [0, z] in n gleich lange Intervalle unterteilt, so ergibt das
nach dem ersten Intervall 1 + ¥, nach dem zweiten (1 + %)2, und schliefllich nach dem n-ten
Intervall, also insgesamt nach der Zeit z,

n
Fulz) = (1 n f) fir 2 € R, n € N. (5.2)
n
Was liefert kontinuierliche Verzinsung, existiert der Grenzwert lim, o fr(x)?

Beispiel 5.3 (Dezimalbruchdarstellung) Jede Zahl a € R hat eine Darstellung der Form
a = ag, kiks... mit ap € Z und k; € {0,1,...,9} fiir j = 1,2,.... Genauer bedeutet das

n
a= nli_)ngoan mit  a, = ag + ij -1077.
j=1
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Als erstes wahlen wir ag € Z mit a9 < a < ag + 1. Wir bestimmen dann a,, induktiv mit
an < a < ap+ 107", das ist fiir n = 0 erfiillt. Sei a,,—1 schon bestimmt, es gilt also

Un-1+0-10"=ap1<a<apn1+10""D =g, 1 +10-107".
Wir definieren nun a,, = a,_1 + k, - 10" wobei
kn =max{k €Z:an_1+k-107" <a} €{0,1,...,9}.
In diesem Maximum ist k& = k,, zuléssig aber nicht £ = k,, + 1. Das bedeutet
ap =ap-1+ky 107" <a<ap_1+(k,+1)-100" =a, +107".
Damit sind die a,, wie behauptet definiert. Sie approximieren die Zahl a, denn es gilt
la —a,| <107" — 0 mit n — oo.

Eine gegebene Zahl a hat somit eine Darstellung als Dezimalbruch. Umgekehrt stellt sich
aber die Frage: seien ag € Z und ki, ko, ... beliebig mit k; € {0,1,...,9}. Konvergiert dann
die Dezimalbruchfolge a,, = ag, k1ks . . . k, gegen eine gewisse, reelle Zahl?

In diesen Beispielen brauchen wir wie gesagt eine Charakterisierung konvergenter Folgen, die
ohne die Kenntnis des Grenzwerts auskommt. Die Idee von Cauchy'* besteht darin, die Glie-
der der Folge nicht mit dem unbekannten Grenzwert, sondern untereinander zu vergleichen.

Definition 5.1 (Cauchyfolge) Eine Folge (an)nen heifit Cauchyfolge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein K € R, so dass |a, — ap| < € fir alle n,m > K.

Beim Nachweis dieser Eigenschaft reicht es aus, die Zahlen n,m mit n < m zu betrachten,
denn die Definition ist symmetrisch in n und m und fiir n = m ist nichts zu tun.

(V) Vollsténdigkeitsaxiom: Jede Cauchyfolge ist konvergent.

Damit sind die Axiome (KAV) der reellen Zahlen komplett. Es gibt auch andere Moglichkeiten
die Vollsténdigkeit zu charakterisieren, diese werden wir als Folgerungen herleiten.

Satz 5.2 Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

BEWEIS: Sei limy, o ay, = a. Zu € > 0 gibt es dann ein K € R mit |a, —a| < /2 fiir n > K,
und fiir n,m > K folgt

e €
|an—am|:|an—a+a—am\g]an—a\+]am—a|<§+§ze.

O

Die Umkehrung dieser Aussage ist genau das Vollstdndigkeitsaxiom, wir kénnen also auch
sagen: eine Folge ist genau dann konvergent wenn sie eine Cauchyfolge ist.

1 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857
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Beispiel 5.4 (Konvergenz von Dezimalbriichen) Seien ay € Z, k; € {0,1,...,9} belie-
big gegeben. Dann konvergiert die Dezimalbruchfolge

n
anp = ao—i-ij . 10_j
j=1

gegen eine reelle Zahl. Fiir n < m schitzen wir wie folgt ab, wobei wir die Formel fiir die
geometrische Reihe, Beispiel 4.6, verwenden:

m m—(n+1)
|t — an| = Z ki-1077 <9- 10— (n+1) Z 10*F<9. 107+ __~-
j=n+1 k=0 =15

Nach Beispiel 4.3 ist 10™" eine Nullfolge, also ist 107" < ¢ fiir n > K. Die Dezimalbruchfolge
ist damit eine Cauchyfolge, sie konvergiert nach dem Vollstdndigkeitsaxiom. Nach Beispiel
5.3 hat jede reelle Zahl eine Darstellung als Dezimalbruch. Die Abbildung, die jedem Dezi-
malbruch seinen Grenzwert zuordnet, ist also definiert und surjektiv. Sie ist nicht injektiv,
zum Beispiel gilt 0,99... = 1,00.... Tatséchlich sind die Gegenbeispiele zur Eindeutigkeit
der Dezimaldarstellung aber nur von diesem Typ (Ubungsaufgabe).

Definition 5.2 (Monotone Folge) FEine Folge (ay)nen heifst monoton wachsend, wenn
Gnt1 > Gy fiir alle n € N.

Manche Autoren bezeichnen dies als nichtfallend, und reservieren den Begriff wachsend fiir
eine Folge mit a1 > ay; bel uns heilt das streng monoton wachsend.

Satz 5.3 (Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschrinktheit) Jede mono-
ton wachsende, nach oben beschrinkte Folge ist eine Cauchyfolge und damit konvergent.

BEWEIS: Sei (an)nen monoton wachsend und a,, < b fiir alle n € N. Betrachte fiir ¢ > 0 die
Intervalle I, = [a1 + ke, a1 + (k+ 1)e] mit k € Ng. Wenn I}, ein Folgenglied a,, enthélt so folgt

an — a b—a
a1 + ke < ap, also k< n 1§ L
€ €

Das Intervall Iy enthélt a;. Sei k& maximal so dass I irgendein Element der Folge enthélt,
und sei dann N minimal mit ay € Ix. Aus der Monotonie und der Maximalitédt von k folgt

n>N = a+ke<any<a,<a+ (k+1)e.

Also gilt |a, — an| < € fiir n,m > N, die Folge (a,) ist eine Cauchyfolge. O

Natiirlich gibt es auch konvergente Folgen die nicht monoton sind, zum Beispiel a,, = (—1)"/n.
Dennoch ist das Kriterium von zentraler Bedeutung, es hat sehr viele Anwendungen.

Beispiel 5.5 (Konvergenz des Heronverfahrens) Die in Beispiel 5.1 konstruierte Folge
xy erfiillt 1 > x9 > ... > 0. Nach Satz 5.3 konvergiert die Folge gegen ein x > 0. Wir
hatten bereits gesehen dass dann die Gleichung 22 = a gelost wird, also haben wir eine
Quadratwurzel von a gefunden.
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Beispiel 5.6 (Die Zahl e und Zinsrechnung) Wir betrachten die Verzinsung von einem
Euro Kapital fiir ein Jahr, siehe Beispiel 5.2. Bei Zinseszins mit n Teilintervallen ergibt sich

1\
fo = (1 n f) .
n
Wir behaupten, dass die Folge f, nach oben beschrénkt ist. Berechne dazu mit der binomi-
schen Formel, siehe Satz 3.6,

" /n\ 1 1L an—1 n—k+1 1
= — = <y —=i¢,.
Jn Z(k:)nk = k:‘ n on n _kzok! ¢

k=0

Wir schiitzen e, ab: es ist k! > 281 fiir k > 1, also

n o0
en <1+ 27 <14) 2tk =3
k=1 k=1

Die Folge e, ist offensichtlich monoton wachsend. Fiir f;,, verwende die Bernoulli-Ungleichung:

fn (n+1)" . (n— 1)”_1
fn—l nn nn—l
. on (n+1)(n—1)
Con-—1 ( n? >
n 1.n
T n 1(1 B ﬁ)
n

v

Also ist auch die Folge f,, monoton wachsend. Im Zins-Modell bedeutet das, kiirzere Intervalle
sind besser. Beide Folgen haben die Zahl 3 als obere Schranke, also sind sie konvergent.

Definition 5.3 (Eulersche Zahl) Wir setzen
— 1
e:Zk!:nh—{gok OH. (5.3)

Wie oben gezeigt ist 2 < f, < e, < 3 (beachte f; = 2), also gilt auch 2 < e < 3. Der
Taschenrechner liefert zum Beispiel die Naherungswerte e3 = 2,666... und es = 2,716....
Wir zeigen nun, dass die Folge f, ebenfalls den Grenzwert e hat. Aus f,, < e, ergibt sich
lim,, o fr < e. Wir zeigen andererseits fiir beliebiges m € N

lim f, > epn.
n—oo

Mit m — oo folgt dann lim,_, f;, > e wie behauptet. Fiir n > m schéitze wie folgt ab:

fn:

3 \

Kn n n

1 nn-1 nfk+1 in: nn—1 n—k+1
k=0 —0

33



Der k-te Summand auf der rechten Seite ist das Produkt von 1/k! mit den Faktoren (n—j)/n
fir j =0,...,k — 1. Jeder dieser Faktoren konvergiert mit n — oo gegen Eins, also folgt

1
k=0
Die Eulersche Zahl hat somit die alternative Darstellung

e=lim (1+ %)n (5.4)

n—oo

Wird ein Euro fiir ein Jahr mit 100% angelegt, so hat man bei linearer Verzinsung 2 Euro,
bei kontinuierlichem Zinseszins dagegen e = 2, 71828 ... Euro. Der Zinseszins ist ein spezielles
Wachstumsgesetz, die Folge f,, ist dadurch gut motiviert. Die Folge e,, kommt hier nur tech-
nisch ins Spiel, sie tritt in der Abschétzung auf. Bei der Diskussion der Exponentialfunktion
werden wir aber dieser Reihe wieder begegnen.

Satz 5.4 (Irrationalitéit der Eulerschen Zahl) e =Y 7 1/k! ist nicht rational.

BEWEIs: Wir zeigen, dass die e, die Zahl e gut approximieren. Es gilt

=1
e—e, = ZE

k=n+1

1 1 1
= et <1+n+2+ 1+ 2)(n+3) “L)
(nil)! (T+27'+272+..)
2
(n+ 1)1

Nach Multiplikation mit n! ergibt sich hieraus

n' 6 - e - n .

Nun ist nle, = Y ;_,n!/k! € N. Wire e rational, so wire auch nle € N fiir n hinreichend
grof. Dann wiire n!(e — e,,) eine ganze Zahl, Widerspruch. O

Als néchste Anwendung des Vollstédndigkeitsaxioms nun das Intervallschachtelungsprinzip.

Definition 5.4 (Intervallschachtelung) Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von In-
tervallen I, = [an, by] C R mit I,41 C I, fiir alle n und |I,| = b, — ap — 0 mit n — co.

Es ist nicht verlangt dass die Intervalle den gleichen Mittelpunkt haben.

Satz 5.5 (Intervallschachtelungsprinzip) Zu jeder Intervallschachtelung (I,)neny mit
I, = [an, by] gibt es genau x € R so dass

T e ﬂ I, also x € I, fiir allen € N.
neN

Es gilt x = limy, 00 @, = limy, o0 by,
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BeEweEIs: Nach Voraussetzung ist a1 < ae <...und by > by > .... Ferner gilt
an <b,<by und b, >a,>a; firalleneN.

Aus Satz 5.3 folgt die Existenz der Grenzwerte a = lim,_,o a, bzw. b = lim,_, b,. Dann
folgt nach Satz 4.3 und Satz 4.4

0<b—a= lim b, — lim a, = lim (b, —ay,) =0.
n—oo n—oo n—oo
Setze x == a =0b. Dann ist a, < a=x = b < b, also x € I, fiir alle n. Sei ' € R mit 2’ € I,
fiir alle n, das heifit a,, < 2’ < b,,. Durch Grenziibergang ergibt sich nach Satz 4.4 a < 2’ < b,
also 2/ = z. O

Wir wollen eine Intervallschachtelung verwenden, um fiir y > 0 und n € N die Zahl y'/
zu konstruieren, also die Losung x > 0 der Gleichung 2" = y. Dazu machen wir ein paar
Voriiberlegungen zu monotonen Funktionen. Eine Funktion f : I — R auf einem Intervall
heif3t streng monoton wachsend, wenn folgende Implikation gilt:

xTo >T1 = f(IEQ) > f(l‘l) (55)

f ist dann injektiv: ist f(x1) = f(z2) so kann weder x9 > 1 noch x1 > x9 sein, es folgt also
x1 = x2. Die Abbildung f : I — f([I), also jetzt mit Zielbereich f(I) statt R, ist dann injektiv
und surjektiv, das heiit es gibt die Umkehrfunktioa g : f(I) — I. Diese Umkehrfunktion
ist ebenfalls streng monoton wachsend: wire yo > y; mit g(y2) < g(y1), so folgt aus der
Monotonie von f

v1 = f(g(y1)) = f(9(y2)) = y2, Widerspruch. (5.6)

In unserem Fall ist f : I = [0,00) — R, f(z) = 2", streng monoton wachsend nach Anord-
nungsaxiom (A2). Somit ist f injektiv, es gibt also hochstens eine Losung 2 > 0 der Gleichung
f(z) = y bzw. 2™ = y. Die Umkehrfunktion ¢ : f(I) — I erfiillt y = f(g(y)) = g(y)", also
ist * = g(y) die gesuchte Losung, es gilt g(y) = y'/". Allerdings ist g(y) nur fiir y € f(I)
definiert, wir miissen noch f(I) = [0, 00) zeigen. Das ist genau das Problem der Existenz der
Waurzel, das wir nun angehen.

Satz 5.6 (n-te Wurzel) Zu jedem y > 0 und n € N gibt es genau ein x > 0 mit 2" =y,
Bezeichnung {/y oder y'/™ . Die Funktion y — y'/™ ist streng monoton wachsend auf [0, 00).

BEWEIS: Mit der Methode der fortgesetzten Halbierung konstruieren wir eine Intervallschach-
telung Iy, = [ag, by|, so dass gilt:

af <y <bp fiir alle k € N, (5.7)

Als Start wahlen wir I; = [0, b1] mit b; € N hinreichend gro8. Ist I} schon gefunden, so setzen
wir my = (ag, + bx)/2 und wihlen

lag,my] falls m}! >y

Ter = ks, o] = { [my, by]  falls m}} <.

Damit gilt (5.7) auch fiir k£ + 1:

Fall 1: by, =mp >y, und ap | = ap <y nach Induktion,
Fall 2: ap, ; =mp <y, und by, ; = b > y nach Induktion.
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Weiter ist 41 C I und [Iz| = 2'7%|I;| — 0, also ist (I;) eine Intervallschachtelung. Nach
Satz 5.5 gibt es ein x € R mit = € I fiir alle k, und es gilt ax,bpy — = mit k& — oo. Durch
Grenziibergang in (5.7) folgt

2" = lim af <y < lim by = 2",

n—oo n—oo

Die Eindeutigkeit der n-ten Wurzel und die Monotonie der Funktion wurden oben gezeigt. (]

Fir a > 0 konnen nun Potenzen a” mit Exponenten r € Q erklidrt werden. Potenzen mit
ganzzahligen Exponenten seien vorausgesetzt, inklusive Rechenregeln. Wir definieren

a" = (ap)l/q fiir r = p/q mit p € Z, ¢ € N.

Dies héngt nicht von der Darstellung von r ab. Denn sei r = p//¢/, also p¢’ = p'q, dann gilt

<(ap’)1/q')qq/ - (((ap’)l/q’)q')q — (@) = a1 = a? = ((ap)l/q)qq/’
also (a?)V/9 = (aP)'/4 wegen Eindeutigkeit. Weiter zeigt man die Rechenregeln
(i) a"a® = a"** (i) (a")® =a" (iii) a"b" = (ab)".

Zum Beispiel gilt mit r = k/m und s = p/q

m

(a"a®)™ = (ak/m)mq (ap/q)mq — (((ak)l/m)m)q . (((ap)l/q)q) — (ak’)q (aP)™ = aFatrm.

Dies bedeutet
a"a® = (aqurpm) 1/mg _ a(kq+pm)/mq — ak/erp/q — aT‘+s.

Die anderen beiden Potenzgesetze werden #dhnlich verifiziert.
Beispiel 5.7 Ein Grenzwert, der hdufiger auftritt, ist

lim ¢/ =1 fiira > 0. (5.8)

n—o0

Betrachte erst den Fall ¢ > 1. Dann ist o'/ > 11/ =1 wegen Monotonie der Wurzelfunktion,
also a'/™ =1+ &, mit &, > 0. Aus der Bernoulli-Ungleichung, Satz 3.2, folgt

a=1+&)">21+n& = 0<& < (a—1)/n

Also limy, 500 & = 0 bzw. limy, o @'/ = lim,, 400 (1 4 &,) = 1. Im Fall 0 < a < 1 verwende

1
1n  (,—1 1/n)” R 1/n _
<a (™) a-a 1 = a (o)
Es folgt lim,,_,s0 al/™ = l/limn_,oo((fl)l/” =1 wegen o~ > 1.

Definition 5.5 (Teilfolge) Sei (an)nen eine Folge und (ny)ren eine Folge natiirlicher Zah-
len mit ny < ng < ng... Dann heifit die Folge (an, )ken Teilfolge von (an)nen.
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Die Teilfolge entsteht aus der urspriinglichen Folge durch Auswahl der Nummern ny, zum
Beispiel ergibt sich mit n; = 2k die Teilfolge asr mit geraden Nummern. Es gilt allgemein
ng > k, denn n; > 1 und per Induktion ngy1 > nip +1 > k + 1. Streng genommen sind
Folgen Abbildungen von N nach R. Formal ergibt sich eine Teilfolge damit als Verkettung
der Ausgangsfolge n — a, und der Folge k — nj die die Nummern aussucht. Am Beispiel
an = (—=1)"/n® und ny, = 2k — 1 sieht das so aus:

(_1)2k—1 -~ 1
(2k—1)3 —  (2k—1)%

N2 NI R, ke 2k—1+—

Wir interessieren uns fiir die Frage ob eine gegebene Folge eine Teilfolge hat die konvergiert.

Definition 5.6 (Hiufungspunkt von Folgen) a € R heifft Héiufungspunkt der Folge
(an)nen, wenn es eine Teilfolge (an, )ken gibt, die mit k — oo gegen a konvergiert.

Beispielsweise hat die Folge a,, = (—1)" 4+ 1/n? den Hiufungspunkt +1, denn mit ny, = 2k
gilt an, = agr = 1+ 1/(2k)? — 1 mit k — oo. Auch —1 ist ein Hiufungspunkt der Folge,
denn fiir ny = 2k — 1 ist a,, = agx_1 = —1+1/(2k — 1) = —1 mit k — oo.

Bemerkung: konvergiert die Folge (a,) gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge
(an,) gegen a. Denn wahle zu ¢ > 0 ein N € N mit |a,, —a| < ¢ fiir alle n > N. Es folgt
lan, —a| < e fir k> N, denn ni, > k> N.

Lemma 5.1 Die Zahl a € R ist genau dann Héiufungspunkt der Folge (ap)nen, wenn fir
jedes € > 0 die Menge {n € N : a,, € B:(a)} unendlich viele Elemente hat.

BEWEIS: Sei ¢ € R Haufungspunkt von (ay)nen. Es gibt also eine Teilfolge a,, — a mit
k — oo. Zu jedem ¢ > 0 gibt es dann ein K € R mit a,, € B.(a) fiir alle k¥ > K. Wegen
ny < ng < ...ist die Menge {ny : £ > K} nicht endlich, die eine Richtung ist gezeigt. Fiir die

umgekehrte Aussage wihlen wir induktiv ny mit n; < ng < ..., so dass a,, € By(a). Die
Induktion bricht nicht ab, da a, € By (a) fiir unendlich viele n. Es folgt |a,, —a| <1/k — 0
mit k — oo. O

Satz 5.7 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergen-
te Teilfolge, also mindestens einen Haufungspunkt.

BEWEIS: Sei (zp)nen eine beschrinkte Folge, also z, € [a1,b1] = [; fiir alle n € N. Wir
suchen den Haufungspunkt mittels fortgesetzter Intervallhalbierung: sei I = [ag,by] schon
gefunden mit der Eigenschaft

(*) m, € I fiir unendlich viele n.

Setze my = % (aj, + by,) und definiere

[mg,bk], falls x,, € [myg, b fiir unendlich viele n,

Ik+1 = [ak+1,bkz+1] = { [ak mk] sonst.

Durch Inspektion der Fille sieht man, dass Aussage (x) auch fiir I stimmt. Die I} bilden
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eine Intervallschachtelung, nach Satz 5.5 gibt es also ein © € R mit « € I, fiir alle k. Seie > 0
gegeben. Bestimme K € R so dass |Ii| < € fiir alle £ > K. Dann gilt fiir £ > K

Ity C Bo(x), denn fiir 2’ € I}, gilt |2/ — 2| < || <e.

Es folgt x,, € Be(x) fiir unendlich viele n, und x ist Hiufungspunkt nach Lemma 5.1. O

Wir kommen jetzt zu einem technischen Werkzeug das etwas schwieriger zu bedienen ist,
aber sehr niitzlich sein kann.

Definition 5.7 (Limes superior/inferior) Fiir eine reelle Folge (zp)nen und z* € R U
{xo0} gilt limsup,,_, . x, = z*, falls folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(i) es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — z* fir k — oo,

(ii)  fir alle x > z* ist die Menge {n € N: z, > x} endlich.
Entsprechend bedeutet lim inf,, oz, = x4 mit ., € RU {do0}:

(i)  es gibt eine Teilfolge xy, mit x,, — x, fir k — oo,

(i) fir alle x < x4 ist die Menge {n € N: z, <z} endlich.
Um zu sehen, wie die Definition funktioniert, betrachten wir ein einfaches
Beispiel 5.8 Sei z,, = (—1)" + 7712 Dann gilt xop, = 1+ ﬁ — 1, also Bedingung (i). Fiir
x > 1 folgern wir

1

x—1

1
> = S >z—(-1)">z-1 = n? <
n

Also ist Bedingung (ii) ebenfalls erfiillt, es gilt also limsup,,_, ., x, = 1.

Ist z* = limsup,,_,o, Tn € R, so ist * der grofite Haufungspunkt. Denn zu = > 2* gibt es ein
e > 0 mit x — e > z*, also nach (ii)

{neN:z, € B.(x)} C{neN:xz, >z —¢c} = endlich.

Im Fall lim sup,,_, ., &, = —oo gilt schon lim,,_,~ x, = —oo, wieder nach (ii). Dagegen muss im
Fall lim sup,,_, ., #, = +00 nicht die ganze Folge konvergieren, etwa x,, = (—1)"n. Wihrend
wir den Grenzwert nur fiir konvergente Folgen haben, sind limsup bzw. liminf fiir jede
beliebige Folge x,, definiert. Das wollen wir nun zeigen, wobei wir uns auf den Limes superior
beschrénken.

Satz 5.8 (Existenz des Limes superior) Fiir jede reelle Folge (x,)nen gibt es genau ein
z* € RU{£o0} mit limsup,, ,, zn = x*.

BEWEIS: Wir behandlen erst die Falle wenn lim sup,, ., z, = £00 ist.
Fall 1: (z,,) ist nicht nach oben beschrankt.
Dann ist {n : =, > b} unendlich fiir alle b € R. Bestimme induktiv n; < ny < ... mit

T, > k. Es folgt limsup,, ., x, = +o0.

Fall 2: Es gibt ein b; € R mit x,, < by fiir alle n € N.
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Fall 2.1: {n: x, > a} ist endlich fiir alle a € R.
Dann gilt x, — —oo und es folgt limsup,,_,, n = —00.

Fall 2.2: Es gibt ein a1 € R, so dass {n : , € [a1,b1]} unendlich ist.
Sei [ak,bx] die in Satz 5.7 konstruierte Intervallschachtelung und z* der zugehorige
Héufungspunkt. Bedingung (i) aus Definition 5.7 ist also erfiillt, wir behaupten

{n € N:z, > by} ist endlich fiir jedes k =1,2,....

Fiir k£ = 1 ist das richtig, da b; obere Schranke ist (Fall 2). Induktiv ergibt sich, je nachdem
ob bei der Halbierung das rechte oder das linke Teilintervall gew&hlt wird:

bpy1=0br = {n:zp>bry1} ={n:x, > by} = endlich (Induktion),
bpr1=mp = {n:x, >bgpt={n:z, € (my,br]} U{n:z, > by} = endlich,
(Fallunterscheidung und Induktion).

Nun gilt by — z* fiir & — oo. Ist * > z*, so ist by < z fiir k hinreichend grof3. Es folgt
{n:xzy, >z} C{n:x, > by}, also ist {n : x, > z} endlich. Dies zeigt limsup,,_,,, x, = z*,

womit die Existenz des Limes superior bewiesen ist.

Angenommen es gibt zj < 23 mit beiden Eigenschaften (i), (ii) aus Definition 5.7.
Wiéhle x € (27, x%). Wegen (ii) fiir z} ist dann {n : z, > z} endlich. Dann kann aber (i) fiir
x5 nicht gelten, ein Widerspruch. O

Die Begriffe Haufungspunkt, Limes superior und Limes inferior sind gewthnungsbediirftig,
und wir werden bei Gelegenheit mehr Beispiele betrachten. Die logische Abfolge der zentralen
theoretischen Aussagen in diesem Abschnitt war folgende:

Vollstandigkeitsaxiom:
Cauchyfolgen sind konvergent
U
Konvergenzkriterium der
Monotonie und Beschranktheit

4

Intervallschachtelungsprinzip

¢

Bolzano-Weierstrafl: Auswahlsatz

4

Cauchyfolgen sind konvergent

Die Implikationen sind so gemeint, dass in jedem Beweis nur die direkt vorangehende
Eigenschaft von R benutzt wurde. Die letzte Implikation werden wir gleich noch zeigen. Es
folgt, dass jede der vier Eigenschaften als Vollstdndigkeitsaxiom benutzt werden konnte -
die anderen wiirden dann als Sitze folgen. Im néchsten Abschnitt werden wir eine weitere
aquivalente Eigenschaft kennenlernen, ndmlich den Satz vom Supremum (Satz 6.1). Diese
Eigenschaft wird in vielen Texten als Axiom der Vollstandigkeit eingefiihrt, wir haben uns
aber fiir die Konvergenz der Cauchyfolgen als grundlegendes Axiom entschieden.
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BEWEIS: Auswahlsatz von Bolzano- Weierstrafl = Cauchyfolgen sind konvergent
Sei (an)nen Cauchyfolge. Dann ist (a,) beschréankt, denn es gibt ein N € N mit |a, —an,| <1
fiir n,m > N, also

lan| < |an —an| + lan| < 14 |an| fiir alle n > N.

Nach Bolzano-Weierstraf gibt es eine Teilfolge mit a,, — a fiir & — co. Wir zeigen, dass die
ganze Folge a,, gegen a konvergiert. Dazu schétze ab

lan — al < lap — an, | + |an, —a| <e+lan, —a| fir n,ng > K.
Hier wurde benutzt, dass (a,) eine Cauchyfolge ist. Mit k — oo, also ny — oo, folgt
lap, —a| <e  firn> K.

Damit ist die Implikation bewiesen. O
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6 Teilmengen von R und von R"

Dieses Kapitel ist ein Sammelsurium zum Thema Mengen im R™. Im ersten Teil geht es um die
Existenz von Supremum und Infimum von Teilmengen von R. Dies liefert eine weitere dquivalente
Charakterisierung der Vollstandigkeit. Zweites Thema ist die Machtigkeit der reellen Zahlen: N,
Z und Q sind abzdhlbar, R dagegen iiberabzdhlbar. Im letzten Teil des Kapitels verallgemeinern
wir das Konzept der Konvergenz auf Folgen im R"”, dazu definieren wir die Euklidische Norm
und zeigen die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Diese Begriffe finden auch Anwendung in den
komplexen Zahlen C = R2.

Die fiir Folgen eingefithrten Begriffe gelten dhnlich auch fiir Teilmengen von R, mit kleinen
Abwandlungen.

Definition 6.1 Die Menge M C R heifst

nach oben beschrinkt < es gibt ein b € R mit x < b fiir alle x € M,
nach unten beschrinkt < es gibt ein a € R mit x > a fir alle x € M.

b bzw. a heifit dann obere bzw. untere Schranke. Weiter heifst
M beschrinkt < es gibt ein K >0 mit |z| < K fir alle x € M.

Eine Menge ist genau dann beschréinkt, wenn sie nach oben und unten beschrénkt ist. Denn
aus |z] < K folgt —K <z < K, und aus a < z < b folgt umgekehrt |z| < max(|al, |b]).

Beispiel 6.1 Die Menge [0, 1) ist nach oben beschrinkt, eine obere Schranke ist zum Beispiel
K = 2025. Es gibt aber in [0, 1) kein grofites Element, denn es gilt der Schluss

1
re0,1) = x<%e[o,1).

Unter den oberen Schranken von [0, 1) gibt es jedoch eine kleinste, ndmlich die Zahl 1. Wir
bemerken dass diese kleinste obere Schranke nicht Element der Menge [0, 1) ist.

Definition 6.2 (Supremum/Infimum) Die Zahl a € R U {£o0} heifit Supremum (bzw.
Infimum) der Menge M C R, wenn folgendes gilt:

(1) z <a (bzw. x > a) fir alle x € M,
(2) Fiir alle a’ < a (bzw. a’ > a) gibt es einx € M mit x > da’ (x <d').

Notation: a = sup M (bzw. a = inf M ). Bedingung (1) besagt, dass a eine obere Schranke
ist, nach Bedingung (2) gibt es keine kleinere obere Schranke. Deshalb wird sup M auch als
kleinste obere Schranke bezeichnet, und analog inf M als gréfste untere Schranke.

Satz 6.1 Jede Menge M C R hat genau ein Supremum S € R U {£oo}.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Angenommen es gibt S; 2 € RU {£o0}, die
beide die Definition 6.2 erfiillen; wir kénnen S; < S annehmen. Nach Eigenschaft (2) bzgl.
Sy gibt es ein © € M mit z > Sq, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) beziiglich Sj.

Man sieht leicht supf) = —oo, und sup M = +oo falls M nicht nach oben beschrinkt



ist. Im verbleibenden Fall wihlen wir ein Element a; von M und eine obere Schranke b;
von M, und konstruieren wie folgt eine Intervallschachtelung I,, = [ay, by] fiir n > 1, wobei
My = (an + by)/2:

[mp, by), falls [my,, by "M #£ 0

L1 = [ant1,bnt1] = {
[apn, mp], sonst.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip, Satz 5.5, gibt es genau ein S € R mit S € I, fiir alle

n, und genauer gilt a,, — S sowie b, — S. Fiir z € M sieht man durch Induktion x < b, fiir

alle n, also x < limy,_,o0 b, = S. Andererseits gilt, ebenfalls induktiv, M N I, # 0 fiir alle n,

das heifit es gibt x,, € M mit a, < z, < b,. Ist 8’ < S, so gilt also x,, > S’ fiir hinreichend

grofle n. Damit ist sup M = S gezeigt. O

Folgerung 6.1 Sei M C R nichtleer. Dann gibt es eine Folge x,, € M (bzw. x}, € M) mit
Ty = sup M (bzw. x|, — inf M ).

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage fiir das Supremum. Ist M nach oben beschréinkt, so wurde
eine solche Folge im Beweis des vorangehenden Satzes konstruiert. Ist M nicht nach oben
beschrénkt, so gibt es zu n € N ein z,, € M mit z,, > n, also x, — +o0 = sup M. O

Viele Autoren verwenden die Existenz des Supremums als Vollstindigkeitsaxiom. Das
Archimedische Axiom (A3) ist dann eine Folgerung: es gibt ein n € N mit n > 1/e.
Andernfalls ist S = sup N < 1/e, und es gibt ein n € Nmit n > S — 1, alson+1 > 5,
Widerspruch. Auflerdem impliziert die Existenz des Supremums das Konvergenzkriterium
der Monotonie und Beschrianktheit, wie man leicht sieht.

Jetzt zu einem ganz anderen Thema: wie kann man die unendlichen Mengen N C Z C Q C R
im Bezug auf ihre Grofle vergleichen? Gibt es wirklich mehr rationale Zahlen als natiirliche?
Mehr reelle als rationale? Die Antwort lautet witzigerweise, dass es gleich viele natiirliche,
ganze und rationale Zahlen gibt, aber mehr reelle Zahlen. Endliche Mengen haben genau
dann gleichviele Elemente, wenn es zwischen ihnen eine Bijektion gibt. Darauf stiitzt sich
auch der Vergleich bei unendlichen Mengen, der von Georg Cantor 1872 eingefiihrt wurde.

Definition 6.3 Fine Menge A heifit gleichmdichtig zur Menge B (Notation: A ~ B), wenn
es eine bijektive Abbildung (Bijektion) ¢ : A — B gibt.

Lemma 6.1 Die Relation A ~ B (A ist gleichmichtig zu B) ist eine Aquivalenzrelation, das
heifst fiir alle Mengen A, B,C' gilt:

(i) A~A

(i) A~B = B~A

(ii) A~Bund B~C = A~C.

BEWEIS:
(i)  Wahle als Bijektion die Identitét ida : A — A, a — a.
(ii) Sei ¢ : A — B Bijektion. Wihle dann ¢! : B — A.
(ili) Seien ¢ : A — B und 9 : B — C bijektiv. Wihle dann ¢pop: A — C.
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Durch die Relation gleichmichtig werden die Mengen in Aquivalenzklassen eingeteilt. Fiir
jedes n € Ny hat man die Klasse der Mengen mit n Elementen, ein Représentant ist die
Menge {1,...,n}. Eine weitere Aquivalenzklasse liefert die Menge N, denn nach dem Schub-
fachprinzip, Satz 3.3, gibt es fiir n € N keine Bijektion N <> {1,...,n}.

Definition 6.4 FEine Menge A heifst

- abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichmdchtig zu N ist;
- abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzihlbar unendlich ist;
- diberabzdhlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Lemma 6.2 Fulls eine surjektive Abbildung ¢ : N — A existiert, so ist A abzihlbar.

BEWEIS: Sei a,, = ¢(n). Die naheliegende Idee ist, bei der Abzihlung induktiv diejenigen
an, wegzuwerfen, die bereits vorher auftraten, und die iibrigen entsprechend zu nummerieren.
Dazu setzen wir nq1 = 1 und konstruieren ny; < no < ... induktiv durch

nj = min{n > n;_1 : ap # an, fir alled < j}  fiir j > 2. (6.1)

Falls die Rekursion nicht abbricht erhalten wir f : N — A, f(j) = an,. Die Abbildung ist
injektiv: nach (6.1) gilt f(j) = an, # an, = f(i) fiir alle i < j. Weiter gibt es zu n € N ein
i € Nmit a, = f(i). Im Fall n = n; gilt das mit ¢ = j. Ist nj_1 < n < n; mit j > 2 so gibt
es nach (6.1) ein ¢ < j mit a,, = an, = f(7). Damit ist f bijektiv.

Falls die Rekursion nach nj abbricht, erhalten wir f : {1,....k} — A, f(j) = an,.

Man sieht wie oben dass f injektiv ist. Der Abbruch besagt wegen (6.1): zu n > ny gibt es
ein ¢ < k mit a,, = an, = f(7). Fiir n < ny, folgt das wie oben, also ist f bijektiv. O

Satz 6.2 Die Mengen Z und Q sind abzdhlbar.

BeEwEls: Fiir Z wéhle die surjektive (sogar bijektive) Abbildung

(n—1)/2 n ungerade

N—=Z, p(n) =
4 e ) {—n/2 n gerade.

Das Argument zeigt, dass wir uns fiir Q auf die Menge Q™ = {p/q : p,q € N} beschriinken
konnen. Wir konstruieren nun eine surjektive Abbildung

¢:N=NxN={(p,q):p,qeN}

Durch Verkettung mit f : N x N — Q7, f(p,q) = p/q, erhalten wir dann eine Surjektion
von N nach Q*, und der Satz ist bewiesen. Die Idee ist, in folgendem Schema die Diagonalen
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nacheinander von rechts oben nach links unten abzuzihlen:

p= 1 2 3 4 5 6
q:
1 (1,L1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)
v v v v v
2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2)
v v v
3 (1,3) (2,3) (3,3) .
v v
4 (1,4) (2,4) -
vd
5 (1,5)

Der Eintrag (p,q) steht in der Diagonale mit Nummer & = p + ¢ — 1, und zwar an der ¢-
ten Stelle von rechts oben. Die Diagonalen mit Nummern 1,...,k — 1 enthalten insgesamt
1+...+ (k—1) = Ny Eintrdge (N = k(k — 1)/2). Damit bekommt (p,¢) die Nummer

n(p,q) = Np+q wobeik=p+q—1€N,1<q<k. (6.2)

Um ¢ : N — N x N zu definieren, miissen wir umgekehrt zu n € N den Eintrag (p,q)
bestimmen. Das machen wir in drei Schritten:

e es gibt genau ein £ € N mit N < n < Ni,1. Beachte dazu Ny =0 und N; < Noy < .. ..
e setze g =n — Ni. Wegen Ny — N =k gilt also 1 < g < k.
esetzep=k—qg+1l,alsol <p<kundk=p+qg—1.

Wir definieren nun ¢(n) = (p, ¢). Man sieht leicht dass ¢(n(p, ¢)) = (p, q), also ist ¢ surjektiv
und damit N x N abzdhlbar. Das Argument zeigt allgemein, dass eine abzéhlbare Vereinigung
von jeweils abzdhlbaren Mengen wiederum abzéhlbar ist. O

Satz 6.3 (R ist nicht abzihlbar) Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : N — R.

BEWEIS: Sei ¢ : N — R eine beliebige Abbildung und ¢(n) = z,. Wir konstruieren eine
Intervallschachtelung (I,)pen mit x, ¢ I, fiir jedes n. Nach Satz 5.5 gibt es dann ein x € R
mit x € I, fiir alle n, insbesondere folgt x # x,, fiir alle n, das heifit ¢ ist nicht surjektiv. Hier
die Konstruktion: ist I, schon bestimmt, so zerlege I, in drei abgeschlossene Teilintervalle
gleicher Linge und wihle fiir I,,4; ein Teilintervall, das x,; nicht enthélt (im Zweifelsfall
das rechte). Um I; zu definieren, wende das Argument an auf Iy = [0, 1]. O

Die Menge R repriisentiert also eine weitere Aquivalenzklasse der Relation gleichméchtig,
die als Machtigkeit des Kontinuums bezeichet wird. Cantor hat 1878 vermutet, dass jede
Teilmenge von R entweder abzéhlbar ist oder schon gleichméchtig zu R. Es hat sich aber
mit Arbeiten von Godel (1938) und Cohen (1963) ergeben, dass diese sogenannte Kontinu-
umshypothese im Rahmen unserer Mengenaxiomatik (die wir nicht behandelt haben) nicht
entschieden werden kann, ein merkwiirdiges Ergebnis.

Bisher haben wir nur Folgen und Teilmengen in R betrachtet. Um spéter die Exponential-
funktion und die trigonometrischen Funktionen zu verstehen brauchen wir aber auch Folgen
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und Teilmengen in C, den komplexen Zahlen. Hier fithren wir diese kurz ein.

In der Euklidischen Ebene gibt es neben der Vektoraddition eine Multiplikation, und
mit dieser wird R? zum Koérper C = (R? +, -) der komplexen Zahlen. Dazu wird R als
Teilmenge des R? aufgefasst, indem 2 € R mit dem Punkt (z,0) € R? identifiziert wird.
Schreibt man weiter (0,1) = i, so sieht die Darstellung von (x,y) € R? beziiglich der
Standardbasis wie folgt aus:

(z,y) = (x,0) + (0,1)y = x + iy.

Fiir z = x + iy heiit z = Re z der Realteil und y = Im z der Imaginérteil von z. Die Addition
der Vektoren x1 + iy; und x9 + iys ist komponentenweise definiert, also

(1 +iy1) + (22 +iy2) = (z1,91) + (2,92) = (21 + 22,51 +y2) = (¥1 + 22) +i(y1 +y2).

Die Multiplikation ist wie folgt gegeben: auf R wihlen wir die gegebene Multiplikation. Als

wesentliche Regel fordern wir dann i = —1. Damit ist die Multiplikation allgemein festgelegt,

denn durch Ausmultiplizieren folgt
(21 4 iy1) (w2 + iy2) = 122 + Y12 + i(T1y2 + T2y1) = 2122 — Y12 + i(T1Y2 + T2Y1).
Multiplikation mit A € R ist die Skalarmultiplikation im Vektorraum R?, denn
Mz +1y) = dx + idy = (Ax, \y) = A(z,y).
Multiplikation mit ¢ ergibt dagegen
il +iy) = —y +ix = (—y, ).

Der Vektor (—y, z) entsteht aus (z,y) durch Drehung um 90° im mathematisch positiven Sinn,
das heifit gegen den Uhrzeigersinn. Die Korpergesetze in C lassen sich leicht verifizieren, nur
das Assoziativgesetz der Multiplikation erfordert etwas Rechenarbeit. Fiir das inverse Element
der Multiplikation ist ein weiterer Begriff niitzlich: fiir z =z + iy € C heift Zz=a —iy € C
die zu z konjugiert komplexe Zahl. Anschaulich ergibt sich Z aus z durch Spiegelung an der
z-Achse, insbesondere gilt 7 = o — 1y = v + 1y = 2.

Lemma 6.3 Fir die komplexe Konjugation gelten folgende Regeln:
(1) 21 F 22 =71 + 72, Zi22 = 71 22,
(2) z2=2 & z€eR,
(3 Fiirz=x+iy ist Rez = (2 +2) und Imz = (2 — %).
BEWEIS: Die Beweise erfolgen alle durch Nachrechnen, zum Beispiel gilt
Z1 72 = (x1 —iy1) (22 — iy2) = 2122 — Y12 — i(T1y2 + Y122) = Z122.

O
Der Betrag von z = x + iy ist definiert als Euklidische Lénge des Vektors (x,y), das heifit

|z| = Va2 +y?  fiir z =2+ dy.
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Lemma 6.4 Fiir den Betrag gilt:

(1) 2> =zz.

(2) |z122] = |z1]]22]-

(3) Rez| <|z], [Im (2)] < |z].
Bewers: Fiir Aussage (1) berechnen wir mit z = x + iy

2z = (z+iy)(w —iy) = 2° +y° = |2~
Die Formel (2) folgt aus (1), Lemma 6.3(1) und den Kérpergesetzen:
|2122|2 = (2122)(Z1%2) = #2121 2272 = |21|2 |22|2-

Die Ungleichungen (3) sind offensichtlich. O
Damit kénnen wir die Zahl 1/z leicht hinschreiben, und zwar folgt aus Lemma 6.4(1)

1 z T — 1y .. .

Wir kommen nun zur Konvergenz in C. Fiir diesen Begriff spielt die multiplikative Struktur

keine Rolle, sondern nur die Darstellung z = (z,y) als Punkte im R2. Wir behandeln die
Konvergenz gleich fiir Punkte im R", das wird spéter sicher gebraucht. Nach Definition ist

R'={z=(z1,...,2p) 2, ER} =R x ... xR.

n mal

Die Definition der Konvergenz in R verwendet den Betrag bzw. den daraus abgeleiteten
Abstand |z — x| von xp,x € R, Konvergenz bedeutet dass dieser Abstand gegen Null geht.
Im R" ersetzen wir den Betrag durch die Euklidische Norm.

Definition 6.5 Die Euklidische Norm eines Vektors x = (z1,...,2,) € R™ ist

lz|| = /22 + ...+ 22.

Der Euklidische Abstand von x,y € R™ ist ||z — y||.

Die Doppelstriche || - || sollen die Norm vom Betrag | - | in R abgrenzen, allerdings sind auch
einfache Striche iiblich, das gilt vor allem fiir den Fall R? = C. Das Argument der Wurzel
ist als Summe von Quadraten nichtnegativ, also ist ||x| definiert. Der folgende Satz fasst
wesentliche Eigenschaften der Euklidischen Norm zusammen.

Satz 6.4 Fiir die Euklidische Norm ||z|| gilt:
(1) Positivitét: ||z|| > 0 mit Gleichheit genau wenn x = 0.
(2) Halblinearitét: ||Az|| = |A| ||z|| fir alle A € R, x € R™.
(3) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < [|z|| + [[y[| fir alle z,y € R™.

Gleichheit in (3) gilt genaw wenn x und y gleichsinnig parallel sind.
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BewEis: Nach Definition der Wurzel ist ||z|| > 0. Im Gleichheitsfall ist 22 + ... + 22 = 0,

also x; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n und damit x = 0. Die Skalarmultiplikation im R" ist
komponentenweise definiert durch A(x1,...,x,) = (Az1,...,\z,), also folgt
n 1/2 " 1/2 n 1/2
[ Az = <Z(>\wi)2> = </\22%2> = [Al (Z x?) = |Al[]]-
i=1 i=1 i=1

Die Ungleichung (3) erfordert etwas Vorarbeit. Wir zeigen erst erst die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz, dazu brauchen wir das Kuklidische Skalarprodukt.

Definition 6.6 Das Standardskalarprodukt von x,y € R™ ist

(z,y) =151+ ... + TnYn.
Offenbar gilt (z,z) = ||z|? fiir z € R™.

Lemma 6.5 Fir das Standardskalarprodukt (z,vy) gilt:
(1) Positivitat: (x,z) > 0 mit Gleichheit genau wenn x = 0.
(2) Symmetrie: (x,y) = (y,z) fir alle z,y € R™.
(3) Bilinearitat: Fiir alle x,y,z € R™ und A\, un € R gilt

Az +py,2) = Mz, 2) + ply, 2)  und - (z, My + pz) = Mz, y) + p(z, 2).

BEwEIs: Die Positivitédt folgt aus der Positivitdt der Norm, und die Symmetrie ist offensicht-
lich. Auch die Bilinearitéit ergibt sich leicht aus der Definition:

n

Moty z) = i+ pyi)zi =AY mizi+ 1Y yizi = Ma, 2) + p(y, 2).
=1 =1 =1

O

Im folgenden Beweis verwenden wir die Normierung eines Vektors: ist € R™, x # 0, so hat
¢ = z/||z|| dieselbe Richtung aber Norm Eins. Denn mit Satz 6.4(2) (Halblinearitéit) gilt

1 1
el = | ]| = — el = 1.
Tell Il = Tl

Satz 6.5 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fiir z,y € R" gilt

[z, )| < [l Iyl (6.4)

Gleichheit gilt genau wenn x und y linear abhdngig sind.
BEWEIS: Wir berechnen erst fiir £, 7 € R™ normiert, das heiit ||£]], [|n]| = 1,

1

0. Slle—ll? = S(IEI +ll?) — (&m =1~ (Em),  also {g,m) < 1.

O |
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Gleichheit gilt genau wenn 1 = £. Fiir beliebige x,y € R™ folgt die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz durch Skalierung: ist x = 0 oder y = 0 so sind beide Seiten gleich Null. Andernfalls
setze & = x/||z|| und n = y/||y||, dann folgt

(@, y) = (el & llyllm) = =yl € m < llz[ y]-

Dies zeigt (6.4) wenn (x,y) > 0, und durch Anwendung auf —y auch wenn (z,y) < 0. Bei
Gleichheit ist entweder x = 0 bzw. y = 0, oder es gilt n = £¢£, also x, y parallel. O

Wir konnen nun leicht den Beweis von Satz 6.4 abschlieflen:
Beweis der Dreiecksungleichung: Mit Satz 6.5 gilt

lz + 9l = lll® +2(z,y) + Iyl
Iz [1* + 2|z, )| + lyl®

<
< z|[lyll + llylI* = (=] + [lyl))*
<l + 2l 2yl + 1yl1? = (=l + ly])?

Mit Monotonie der Wurzel folgt ||z +y|| < ||z]+]|y|| wie behauptet. Im Gleichheitsfall miissen
x, y linear abhéngig sein und zusétzlich (x,y) > 0, also sind z,y gleichsinnig parallel. O

Zur Bezeichnung Dreiecksungleichung: fiir drei Punkte z,y, z folgt aus (3)
o=zl =llz —y+y— 2] <llz—yll +lly — =,

das heifit im Dreeick mit den Eckpunkten x,y,z ist jede Seite kiirzer als die Summe der
beiden anderen Seiten. Im Gleichheitsfall sind © — y und y — 2z parallel, das heifit die Punkte
x,y, z liegen auf einer Geraden, genauer liegt y zwischen x und z.

Im R™ mit n > 2 haben wir keine Anordnung zur Verfiigung. Deshalb verwenden wir
die Ungleichungszeichen <, >, <, >, Formulierungen wie ”nach oben bzw. unten be-
schriankt”, Supremum /Infimum, und Monotonie ausschliefilich fiir reelle Zahlen und niemals
fiir Punkte im R™. Eine Ungleichung a < b ist nur fiir reelle Zahlen sinnvoll (spéter auch
mal fiir gewisse Matrizen, aber das tut jetzt nichts zur Sache). Der Begriff der Konvergenz
beruht aber nicht auf der Anordnung. Wie angekiindigt verallgemeinern wir ihn, indem wir
den Betrag in R durch die Euklidische Norm in R™ ersetzen.

Definition 6.7 (Konvergenz im R"™) Die Folge z;, € R™ konvergiert gegen a € R", falls
gilt: fiir alle e > 0 gibt es ein K € R, so dass ||z — al| < € fiir alle k > K.

Entsprechend ergeben sich auch die Konzepte Beschrinkheit, e-Umgebung, Cauchyfolge, und
damit Vollsténdigkeit:

e M C R"™ beschrénkt: ||z|| < K fiir alle z € M.
® Be(z) ={y eR": |y —z| < e},
e 1; € R" Cauchyfolge: fiir alle € > 0 gibt es ein K € R mit ||z — x| < ¢ fiir k,1 > K.

Jeder Punkt z € R"™ ist durch seine n Koordinaten x1,...,x, gegeben, und Fragen der
Konvergenz lassen sich auf die Konvergenz der Koordinaten reduzieren.
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Satz 6.6 (Euklidische Norm versus Koordinaten) FEine Folge x), € R" ist genau dann
konvergent (beschrinkt, Cauchyfolge), wenn fir alle i = 1,...,n die Koordinatenfolgen
((‘T’f)i)keN konvergent (beschrinkt, Cauchyfolgen) sind.

BeEweis: Fir x € R™ gilt (maxlgign ‘:CZD2 < ‘1'1’2 + ...+ ‘.%'n‘Q <n (maxlgign ‘.%'Z’)2 Wir
setzen maxi<;<n |Zi| = ||Z||max, €s gilt also

|| max < ||z|| < V1 ||Z||max  fiir alle 2 € R™. (6.5)

Sei nun z; — z, also ||z —x|| — 0. Dann folgt |(z); — zi| < ||k — %||lmax — 0 fir i = 1,...n.
Umgekehrt: angenommen (x); — z; fiir ¢ = 1,...,n. Dann gibt es zu € > 0 ein K; € R mit
|(z1)i — xi| < e//n fir k > K;. Mit x = (21, ...,xz,) folgt

|k — z|] < Vnllzk — 2l|max < \/ﬁi =¢ fir k> max K; =: K.
n 1<i<n

NG

Die Argumente fiir die Beschrankheit und die Cauchyfolgen Eigenschaft sind dhnlich, wir
behandeln sie in den Ubungsaufgaben. O

Folgerung 6.2 Mit der Euklidischen Norm ist R™ vollstindig: zu jeder Cauchyfolge (xy)keN
gibt es ein a € R™, so dass xp — a mit k — oo.

BEWwWEISs: Nach Satz 6.6 sind die ((xk)z)k N Cauchyfolgen in R. Laut Vollstandigkeitsaxiom
gibt es a; € R mit limg_,o(zx); = a; fir ¢ = 1,...,n. Setze a = (a1,...,a,). Nach Satz 6.6
folgt limy oo 1 = a. O
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7 Stetigkeit

Der Begriff der stetigen Funktion ist ein fundamentales Konzept der Analysis. In der Schule wird
oft die Charakterisierung gegeben, dass sich der Graph der Funktion zeichnen l4sst ohne mit dem
Stift abzusetzen. Dann kann jedenfalls die Funktion keinen Sprung haben, und das ist schon ganz
zutreffend. Aber in mathematischen Argumenten konnen wir diese anschauliche Beschreibung
nicht einsetzen, wie schon beim Konzept des Grenzwerts brauchen wir eine quantitative Fassung.
Wir betrachten erst reelle Funktionen y = f(x) einer Variablen x € D wobei D C R. Spater
behandeln wir aber auch Funktionen mehrerer Variabler sowie vektorwertige Funktionen.

Definition 7.1 (Stetigkeit) Die Funktion f: D — R, wobei D C R, heifit stetig in ¢ € D,
falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:

|f(z) — f(zo)| <e  fir allex € D mit |x — xo| < 6. (7.1)
f heif§t stetig, falls f in allen x¢g € D stetig ist.

Wir wollen einige einfache Beispiele betrachten.
Beispiel 7.1 Eine konstante Funktion f : D — R™ ist in jedem xg € D stetig, denn
|f(z) — f(zo)| =0 fiir alle x € D.

Zu gegebenem e > 0 kdnnen wir jedes § > 0 wihlen.
Beispiel 7.2 Fiir f: R — R, f(z) = ax 4+ b mit a # 0, berechnen wir

(@) = F(w0)| = l(az +b) — (azo +b)| = lal & — zo].
Sei € > 0 gegeben. Dann wéhlen wir § = ¢/|a| > 0, es folgt fir |z — zo| < d

[f (@) = f(xo)| = lal [x — 20| <a]d =e.

Also ist f stetig auf ganz R. Die Wahl von § ist tatsédchlich maximal, denn es gilt

|[f (o +6) — f(xo)| = lal [(zo £ 0) — xo| = [a]d = .

Die Schranke ¢ = €/|a| hiingt von a ab, sie wird klein fiir |a| gro8. Dies entspricht der Tatsache
dass die Gerade y = ax + b steiler wird.

Beispiel 7.3 Die Funktion f: R — R, f(z) = 22, ist auf ganz R stetig. Es gilt
|f(2) = f(xzo)| = |2* — x5| = |2 + xo| |& — w0 < (|2] + |2o])|2 — zo|-
Um den ersten Faktor unabhéngig von = abzuschétzen nehmen wir |x — 2| < 1 an. Dann gilt
|z] < |z —xo| + |wo| < 1+ |z0], also |z|+ |zo] < 1+ 2|z
Jetzt wihlen wir 6 = min (1,£/(1 4 2|zo|)). Fiir |z — 2¢| < 4, insbesondere |z — zo| < 1, folgt
() = Fleo) < (1+2laol)6 < =

Die Abhingigkeit § = §(zo) spiegelt wieder, dass der Graph von f(z) fiir 2y groB steil wird.
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Beispiel 7.4 Die Betragsfunktion f : R — R, f(x) = |z[, ist in jedem Punkt xo € R stetig.
Das folgt aus der Dreiecksungleichung: es gilt |z| < |z — zo| + |zo|, und durch Vertauschen

|f(2) = f(@o)| = ||2] = |zol| < |2 — =ol.

Zu € > 0 kénnen wir also § = ¢ nehmen.
Beispiel 7.5 Die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) einer Menge E C R ist

1 firx e FE,

:R — R, T) =
XE X (@) {0 fir x ¢ E.

Sei xg stetig im Punkt zg € R. Dann gibt es zu € = 1 ein § > 0 mit
Ixe(x) — xp(®0)| <1 fiir alle z € (xg — 0,20 + 9).
o ist xg(zo) =1, so folgt xg(x) =1 fir z € (zg — 6,20 + ), also (zg — 0,20+ ) C E,
e ist xg(xg) =0, so folgt xg(x) =0 fiir x € (xg — 0,20+ 9), also (xg—J,z9+0) C R"\E.

Ein interessanter Spezialfall ist £ = Q. Die Funktion xg nennt man auch Dirichletfunktion,
weil Dirichlet sie in seinen Vorlesungen als Beispiel eingefiihrt hat. Q ist dicht in R nach Satz
2.6. Aber R\Q ist ebenfalls dicht: zum Beispiel ist v/2 + Q dicht in R und Teilmenge von
R\Q, sonst wire v/2 € Q. Also gibt es in jedem Intervall (zq — 6, zo + &) Punkte aus Q und
Punkte aus R\Q. Die Funktion yg ist daher in keinem Punkt zy € R stetig.

Jetzt betrachten wir Funktionen bzw. Abbildungen f(z) auf D C R", das heifit f ist Funktion
von z = (x1,...,Ty). Eventuell kann f(z) auch Werte in R™ haben, das heifit es ist f(z) =
(fi(z),..., fm(x)). Es ist naheliegend, in der Definition der Stetigkeit den Betrag durch die
Euklidische Norm zu ersetzen.

Definition 7.2 (Stetigkeit) Die Funktion f : D — R™, wobei D C R"™, heifit stetig in
xo € D, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:

| f(z) — f(zo)|| <e  fir alle x € D mit ||z — o] < 0. (7.2)

f heif$t stetig, falls f in allen xg € D stetig ist.

Mithilfe von Umgebungen lésst sich die Stetigkeit in xg auch so fassen:

Fiir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(D N Bs(xo)) C Be(f(xo))-

Beispiel 7.6 Die Euklidische Norm f : R® — R, f(x) = ||z| = («? + ...+ 22)'/2, ist stetig.
Denn es gilt ||z]| < ||z — xo|| + ||zo]|, also mittels Vertauschen von x und zg

|f(z) = fzo)| = |z — llzoll| < [l — ol|.
Wir koénnen 6 = € nehmen.

Ein sehr niitzliches hinreichendes Kriterium fiir die Stetigkeit ist wie folgt.
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Beispiel 7.7 f: D — R™ heifit Lipschitzstetig mit Konstante L € [0, 00), falls gilt:!®
1f(@) = fWl < Lllz —y|| fiir alle z,y € D.

Zum Beispiel ist die Euklidische Norm Lipschitzstetig mit Konstante L = 1, vgl. Beispiel 7.6.
Es gilt allgemein: jede Lipschitzstetige Funktion ist stetig. Sei dazu L > 0 die Lipschitzkon-
stante. Zu gegebenem ¢ > 0 wihlen wir 6 = /L > 0, und erhalten

lo—aoll <0 = |f@) — f@o)l < Lo - woll < L3 ==.
Beispiel 7.8 Die Abstandsfunktion von einer Menge £ C R™ lautet

distg : R" — R, distg(z) = inf ||y — z||.
yeE

Diese Funktion ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins. Denn es gilt nach Dreiecksungleichung
ly — 22|l < |ly — 21]| + ||z1 — a2 fiir alle 212 € R", y € E.
Bilden wir auf beiden Seiten das Infimum iiber y € E, so folgt
distg(z2) < distg(x1) + ||x1 — x2]|.
Durch Vertauschen von x; mit xo ergibt sich distg Lipschitzstetig, genauer
|distg(z1) — distg(z2)| < ||z1 — z2|.

Beispiel 7.9 Lineare Abbildungen A : R™ — R™ sind Lipschitzstetig. Dazu verwenden wir
fir x € R™ die Darstellung beziiglich der Standardbasis:

) J
r =x1€1+ ...+ ane, wobeie; =(0,...,0,1,0,...,0).
Eine lineare Abbildung vertauscht mit Linearkombinationen, das heifit es gilt
A(z) = A(z1er + ... anen) = 21 4(e1) + ... + 25 A(en)  mit A(e;) € R™.

Wir schétzen mit der Dreiecksungleichung und Cauchy-Schwarz ab:

@R = | S i) < (S 1aelis)) < (S 1e)?) (3 k).
j=1 j=1 j=1 j=1

Also erhalten wir die Abschétzung
. " o\ 1/2
JA@) < Alllz] - wobei [|4] = (3 1A(e)?)
j=1
Die Zahl || A|| € [0, 00) nennt man die Euklidische Norm von A. Es folgt, wieder mit A linear,

[A(z) = A(y)l| = [|[A(z = w)| < [[Allllz — Il fir alle z,y € R™.

5Rudolph Lipschitz, 1832-1903
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Somit ist A Lipschitzstetig mit Konstante ||A|, und insbesondere stetig. Wir kénnen die
Euklidische Norm auch mit der Matrixdarstellung von A ausdriicken. Dazu entwickeln wir
die A(e;) in die Standardbasis ey, ..., e, des R™:

m
Aley) = Zaijei firj=1,...,n.
i—1

Die a;; sind die Elemente der Darstellungsmatrix. Es folgt || A(e;)[|? = >°it, a?; und damit

i=1 Qij
= (23 a)"”

j=1i=1

Der Beweis verwendet, dass R™ eine endliche Basis hat. Das ist auch wesentlich, lineare
Abbildungen auf einem Vektorraum V' mit dim V' = oo sind nicht notwendig stetig.

Bisher haben wir direkt mit der Definition argumentiert. Jetzt wollen zeigen, dass die Stetig-
keit unter gewissen Operationen erhalten bleibt. Dazu wollen wir die Konvergenzregeln fiir
Folgen anwenden, siehe Satz 4.3; der Zusammenhang wird durch folgende Aussage geleistet.

Satz 7.1 (Folgenkriterium der Stetigkeit) Fir f: D — R™ und z¢g € D sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig in xg.
(2) Fiir jede Folge (x)ken tn D mit limg_,o z = xo gilt: limg_oo f(zr) = f(x0).

BewEls: Fiir die Implikation (1) = (2) sei 23 € D mit xp — x¢ fiir &k — oco. Wihle zu e > 0
ein 6 > 0 mit || f(z) — f(zo)|| < € fiir alle z € D mit ||z — z¢|| < 6. Es gibt ein K € R mit
lxr — zol] < ¢ fiir k > K, also folgt || f(zx) — f(zo)|| < e fiir k > K.

Jetzt gelte (2). Wir nehmen indirekt an, f sei nicht stetig in zp. Es gibt dann ein
e > 0, so dass (7.2) fiir kein 6 > 0 erfiillt ist. Wahlen wir § = 1/k mit k£ =1,2,..., so gibt es
jeweils ein xp € D mit ||z — zol| < 1/k, aber || f(xzr) — f(zo)| > €. Die Folge xj, konvergiert
gegen xq, aber f(xy) konvergiert nicht gegen f(zg), Widerspruch zu (2). Damit ist der Satz
bewiesen. O

Satz 7.2 (Verkettung stetiger Funktionen) Seien f: D — R™, f(D) C E C R™, und
g:E — RN, Ist f stetig in xo und g stetig in yo = f(z0), so ist go f : D — RF stetig in xg.

BeEwEIs: Wir verwenden Satz 7.1. Ist x,, € D eine Folge mit lim,, . x, = zg, so folgt
f(xn) = f(xo) aus der Stetigkeit von f in xg, und weiter g(f(x,)) — g(f(xg)) wegen der
Stetigkeit von g in yp = f(zo). Nach Satz 7.1 ist die Stetigkeit von g o f in x( gezeigt. O

Beispiel 7.10 Seien f,g: D — R stetig. Dann ist auch die Funktion |f| : D — R stetig, und
ebenso die Funktionen max(f,g) = (f + g+ |f —g|)/2 und min(f,g9) = (f +9 — |f — g])/2.

Satz 7.3 Fine Funktion f: D — R™ ist genau dann stetig in xog € D, wenn jede Koordina-
tenfunktion f; : D — R, 1 <i <m, in xq stetig ist.
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BEWEIS: Nach Satz 6.6 ist eine Folge von Punkten im R” genau dann konvergent, wenn die
einzelnen Koordinatenfolgen konvergieren. Mit Satz 7.1 ergibt sich die Behauptung. O

Beispiel 7.11 Sei I C R ein Intervall. Funktionen ¢ : I — R™, ¢ = ¢(¢), nennt man auch
Wege oder Kurven. Die Bezeichnung der Variablen geht auf Newton zuriick, er betrachtete die
Bahnkurve (¢ = curva) eines Massenpunkts als Funktion der Zeit (¢ = tempus), und schrieb
in Koordinaten c(t) = (z(t),y(t),2(t)). Ein konkretes Beispiel ist der horizontale Wurf aus
Hohe h mit Geschwindigkeit v:

1
c:I=10,y/2h/g] = R3 c(t) = (vt, 0,h — §gt2) (9 = Erdbeschleunigung).
Der Einfachheit halber beschriinken wir uns im folgenden Satz auf reellwertige Funktionen.

Satz 7.4 (Stetigkeitsregeln) Seien f,g: D — R stetig in xo € D. Dann gilt:
(1) Fiir beliebige A\, € R ist die Funktion \f + pg stetig in xg.
(2) Die Funktion fg ist stetig in xg.

(3) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion f/g : D N Bs(xg) — R fiir 6 > 0 hinreichend klein
definiert und stetig in xg.

BEwEis: Wir fithren die Aussagen auf die entsprechenden Regeln fiir Folgen zuriick. Sei
(xk)ken eine beliebige Folge mit x € D und limg_,o 2 = 9. Nach Satz 7.1 gilt dann
f(zg) — f(zo) und g(xx) — g(xp) mit k — oo. Es folgt mit Satz 4.3 fiir k — oo

Af+ug)(zr) = M(xk) + pg(er) = Af(zo) + pg(xo) = (Af + pg)(20),
(fo)(zr) = f(xr)g(ar) — flxo)g(zo) = (fg)(wo).

Nach Satz 7.1 sind A\f + pg sowie fg stetig in zg. Wir nehmen nun an dass g # 0 auf
D N Bs(xp), und xp € D N Bs(xp). Dann folgt auch

f(xr)  f(=2o)
@) glwo)

f

—\Zr) = = —\%o),

P () p (o)

also gilt Aussage (3). Wir zeigen unten g # 0 auf einer geigneten Umgebung D N By(xp). O
Lemma 7.1 Seig: D — R stetig in xo mit g(xg) # 0. Dann gibt es ein 6 > 0 mit

1
9(0)| = Slglao) >0 fiir alle x € D\ Bs(ao).

BEWEIS: Da g stetig in xg, gibt es zu jedem £ > 0 ein § > 0 mit |[g(x) — g(xo)| < ¢ fiir alle
x € DN Bs(xp), also folgt mit der Dreiecksungleichung fiir diese z

l9(2)| = lg(w0) — (g(w0) — g(2))| = g(x0)| — |g(z) — g(x0)| > |g(z0)| — €.

Mit der Wahl € = £|g(z0)| > 0 folgt die Behauptung. O

Die Menge der stetigen Funktionen f : D — R wird mit CY(D) bezeichnet. Eine offensichtliche
Konsequenz von Satz 7.4(1) ist
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Folgerung 7.1 (C°-R#ume) C°(D) ist ein Untervektorraum des Raums aller Funktionen
f: D —= R, mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation.

Wir behandeln jetzt noch das Konzept des Grenzwerts einer Funktion. Die Unterschiede zu
Folgen sind gering, deshalb fassen wir uns kurz.

Definition 7.3 (Grenzwert fiir Funktionen) Sei z¢ ein Hdufungspunkt von D C R™.
Die Funktion f: D — R™ konvergiert fiir xt — xg gegen a € R™, falls es zu jedem € > 0 ein
0 > 0 gibt so dass gilt:

|f(x) —al <e firallexe D mit 0<|x—xo| <9

Notation: limy_,, f(z) = a oder f(x) — a fir x — xg.

Beachten Sie dass hier nicht xy € D sein muss, die Ungleichung || f(z) — a|| < ¢ wird auch
nicht im Punkt = = z( verlangt. Es ist sowohl fiir die Existenz des Grenzwerts als auch
fiir den Wert von lim,_,4, f(z) egal, ob die Funktion f(x) in z¢ definiert ist bzw. welchen
Funktionswert sie dort hat. Die Beziehung zwischen Grenzwert und Stetigkeit ist wie folgt:

Lemma 7.2 (Stetigkeit und Grenzwert) Sei D C R", und zy ein Hdaufungspunkt mit
xg € D. Fir f: D — R™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) limg s, f(x) = f(x0).
(2) f ist stetig in xg.

BEWEIS: Die beiden Aussagen lauten, wobei wir ausnahmsweise die Abkiirzungen V (fiir alle)
und 3 (es gibt) verwenden:

(1) Ye>035>0:||f(z) — f(zo)]| <e Vax e DnN Bs(xo)\{zo},
(2) Ve>036>0:[|f(z) = f(zo)|| <& V€ DN Bs(xo)

Da sowieso || f(x) — f(zo)|| = 0 fiir x = z0, sind die Aussagen identisch. O

Sowohl bei der Stetigkeit als auch beim Grenzwert spielt der zugrundeliegende Definitionsbe-
reich eine Rolle. Wir schreiben lim,_,,, zep f(x), wenn wir den gewihlten Definitionsbereich
hervorheben moéchten. In R werden oft einseitige Grenzwerte gebraucht:

lim f(z)= lim f(z) und lim f(z)= lim f(x).

\(T0 T—T0,T>T0 x 'xo r—x0,r<T0

Zum Beispiel ist lim,\gsign(z) = +1 und lim, »osign(z) = —1, wihrend der Grenzwert
lim,_,o sign(z) nicht existiert. Sind aber der links- und rechtsseitige Grenzwert einer Funktion
f(z) im Punkt xo gleich, so ist dies der Grenzwert von f(x) fiir x — xo.

Der Grenzwertbegriff fiir Funktionen l4sst sich wieder auf Folgen zuriickfiithren.

Satz 7.5 (Definition von lim,_,,, f(z) mit Folgen) Sei xy Hiufungspunkt von D C R",
und f: D — R™. Fiir a € R™ sind dquivalent:

(1) f(z) — a firx — xo.

(2) limg_o f(zx) = a fiir jede Folge x € D\{xo} mit xp — x.
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BEWEIS: Der Beweis ist analog zu Satz 7.1. In Definition 7.3 kommen nur nur x € D vor mit
||z — x0|| > 0. Entsprechend werden hier in (2) nur Folgen mit zj # z¢ betrachtet. O

Fiir Grenzwerte von Funktionen gelten Rechenregeln analog zu Satz 7.4. Der Beweis wird
den Lesern/innen iiberlassen.

Satz 7.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) Sei xg Hiufungspunkt von D C R™. Es gilt:
(1) Seien f,g: D — R mit f(z) = a, g(x) — b fiir x — xo. Dann folgt

M(x)+pg(z) — da+upb (M peR),
f(@)g(z) — ab,
f(x)/g(z) — a/b, fallsb#0.

(2) Seien f: D — R™ mit f(D) C ECR™, und g : E — R. Gilt f(x) = yo mit x — xg
und ist g stetig in yo, so folgt (go f)(z) — g(yo) mit x — xo.

(3) Sei f: D — R mit f(x) — a fir x — xo. Ist f > 0 auf Bs(zo)\{zo}, so folgt a > 0.

Fiir reellwertige Funktionen kénnen wir als (uneigentliche) Grenzwerte auch £oo zulassen.

Definition 7.4 (Uneigentlicher Grenzwert) Seixy € R" ein Hiufungspunkt von D, und
f:D — R. Dann gilt limy_,5, f(x) = +00, wenn es zu jedem K >0 ein 6 > 0 gibt mit

f(x) > K  fir allex € D mit 0 < ||z — 2] < 0.
Entsprechend wird limy_,4, f(z) = —oo erklirt.

Beispiel 7.12 Die Funktion f(x) = 1/|z|, x # 0, hat den Grenzwert lim,_,o f(z) = +o0.
Dagegen hat g(z) = 1/x, x # 0, keinen Grenzwert bei z = 0. Es existieren aber die ein-
seitigen Grenzwerte lim,\ g(z) = +o00 und lim, 9 g(z) = —oo. Ist f : D — (0,00), so ist
limg .z, f(z) = +00 dquivalent zu lim,_,,, 1/f(z) = 0.

Im Fall D C R besteht weiter die Moglichkeit, Grenzwerte fiir x — 400 zu betrachten.

Definition 7.5 (Grenzwert bei £oo0) Sei f : D — R™ mit D C R nicht nach oben be-
schrankt. Dann gilt limy_, 4o f(x) = a € R™, wenn es zu e > 0 ein K € R gibt mit

|f(x) —al <e firallex e D mitz> K.

Analog wird der Grenzwert fiir x — —oo erkldrt.

Wir wollen als Beispiel fiir diese Regeln das Verhalten von rationalen Funktionen untersuchen,
dazu brauchen wir etwas Vorwissen iiber Polynome. Im Folgenden sei K = R oder C.

Definition 7.6 Fine Funktion p : K — K heifit (reelles oder komplexes) Polynom vom Grad

n € Ny, wenn es ag, ai,...,a, € K mit a, # 0 gibt, so dass gilt:
p(z) = Zakzk fir alle z € K. (7.3)
k=0
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Aus der Definition ist nicht sofort klar, dal der Grad n und die Koeffizienten a; eindeutig
bestimmt sind. Dies wird in Folgerung 7.2 gezeigt.

Lemma 7.3 (Abspaltung von Linearfaktoren) Sei p : K — K Polynom vom Grad n
mit Koeffizienten ag, . ..,an. Ist p(A) = 0 fir ein A € K, so gibt es ein Polynom q : K — K
vom Grad n — 1 mit Koeffizienten by, ...,b,_1 wobei by,_1 = a,, so dass gilt:

p(z) = (z—=N)q(z) fir alle z € K. (7.4)

BEWEIS: Wegen p(\) = 0 gilt fiir alle z € K, da sich der Summand ay weghebt,
p(z) =p(z) —p(A) = Y _ap(zF = A").
k=1

Wir wollen aus z¥ — \¥ einen Faktor z — X ausklammern. Im Fall A = 0 ist das klar, sonst
berechnen wir mit der geometrischen Summe, siehe Beispiel 3.2,

ot (3) ) G B (G e n T

Einsetzen ergibt eine Darstellung p(z) = (z — A)q(z) wie verlangt. Die Potenz 2"~! kommt
nur vor fiir Kk =n und j =n — 1. Es ist dann Ne—i=1 = )0 — 1, damit folgt b,_1 = a,. O

Lemma 7.4 FEin Polynom p vom Grad n hat hochstens n verschiedene Nullstellen.

BEWEIS: Durch Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 gilt p(z) = ag # 0 fiir alle z, also hat p
keine Nullstelle. Ist p(z) Polynom vom Grad n € N, so hat entweder p keine Nullstelle oder
nach Lemma 7.3 gilt p(z) = (2 — \)q(z) fiir alle z € K, mit einem Polynom ¢ vom Grad n— 1.
Nach Induktion hat ¢ héchstens n — 1 Nullstellen, also p héchstens n Nullstellen. O
Die Aussage kann auch so formuliert werden: gilt p(z) = >_j_, axz" fiir alle z € K und hat
p(z) mehr als n Nullstellen, so folgt ag = a1 = ... = a, = 0 und p(z) ist die Nullfunktion.
Manche Autoren sprechen auch vom Nullpolynom, aber das ist Geschmackssache.

Folgerung 7.2 (Koeffizientenvergleich) Seien p,q: K — K Polynome vom Grad m bzw.
n, das heifst es gilt mit a,,, b, # 0

p(z) = Z aizt und q(z) = Zbiz" fiir alle z € K.
i=0 i=0
Ist p(z) = q(2) an mehr als max(m,n) Stellen, so folgt n = m und b; = a; firi=0,1,...,m.

BEWEIS: Wire m # n oder a; # b; fiir ein ¢, so wire p — ¢ Polynom vom Grad hochstens
max(m,n) mit mehr als max(m,n) Nullstellen, im Widerspruch zu Lemma 7.4. O

Satz 7.7 Jedes Polynom p : K — K vom Grad n hat eine eindeutige Zerlegung
p(z)=(z=A)"...-(z=\)"q(z) fir alle z € K. (7.5)

Dabei sind {\1,...,\} C K die Nullstellen von p in K (eventuell r = 0), und ¢ : K - K
ist ein Polynom vom Grad n — (vi + ...+ v,) € {0,...,n} mit q(z) # 0 fir alle z € K. Die
Zahlen v; > 1 heiflen Vielfachheiten der Nullstellen \;.
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BEWEIS: Die Existenz der Zerlegung folgt induktiv aus Lemma 7.3. Fiir die Eindeutigkeit be-
trachte eine zweite solche Zerlegung p(z) = (z— A1) -...-(x— A\ )#"h(z), ohne Einschrinkung
mit v1 > pp. Indem wir durch (z — A\)#! teilen, folgt fiir alle z # Ay

(z=A) (2= X)2(2=A)" q(z) = (2= N)2 - (2= M) - B(2).

Beide Seiten sind Polynome, haben nach Folgerung 7.2 also dieselben Koeffizienten. Deshalb
stimmen sie auch in z = Ay iiberein; es folgt v1 = py und analog v; = p; fiir alle 7 € {1,...,r}.
Nach Division haben wir schliefllich ¢(z) = h(z) fiir alle z € K\{\1,..., A}, und Folgerung
7.2 liefert g = h. O

Beispiel 7.13 (Rationale Funktionen) Seien p(z) = Y. a;z" und ¢(z) = > i=0 bjx!
reelle Polynome mit a,, b, # 0. Setze N = {x € R: ¢(z) = 0} und definiere

fiR\N SR, f(z) = 2&).

q(x)

In welchen zy € N hat f eine stetige Fortsetzung? Sei xo eine p-fache Nullstelle von p(x)
und eine v-fache Nullstelle von ¢(z), eventuell mit p = 0 falls p(zg) # 0. Also gilt p(z) =
(x — zo)* p(x) und ¢(x) = (xr — z9)”§(x) fiir Polynome p, ¢ mit p(xo), §(zo) # 0. Es folgt
f(z) = (z —xo)*™" ]3(—@ fiir alle z € R\N,
q

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt

falls p > v,

0
lim f(z) = { p(xo) £0 falls p = v.

Tr—xTQ —
q(xo)

In diesen beiden Féllen ist f(z) stetig fortsetzbar in xg nach Lemma 7.2. Im Fall p < v ist zg
dagegen eine Polstelle. Sei zum Beispiel p(xo)/G(xo) > 0, dann ergibt sich fiir die einseitigen
Grenzwerte bei x(

xN\ro T xo
v — u gerade +00 +o00
v — b ungerade ~+00 —00

Die Diskussion der Grenzwerte x — 400 ist dhnlich. Wir schreiben fiir |z| grof3

m_n Om + am1z V4. 4 agx™™

by +bp_1xz L4+ .. . F gz

flx) ==

Es folgt f(z) — 0 wenn m < n, und f(x) — a,/b, wenn m = n. Fiir m > n sei zum Beispiel
am/bp, > 0, Dann gilt f(z) — +oo fiir x — 400 und f(x) — %oo fiir x — —o0, je nachdem
ob m — n gerade oder ungerade ist.
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8 Zwischenwertsatz und Monotonie

Das Losen von Gleichungen ist ohne Zweifel ein zentrales Thema der Mathematik. Lésungen von
quadratischen oder kubischen Gleichungen konnen mithilfe von Wurzeln berechnet werden. Aber
Arbeiten von Abel und Galois um 1815 haben gezeigt, dass das fiir Polynome vom Grad 5 oder
mehr im allgemeinen nicht funktioniert, und ohnehin sind viele Gleichungen gar nicht algebraisch.
Es hat sich die Erkenntnis durchgesetzt, dass meistens die Losung nur durch einen abstrakten
Existenzbeweis gefunden werden kann. Von diesem Typ ist der Zwischenwertsatz, der zuerst von
Bolzano 1817 formuliert wurde, obwohl er eigentlich ziemlich offensichtlich ist.

In diesem Abschnitt haben wir es mit reellen Funktionen zu tun, die auf einem Intervall
definiert sind. Wir verwenden dabei folgende Tatsache: eine Menge I C R ist genau dann ein
Intervall mit Grenzen a < b, wenn gilt:

a=1infI, b=supl und (a,b) CI.

Hier sind 00 als Grenzen erlaubt. Der Durchschnitt von zwei Intervallen /; o mit Grenzen a; 2
und b; 2 ist wieder ein Intervall, und zwar mit Grenzen a = max(ag, a2) und b = min(by, ba).

Satz 8.1 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem yo zwischen
f(a) und f(b) ein xo € [a,b] mit f(zo) = yo.

Bemerkung. Die Gleichung f(z) = yo kann mehrere Losungen in [a, b] besitzen, das heifit xg
ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Bewgls: Durch Ubergang zu —f und —yo kénnen wir annehmen dass f(a) < yo < f(b). Die
Menge M = {x € [a,b] : f(x) < yp} ist nichtleer, da a € M. Wir wéhlen z¢ = sup M € [a, b]
und zeigen zuerst f(zp) > yo. Im Fall g = b gilt das nach Annahme. Andernfalls ist
f(x) > yo fiir 9 < < b, und es folgt mit Stetigkeit f(xo) = lmy\ 4, f(x) > yo. Jetzt
zeigen wir f(xzg) < yo, das gilt wieder nach Annahme wenn zy = a. Andernfalls gibt es
ZTp > w9 — 1/n mit x, € M, also f(x,) < yo. Es folgt z, < xg, also x,, — z¢ und wegen
Stetigkeit f(xo) = limy o0 f(2n) < yo. Damit ist der Satz bewiesen. O
Bemerkung. Der Beweis liefert die grofite Losung xo der Gleichung f(z) = yo.

Folgerung 8.1 Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall
mit Endpunkten o = infyer f(x) und § = sup,er f(2).

BEWwEIS: Wir verwenden das Kriterium von oben, zu zeigen ist also (o, ) C f(I). Zu y €
(o, B) gibt es 1,22 € I mit f(z1) <y < f(x2). Dann gibt es nach Satz 8.1 ein = € [z, x2)
(bzw. x € [z2,21]) mit f(x) =y, also y € f(I). O
Jetzt zu monotonen Funktionen. Nach Satz 5.3 haben monotone, beschrinkte Folgen einen
Grenzwert; hier eine analoge Aussage fiir monotone Funktionen.

Lemma 8.1 (einseitige Grenzwerte) Sei I Intervall mit Grenzen a < b. Ist f : I — R
monoton wachsend, so existieren in jedem xg € I die einseitigen Grenzwerte, genauer gilt

li/‘m flz) = sup{f(x):x€l,z <z} fallszg > a,
x Sxg
li\m flz) = inf{f(x):xel,z>x0} fallsxzy<b.
z\Zo
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Fiir f monoton fallend gilt die entsprechende Aussage.

BEWEIS: Setze S = sup{f(z) : € I, = < zp}. Nach Definition des Supremums gibt es zu
jedem oo < S ein 2 € I, 2/ < o, mit f(2') > a. Es folgt fiir alle z € I mit 2’ < z < x9

a< f(@) < f(x) <8S.

Dies zeigt lim, »,, f(z) = S. Die zweite Aussage folgt analog. O

Sei nun f : I — R streng monoton wachsend. Aus f(x1) = f(z2) folgt dann =1 = x9, das
heifit f ist injektiv und die Umkehrfunktion g : f(I) — I ist definiert. Wie in Gleichung (5.6)
gezeigt, ist g ebenfalls streng monoton wachsend, hier nochmal das Argument: wire yo > y;
mit g(y2) < g(y1), so folgt wegen f wachsend

v2 = f(9(y2)) < f9(y1)) = w1,

ein Widerspruch. Nach Lemma 8.1 hat g also links- und rechtsseitige Grenzwerte. Wir inter-
essieren uns nun fiir die Stetigkeit der Umkehrfunktion g.

Satz 8.2 (Monotonie und Umkehrfunktion) Sei I ein Intervall mit Endpunkten a < b,
und f: I — R sei streng monoton wachsend und stetig. Dann gilt:

(1) f(I) ist ein Intervall mit Endpunkten o = limg~ 4 f(2) < limg ~ f(x) = .
(2) Die Umkehrfunktion g : f(I) — R ist stetig.

(3) limy\q 9(y) = a und limy g g(y) = b.
BEweEIs: (1): Nach Folgerung 8.1 ist f(I) ein Intervall mit Grenzen inf; f und sup; f.
Offenbar ist inf; f < lim,\ 4 f(z). Andererseits gilt nach Lemma 8.1

f(x) > li{n flz) firalexzel, z>a.

Im Fall a € I ist f(a) = limgy\, f(x), da f stetig in a. Also ist lim,\ 4 f(x) untere Schranke
von f([I), es folgt inf7 f > lim,\ 4 f(2) und damit Gleichheit. Fiir die rechte Intervallgrenze
argumentieren wir entsprechend.

(2): Sei yo € f(I) mit yo > a. Setze g = g(yo) und z_ := limy, ~, g(y). Fiir y < yo gilt
9(y) < g(yo) = xo, mit y " yp folgt x_ < z¢. Angenommen es ist x_ < zp, dann ergibt sich
fir x € (x_,zp):

o fiir y < yo gilt g(y) <z_ <z, also y = f(9(y)) < f(z). Mit y ~ yo folgt yo < f(x).

e wegen x < 9 = g(vo) gilt f(z) < f(g(v0)) = vo-

Der Widerspruch zeigt x— = ¢ und damit g linksseitig stetig in yg. Analog folgt g rechtsseitig
stetig in jedem Punkt yo € f(I) mit yp < 5, also ist g insgesamt stetig.

(3): Die Funktion ¢ erfiillt die Voraussetzungen des Satzes, nach (1) hat das Inter-
vall I = g(f(I)) die Endpunkte a = limy\ o g(y) und b = lim, 3 g(y). O

Der Beweis der Stetigkeit prizisiert folgende Vorstellung: der Graph von f ergibt sich aus dem
Graph von ¢ durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden. Ein Sprung von g wiirde dabei
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einem Intervall entsprechen, auf dem f konstant ist, im Widerspruch zur strengen Monotonie.
Als Ergidnzung zu Satz 8.2 bemerken wir noch

acl & acf(l) und bel & pe f(I). (8.1)

Fira € I ist a = inf{f(z) : © € I} = f(a). Sei umgekehrt o = f(z) fiir ein z € I. Wére
x> a, soist f(2') < f(z) = « fiir 2’ € (a,x), Widerspruch. Also folgt a = = € I.

Beispiel 8.1 f:[0,00) = R, f(x) = 2™, ist stetig und streng monoton wachsend mit

Iim f(z) =0 und lim f(x) = co.
lim /(a) Jim f(@)

Der Satz liefert f([0,00)) = [0,00), also (erneut) die Existenz der n-ten Wurzel (vgl. Satz
5.6). Weiter: die Umkehrfunktion g : [0,00) — R, g(y) = y'/™, ist stetig und es gilt

limy”/" =0 wund lim y'/"

y\O0 y /o0

= Q.

Wir werden in Kiirze weitere Anwendungen des Satzes sehen. Insbesondere werden wir die
Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion definieren.
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9 Die Ableitung

Die Differentialrechnung wird Newton (1665) und Leibniz (1675) zugeschrieben. lhre Arbeiten
wurden erst spater veroffentlicht, und zwar die von Newton nach denen von Leibniz, was zu einem
heftigen Streit {iber die Urheberschaft gefiihrt hat, Newton hat Leibniz des Plagiats bezichtigt.
Das hat die historische Forschung widerlegt, ihre Arbeiten sind unabhingig entstanden. Newton
nannte veranderliche GroBen fluents und ihre momentane Anderung fluxions, dafiir verwendete er
einen Punkt wie noch heute in der Physik iiblich. Leibniz schrieb die Ableitung als Differential-
quotient, diese Notation hat sich weithin durchgesetzt. Beide hatten kein rigoroses Konzept des
Grenzwerts, aber sie konnten mit der ldee von infinitesimalen GroBen Rechenregeln ableiten, z.B.
Produktregel, Quotientenregel und Kettenregel. Es war entscheidend dass diese nicht nur einem
eingeweihten kleinen Kreis zuganglich waren, sondern allgemein Anwendung fanden. In England
und USA spricht man daher vom Calculus (deutsch: Kalkiil).

Im diesem Abschnitt betrachten wir stets reellwertige oder vektorwertige Funktionen
einer Variablen, die auf einem offenen Intervall I C R definiert sind.

Definition 9.1 (Ableitung) Die Funktion f : I — R™ hat in xo € I die Ableitung a € R™
(Notation: f'(xg) = a), falls gilt:

lim L&) = S@0) _ (9.1)

T—TQ T — X

Wir nennen f differenzierbar in xq, falls es ein a € R™ mit (9.1) gibt, falls also der in (9.1)
betrachtete Grenzwert existiert.

Eine alternative Formulierung ergibt sich durch die Substitution x = xg + h:

lim f(zo +h) — f(z0)

h—0 h

fl(xg)=a < =
Leibniz interessierte sich fiir die Definition der Ableitung im Zusammenhang mit dem Pro-
blem, die Tangente an eine ebene Kurve in einem gegebenen Punkt zu definieren. Nehmen
wir dazu an, dass die Kurve als Graph einer Funktion f : I — R gegeben ist, und dass die
Tangente im Punkt (xq, f(zo)) gesucht ist. Der Differenzenquotient

f(@) = f(@0)

(x07x€-[7$7éx0)
T — xp

ist geometrisch die Steigung der Sekante durch die Punkte (zg, f(x0)) und (z, f(z)). Die
Existenz der Ableitung bedeutet, dass die Sekantensteigungen fiir z — x¢ gegen den Wert
f'(xo) konvergieren. Die Tangente wird nun definiert als die Gerade, die durch den Punkt
(zo, f(x0)) geht und die Steigung f’(x¢) hat. Daraus ergibt sich ihre Gleichung

y = f(xo) + f'(x0)(x — x0) fiir alle x € R.
Im Fall von vektorwertigen Funktionen, also n > 2, ist der Grenzwert in (9.1) wie {iblich

beziiglich der Euklidischen Norm aufzufassen. Nach Satz 6.6 ist das aber #dquivalent zur
Konvergenz der einzelnen Koordinaten. Das besagt hier
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Lemma 9.1 Die Funktion f : I — R™ ist genau dann in xg € I differenzierbar, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; : I — R, i = 1,...,n, in xqg differenzierbar sind. Die Ableitung
kann dann koordinatenweise berechnet werden, das heifst es gilt:

f(xo) = ((f1) (20),- .., (fa) (z0)) € R™.

Newton entwickelte den Differentialkalkiil (Englisch: Calculus) unter anderem um die Kep-
lerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung zu begriinden, er konnte sie damit aus dem Gra-
vitationsgesetz ableiten. Dazu wird die Bewegung eines Planeten durch eine Abbildung

FrIl—Rf(t) = (2(t),y(1), (1)),

beschrieben, also durch dessen Koordinaten zur Zeit ¢ € I beziiglich eines Euklidischen Koor-
dinatensystems. Erstes Ziel ist dann die Definition der Momentangeschwindigkeit als Vektor
in R3. Die vektorielle Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem Zeitintervall [tg, ] ist der Quo-
tient von Weg und Zeit, also gleich

f(t) = f(to)
t—to

€ R3.

Die Momentangeschwindigkeit v(to) zum Zeitpunkt ¢ = ¢ ist deshalb als vektorielle Ableitung
zu definieren, wobei Newton einen Punkt statt eines Strichs benutzt hat:

v(to) = f'(to) = («'(t0), ' (to), 7' (to)) € R.

Definition 9.2 (Ableitungsfunktion) Die Funktion f : I — R™ heif$t differenzierbar auf I
(oder einfach differenzierbar), falls f in jedem Punkt xo € I differenzierbar ist. Die hierdurch
gegebene Funktion

ffiI—=R" xzo+ f(29) = lim f(@) = flao)

T—x0 T — X

eR"
heifst Ableitungsfunktion oder schlicht Ableitung von f.

Beispiel 9.1 Fiir eine konstante Funktion, also f(z) = ¢ € R” fiir alle « € I, gilt fiir  # x:

f@) = flao) _ e—c

=0 = f'(wo) =0bzw. f'=0.
T — X0 Tr — X0

Beispiel 9.2 Fiir f: R — R, f(z) = z, gilt

flx) = flxo) _z—mo =1 fiir alle z # z,
xr — g T — Xo

also folgt f'(xg) = 1.
Beispiel 9.3 Die Funktion f: R — R, f(z) = ||, ist nicht differenzierbar in zg = 0:

z\,0 xr—0 \0 T z 0 z—0 /0 X

Die rechts- und linksseitige Ableitung existieren in xg = 0, sie sind aber verschieden.
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Satz 9.1 (differenzierbar = stetig) Sei I ein offenes Intervall. Ist f : I — R™ differen-
zierbar in xq, so ist f auch stetig in xg.

BEWEIS: Mit den Grenzwertregeln, Satz 7.6(1), folgt fiir z — xo

Fla) = flao) + TOZIED o ) s p(a),
Tr — X0 N——
—0
—f'(wo0)
Dies zeigt limg 4, f(x) = f(x0), also f stetig in xp nach Lemma 7.2. O

Satz 9.2 (Differentiationsregeln) Seien f,g: I — R differenzierbar in xo € I. Dann sind
auch die Funktionen af+Bg (o, B € R), fg und f/g (im Fall g(xo) # 0) in xo differenzierbar
mit folgenden Ableitungen:

(1) Linearitit:
(af + Bg)'(z0) = af'(wo) + Bg'(z0)

(2) Produktregel:
(f9)'(z0) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g'(0)

(3) Quotientenregel:

([)’(w )= f'(x0)g(x0) — f(@0)g' (w0)
g/ 9(x0)?

BEWEIS: Wir miissen jeweils fiir x # x( die Differenzenquotienten bilden und zeigen, dass
diese mit x — xo gegen das gewiinschte konvergieren. Fiir (1) haben wir
(af(z) + Bg(x)) — (af(zo) + Bg(z0)) _  flz) = flao) | 5 9(x) — g(xo)

T — Zo T — o T —Zo
— af'(zo) + By (z0).

Natiirlich gilt die Aussage mit demselben Argument auch fiir vektorwertige Funktionen. Die
Produktregel folgt durch ,,Mischen der Terme*:
r — X0 r — o r — X

= f(x0)g(wo) + f(z0)g' (20),

wobei die Stetigkeit von g in zy benutzt wurde (Satz 9.1). Wir zeigen die Quotientenregel
zunéchst fiir die Funktion 1/g, also f = 1. Es gibt ein § > 0 mit g(x) # 0 fiir |z — zo|] < 0
nach Lemma 7.1. Fiir diese x € I gilt

1 (1 1 ) 1 g(z) —g(xo)
g

x—xo \g(x)  g(xo) 9(x)g(zo) = — 0
- - ! () mit z — x
g(xo)z g 0 0-
1
Fiir beliebiges f schreiben wir f/g = f - — und verwenden die Produktregel. O
g

67



Beispiel 9.4 Wir zeigen fiir f,,(x) = 2™ per Induktion f/(x) = na"~!. Fiir n = 1 gilt das,
denn nach Beispiel 9.2 gilt f{(x) = 1. Jetzt berechne mit der Produktregel

fa(@) = (fufa-1) (@) = fi(@) fa-1(2) + fi(@) fr 1 (2) = 2" o fr 4 (2).

Per Induktion gilt f/_;(z) = (n — 1)2" 2 und damit f},(z) = na""!. Allgemeiner ergibt sich
mit Satz 9.2(1) fiir Polynome p(z) = 3"}, axz* die Formel

n—1

p(z) = Z kagzh~t = Z(k + Dagr1z".
k=1 k=0

Beispiel 9.5 Fiir f(z) =27", n € N, gilt f/(z) = —nz~™""! nach der Quotientenregel:

fl(z) =— = —npz "L

Satz 9.3 (Kettenregel) Seien f : I - R, g : J — R mit f(I) C J. Ist f inxg € I
differenzierbar und g in yo = f(xo) € J differenzierbar, so ist auch go f : I — R in xg
differenzierbar und hat die Ableitung

(g0 f) (z0) =g (f(x0)) f'(x0).

BEWEIS: Wir verwenden die Charakterisierung des Grenzwerts mittels Folgen. Sei z,, # z¢
mit x,, — xg, also f(z,) — f(x0) wegen f stetig in xg. Ist f(x,) # f(xo) fir alle n, so folgt
Tn)) — x Tn)) — x Tn) — f(x

Ln =0 f(an) = f(20) Tp — g
Ist dagegen f(xy) = f(xo) fiir alle n, so gilt f'(zo) = lim f(@n) = f(20)

n—00 In — L0
i SN ZITE g — ) ).

Fiir ,, beliebig betrachten wir die Teilfolgen mit f(x,) # f(xo) bzw. f(z,) = f(x0). Falls
beide Folgen nicht endlich sind, hat der Differenzenquotient aber denselben Limes, ndmlich

' (f(x0))f(z0). Also konvergiert die ganze Folge gegen ¢'(f(z0))f (x0), der Satz ist bewiesen.
O

= 0 und es folgt

Satz 9.4 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Sei f : I — R streng monoton
und stetig auf dem offenen Intervall I, und differenzierbar in xg mit f'(xg) # 0. Dann ist
I* = f(I) ein offenes Intervall, und die Umkehrfunktion g : I* — I ist differenzierbar in
yo = f(xzo) mit Ableitung
(o) =
g\y)= 7 -
f(9(yo))
BEWEIS: Nach Satz 8.2 ist I* ein offenes Intervall und g : I* — R streng monoton und stetig,
insbesondere g(y) — ¢g(yo) = zo mit y — yo. Wir verwenden wieder die Charakterisierung

des Grenzwerts mittels Folgen. Sei y,, # yo mit y, — yo, dann ist g(y,) # g(yo) und

9n) —9(wo) _ 9yn) —9(wo) 1 L1
Yn = Y0 flalyn)) = flo(o))  fl9yn)) = Flg(wo)) — f'(wo)
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Bemerkung. Die Bedingung f'(zo) # 0 ist nicht nur hinreichend sondern auch notwendig fiir
die Existenz von ¢'(f(zo)). Denn sind f, g Umkehrfunktionen, die an den Stellen z bzw.
yo = f(zo) differenzierbar sind, so folgt aus der Kettenregel

g(f(@) =z = g (f(@0))f (x0) =1,

insbesondere f’(zo) # 0. Zum Beispiel hat die Funktion f : R — R, f(z) = 23, die Ableitung
f(0) = 0, die Umkehrfunktion g kann daher im Nullpunkt nicht differenzierbar sein. Das
ldsst sich auch direkt iiberpriifen, es gilt

|72/3 & 400 mit y — 0.

1/3 fir y > 0 —g(0
o(y) = {y y=0 g(y;_g( ) _ 1y

—[y[*? firy <0

Wenn man die Formel fiir die Ableitung ¢(y) vergessen hat, hat man sie mit der Kettenregel
herleiten, es gilt (sieche oben)

flaw) =y = [flaWw)d'(y =1

Beispiel 9.6 Die Funktion f: (0,00) — R, f(x) = 2™, n € N, ist streng monoton wachsend
und stetig mit f’(z) = nz" ! > 0, siche Beispiel 9.4. Die Umkehrfunktion ist g : (0,00) — R,
g(y) = y'/™. Nach Satz 9.4 ist g differenzierbar mit

I B 11y
IO = Tt ~ algmy T "

Fir h(y) = y® mit o = m/n € Q gilt h(y) = g(y)™, also folgt weiter aus der Kettenregel,
siehe auch Beispiel 9.5,

1 1
%75 yﬁfl = ayafl.

W (y) =mg(y)" "g'(y) =my

S|

Die beiden vorangegangengen Regeln sind in der von Leibniz eingefiihrten Notation besonders
suggestiv. Er schreibt Funktionen in der Form y = y(z) und bezeichnet die Ableitung mit dem
Symbol %, das auch als Differentialquotient bezeichnet wird. Formal ergeben sich Kettenregel
und Ableitung der Umkehrfunktion aus den Regeln der Bruchrechnung;:

dz dz dy
y=y(z), 2=2(y) = dr  dy do’

dx dy\ 1
y=y(), z=2(y) = dy (@) :

Bei dieser saloppen Notation ist jedoch darauf zu achten, wo die jeweiligen Funktionen
definiert sind. In jedem Fall ist die Bezeichnung % fiir den Ableitungsoperator iiblich und
praktisch.

Differenzierbarkeit kann als Approximierbarkeit durch eine affinlineare Funktion inter-

pretiert werden, wobei der Fehler schneller als linear verschwindet. Diese Deutung wird uns
bei Funktionen mehrerer Variabler erneut begegnen. Genauer ist Folgendes gemeint.
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Lemma 9.2 Genau dann hat f: I — R™ in xg € I die Ableitung a € R™, wenn gilt:

lim f(x) = (f(xo) + a(x — x0))

T—T0 T — X0

= 0. (9.2)

BEWEIS: Folgt sofort aus der Umformung

f(@) = (f(wo) +a(z —x0)) _ f(z) — f(x0)

r — X T — X0

O

Um fiir zwei Funktionen f, g das asymptotische Verhalten fiir x — xg zu vergleichen, werden
manchmal die Landauschen Symbole benutzt:

f=0(g) firz —2z9 < limsup |F(=)] < oo (f ist abgeschitzt durch g),
v—ao 9(2)]
a ) @) . : .
f=o(g) firxr —2zy < lim =0 (f wird klein relativ zu g).
z=wo |g(z)|

Hier stehen o(g) bzw. O(g) nicht fiir eine konkrete Funktion, sondern symbolisch fiir alle
Funktionen mit dem Konvergenzverhalten, das rechts angegeben ist. Die Gleichung f’(z¢) = a
kann damit dquivalent wie folgt geschrieben werden:

f(z) = f(zo) + alx — z9) + o(x — xy)  fiir & — xo.

Das ist unter anderem in der Physik hochst beliebt. Beim Rechnen mit dem Ausdruck o(z—x0)
ist Vorsicht angesagt, wie gesagt muss man sich an die Bedeutung erinnern. Eine Abhéngigkeit
der Funktion f von weiteren Parametern ist in der Notation o(z — xp) nicht direkt sichtbar.
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10 Mittelwertsatz

In vielen Anwendungen der Analysis geht es darum, Eigenschaften einer Funktion aus Eigenschaf-
ten der Ableitung herzuleiten. Fahrt man zum Beispiel eine Stunde lang auf der Autobahn mit
Geschwindigkeit héchstens 100 km/h, so ist man vom Ausgangsort héchstens 100 km entfernt.
So banal das ist, wir miissen zeigen dass unser analytisches Konzept diesen Schlusss auch
liefert, dafiir ist der Mittelwertsatz ein einfaches und effektives Instrument. Um ihn zu beweisen
brauchen wir die Existenz von Extremwerten — Maxima und Minima — von stetigen Funktionen.
Das ist ebenfalls ein fundamentales Resultat.

Wir benétigen einen Satz, der die Existenz von Extremalstellen fiir eine stetige Funk-
tion f : I — R (natiirlich mit I # ) allgemein garantiert. Oft wird das so formuliert, dass
die Funktion ihr Minimum bzw. Maximum annimmt. Das ist allerdings misversténdlich,
denn diese Bezeichnungen implizieren schon die Existenz der Extremalstellen; die richtige
Bezeichnung ist Infimum bzw. Supremum. Jedenfalls brauchen wir fiir die Existenz der
Extremalstellen auch Voraussetzungen an I, wie das folgende Beispiel zeigt:

_ 1
S l+4az

f:I1=(0,00) =R, f(x)

Hier ist lim,\ o f(z) = 1 = sup; f und lim, » f(2) = 0 = inf; f. Wir zeigen dass das Pro-
blem fiir ein abgeschlossenes und beschrinktes Intervall nicht besteht. Allgemeiner bietet es
sich an Funktionen f : D — R mit D C R" zu betrachten und folgenden Begriff einzufiihren:

D C R™ heif}t (folgen-)kompakt, wenn jede Folge z € D eine Teilfolge xy; hat,
die gegen ein x € D konvergiert.

Satz 10.1 D C R" ist genau dann kompakt, wenn D abgeschlossen und beschrinkt ist.

BEWEIS: Sei D abgeschlossen und beschriankt, und z; € D. Bolzano-Weierstrafl, siche Satz
5.7, liefert eine Teilfolge zx; und ein zg € R" mit z; — x fiir j — co. Wegen D abgeschlossen
gilt zo € D. Sei umgekehrt D kompakt, und x € D sei eine Folge mit z — x9 € R™. Es
gibt dann eine Teilfolge xy;, die gegen ein xy € D konvergiert. Aus der Eindeutigkeit des
Grenzwerts folgt xp = z{, € D, also ist D abgeschlossen. Wére D nicht beschrinkt, so gibt
es zu k € N ein x € D mit |z > k. Da D kompakt existiert eine konvergente Teilfolge xy,
und diese ist nach Satz 4.2 beschrénkt, ein Widerspruch. O

Satz 10.2 (Existenz von Extremalstellen) Sei D C R"™ kompakt, und f : D — R stetig.
Dann ist f beschrdankt und nimmt Infimum/Supremum an, das heifst es gibt xo, 1 € D mit

fleo) = inf f() und  flor) = sup f)

xe

BEWEIS: Wir zeigen die Existenz eines xg € D mit f(z¢) = inf; D. Insbesondere ist f dann
nach unten beschriankt, denn f(x) > f(xz¢) fiir alle x € D. Nach Definition des Infimums,
siche Folgerung 6.1, gibt es nun eine Folge x; € D mit f(xx) — infp f, eine sogenannte
Minimalfolge. Es gibt eine Teilfolge xy, — zo € D. Wegen [ stetig gilt

f(wo) = lim f(xy,) = inf f.
Jj—00 D

Jetzt zuriick zu Funktionen einer rellen Variablen.



Definition 10.1 (Lokale Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R hat in z¢g € (a,b) ein
lokales Minimum, falls es ein § > 0 gibt, so dass gilt:

f(zo) < f(x) fir alle x € Bs(xg) = (xo — 9,20 + 0).

Ist sogar f(xo) < f(x) fir @ € Bs(xg), ® # xo, so heifit das lokale Minimum isoliert. Ein
(isoliertes) lokales Mazimum ist entsprechend definiert.

Oft gilt das Interesse weniger den lokalen Extrema, sondern den globalen Extrema wie in Satz
10.2 konstruiert. Bei einer Wanderung freut man sich zum Beispiel, wenn man auf dem Weg
einen lokalen Aussichtspunkt erreicht. Muss man aber danach einen riesigen Berg bezwingen,
so ist dessen Hohe relevanter. Der Begriff des lokalen Extremums wird hier eingefiihrt, um in
folgendem Satz eine globale Voraussetzung zu vermeiden.

Satz 10.3 (notwendige Bedingung fiir Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R habe in
xo € (a,b) ein lokales Extremum. Ist f in xq differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

BEWEIS: Sei xg lokales Minimum von f, also f(z) > f(xg) auf Bs(x) fiir ein § > 0. Es folgt

f(z) — f(=zo) {ZO fir x € (2o, o + 9),

T — Zo <0 firz e (zg—0,x0).
Mit 2\ xg folgt f/(xg) > 0, mit z 7 xq folgt f'(zg) < 0. O
Der Beweis zeigt tatsdchlich eine Aussage iiber einseitige lokale Minima, und zwar gilt
f(@) = f(@o)

f(x) > f(xo) auf [z0,20 +0) = fjr(xo) = xli\n;O pr—
f(x) > f(xo) auf (xog — 6, 20] = f (x0) := $li/r;10 W <0.

>0,

Fiir einseitige Maxima gilt Entsprechendes. Die Funktion f(x) = 22 erfiillt f/(0) = 0, aber
in x = 0 liegt kein lokales Extremum vor. Die Bedingung f’(xg) = 0 ist notwendig fiir eine
lokale Extremalstelle einer differenzierbaren Funktion, aber sie ist nicht hinreichend.

Satz 10.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig, diffe-
renzierbar auf (a,b) # (. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

1oy S(0) — fla)
BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung zuerst im Fall f(a) = f(b) = 0 (Satz von Rolle). Gesucht
ist dann ein € € (a,b) mit f'(£) = 0. Nach Satz 10.2 gibt es &1, & € [a, b] mit

f(&) = inf f(z) und f(&)= sup f(z).
z€la,b] z€la,b]

Ist & € (a,b), so folgt f/(§1) = 0 nach Satz 10.3 und wir kénnen & = & wihlen. Analog,
wenn & € (a,b). Es bleibt der Fall wenn &;, & beides Randpunkte sind. Aber dann folgt
inf f =sup f =0 und f ist die Nullfunktion, also gilt f’(x) = 0 fiir alle 2 € (a,b). Seien nun
f(a), f(b) € R beliebig. Definiere h : [a,b] — R durch Abziehen der Sekante:

) = @) - (1 + 1O =10 a)).
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Es gilt h(a) = h(b) = 0. Wie schon bewiesen existiert ein £ € (a, b) mit

7b) = fla)

0=H(E) = f§) -

O

Folgerung 10.1 (Monotoniekriterien) Sei f differenzierbar auf (a,b), stetig auf [a,b].
Dann gelten folgende Aussagen:

f'(z) =0 fiir alle x € (a,b) = f ist konstant auf [a,b]

f'(z) >0 fir alle x € (a,b) = f ist wachsend auf [a,b]

f'(z) <0 fir alle x € (a,b) = f ist fallend auf [a,b].
Bei strikter Ungleichung folgt strenge Monotonie auf [a,b].

BEWEIS: Sei a < 21 < 22 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € (z1, x2), so dass gilt:

(=0 wenn f'(§) =0
>0 wenn () >0
fla2) = f(z1) = f'(§) (z2 —21) { >0 wenn f/(£) > 0.
>0 <0 wenn f/(§) <0
(<0 wenn f(§) <0

O

Folgerung 10.2 (Schrankensatz) Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b).
Dann gilt fira <z <x9 <D

fl(@) >m auf (a,b) = f(22) = f(21)
fi(@) < M auf (a,b) = f(x2) — f(21)

m(xg — x1)

>
< M(zg — 1)

BeEwEIS: Wir zeigen die erste Aussage. Mit g(x) =maz gilt (f—g) =f —¢ >m—-—m=0.
Nach Folgerung 10.1 ist f — g wachsend, das heiit f(z2) — mzo > f(z1) — m 1. O

Der Mittelwertsatz ist fiir vektorwertige Funktionen so nicht richtig. Das zeigt das ad hoc
Beispiel f(x) = (22, 2?) auf [0, 1]. Hiitten wir

f(1) = £(0)

o — [ firein {€(0,1),

so wiire (1,1) = (2¢,3¢?), das ist unmoglich. Das Problem ist, dass es zwar fiir jede Kom-
ponente eine Zwischenstelle gibt, im allgemeinen kann aber nicht dieselbe Stelle ¢ gew&hlt
werden. Aber es gilt auch im vektorwertigen Fall folgende Version des Schrankensatzes.

Folgerung 10.3 (f’' beschrinkt = f Lipschitz) Sei f : [a,b] — R" stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Falls || f'(x)|| < L fiir alle x € (a,b), so folgt

Il f(x2) = f(z1)|| < Llzg — 21| fiir alle x1, 22 € [a,b)].
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BEwEIS: Um die Aussage auf den reellwertigen Fall zu reduzieren betrachten wir
¢ :fa,b] = R, p(x) = (v, f(x)) firveR" |jv]|=1.
Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe Satz 6.5, folgt
¢'(x) = (v, f'(2)) < Il If' (@) < L.
Fiir 1 < x4 erhalten wir aus Folgerung 10.2, dem Schrankensatz,
(v, f(@2) = fz1)) = p(@2) — @(21) < L2 — 1) = Ly — z1].
Sei nun f(z2) # f(x1), wahle dann v = (f(x2) — f(z1))/||f(z2) — f(x1)||. Es folgt

f(z2) — f(x1)
[ f(22) — f(z1)]

(@) = Flan)] = F(@2) = F@1)) = (o, f(w2) = f(@1) < Lz — a1,

O

Wir kommen jetzt zu hoheren Ableitungen.

Definition 10.2 Die zweite Ableitung von f : (a,b) — R in xqy ist f"(xo) = (f') (x0), und
allgemeiner ist die k-te Ableitung

TP (o) = (F*Y) (o).

Damit f*) (o) definiert ist, miissen also die Ableitungen bis Ordnung k—1 in einer Umgebung
von xo definiert sein, und es muss f*&V in zy differenzierbar sein.

Mit der zweiten Ableitung gewinnen wir genauere Informationen iiber lokale Extrema.

Satz 10.5 Sei f : (a,b) — R differenzierbar. In xo € (a,b) gelte f'(xo) = 0, und f"(xg) sei
definiert. Dann gilt:

(1) Ist f"(x0) >0, so hat f in x¢ ein isoliertes, lokales Minimum.
(2) Hat f in zo ein lokales Minimum, so folgt f"(xq) > 0.
Analoge Aussagen gelten mit umgekehrten Ungleichungen fiir Mazima.

BeEwEIs: Da f/(z¢) = 0 nach Voraussetzung, gilt

I = ) )

f” (JZ()) = lim

T—rITQ r — X0 T—xo T — i)

Sei nun f”(xp) > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit f'(z) > 0 auf (xg,z0 + ¢) und f'(z) < 0
auf (xg — d,z0). Nach Folgerung 10.1 ist f dann streng monoton wachsend auf [z, zo + )
und streng monoton fallend auf (xg — d, x], hat also in z( ein isoliertes, lokales Minimum.
Wiire f”(x0) < 0 in (2), so hiitte f in z¢ ein isoliertes lokales Maximum im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Die Funktion f(z) = 2* zeigt, dass in einem isolierten Minimum f”(x¢) = 0 gelten kann.
H#ufig ist man nicht wirklich an den lokalen Minima, sondern am globalen Minimum inter-
essiert. Dafiir ist der Begriff der Konvexitét relevant.

74



Definition 10.3 Sei I C R ein Intervall. f: I — R heifst konvex, falls gilt:

F((L=t)mo +tay) < (1 —1t)f(zo0) +tf(x1) Vao,z1 € 1,t€0,1]. (10.1)
Gilt dies mit > statt mit <, so heifit f konkav.
Die Sekante durch (zg, f(xo)) und (z1, f(z1)) hat die Geradengleichung

y= o) + LI ) sy,

An der Stelle z(t) = (1 — t)xo + tx; gilt
x1) — f(z
olwtt)) = ftao) + LI o0y — (1 - )00 + 4 0)
Die Konvexitéit bedeutet also, dass der Graph von f stets unterhalb der Sekanten liegt,
Satz 10.6 (Konvexitétskriterien) Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

(1) f' ist monoton wachsend auf (a,b).

(2) f ist konvez.
(3) f(x1) > f(zo) + f'(xo)(x1 — o)  fiir alle xg, 21 € (a,b).

Ist f zweimal differenzierbar auf (a,b), so ist auferdem dquivalent:
(4) " >0.

BeEwEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1

(1).
das heifit es gibt zg,z1 € I und ein ¢ € [0, 1] mit
g(t) = f((l—t xo—i—txl) ( (1—1) f(:):o)—i—tf(xl)) > 0.

Wir kénnen x; > xg annehmen, sonst vertausche zg, x; und ersetze t durch 1—¢. Die Funktion
g : [0,1] — R ist stetig mit g(0) = ¢g(1) = 0. Nach Satz 10.2 nimmt g ihr strikt positives
Maximum in einem ¢y € (a,b) an, und es gilt ¢’(tp) = 0 nach Satz 10.3. Aber wegen f’
wachsend ist auch ¢’ wachsend:

g'(t) = f'(zo + t(z1 —x0) ) (w1 — x0) —( f (1) — f(0) ).
—_— e —— —_—
wachsend >0 konstant
Insbesondere folgt ¢'(t) > 0 fiir alle ¢ > to, und daraus g(1) > g(t9) > 0, Widerspruch.

Sei (1) erfiillt. Angenommen f ist nicht konvex,

Es gelte jetzt (2), also gilt fiir alle ¢ € (0,1) und zg,x1 € (a,b) mit xg # x;

f(xo + t(z1 — x0)) — f(0) )
t(z1 — x0) < f(z1) = f(=0).

Mit ¢ N\, 0 folgt (x1 —x0) f'(z0) < f(x1) — f(x0), das ist Ungleichung (3). SchlieBlich folgt aus
(3), indem wir dort z¢p und x; vertauschen und addieren,

(f' (1) — f'(w0)) (1 — 20) > 0,

womit wiederum (1) gezeigt ist. Schlieflich: ist f zweimal differenzierbar, so impliziert f” > 0
Bedingung (1) nach Folgerung 10.1, und umgekehrt folgt f” > 0 aus (1) einfach durch
Betrachtung des Differenzenquotienten. O

(z1 — 20)
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Beispiel 10.1 (Youngsche Ungleichung) Fiir z,y > 0 gilt die Ungleichung

P q 1 1
:cygx—er— falls p,q € (1,00) mit — + — = 1.
p q P q

Dazu betrachten wir fiir festes y > 0 die Funktion

:L'p

f:(0,00) = R, f(x):xy—;.

Es gilt f/(z) =y — 2P~ und f"(z) = —(p — 1)2P~2 < 0, das heifit f ist konkav nach Satz
10.6. Aber f'(x0) = 0 fiir 2o = y'/*~ 1 also folgt mit Satz 10.6(3) wegen p/(p — 1) = ¢

xp

/(p—1)
7y =2 = () < fao) + fao)(o o) = gy - 2 2

P q
Definition 10.4 Sei I C R ein offenes Intervall und k € No. Wir bezeichnen mit C*(I) den
R-Vektorraum der k mal stetig differenzierbaren Funktionen f : I — R, das heifit

CF)y={f:I—-R: 9 I = R sind definiert und stetig fiir i = 0,1,...,k}.

Weiter definieren wir C°°(I) als den R-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen, also ist
Ce(I) = [ C* ().
£>0

Der Umgang mit C'°°-Funktionen ist besonders angenehm, weil die Klasse im Gegensatz zu
den Rdumen C*(I) unter der Bildung von Ableitungen abgeschlossen ist. Es ist klar, dass
Polynome unendlich oft differenzierbar sind; es gibt aber sehr viel mehr Funktionen in C*°(I).
Wir werden weitere im néchsten Abschnitt mithilfe der Exponentialfunktion konstruieren.
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11 Die reelle Exponentialfunktion

Der beriihmteste Mathematiker des 18. Jahrhunderts war Euler'®, der aus Basel stammte und
das erste Lehrbuch der Analysis vefasst hat (Introductio in analysin infinitorum, 1748). Er hat
dort den Begriff der Funktion einfiihrt und diese mit Reihendarstellungen definiert, vor allem
natiirlich die Exponentialfunktion. Im Laufe seines Lebens war er auch am Hof von Friedrich dem
GroBen in Berlin, aber er mochte nicht dessen gelehrte Diskussionsrunden u.a. mit Voltaire. So
ist er dann nach Sankt Petersburg an den Hof Katharina der GroBen gegangen. Insgesamt hat
Euler etwa 800 mathematische Arbeiten geschrieben.

Wachtstums- oder Zerfallsprozesse spielen in vielen Bereichen der Natur und der An-
wendungen eine Rolle. Dabei wird die zukiinftige (oder vergangene) Entwicklung einer Grofie
K(t), t € I, durch ein Wachstumsgesetz und einen Startwert K(tg) = Ko charakterisiert.
Ein diskretes Modell ist der Zinseszins, bei dem das Intervall in Zeitschritte der Linge At
unterteilt wird. In jedem Zeitschritt [¢,¢ + At] wird linear mit der Rate A € R verzinst. Das
bedeutet

K(t+ At) — K(t)

K(t+ At) = K(t)(1+AAt)  baw. N = \K(1).

Um ein kontinuierliches Modell herzuleiten, lassen wir hier At gegen Null gehen. Formal
erhalten wir das Wachstumsgesetz, und die Anfangsbedingung,

K'(t) =X K(t) fir t € I, K(to) = Kp. (11.1)

Ob dieses Modell sinnvoll ist, muss mathematisch untersucht werden. Erstens ist die Existenz
einer Losung K (t) zu kliren, sonst wire alles Quatsch. Zweitens sollte die Losung eindeutig
sein, damit das Modell Aussagen iiber die Zukunft oder die Vergangenheit erlaubt. Weitere
Eigenschaften wie Monotonie oder asymptotisches Verhalten fiir grofie Zeiten sind natiirlich
auch von Interesse. Die Aufgabe, zu einem Wachstumsgesetz und Startwert die zeitliche
Entwicklung zu bestimmen, bezeichnet man allgemein als Anfangswertproblem. Wir kennen
schon ein triviales aber fundamentales Beispiel: das Nullwachstum

K/(t):() fir t € I, K(to):K().

Die eindeutige Losung ist die konstante Funktion K (t) = Ky, siehe Folgerung 10.1. Enthélt
ein Wachstumsgesetz die Ableitung der gesuchten Funktion, so spricht man von einer Diffe-
rentialgleichung. Speziell ist K/ = MK die Differentialgleichung des natiirlichen Wachstums
mit Rate A € R. Wir studieren nun das Anfangswertproblem

f'=f au R, f(0)=1. (11.2)

Das ist der Spezialfall von (11.1) mit I = R, A = 1, {p = 0 und K¢ = 1. Wir werden die
Losung des allgemeinen Problems (11.1) spéter durch Skalierung bekommen.

Lemma 11.1 Eine Losung f : R — R von (11.2) hat folgende Figenschaften:

(a) f€COR),

1$Leonhard Euler, 1707-1783




(b) f(x)f(—x)=1 fir alle x € R,
(c) f ist strikt positiv.

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist f differenzierbar, also stetig mit Satz 9.1. Weiter gilt

%f(fr)f(—w) = f'(@)f(=z) = f(2)f'(=2) = f(2)f(—=2) = f(2)f(—2) = 0.

Also ist f(z)f(—x) = f(0)f(—0) = 1, insbesondere f(x) # 0 fiir alle x € R. Da f(0) =1 >0
ist f(x) > 0 fur alle x, denn sonst gibt es eine Nullstelle nach dem Zwischenwertsatz. O

Satz 11.1 (Eindeutigkeit) Es gibt hichstens ein f : R — R mit f' = f aufR und f(0) =

BEWEIS: Seien f, g zwei Losungen von (11.2). Dann ist g > 0 nach Lemma 11.1,und es folgt

N _flg=t9d _fa-fg
(3) e g Y
Also ist f/g konstant mit f(0)/g(0) = 1, und somit f = g. O

Zur Existenz machen wir mit Cauchy den Reihenansatz f(z) = Y 4o, axx”. Zur Motivation
konnen wir hier nur die Idee anfiihren, die Losung durch Approximation mit Polynomen zu
gewinnen, wir kommen in einem spéteren Kapitel darauf zuriick (Stichwort Taylorreihe). Wir
berechnen nun

zdiZak Zdi kT :Zkakx Zk+1ak+13«"
¥ =0 k=0 k=1 k=0

Koeffizientenvergleich in f' = f liefert (k 4+ 1)agy1 = ap bzw. ary1 = ai/(k + 1). Mit
ap = f(0) = 1 folgt per Induktion ay = 1/k! fiir k € Ny. Natiirlich war diese Herleitung nicht
rigoros, die Vertauschung der Ableitung mit der unendlichen Reihe sowie der Koeffizienten-
vergleich wurden nicht begriindet. Und iiberhaupt ist ja unklar ob es eine Lésung von (11.2)
gibt die so als Reihe geschrieben werden kann. Aber diese Einwédnde wischen wir beiseite,
unser Ziel ist nur eine potentielle Formel fiir die Losung, wir haben jetzt den educated guess'”

e SU
=2
E—0

Wir zeigen dass diese Reihe fiir alle x € R konvergiert und die Lésung des Anfangswertpro-
blems (11.2) liefert. Dabei ist die Reihe definiert als Grenzwert der endlichen Summen

fla) = lim fu(z)  wobei f,(x Z .

Wir behaupten dass fiir jedes x € R die Folge f,(x) eine Cauchyfolge ist. Sei k& € Ny mit
k+ 1> 2|z|. Fir alle m > k gilt dann die Abschétzung

™ fal* x| |z| W(l
m! Ek+1 0 m — k!

m—k
5) — 0 mit m — oo.

"die fundierte Vermutung
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Daraus folgt weiter fiir alle n > k

n

e K Pl " I\m—k  |xlF )
fule) — el < S0 D EE S (YT 0 ik oo
m=k+1 m=k+1

Somit ist f,(x) eine Cauchyfolge, der Grenzwert f(z) = lim,_,~ fn(z) existiert.

Satz 11.2 (Existenz) Die Reihe f(z) = > 5o, 2" /k! konvergiert fir alle x € R und ist
Lésung des Anfangswertproblems f' = f auf R, f(0) =

BeEwEIs: Es gilt f(0) = limy, 00 f(0) = 1. Die Funktionen f,(z), n > 1, erfiillen
d o~ zF " d 2k DL gkl gk
fa@) == 5 =) oy = Zi(k_l)!:z:g:fnfl(ﬂf)-
k=0 k=0 k=1 k=0

Hieraus wollen wir f/ = f durch Grenziibergang n — co herleiten, wir brauchen dazu einige
Abschétzungen. Fiir |x| < R und alle n € Ny haben wir

|$!k — RF
| fn(2 ’_g E =l <(C mitC:= §—<oo
k=0

Es folgt | f], ()] = | fn—1(x)| < C fiir |z| < R, also mit dem Schrankensatz
|fn(x1) — fu(z2)| < Clxy —xo|  fiir alle n € Ny, x1, 29 € [-R, R].

Weiter folgt |f) (1) — fl(z2)| = |fa—1(z1) — fa—1(x2)] < Clz1 — 22|. Sei nun zy € (—R, R)
gegeben. Zu z € (—R, R) gibt es ein £ zwischen xy und z, so dass

fn(x) = fulwo) . f7/1

T — X

(20)| = 1£2(6) = Fa(ao)| £ Clé = w0] < C |o — ]

Hier lassen wir n — oo gehen. Wegen f/ (z9) = fn—1(z0) — f(z0) erhalten wir

‘M — flzo)| < Clx — o]
Tr — X0
Mit x — g folgt f'(xg) = f(x0). Da R > 0 beliebig, gilt f' = f auf R. O

Definition 11.1 (Exponentialfunktion) Die Exponentialfunktion ist
=k
R — R, — 11.3
oxp B B exple) = ) (113

Sie ist eindeutige Lisung des Anfangswertproblems f' = f auf R, f(0) =

Wie angekiindigt erhalten wir die Losung von (11.1) nun durch Skalierung.

Folgerung 11.1 Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (11.1) ist

K(t) = Koexp (A(t —to)) firtel.
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BEwEIs: Fiir K(t) wie behauptet ist K (tg) = Kgexp(0) = Ky, und nach Kettenregel
K'(t) = MK exp (A(t —t0)) = AKoexp (A(t — tg)) = AK(2).

Fiir eine beliebige Losung K (t) berechnen wir, vgl. den Beweis von Lemma 11.1,

& exp(-\(t — 1)K (1) = (~X) exp(—(t — 10)) K1) + exp(~(t — fo) AK (1) = 0.

Einsetzen von t = tg ergibt exp(—A(t — t0)) K (t) = exp(0)K (t9) = Kp. Jetzt verwenden wir
Lemma 11.1 (b), und zwar folgt durch Multiplikation mit exp(A(t — to))

K (1) = exp(A(t — to)) exp(—A(t — o) K () = Ko exp(A(t — to)).
O

Jetzt interessieren wir uns fiir weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion. Dazu kénnten
wir die Reihendarstellung benutzen, es ist aber allemal einfacher mit der Differentialgleichung
zu argumentieren.

Satz 11.3 (Eigenschaften der Exponentialfunktion) FEs gelten folgende Aussagen:
(a) exp(l) =e=2,71828....
(b) exp ist in C*°(R), strikt positiv und streng monoton wachsend mit Grenzwerten

lim exp(x) = +o0  und lim exp(z) =0.
S p(z) Am p(z)

(¢) Es gilt die Funktionalgleichung
exp(z +y) = exp(z)exp(y)  fir alle x,y € R,

insbesondere exp(z) exp(—z) = 1.

BEWEIS: (a) Nach Definitionen 11.3 und 5.3 gilt exp(1) = > 1/k! =e.
(b) Es gilt exp’ = exp, also ist exp differenzierbar und insbesondere stetig auf R, vgl.
Lemma 11.1(a). Per Induktion folgt exp € C*(R) und exp®) = exp fiir alle k € Ny. Weiter

ist exp > 0 nach Lemma 11.1 (c). Damit ist auch exp’ = exp > 0, also exp streng monoton
wachsend. Fiir 2 > 0 ist dann exp’(z) = exp(x) > exp(0) = 1, also nach Schrankensatz

exp(x) > 1+z— 400 firz ~ oco. (11.4)

Schliellich gilt exp(x) exp(—z) = 1 nach Lemma 11.1(b), also exp(z) — 0 mit z — —oo.

(¢) Fiir y € R fest ist g(x) = exp(z + y) Losung von ¢’ = g auf R mit Anfangswert
9(0) = exp(y). Folgerung 11.1 ergibt

exp(z +y) = g(x) = 9(0) exp(x) = exp(z) exp(y)-

O

In der Sprache der Algebra besagt die Funktionalgleichung, dass exp : (R,+) — (RT,") ein
Gruppenhomomorphismus ist, wobei RT™ = {r € R : r > 0}. Genauer ist exp ein Isomorphis-
mus, wie wir gleich feststellen, der inverse Gruppenisomorphismus ist der Logarithmus.
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Satz 11.4 (Definition des Logarithmus) exp : (—o0,00) — (0,00) ist streng monoton
wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunktion log : (0,00) — (—00,00) heifit (natirlicher)
Logarithmus. Sie ist streng monoton wachsend und bijektiv, und hat die Grenzwerte

limlog(r) = —oc0  wund  lim log(r) = oo. (11.5)

N0 T—00

Es gilt log(1) = 0, log(e) = 1, und die Ableitung des Logarithmus ist
log/(r) = % fiir alle r € (0, 00). (11.6)
SchliefSlich gilt die Funktionalgleichung
log(rs) = log(r) +log(s)  fir alle r,s > 0. (11.7)

Insbesondere gilt log (%) = —log(r).

BEwEIs: Nach Satz 8.2 zur Umkehrfunktion ist exp bijektiv, die Umkehrfunktion log ist
ebenfalls streng monoton wachsend. Die Grenzwerte (11.5) folgen aus der dortigen Aussage
(8.1). Die Funktionswerte ergebn sich direkt aus exp(0) = 1 bzw. exp(1) = e. Da exp’(z) =
exp(z) > 0, ist die Umkehrfunktion differenzierbar und hat die Ableitung, siehe Satz 9.4,

1 1 1

) = o loa) ~ expliog(r))

Die Funktionalgleichung (11.7) ergibt sich schliefilich aus exp(z) exp(y) = exp(z + y), indem
wir = logr, y = log(s) einsetzen und dann den Logarithmus nehmen. O

Fiir a > 0 hatten wir die Potenz a® bisher nur im Fall x € QQ definiert. Diese Einschrankung
kénnen wir mit dem Logarithmus nun abschaffen.

Definition 11.2 (Potenz mit reellen Exponenten) Fiira > 0, z € R setzen wir

a® = exp (zlog(a)) .
Mit den Funktionalgleichungen von log und exp ergeben sich die Regeln

a®a¥ = a*t (%)Y = a™

(1>m —a™" b = (ab)”.

a

Induktion liefert a"® = (a®)". Mit z = 1 folgt (a%)" = a"n = a, das heift an = {/a. Damit
stimmt fiir x € Q die neue mit der bisherigen Definition der Potenz {iberein. Weiter gelten
fir x € R die Ableitungsregeln

d -1

—a” =log(a)a® und —a” = xad"

dx da
Satz 11.5 (Wachstum von exp und log) Es gelten folgende Aussagen:

lim z7°%* =00 wund lim 2°¢ =0 fir jedes s > 0, (11.8)
T—00 Z—00
lim y *logy =0 wnd lim y°(—logy) =0 fir jedes s > 0. (11.9)
Y—+00 y\0

81



BEWEIS: Zu s > 0 wihle n € N mit n > s. Fiir x > 0 folgt dann

—S,T i n—s _ le(nfs) log =

' ' — 00 mit x — oco.
n! n!

Die zweite Aussage in (11.8) folgt durch Ubergang zum Kehrwert. Fiir die zweite Aussage in
(11.9) substituieren wir y = e~%/5. Mit 3 \, 0 geht 2 = —slogy — oo, also folgt aus (11.8)

2 X .
y’(—logy) =e™ " g‘aﬁz—slogy — 0  mit y \,O0.

Setzen wir y = 1/z mit z — oo, so folgt auch der linke Grenzwert in (11.9). O

Folgerung 11.2 Die Funktion

e VT fire >0
n(z) = )
0 firxz <0

ist unendlich oft differenzierbar.

BEwEIs: Wir zeigen durch Induktion, dass es Polynome p,, gibt mit

™ (z) = palz) e V/* fir x>0
0 fir z <0.

Fiir n = 0 ist das richtig mit po(s) = 1. Ist die Aussage fiir ein n € Ny gezeigt, so folgt:

)y ) (G pa(3) = g Ph(3)) e /7 fiir 2 >0,
n\""H (z) = )
0 fir x < 0.

Fiir = # 0 gilt der Induktionsschluss also mit p,11(s) = s% (pn(s) — ply(s)). Zu zeigen bleibt
7™+t (0) = 0. Fiir den linksseitigen Differenzenquotienten ist das klar, fiir 2 > 0 berechnen
wir mit (11.8)

(n) —_pm
n'™(x) —n'"™(0) _ lpn(l> e VT 50 mit x N 0.
x a e

O
Wir haben die Differentialgleichung f’ = f als Grenzwert des diskreten Zinsmodells motiviert,
wenn der Zeitschritt gegen Null geht. Die diskreten Losungen sollten dann die kontinuierliche
Losung approximieren. Dies sollte zu einer alternativen Formel fiir die Exponentialfunktion
fithren. Unterteilen wir das Zeitintervall [0, ¢] in n Abschnitte der Lénge At = t/n, so ergibt
sich bei Zinsrate Eins und Anfangswert Eins mittels Induktion der Kontostand

n

t
(1+a)" = (1+-)"
n
Satz 11.6 (Eulerapproximation) Fir alle z € R gilt

exp(z) = lim (1 + %)n

n—oo
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BewEIs: Wir zeigen ¢, (z) :=  — nlog(1 + %) — 0 mit n — oco. Da exp stetig folgt

T\ x _

(1 + —) = exp (n log (1 + —)) =exp (z — ¢n(z)) — exp(z) mit n — oco.

n n
Es gilt ¢,(0) =0 und ¢}, (z) =1 — (1 4+ 2)~t = (1 + £)712_ Sei n > 2z|. Fiir |y| < || folgt
1+2>1- % > 1/2 und damit |¢],(y)| < 2%. Mit dem Schrankensatz ergibt sich

2|z| .
|pn(2)] < — |z| = 0  mit n — co.
n

O

Wir kénnen die Funktionalgleichung anschaulich aus dem Zins-Modell verstehen: bei konstan-
tem Zinssatz sollte es egal sein, ob das Geld erst fiir einen Zeitraum t; angelegt wird, und
dann die ersparte Summe wieder fiir einen Zeitraum ts, oder eben gleich fiir die Gesamtdauer
t1 + t9. Bei Zinssatz x = 1 bedeutet das genau

exp(ty + t2) = exp(t1) exp(ta).
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12 Die trigonometrischen Funktionen

In diesem Abschnitt definieren wir die trigonometrischen Funktionen. Unser Ausgangspunkt
ist die harmonische Schwingung, iiber den Energie-Erhaltungssatz ergibt sich der Bezug zur
gleichférmigen Kreisbewegung ¢ = ic. Formal ist das die Differentialgleichung des natiirlichen
Wachstums, allerdings mit der Rate s = v/—1. Mit der Exponentialreihe bekommen wir ¢(t) = e
und die trigonometrischen Funktionen durch die Eulersche Formel e® = cos(t) + i sin(t).

Bei einer harmonischen Schwingung wird die Auslenkung eines schwingungsfihigen
Systems aus seiner Ruhelage durch eine Funktion w : I — R, u = wu(t), beschrieben. Ein
Beispiel ist die Schwingung einer Masse m > 0 an einer Feder. Nach dem Hookeschen Gesetz
(1676) ist die elastische Riickstellkraft der Feder proportional zur Auslenkung, also F' = —ku
mit £ > 0. Die Kraft bewirkt eine Beschleunigung der Masse, nach dem Newtonschen
Grundgesetz (1687) ist F' = mu”. Wir nehmen k/m = 1 an, und geben eine Auslenkung x
und Geschwindigkeit yg zu einer Zeit tg € I vor. Damit ergibt sich das Anfangswertproblem

v +u=0 auf I, wu(ty) = xo, v (to) = yo. (12.1)

Bei einer Schwingung findet ein Austausch zwischen kinetischer und potentieller Energie
statt. Bis auf Konstanten ist die kinetische Energie das Quadrat der Geschwindigkeit. Die
potentielle Energie ist das Quadrat der Auslenkung, das folgt aus dem Hookeschen Gesetz.
Die Gesamtenergie bleibt konstant. Wir wollen das mathematisch begriinden.

Lemma 12.1 Fiir Funktionen u,v : I — R sind folgende (1) und (2) dquivalent:
(1) w ist Lisung von u” +u =0, und v = —u'.
(2) c=u+iv:I— Cist Lésung von ¢ = ic, wobei i = /—1.
Weiter: Fiir jede Losung von (2) ist |c(t)]? = u(t)? + v(t)? konstant.

BEWEIS: Die Gleichung (2), also ¢ = ic, lautet in Koordinaten ¢ = u + iv

o +iv =i(utiv) & (W) = (—v,u). (12.2)
Seien u, v Losungen von (1). Nach der zweiten Gleichung gilt v/ = —v, und dann aus der
ersten v’ = —u” = u, also gilt (2). Sei andererseits (2) erfiillt, also v’ = —v und v = u. Dann

folgt v’ = —u, also gilt (1). Schliefflich berechnen wir mit (2)

d

d
%MQ = —(u® 4+ v?) = 2u’ + 200" = 2u(—v) + 2vu = 0.

dt
O

Es gilt also |c(t)|? = u(t)?+v(t)? = R? fiir einen festen Radius R > 0. Physikalisch ist das der
Energieerhaltungssatz, denn u ist die Auslenkung und v ist (minus) die Geschwindigkeit. Wir
bezeichnen ¢’ = ic als Differentialgleichung der Kreisbewegung. Der Geschwindigkeitsvektor
¢ = (—v,u) steht senkrecht auf ¢ = (u,v) und hat die Linge |¢/| = R. Dadurch ist ¢’ bis auf
Richtung eindeutig festgelegt, diese ergibt sich aus

u

det(c,c’) = det ( o o > =uv' —uw'v=u*+v?>0 (auBer wenn R = 0).
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Anschaulich liegt die Kreisscheibe bei dieser Fahrtrichtung auf der linken Seite. Man sagt:
der Kreis wird im mathematisch positiven Sinn durchlaufen, also gegen den Uhrzeigersinn.
Wir zeigen jetzt, dass die Kreisbewegung durch die Anfangsposition eindeutig festgelegt ist,
und folgern die Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem der harmonischen Schwingung.

Satz 12.1 (Eindeutigkeit der Kreisbewegung) Seity € I = (a,b).

(1) Zu 29 € R? gibt es hichstens ein ¢ : I — C mit

d=ic auf I, c(to) = 2. (12.3)
(2) Zu xo,y0 € R gibt es hochstens ein u : I — R mit

W +u=0 auf I, wu(ty) =m0, v (to) = vo, (12.4)

BEWEIS: Seien ¢ : I — C zwei Losungen von (12.3). Dann gilt fiir ¢ = ¢; — ¢
C/ = (Cl — CQ)/ = (Cl)/ — (CQ)/ = i(Cl — Cg) = ic, C(to) =C1 (to) — Cz(to) =0.

Aus Lemma 12.1 folgt |c(t)|? = |c(to)]? = O fiir alle ¢, also ¢; = co. Fiir (2) seien uy : I — R,
k = 1,2, Losungen von (12.4). Nach Lemma 12.1 sind dann ¢ = uy, — tuj, Losungen von
¢, = tcg. Da ¢ (to) = ug(to) — i) (to) = xo — iyo, folgt ¢1 = 2 aus (1), also ug = us. O
Die Gleichung ¢’ = ic ist formal identisch zur reellen Gleichung f’ = \f aus dem vorigen Kapi-
tel, nur dass ¢ Werte in C hat und auf der rechten Seite statt A der komplexe Faktor i = v/—1
steht. Es ist naheliegend, die Definition der Exponentialfunktion auf C zu verallgemeinern
und damit eine Losung zu konstruieren.

Definition 12.1 (Exponentialfunktion) Die kompleze Exponentialfunktion ist
©  _k
exp: C—C, exp(z)= Z % (12.5)
k=0
Wir schreiben auch e statt exp(z).

Die endlichen Summen f,,(z) = Y_7_, 2% /k!, n € Ny, bilden eine Cauchyfolge in C. Das folgt
durch Abschétzung mit der geometrischen Reihe exakt wie im reellen Fall, siehe Satz 11.2.
Also ist exp(z) = limy, o0 fn(z) definiert.

Satz 12.2 (Existenz der Kreisbewegung) Die Funktion ¢ : R — C, c(t) = exp(it), ist
Lésung des Anfangswertproblems

d =ic auf R, ¢(0)=1. (12.6)

BeEWwEIS: Nach Definition ist ¢(0) = exp(0) = 1. Betrachte die Approximationen

k!

cn:R—=C, cp(t) = (it) :szg
k=0 k=0 ’
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Es gilt ¢,,(t) = fn(it) — exp(it) = ¢(t) mit n — oco. Wir berechnen

_ n—1 ,.
ity =S " =i @k i (1),

Jetzt argumentieren wir wie in Satz 11.2. Fiir ¢ € [-R, R] gilt
~ o
’Cn(t)|§kz ] _Z o =: C < 0.
Es folgt |c,(t)| = |en—1(t)] < C, also nach dem (vektorwertigen) Schrankensatz
len(t1) —en(t2)| < Cltr —t2|  fiir t12 € [-R, R].
Seien nun tg,t € (—R, R). Fiir ¢(t) := ¢, (t) — cn(to) — ¢, (to)(t — to) gilt ¢(tp) = 0, und
0] = 1,(t) — c(t)] = [en1(t) — en1(to)] < C lt o).
Der Schrankensatz auf [tg, ] bzw. [t, t] liefert |p(t)| = |#(t) — ¢(to)| < C|t — to|?. Es folgt

cn(t) — cn(to) [en(t) = cn(to) — ¢, (to) (£ — to)|

—c, (T ‘ < Ct —tgl.
t—1o n(to) It — o < Clt =t
Da ¢, (tg) = icn—1(to) — ic(to) mit n — oo, folgt
t) — c(t
‘M —ic(to)| < Cft —tol.
t—to
Also ist ¢/(tg) = ic(to), der Satz ist bewiesen. O

Satz 12.3 (Eigenschaften der Kreisbewegung) Die Kreisbewegung c(t) = e ist in

C>(R,C) und hat folgende Figenschaften:
(a) || =1 fir alle t € R.
(b) s+t = eiseit fiir alle s,t € R (Funktionalgleichung).
(c) et

BEWEIS: Sei c(t) = €' fiir t € R. Nach Satz 12.2 gilt ¢ = ic sowie ¢(0) = 1. Daraus folgt mit
Satz 9.1 die Stetigkeit von ¢. Durch Induktion siecht man ¢ € C*(R, C) und ¢®) = i*¢ fiir alle
k € Ny, analog zum reellen Fall. Aussage (a) folgt aus Lemma 12.1, es ist

le(t)] = |c(0)| =1 fiir alle t € R.

Fiir die Funktionalgleichung (b) berechne

%c(s +t) = d(s+t)=ic(s+1t), c(s+t)]s=0=c(t),

Ec(s)c(t) = d(s)c(t) =ic(s)c(t), c(s)c(t)]s=o0 = c(t).
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c(t)e(—t) = ¢(0) = 1. Andererseits ist auch c(t)c(t) = |¢(

= 1 nach (a), also ¢(t) = ¢(—t).

O
Eine weitere wichtige Eigenschaft der Funktion c(t) = e ist die Periodizitét. Eine Zahl p € R
heifit Periode einer Funktion ¢ : R — C, wenn gilt:

Aus der Eindeutigkeit, Satz 12.1, folgt c¢(s + t) = c(s)c(t) wie behauptet. Insbesondere ist
le(t)]?

t
)

c(t+p)=c(t) firalleteR.

Jede Funktion ¢ hat die triviale Periode p = 0. Generell bilden die Perioden von ¢ eine
Untergruppe von (R, +), denn fiir zwei Perioden pq,ps € R gilt

c(t+p1 —p2) =c(t+p1 —p2 +p2) = c(t+p1) = c(t).

Eine Periode p > 0 heifit kleinste Periode, wenn im Intervall (0, p) keine Perioden von ¢ liegen.
Die Menge aller Perioden ist dann das Gitter Z - p. Denn zu q ¢ Z - p gibt es ein k € Z mit
kp < g < (k+ 1)p. Wire ¢ eine Periode, so auch ¢ — kp € (0,p), ein Widerspruch.

Lemma 12.2 Die Funktion c(t) = €' hat eine Periode p > 0.

BEWEIS: Es reicht zu zeigen dass ein 7 > 0 existiert mit ¢(7) = i. Denn dann gilt

% ct+7) = dt+7)=iclt+71) und c(t+7)|=0 =1,
d . I . iy
7 ic(t) = id(t) =1i(ic(t)) und ic(t)|=o = 1.

Mit der Eindeutigkeit, Satz 12.1, folgt c(t + 7) = ic(t) fiir alle t € R, und dann
c(t +47) = i'c(t) = c(t) fiir alle t € R.
Also ist p = 47 > 0 eine Periode von c. Schreibe nun ¢(t) = u(t) + iv(t), und setze
7 =sup{t > 0:u,v >0 auf (0,¢)}.

Es gilt u(0) = 1, v(0) = 0 und limy o v(t)/t = v'(0) = 1, also gibt es ein § > 0 mit u,v > 0 auf
(0, 4], insbesondere ist 7 > 4. Wir behaupten 7 < oo. Auf (0, 7) gilt u,v > 0, also v’ = —v < 0
und v' = u > 0, das heifit u ist monoton fallend und v monoton wachsend. Mit € = v(§) > 0
ist fur t € [0, 7) dann u/(t) = —v(t) < —e, also nach Schrankensatz

u(9)

0 <u(t) <u(d) —e(t—9), und damit t§5—|—?<oo.

Diese Abschitzung folgt auch fiir 7, also ist 7 < co. Mit ¢ ' 7 ergibt sich nun u(r) > 0,
v(7) > 0 und u(7)? +v(7)? = 1. Wire u(1) > 0, so gilt u,v > 0 auf einem groBeren Intervall,
Widerspruch. Also ist u(7) = 0 und v(7) = 1 bzw. ¢(7) = i. O
Wir wollen nun den Bezug zur Geometrie herstellen. Dazu brauchen wir den Begriff der Lange
einer Kurve. Fiir eine Kurve ¢ : [a,b] — R™ betrachten wir die dquidistante Unterteilung
tk:a—f—kb_T“, k=0,...,n, und setzen

n
La(e) = Y lelty) = c(tr—1)l.
k=1
Das ist die Linge des Streckenzugs mit den Punkten c(ty).
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Definition 12.2 (Bogenléinge) Die Linge von c € C'([a,b],R™) ist L(c) = lim,_o Ly (c).

Man kann zeigen, dass der Grenzwert fiir jede C''-Kurve ¢ : [a,b] — R existiert, und dass er

einen sinnvollen Begriff der Linge liefert. Wir beschrinken uns hier auf den Fall ¢(t) = €.

Lemma 12.3 Die Kurve ¢ : R — C, c(t) = €%, bildet lingentreu ab: fiir [ = [a,b] gilt
Lelr) = ],
BEWEIS: Sei ty = a + k7, mit 7, = b;—a die dquidistante Unterteilung. Wir berechnen

ei'rn -1

Tn

Ln(c|1) _ Z ‘ei(aJran) - ei((l‘i’(k*l)‘l‘n)‘ —-n |ei7—n _ 1| _ ‘ (b o CL).
k=1

Nun gilt (e“ — 1)/t = (c(t) — ¢(0))/t — ¢(0) =i mit t — 0, also folgt mit |I| =b—a
L(elr) = Tim Lo (elr) = 1. (12.7)

O

Auf dem Intervall [0, 7] durchliuft c¢(t) = e den Viertelkreis im ersten Quadranten streng
monoton von ¢(0) = 1 bis ¢(7) = i. Das motiviert die Definition

T

5 = L(C|[07T]) = 1, 57.... (128)
Archimedes hat obere und untere Abschitzungen fiir die Lange des Einheitskreises berechnet
mit einer Abweichung von nur 0,002. Dazu hat er Approximationen von auflen und innen
durch regelméflige n-Ecke benutzt mit n = 6,12,24,48,96, wir wollen uns damit hier nicht
befassen. Nach Lemma 12.3 haben wir jedenfalls 7 = 7/2 bzw. 47 = 2.

Satz 12.4 (Periodizitit von e') Die Kreisbewegung c(t) = e hat die kleinste Periode 27.
Auf [0,27] durchliuft c(t) den Einheitskreis S' = {z € C : |z| = 1} genau einmal entgegen
dem Uhrzeigersinn.

BEWEIS: Nach Lemma 12.2 ist 47 eine Periode von ¢. Wegen c¢(t+7) = ic(t) gehen die Zeiten
kr fir k = 0,1,2,3,4 auf die Punkte 1,4, —1,—4,1. Die Intervalle dazwischen werden der
Reihe nach bijektiv auf die Viertelkreise in den vier offenen Quadranten abgebildet. Somit
ist 47 die kleinste Periode, und ¢ : [0,47] — S! ist bijektiv bis auf ¢(0) = c(47). O

Definition 12.3 (Cosinus und Sinus) Die Funktionen cos,sin : R — R sind definiert als

. it | —it ‘ it =it
cost = Re (e") = i, sint = Im (e) = S (12.9)
2 2
Nach Definition gilt also die Fulersche Formel
e = cost+isint fiir alle t € R. (12.10)

Satz 12.5 (Eigenschaften von cos und sin) FEs gelten folgende Eigenschaften:
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(1) cos und sin sind in C*>°(R), und es gelten die Reihendarstellungen

o0 ) t2k’ 0 A t?k-‘rl
k=0 k=0
(2) Es gilt cos’ = —sin und sin’ = cos.

(3) u(t) = cost und v(t) =sint sind die eindeutigen Losungen der Anfangswertprobleme
W +u=0, uw0)=1, 4(0)=0,
v +0v=0, v0)=0, v (0)=1.

(4) cos®t +sin®t =1 fiir alle t € R.

(5) cos(—t) = cost und sin(—t) = —sin(t) fir alle t € R.

(6) Fiir alle s,t € R gelten die Additionstheoreme

cos(s+t) = cosscost—sins sint,

sin(s+t) = sins cost+ coss sint.

(7) cos und sin sind periodisch, jeweils mit kleinster Periode 27.

BEWEIS: Nach Satz 12.3 ist ¢(t) = e in C®°(R, C), also gilt das auch fiir die Komponenten
cost und sint. Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt

k t2k+1

e L
cost +isint = e’ = E = E (-1 + E
|
n! — 2k + 1)

n=0

Es gilt ¢ = ic nach Satz 12.2, die Gleichungen (2) folgen daraus durch Komponentenver-
gleich, vgl. (12.2). In (3) ergeben sich die Anfangswerte aus ¢(0) = 1 und ¢/(0) = i. Die
Differentialgleichungen folgen aus (2) durch Differentiation, vgl. Lemma 12.1. Die Identitét
(4) ist gleichbedeutend mit |e?'| = 1, das wurde in Aussage (a) von Satz 12.3 bewiesen. Mit
Aussage (c) dieses Satz bekommen wir

cos(—t) + isin(—t) = e~ = ¢it = cost — isint.
Also gilt Behauptung (5). Berechne fiir (6) mit der Funktionalgleichung, siche Satz 12.3(b),
cos(s 4+ t) + isin(s +t) = ') = e = (cos s + isins)(cost + i sint).

Nach Definition ist klar, dass jede Periode von e auch Periode von cos und sin ist. Es gilt
aber auch die Umkehrung: ist zum Beispiel cos(t + p) = cost fiir alle t € R, so folgt durch
Ableiten sin(t + p) = sint fiir alle ¢ € R, und damit expi(t + p) = expit. Nach Satz 12.4 ist
27 die kleinste Periode von c(t) = €%, also gilt das auch fiir cost und sin . O

Hier eine (nicht sehr detaillierte) Wertetabelle der Funktionen Cosinus und Sinus. Die vier
Quadranten sind gegen den Uhrzeigersinn mit I bis IV nummeriert.

t= 0 /2 ™ 3m/2 27
et 1 I 4 II -1 III —i IV 1
cos 1N 0 N, -1 0 S
sin 0, 1 N, 0 N\ -1 _~ 0
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Die Nullstellen von Cosinus und Sinus sind wie folgt.

=1 o t=2%kr mitkecZ,
cost=0 & t=n/2+kr mitkcecZ, (12.12)
sint=0 < t=kr mitkcecZ.

Die Funktionen cos und sin sind periodisch und damit nicht injektiv. Wir kénnen sie aber
auf ein Intervall einschrénken, auf dem sie streng monoton sind und damit eine Umkehrfunk-
tion arcus cosinus bzw. arcus sinus '8 haben. Man spricht genauer von einem Zweig dieser
Umkehrfunktionen, denn Kinschrinkung auf ein anderes Monotonieintervall fithrt zu einer
anderen Umkehrfunktion. Unsere Wahl hier wird oft als Hauptzweig bezeichnet.

Satz 12.6 (Arcusfunktionen) cos : [0,7] — [~1,1] und sin : [-3, 5] — [~1,1] haben
stetige Umkehrfunktionen, die wie folgt bezeichnet werden:

(a) arccos: [—1,1] — [0, 7] (arcus cosinus), mit Ableitung
arccos'(z) = ! fir z e (—1,1) (12.13)
— ,1). .
(b) arcsin : [-1,1] — [=F, T], (arcus sinus), mit Ableitung
arcsin’(z) = ! fir x € (—1,1) (12.14)
V1— a2 T .
BEwEIS: Es gilt cos’ = —sin < 0 auf (0,7), und sin’ = cos > 0 auf [-7,F]. Also ist
cos auf [0, 7] streng monoton fallend, und sin auf [-F, 7] streng monoton wachsend. Die

Existenz und Stetigkeit der Umkehrfunktionen gilt nach Satz 8.2. Die Arcusfunktionen sind
differenzierbar auf (—1, 1) nach Satz 9.4. Wir berechnen, wobei wir sin(arccosz) > 0 haben
wegen arccosz € (0,7):

1 = %cos(arccosx)

= —sin(arccos z) arccos’ ()

= —+/1 — cos?(arccos ) arccos'(x)

= —/1—22 arccos'(z).
Die Formel fiir arcsin’(x) folgt analog. O
Definition 12.4 (Winkel) Der Winkel zwischen Vektoren v,w € R™, v,w # 0, ist

vooow
Z(v,w) = arccos <—, —> € [0, x].
[oll™ flwl]

Das Skalarprodukt liegt in [—1, 1] nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, Satz 6.5, also
ist der Winkel definiert. In den Grenzfillen v, w parallel bzw. antiparallel ist der Winkel
arccos(1) = 0 bzw. arccos(—1) = m. Wir wollen die Definition geometrisch begriinden, wobei

'8 Arcus = Bogen (Latein)
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wir ||v]] = ||w|| = 1 und v, w linear unabhéngig annehmen. Sei E die von v.w aufgespannte
Ebene und e, es eine Orthonormalbasis mit e; = v. Mit w = xe; + yes gilt dann

(v,w) = (e1,xe; + yea) = .

Wir kénnen E mit R? isometrisch identifizieren so dass e; = (1,0) und ez = (0,1), dann sind
v, w die Vektoren (1,0) und (z,y). Wihle ¢ € [0,27) mit (x,y) = (cost,sint), es folgt

t falls t € [0, 7] bzw. y > 0,

arccos(v, w) = arccos(cost) =
2r —t fallst € [m,27) bzw. y < 0.

Die Vektoren v,w zerlegen den Einheitskreis der Ebene E in zwei Bogen, der Winkel

arccos(v, w) ist die Linge des kiirzeren Bogens.

In der Schule werden die trigonometrischen Funktionen elementargeometrisch erklért.
Um fiir ein gegebenes o € R die Werte cosa und sina zu definieren, wihlt man ein
rechtwinkliges Dreieck mit Winkel o und setzt

Ankathete . Gegenkathete
coso=————— und sha=-—"———.
Hypothenuse Hypothenuse

Gewisse Funktionswerte lassen sich mit Pythagoras ermitteln, durch Einzeichnen der Win-
kelhalbierenden im gleichseitigen Dreieck und im Quadrat ergibt sich

a 0 w/6 w/4 w/3 w/2

cosozl@ L % 0
VERES

2

S-S

sinaw 0 %

Allgemein beruft sich die Winkelmessung in der Schule aber auf die Anschauung, der Grenz-
wert der Bogenldnge am Kreis wird nicht behandelt. Fiir allgemeine @ € R ist daher die
Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit Winkel o nicht exakt mdglich, héchstens
praktisch mit dem Geodreieck. Ein Bewusstsein fiir diese Problematik kann niitzlich sein.

Folgerung 12.1 (Polarkoordinaten) Zu jedem z = x + iy € C\{0} g¢ibt es eindeutig be-
stimmte v > 0, 9 € [0,27) mit z = re'”.

BEWEIS: Sei zunéchst |z| = 1, also z € [—1, 1]. Wir definieren

g — Jarccosz € [0, 7] fir y > 0,
27 —arccoszx € (m,2m)  fir y < 0.

Verwende sin = v/1 — cos? ¢ fiir ¥ € [0, 7], sowie sin(27 — ¢) = — sin¥}. Damit folgt

9 cos(arccos x) + isin(arccosx) = x +iy falls y > 0,
e
cos(arccosx) — isin(arccosz) = z + 4y falls y < 0.

Fiir z € C\{0} beliebig setzen wir 7 = |z| > 0 und definieren ¥ € [0, 27] mit z/r = €. Die
Eindeutigkeit von r ist klar, denn r = |z|, fiir den Polarwinkel ¢ folgt sie aus Satz 12.4. [
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Die Punkte (1,0) und z = x +iy zerlegen den Einheitskreis wieder in zwei Bogen. Der Winkel
¥ € [0,27) ist die Linge des positiv orientierten Bogens von (1,0) nach z. Fiir Vektoren v, w
im R™ kann nur der Winkel in [0, 7] definiert werden, weil die von v, w aufgespannte Ebene
a priori nicht orientiert ist.

Zum Schluss des Kapitels diskutieren wir die wesentlichen Eigenschaften der Expo-
nentialfunktion fiir beliebige komplexe Argumente z € C.

Satz 12.7 (komplexe Exponentialfunktion) Die Funktion
exp: C — C, exp(z) = Z o (=:¢e)
k=0

hat folgende Eigenschaften:
(1) Fiir X € C ist z(t) = eM die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

Z(t) = Xz(t) firt e R, 2(0)=1.
(2) e*1t?2 = e*1e®2 fijr alle 21,29 € C (Funktionalgleichung).

(3) Es gilt exp(C) = C\{0}, und e** = e*2 genau wenn z; — zo € 2mwiZ.

BEWEIS:

zu (1): Dass e eine Losung ist, wurde im Fall A = 4 in Satz 12.2 gezeigt. Das dortige
Argument lédsst sich wortlich iibertragen, man muss nur die Zahl ¢ durch \ ersetzen. Ist z(t)
irgendeine Losung des Anfangswertproblems, so folgt

i
dt
also e Mz(t) = e *2(t)|4=0 = 1. Wir konnen in der Rechnung auch e* statt z(¢) nehmen,
damit folgt z(t) = 1/e M = M,

e M2(t)) = —Xe Mz(t) + e MAz(t) = 0,

zu (2): Wir berechnen mit (1) und der Produktregel

d
7
Aus (1) folgt et*1et*2 = et(:1+22) ynd mit ¢t = 1 die Behauptung.

el etZQ) = z1e!1e!2 1596l = (21 + 29)e! e und  e*e'?2|i_g = 1.

zu (3): Fiir z = z + 4y gilt €* = e%W, also |e*] = ¢ > 0. Sei w € C\{0} gegeben.
Nach Folgerung 12.1 gibt es ein y € [0,27) mit e = w/|w|. Setzen wir x = log |w|, so folgt

z

w:|w\‘1w7|:exe"y:e mit z =z 4 1y.

Weiter gilt, da 27 kleinste Periode von e® ist,
F=e"eW=1 o =eY=1 o =0 yec2Z
Daraus folgt mit der Funktionalgleichung
el=e? & TR =1 & 21— 2z €2ML.

Die Exponentialabbildung hat also die Periode 27, der Streifen 0 < Im z < 27 wird bijektiv
auf C\{0} abgebildet. Damit ist (3) gezeigt. O
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13 Das Riemannsche Integral

In seiner Habilitationsschrift (1854) hat B. Riemann eine Definition des Integrals skizziert. Ich
vermute dass er das nicht als wesentliche Erkenntnis angesehen hat, es war fiir ihn wohl eher
ein Hilfsmittel bei der Diskussion von Fourier-Reihen. Spater hat Darboux eine Variante des
Riemannschen Integrals mittels Ober- und Untersummen entwickelt, die gewisse Vorteile hat.
Letztlich werden beide Konzepte (iberholt durch die Definition des Integrals von Henri Lebesgue,
das in Analysis 3 behandelt wird.

In diesem Kapitel wird das Integral fir Funktionen f : I = [a,b] — R einer Varia-
blen eingefithrt. Anschaulich ist das Integral, fiir f > 0, der Fliacheninhalt der Menge

{(z,9) eR?*:z€1,0<y< f(x)}.

Allerdings haben wir den Begriff des Fliacheninhalts noch gar nicht behandelt, so dass uns
diese Vorstellung nicht als Definition dienen kann.

Fiir Treppenfunktionen, also stiickweise konstante Funktionen, kann das Integral ele-
mentar als Rechtecksumme definiert werden. Unsere Strategie ist, dies auf allgemeinere
Funktionen f durch Approximation mit Treppenfunktionen fi; zu erweitern. Wir brauchen
dazu ein geeignetes Konzept fiir die Konvergenz fi — f von Funktionen. Um die Definition
des Integrals iibersichtlich zu halten, erledigen wir das vorab. Der folgende Begriff ist
zunédchst naheliegend:

Definition 13.1 (punktweise Konvergenz) Fine Folge von Funktionen f : D — R, wo-
bei D beliebige Menge, konvergiert punktweise gegen die Funktion f : D — R, falls gilt:

fr(x) = f(z)  fir alle x € D. (13.1)

Beispiel 13.1 Fiir ¢ > 0 betrachte fi : [ = [0,1] — R mit

cp fir0<az<i,
fr(z) = { ¥
0 sonst.

Die Folge konvergiert punktweise gegen f = 0, unabhéngig von der Wahl der c¢;. Denn es
ist fx(0) = O fiir alle k, und fiir z > 0 ist fi(z) = O fiir k¥ > 1. Der Inhalt des Rechtecks
[0,1/k] x (0, ck) ist cx/k, diese Folge kann gegen jede Zahl in [0, co] gehen je nach Wahl der
ci- Dagegen ist das Integral der Grenzfunktion f = 0 natiirlich Null.

Die punktweise Konvergenz reicht also nicht aus, um die Konvergenz der Integrale zu garan-
tieren; wir brauchen mehr Kontrolle.

Definition 13.2 (Supremumsnorm) Sei D eine Menge. Fir f : D — R definieren wir
1/l = sup{|f ()] : # € D} € [0, 00].

Definition 13.3 (Gleichmilige Konvergenz) Eine Folge von Funktionen fr : D — R
konvergiert gleichmdflig gegen f : D — R, falls gilt:

||fk—f||D—>0 mit k — oo.

95



Beispiel 13.2 Fiir die fi in Beispiel 13.1 und f = 0 ist || fx — f|l1 = cx, also gilt fr — f
gleichméBig genau wenn ¢, — 0. Der Rechteckinhalt ¢ /k geht dann erst recht gegen Null.

Das sieht, jedenfalls was das Beispiel angeht, besser aus. Der Unterschied zwischen den
beiden Konvergenzbegriffen wird auch in folgender Formulierung deutlich:

punktweise: Ve >0 VzeD dK : |fr(x) — f(z)| < e fir alle k > K,
gleichméfig: Ve >0 dK  VaxzeD: |fi(x)— f(x)] <e firalle k > K.

Punktweise Konvergenz erlaubt dass K von z abhingt, also K = K(e,z), dagegen ver-
langt gleichméflige Konvergenz eine gemeinsame Schranke K = K(e) fiir alle z € D.
Kontraposition der Eigenschaft von K = K (g, x) ergibt die Implikation

[fu(z) = fl@) 2 = K(z) =k

Beispiel 13.3 Wihle ¢, = 1 in Beispiel 13.1. Fiir 0 < ¢ < 1 gilt mit z,, = %

|falzn) = f(@n)| = |fa(zn)| =1>¢, also K(g,zn) > n.
Es gibt somit keine gemeinsame Schranke K = K (¢) fiir alle x € [0, 1].

Wegen | fi(x) — f(x)| < ||fx — fllp ist klar: aus gleichmé&Big folgt punktweise. Um eine Folge
fr auf gleichméflige Konvergenz zu testen, kann man also in zwei Schritten vorgehen:

e Konvergiert die Folge punktweise? Wenn nicht, so erst recht nicht gleichméfig. Wenn
ja, so ist die punktweise Grenzfunktion die einzig mogliche Kandidatin fiir den
gleichméBigen Grenzwert.

e Nun bestimme || fx — f||p bzw. schiitze diese Norm ab. Gilt || fx — f||p — 0 mit &k — oo,
so ist fi gleichméBig konvergent gegen f. Wenn nicht, so ist fi zwar punktweise, aber
nicht gleichméflig konvergent.

Wir bezeichnen mit B(D) den Raum der beschriankten Funktionen auf D, also
B(D)={f:D—=R:|flp < oo} (13.2)

Dies ist ein Untervektorraum des Raums aller Funktionen auf D. Die Supremumsnorm ist
eine Norm auf B(D), das heifit sie hat folgende Eigenschaften.

Positivitit: || f||p > 0 mit Gleichheit genau wenn f =0,
Halblinearitit: || A fllp = |\ || f]lp fir A € R.
Dreiecksungleichung: ||f + gllp < ||fllp + llgllp-

Wir kommen nun zum eigentlichen Thema, der der Konstruktion des Integrals.

Definition 13.4 (Zerlegung) Eine Zerlequng Z des Intervalls I = [a,b] ist eine geordnete

Menge von Punkten a = xog < 1 < ... < xy = b. Wir setzen Iy = [rr_1,x] sowie
Axp =xp —xp_ firk=1,..., N, und definieren die Feinheit von Z durch

A(Z) = Axy,. 13.3

(2) = max Az (13.3)
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Definition 13.5 (Riemannsche Summe) Sei f : I = [a,b] — R. Die Riemannsche Sum-
me von [ zur Zerlegung Z mit Stiitzstellen & € Iy, ist

N

Sze(f) = (&) Az € R.
k=1

Die Riemannsche Summe ist ein N&herungswert fiir das noch zu definierende Integral. Ei-
ne konkrete Wahl der Zerlegung und der Stiitzstellen wiirde ein numerisches Verfahren zur
Approximation des Integrals ergeben, zum Beispiel konnte man die dquidistante Zerlegung
wiéhlen und die Mittelpunkte der Teilintervalle als Stiitzstellen. Aber um das Integral stabil
zu definieren, brauchen wir beliebige Approximationen, siehe Beispiel 13.5 unten. Auf jeden
Fall sollte bei Verfeinerung einer Zerlegung der Approximationsfehler kleiner werden. Dies
fiihrt auf Riemanns Begriff der Integrierbarkeit!.

Definition 13.6 (Riemann-Integral) Fine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar mit Integral S € R (Notation: S = [; f) falls es zu jedem € > 0 ein
0 > 0 gibt so dass

|Sze(f) =S| <e  fir jede Wahl von Z,& mit A(Z) < 6.
Wir bezeichnen mit R(I) die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen auf I.

Die Zahl S in Definition 13.6 ist eindeutig bestimmt, und zwar gilt
Sz en(f) = 8= /f fiir jede Folge mit A(Z,,) — 0. (13.4)
I

Denn zu & > 0 wihle § > 0 wie oben, und weiter K € R mit A(Z,) < 0 fiir n > K. Es
folgt |Sz, ¢, — S| < e fiir n > K, das heifit Sz, ¢, (f) — S. In Definition 13.6 kann man die
Voraussetzung f beschrinkt auch weglassen, denn das folgt schon aus der Integrierbarkeit.

Beispiel 13.4 Die konstante Funktion f : I = [a,b] — R, f(x) = ¢, ist integrierbar mit

/If:c(b—a).

Denn fiir jede Wahl der z3, und & € [xr—1, xg] gilt f(&) = ¢, also

N
Sze(f) = c(zp —xp—1) =c(zny —x0) =c(b—a).
k=1

Beispiel 13.5 Die Dirichletfunktion

1 fir x € Q,

xg : [0,1] = R, xq(z) = {0 fir 2 ¢ Q

ist nicht Riemann-integrierbar. Sei zum Beispiel Z,, die dquidistante Unterteilung, also I =
[@ %], mit 1 < k < n, also A(Z,) = % — 0. Wihlt man rationale Stiitzstellen & so ist

n

Sze¢(xq) = 1, fiir § irrational ist dagegen Sz ¢(xq) = 0.

Bernhard Riemann, 1826-1866
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Satz 13.1 (Linearitit des Integrals) R([) ist ein Untervektorraum von B(I), und das
Integral R(I) = R, f [} f, ist linear. Es gilt also fir A, € R

/I(Aerug):A/Ieru/lg-

BEWEIS: Seien f,g € R(I). Dann ist \f + ug beschriankt, und es gilt

Sze\f + 1g) = ASze(f) + nSze(9)-
Also folgt fiir A(Z) hinreichend klein

SzeMf + ng) — (A/Ifﬂt/]g)‘ <Al )SZ,f(f) —/If) + |ul )Sz,g(g) —/Ig‘ <e.

O

Integrierbarkeit ist eine globale Eigenschaft, es kommt auf die Funktion als Ganzes an. Des-
halb ist nicht direkt klar, wie grof§ der Raum R(I) ist. Wir zeigen in diesem Kapitel dass
stetige Funktionen integrierbar sind. Unsere Strategie dazu ist wie folgt:

e Treppenfunktionen sind in R([).

e R(I) ist abgeschlossen unter gleichméafiger Konvergenz.

e Stetige Funktionen sind durch Treppenfunktionen gleichméfig approximierbar.
Unser Beweis liefert dass auch stiickweise stetige Funktionen integrierbar sind.
Lemma 13.1 Seien fof T — R mit f(:c) = f(x) fir alle x € I\{p1,...,pr}. Mit f € R(I)
ist dann auch f € R(I) und es gilt [, f= [, f.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage fiir einen Ausnahmepunkt p € I; der allgemeine Fall folgt
daraus per Induktion. Es gilt fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen &

N

Sze(f) = Sze(f) =D (F&) = f(&) Az = (F(p) = f()) Y Auxy.

k=1 {k:&x=n}

Es gibt hochstens zwei k mit p € I, und Az > 0. Damit schitzen wir ab

S2c(P = [ 1] < [Saelh) = Szetn)|+|s2e(r) - [ 4]
< 2[f0) = 10| M) + [sze(h) - [ 1]
und die rechte Seite geht gegen Null mit A(Z) — 0. O

Fiir eine abzidhlbare Ausnahmemenge ist Lemma 13.1 i.a. falsch, siche Beispiel 13.5.

Lemma 13.2 Sei I = [} U...UI, eine Zerlegung von I = [a,b] in Intervalle I, = [ak—1, ag).
Ist f: 1 — R auf jedem der Teilintervalle I}, integrierbar, so folgt f € R(I) und

Jr-xh
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BEWEIS: Es reicht den Fall n = 2 zu betrachten. Sei I = I'UI"” mit I’ = [a,p] und I" = [p, b],
und sei f : I — R integrierbar auf I’ und I”. Sei Z eine Zerlegung von I mit Punkten
a=1x9<...<xy =bsowie Stiitzstellen &,...,&y. Wihler € {1,..., N} mit p € [z,_1, z,],
und definiere Zerlegungen Z’,Z" von I', I"” mit Stiitzstellen &', &” wie folgt:

Z/:{a:xOS"'S‘TT—l Sp} é./:{glu"'uéT—lap}v
Z//:{prTSSxN:b} EI/:{p7§7‘+17"'7§N}-

Offenbar gilt A(Z'), A(Z") < A(Z). Die Bilanz der Riemannschen Summen lautet

1S26(f) = (Sz1e(f) + Szren (D)) = [(f(&) = f(p) Aze| < 2] fIl; A(Z).

Es folgt mit der Dreiecksungleichung

szctn=( [ 1+ [ )| <2118+ 526t = [ 1]+ [s2eir)- [ 1]
Die rechte Seite geht mit A(Z) — 0 gegen Null. O

Folgerung 13.1 Sei f : I — R eine Treppenfunktion, d. h. es gibt a = xg < 1 < ... < XTp =
b und c, € R mit f(x) = ¢ fir alle x € (xg—1, ). Dann ist f integrierbar und es gilt

/f = o Axy.
I k=1

BeEweIs: Nach Lemma 13.1 ist f : [zp_1,2;] — R integrierbar fiir alle & = 1,...,n. Aus
Lemma 13.2 folgt die Behauptung. O

Im zweiten Schritt geht es um das Verhalten des Integrals unter Approximationen. Hier ein
weiteres Beispiel dafiir, dass punktweise Konvergenz nicht ausreicht.

Beispiel 13.6 Sei g1, ¢, ... eine Abzihlung der rationalen Zahlen in [0, 1]. Betrachte

1 firze{q,....,q}

Xn - [07 1] — R, Xn(x) = {
0 sonst .

Es gilt xn — xq@ punktweise, aber xq ist nicht Riemann-integrierbar nach Beispiel 13.5.

Wir betrachten deshalb nun die Supremumsnorm.

Satz 13.2 (Abschitzung des Integrals) Fir f € R(I) gilt
[ <110 mi 151 = sup o)
1 zel

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt nach Dreiecksungleichung

N N N
1Sz6(f) = ’Zf(fk)Awk’ <Y IFE) Az < I FI1 Y Aay = [I£11; 1. (13.5)
k=1 k=1 k=1
Die Abschitzung fiir das Integral folgt. O
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Bemerkung. Der Beweis zeigt, falls zusétzlich |f| € R(I), die genauere Abschétzung

| [s]< [in<iamn (156

Tatséchlich ist fiir f € R(I) immer auch |f| € R([), das zeigen wir in Folgerung 13.4.

Fir f, fr € R(I) haben wir jedenfalls nun

‘/Ifk_/ff’:‘/l(fk_f)‘<Hf1~c—f\|1|f|-

Aus || fi, — fllr — 0 folgt somit [, fr, — [, f-

Satz 13.3 (Integral und gleichmifBlige Konvergenz) Konvergiert die Folge fi € R(I)
gleichmafSig gegen f: I — R, so ist f € R(I) und es gilt

/If:kh—{go/lfk'

BEWEIS: Wegen || f, — fl|r — 0 ist f beschrénkt. Um die Definition der Integrierbarkeit fiir
f zu verifizieren, brauchen wir den Wert S des Integrals. Mit Sy, = [; fi gilt nach Satz 13.2

1Sk = Sil < ik = fill M < (e = fllp + I1F = Aill) ] <& fiir k1 groB.

Wir setzen S = limg_, o, Sk und zeigen, dass f integrierbar ist mit f ; [ = S.Fiir jede Zerlegung
Z mit Stiitzstellen £ und jedes k € N haben wir mit (13.5)

1Sze(f) — S| 1S2,(f) = Sze(fr)l +Sze(fr) — Skl + [Sk — S|
If = fellr [I| + [Sze(fr) — Skl + [Sk — 5.

Zu ¢ > 0 wihlen wir erst £ € N mit ||f — fx|r|I| < /3 und |Sx — S| < ¢/3. Fir A(Z) < ¢
ist dann auch |Sz¢(fr) — Sk| < /3, da fi, integrierbar ist. Damit ist der Satz bewiesen. [

VARVAN

Im dritten Schritt geht es um die Approximation von stetigen Funktionen durch Treppenfunk-
tionen. Um die Stetigkeit einer Funktion f : D — R mit D C R zu quantifizieren, betrachten
wir die Oszillation (oder Schwankung) auf Skala § > 0:

wr(9) = sup |f (@) — f(&)] € [0, 00]. (13.7)

z,z'€D, |[x—z'|<d

Wird 6 > 0 verkleinert, so sind am Supremum weniger Punkte z, 2’ beteiligt, die Oszil-
lation wird also hochstens kleiner. Insbesondere existiert nach Lemma 8.1 der Grenzwert
lims\owys(0). Fiir f stetig sollte dieser Grenzwert Null sein, da f auf kleinen Skalen wenig
schwankt. Das ist aber so nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 13.7 Sei f: I = (0,1] = R, f(z) = sin 2. Dann ist f stetig, und |f(z) — f(2/)| < 2
fiir alle z, 2’ € (0, 1]. Es gilt sogar

1
@) =~ flal =2 fir gy = 5o =50,

Es folgt wy(d) = 2 fiir alle 6 > 0. Die Funktion kann nicht auf [0, 1] stetig fortgesetzt werden,
da sie in jeder Umgebung von x = 0 zwischen den Werten +1 oszilliert.
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Das Problem héngt mit dem Definitionsbereich zusammen. Zur Erinnerung: eine Menge
D C R" heifit kompakt, wenn jede Folge x, € D eine Teilfolge hat, die gegen ein x¢g € D
konvergiert. In Satz 10.1 haben wir gezeigt: D C R"” ist genau dann kompakt, wenn D abge-
schlossen und beschrénkt ist.

Satz 13.4 Ist f: D — R stetig mit D C R™ kompakt, so gilt lims\ gwy () = 0.

Beweis. Andernfalls gibt es ein ¢ > 0 und 0, \, 0 mit ws(d,) > ¢ > 0. Dann existieren
Tn,x), € D mit |z, — x| < dp, so dass |f(x,) — f(x])] > €/2. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge gilt x,, — z9 € D. Aber dann ist auch z/, — x¢, und wegen f stetig in z( folgt

< lim |f(zn) — f(z))] = |f(z0) — f(zo)| = 0, Widerspruch.

€
2 n—00
O
f: D — R heiit gleichméBig stetig genau wenn limgs\ g ws(0) = 0. Daher besagt der Satz:

eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge D ist (sogar) gleichmifig stetig.

Wir bemerken dass die gleichméflige Stetigkeit auch wie folgt charakterisiert werden kann:
Ve>0 36>0: |[f(z)— f(2')] <e fiir alle z,2" € D mit |z — 2’| < 4.
Zur Erinnerung: die Stetigkeit von f auf D bedeutet
Veg € DV¥e>035>0: |f(x) — f(zo)| < e fiir alle z € D mit |z — zo| < 4.

Im allgemeinen kann keine gemeinsame Schranke § > 0 fiir alle xg € D gewahlt werden, siehe
Beispiel 13.7. Genau das ist aber moglich wenn f gleichméfig stetig ist.

Lemma 13.3 Jede stetige Funktion f : I = [a,b] — R kann gleichmdfig durch Treppenfunk-
tionen approximiert werden.

BEWEIS: Sei xk:a—l—kb*Ta fir k =0,..., N, und setze

(x) = f(xo) fiir x = mo,
N f(zg) fir x € (xg—1,xx]) mit k € {1,...,N},

Fiir x € (zg_1, )] ist |2 — x| < 552, also

fon(@) — F@)] = £ ) — Fla)] <y (22,
Da pn(x0) = f(zo), folgt mit Satz 13.4

b—a

O
Definition 13.7 (stiickweise stetig) Eine Funktion f : [a,b] — R heif§t stiickweise stetig,

wenn es eine Zerleqgung a = ag < ... < ap = b gibt, so dass [ auf jedem Teilintervall [ax_1, aj]
stetig ist, nach eventueller Abdnderung in den Endpunkten ap_1 und ay.
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Satz 13.5 (stiickweise stetig = integrierbar) Ist f : [ = [a,b] — R stickweise stetig,
so ist f Riemann-integrierbar.

BEWEIS: Sei zunéchst f stetig. Dann ist f gleichméfliger Limes von Treppenfunktionen nach
Lemma 13.3. Nach Folgerung 13.1 sind Treppenfunktionen integrierbar, also auch f wegen
Satz 13.3. Ist f nur stiickweise stetig, so ist f auf jedem der Teilintervalle stetig nach even-
tueller Abédnderung in den zwei Endpunkten. Wie bewiesen ist die stetige Funktion auf dem
Teilintervall integrierbar, also auch f nach Lemma 13.1. Schliellich folgt aus Lemma 13.2,
dass f auf ganz I integrierbar ist. O

Satz 13.6 (Monotonie des Integrals) Sind f,g € R(I), so gilt:

= /]fé/lg-

BeEwEIs: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt
N N
Sze(f) = f&) Az, < g(&) Az, = Sze(g).
k=1 k=1

Sei Zy, &, Folge mit A(Z,) — 0, dann gilt Sz, ¢, (f) = [; f, Sz,..(9) = [; g nach (13.4). O

Folgerung 13.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei ¢ : I = [a,b] — [0,00)
stetig mit [; ¢ > 0. Dann gibt es fiir jede Funktion f € CO(I) ein & € I mit

=f11<p/lf<p~

Im Spezialfall ¢ =1 gilt also f(&) = ﬁ it

BEWEIS: Setze m = minges f(x) und M = max,¢cs f(z). Wegen me < fo < My gilt

e ) /mw_f1¢/f¢_f1 /Mw

Die Existenz von £ folgt aus dem Zwischenwertsatz. O

Um mit Definition 13.6 die Integrierbarkeit zu zeigen, miissen wir den Wert S des Integrals
a priori kennen. Wir diskutieren jetzt ein Kriterium fiir Integrierbarkeit nach Darboux??,
das diese Kenntnis nicht voraussetzt. Das ist vergleichbar mit dem Cauchy Kriterium fiir die
Konvergenz von Folgen. Aus Zeitgriinden wurde die Version in der Vorlesung nicht behandelt.

Sei f : I = [a,b] — R beschrinkt und Z Zerlegung von I in Intervalle I} der Linge
Axy. Das Kriterium basiert auf dem Konzept der Ober- und Untersumme

N
Sz(f) =D _(supf) Az und - Sy(f
k=1 "k

Mz

mf f) Axg.
k=1

20Gaston Darboux, 1842-1917
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Zunéchst zur Abhéngigkeit der Ober-/Untersumme von Z. Nach Definition gilt

Sz(f) <Sz(f). (13.8)

Nehmen wir den Punkt & € [zj_1, 2] hinzu, so folgt mit I} = [z4_1,¢] und I} = [§, z4]
Szua(f) = 8z(f) = (ifgf ) (€ —xp—1) + (i};;,ff) (x, — &) — (iﬁff) (g — Tp—1)
=t /=90 1) (€ = )+ (inf £ = it ) (22— ).
Mit inflé 7/, infl;c/ f, —infr, f <||fll; sowie 0 < x, — z4_1 < A(Z) erhalten wir

0 < Szu06(f) = S2(f) <2/ fl1 A(Z),

und analog fiir die Obersummen

0> Szu16(f) = Sz(f) = 2| fll: A(Z).

Die jeweils linken Ungleichungen liefern fiir beliebige Zerlegungen Z, Z’ per Induktion

S7(f) < Szuz(f) < Szuz(f) < Sz (f). (13.9)
Ebenfalls induktiv folgt rechts, wobei N die Zahl der Teilintervalle von Z’ ist,
Syuz(f) = 2N||fll1 A(Z) < S5(f) < Sz(f) < Szuz(f) +2N||fll1 A(Z). (13.10)

Wir definieren nun das Ober- bzw. Unterintegral von f durch

S(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlegung von I},
S(f) = sup{Sy(f): Z ist Zerlegung von I}.

Aus (13.9) folgt S(f) < S(f).

Satz 13.7 (Darboux) FEine beschrinkte Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn thr Ober- und Unterintegral gleich sind, und es gilt dann

Lf=ﬂﬂ=50)

BEWEIS: Sei f Riemann-integrierbar mit Integral S. Zu ¢ > 0 wihle § > 0 wie in Definition
13.6. Sei Z eine Zerlegung mit A(Z) < 4, dann folgt

S—eﬁirglfsz,g(f) = Sz(f) <S8(f) < S(f) < Sz(f) :Slgpsz,g(f) <S+e.

Umgekehrt sei Z’ eine Zerlegung mit Sz (f) > S(f) —¢, und N sei die Zahl der Teilintervalle
von Z'. Fiir jede Zerlegung Z folgt, mit (13.10) und (13.9)

Sze(f)>85(f) Szuz(f) = 2N| fllr A(Z)
Sy (f) —2N|fllr A(Z)
S(f) —e—2N|fllr A(Z).

Fir A(Z) < § folgt Sz¢(f) > S(f) — 2e. Die Abschitzung nach oben ist analog. O

AVARAVARIV]
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Folgerung 13.3 (Darboux-Kriterium) FEine beschrinkte Funktion f : I = |a,b] — R ist
genau dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z ¢ibt mit

Sz(f) —Sz(f) <e. (13.11)

BEWEIS: Sei f Riemann-integrierbar, und Z, Z’ seien Zerlegungen mit Sz(f) < S(f)+¢ und
S, (f) > S(f) —e. Mit (13.9) folgt

Szuz(f) = Squz(f) < 8z(f) = Sz (f) < (S(f) +2) = (8(f) —¢) = 2¢.

Aus (13.11) folgt andererseits S(f) — S(f) < Sz(f) — Sz (f) < ¢, also S(f) = S(f). Damit

ist f Riemann-integrierbar nach Satz 13.7. O

Wir zeigen jetzt unter anderem dass mit f auch |f| Riemann-integrierbar ist.

Folgerung 13.4 Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ¢ : R — R Lipschitz mit
Konstante L. Dann ist ¢ o f auch Riemann-integrierbar.

BEWEIS: Fiir eine Zerlegung Z und z, 2’ € I}, gilt

¢(f(x) — o(f(a")) < LIf(x) — f(a)] < L(sup f — ipkff)-

Iy,

Bilde das Supremum/Infimum bzgl. x und 2/, multipliziere mit Azj und summiere. Es folgt

Sz(¢of)—Sz(dof) < L(Sz(f) - Sz(f)) <e,

fiir eine geeignete Zerlegung Z nach Folgerung 13.3. O

Wir kénnen schliefflich eine Ergdnzung zu Lemma 13.2 beweisen.

Folgerung 13.5 Ist f Riemann-integrierbar auf |a,b], so ist f auch integrierbar auf jedem
Teilintervall [c,d] C [a,b]. Insbesondere gilt

/ f= / f+ [ fir jedes c € [a,b].
[a,b] la,] [e,b]

BEWEIS: Sei Z eine Zerlegung von [c,d] in Intervalle I mit A(Z) < §. Wir ergéinzen Z zu
einer Zerlegung Z' von [a, b] in Intervalle I/, auch mit A(Z’) < §. Es gilt

Sz(f) = Sz(f) = Z(S}lpf —inf f)Azy <} (sup f — inf f)Azy = Sz (f) = S (f).

L & I, I

Nun sind Sz (f) und S,/ (f) Grenzwerte von Riemannschen Summen zu Z’, und diese ap-
proximieren das Integral f[a b f. Fir § > 0 klein folgt Sz/(f) —S,/(f) < e. Nach Folgerung
13.3 ist f integrierbar auf [c,d], und die Additivitit folgt mit Lemma 13.2. O

Zum Schluss kurz zum vektorwertigen Riemann-Integral. f : I = [a,b] — R" heifit Riemann-
integrierbar wenn die Komponentenfunktionen Riemann-integrierbar sind. Natiirlich kénnten
wir alternativ auf die Definition mittels Riemannscher Summen zuriickgreifen. Wir definieren

/If—jz:(/lfj)@j-
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Dabei ist ey, ..., e, die Standardbasis. Wir wollen allgemeiner das Integral auch fiir Funktio-
nen f : I = [a,b] — V definieren, wobei V beliebiger R-Vektorraum mit dim V' < co. Sei dazu
A = {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann hat f die Koordinatendarstellung f4 : I — R",
und wir definieren das Integral in V' durch seinen Koordinatenvektor

(/If)A:/IfAGR”.

Dabei nehmen wir wieder an, dass die Komponentenfunktionen Riemann-integrierbar sind.
Das Konzept ist unabhéngig von der Wahl einer Basis: sei B = {wq, ..., w,} eine andere Basis
und C' € GL,(R) die Transformationsmatrix, also v; = > 1 | Cjjw;. Dann folgt fg = Cfa,
insbesondere sind die Komponenten von fz Riemann-integrierbar, und

(/If8>i :/Ijzz:lcij(ffl)j :jzz:lcij/f(ff\)j :jzijlcij</lfft>j = (C/IfA>Z,-

Somit transformieren sich die Integrale von f4 und fz mit der Transformationsmatrix C,
definieren also denselben Vektor in V. Soweit zum vektorwertigen Fall.
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14 Ableitung und Integral

Wir kommen nun zu dem zentralen, von Newton und Leibniz studierten Zusammenhang zwischen
Differentiation und Integration. Einerseits ergibt sich fiir stetige Funktionen die Existenz einer
Stammfunktion, andererseits konnen mit einer gegebenen Stammfunktion Inhalte oder Integrale
berechnet werden. Wir hatten schon bei der Ableitung bemerkt, dass ein wichtiger Aspekt des
Calculus seine allgemeine Anwendbarkeit war und ist. Das gilt hier erst recht.

Definition 14.1 Sei f : (a,b) — R. Eine Funktion F' : (a,b) — R heifit Stammfunktion von
f, wenn gilt:
F'=f & Fl(x)=f(z) firalex¢€ (a,b).

Satz 14.1 Ist F eine Stammfunktion von f auf (a,b), so ist jede Stammfunktion von f auf
(a,b) von der Form F + ¢, fiir eine Konstante ¢ € R.

BEWEIS: Sei G auch Stammfunktion von f auf (a,b). Es folgt
(G-F)=G-F=f-f=0.

Nach Folgerung 10.1 gibt es eine Konstante ¢ € R mit G — F = ¢, also G = F +c. O

Die Gleichung F’ = f ist ein weiteres Beispiel fiir eine Differentialgleichung. Satz 14.1 sagt
aus, dass eine Losung F' der Gleichung bis auf eine additive Konstante ¢ € R eindeutig
bestimmt ist. Es stellt sich nun das Problem der Existenz. Die Gleichung enthélt auf der
rechten Seite eine willkiirliche Funktion, darum lautet hier die Frage:

Fiir welche f ist die Differentialgleichung F’ = f auf dem Intervall (a,b) lésbar?

Ist die rechte Seite ein Polynom f(z) = Y r_, axz® so kénnen wir die Lésung direkt hinschrei-
ben, es ist F(z) = Y p_o ara™ /(k+1), das ist aber zu speziell. Mithilfe des Integrals werden
wir eine Losung fiir jede stetige rechte Seite angeben. Setze fur f : [a,b] — R integrierbar

b B [;f fallsa<b,
/a f(m)dx_{—flf falls a > b.

Es folgt fiir beliebige a,b,c € R, sofern f auf allen Intervallen Riemann-integrierbar ist,

/ab (@) do + /b (@) do + / (@) da =0, (14.1)

Fir a < b < ¢ ist das Lemma 13.2. Die linke Seite bleibt nun gleich bei zyklischen Vertau-
schungen von a, b, ¢, und dndert nur das Vorzeichen bei antizyklischen Vertauschungen. Daher
gilt (14.1) allgemein. Die Notation f(z) dzx ist rein formal, ein dz wurde in der Vorlesung nicht
definiert. Aber sie ist niitzlich, zum Beispiel wenn f noch von weiteren Variablen y, 2z, a, ...
abhéngt: es wird spezifiziert, beziiglich welcher Variablen integriert werden soll. Auflerdem
erinnert die Notation an die Riemannschen Summen, mit denen das Integral definiert wurde.

Satz 14.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f: I =[a,b] - R
stetig. Dann ist fir jedes xg € I die Funktion

Filo>R, F(x):/$f(y)dy

eine Stammfunktion von f, das heifit es gilt F'(x) = f(x) fir alle z € I.
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Bemerkung. In den Endpunkten des Intervalls ist dies im Sinne der einseitigen Ableitungen
F' (a) = f(a) bzw. F' (b) = f(b) zu verstehen.

BEwWEIS: F ist definiert nach Satz 13.5. Wir betrachten die rechtsseitige Ableitung,
das heif}t es seien z,z + h € I mit h > 0. Dann gilt

Pt =Py 1 /:*h fdy = [ ) dy— hi(e)

h h

z+h
= ;L/ (fly) = f(=x)) dy.

Mit Abschéitzung 13.2 und der Stetigkeit von f im Punkt x folgt

1 z+h 1 .
5@ @) < prnl s 156) - @10 mivho
Der Beweis im Fall A < 0 ist identisch, nur im letzten Schritt muss supy,j, ;) stehen. O

Folgerung 14.1 Sei f € C%([a,b]). Ist F € C%([a,b]) Stammfunktion von f auf (a,b), so
gilt fiir beliebiges xo € [a, b]

F(x) = F(xo) +/ fly)dy  fir alle x € [a,b]. (14.2)
o
BEWEIS: Nach Satz 14.1 und Satz 14.2 gibt es ein ¢ € R mit
F(z) = c+/ fly)dy fur alle x € (a,b).
@

Durch Grenziibergang folgt die Gleichung auch fiir x = a,b. Denn F’ ist stetig in den Rand-
punkten nach Voraussetzung, und das Integral ist ebenfalls stetig, zum Beispiel gilt

b T b
[ tway- [ swas]=| [ f@as] <lp-alisli >0 mite .
Zo o T
Durch Einsetzen von x = zy sehen wir schlielich ¢ = F(x). O

Folgerung 14.2 (Berechnung von Integralen mit Stammfunktionen) Sei
f € C%Ja,b]). Ist F € C°([a,b]) Stammfunktion von f auf (a,b), so gilt

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(2)]"="

BEWEIS: Folgt aus (14.2) mit g = a, x = b. O
Mit dem Hauptsatz bzw. mit Folgerung 14.2 lassen sich die Differentiationsregeln aus Ka-
pitel 9 in Integrationsregeln iibersetzen. Die resultierenden Formeln sind sowohl theoretisch
wichtig als auch zur Berechnung konkreter Integrale. In der folgenden Regel verwenden wir
die Notation f € C*([a,b]). Damit ist gemeint: f € C*((a,b)) und f, f’ haben Grenzwerte in
den Randpunkten a,b. Somit sind f, f durch Fortsetzung stetig auf [a, b] definiert.?!

21Es existieren dann die einseitigen Ableitungen in a, b, und sind gleich den Werten der Fortsetzung.
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Satz 14.3 (Partielle Integration) Seien f,g € C1(I) mit I = [a,b]. Dann gilt

b

b
/ e = @@= = [ .

a

BeEweis: Es gilt nach Produktregel (fg)' = f'g + f¢' auf (a,b). Dabei sind alle Funktionen
f,9,f, ¢ in C%Ia, b)), also liefert Folgerung 14.2 die Behauptung. O

Satz 14.4 (Substitutions- oder Transformationsregel) Sei I = [a,b], I* = [a, ] und
¢ € CY(I) mit o(I) C I*. Dann gilt fir f € C°(I*)

/W’)f( )d =/bf( ()¢ (2) da
() y)ay ; 2 2 .

BEWEIS: Wihle nach Satz 14.2 eine Stammfunktion F' € C1(I*) von f. Dann gilt
o y=(b)
fly)dy = [F(y)]yzw(a) (Folgerung 14.2)
©

(a)
= [F(e@)])2

b

= /(Fogp)/(:l:)d.fc (Folgerung 14.2)
b

= /F’((p(a:))go'(a:) dr  (Kettenregel)

b
— / f(p(2)) ¢ (z) da

O

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel ist folgendes Kochrezept niitzlich: bei einem gege-
benen Integral | f f(y) dy mochten wir y = y(z) substituieren. Berechne dazu
y=ylz) = dy=1y(z)da.

Bestimme die neuen Intervallgrenzen a, b durch Auflésen der Gleichungen o = y(a), 5 = y(b).
Es ergibt sich die Substitutionsformel
B b
/ fly)dy = / fy(@)) Y (z) do.

Heutzutage konnen Stammfunktionen mit kiinstlicher Intelligenz gefunden werden, insofern
sind per Hand Integrationen weniger bedeutsam. Hier trotzdem ein paar Beispiele.

Beispiel 14.1 Direkte Kenntnis der Ableitungen ergibt

b potl r=b
o = R\{—1
/ag; dz LHLZCL (@ € R\{~1}, a,b> 0),

' do

. T=b
T [logx]mza (a,b>0),

b
dr x=b
—— = J[aresinz] _, (-1<a,b<1).
o V1—1x2 [ r=a
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Ein Beispiel fiir die Anwendung der partiellen Integration ist

Beispiel 14.2 Ein Beispiel fiir partielle Integration ist

U

x x T
= 1
/ log wdu = / 1-logudu = [ulogu]zzf - / u—du = zxlogz — (x —1).
1 1 1
Eine weitere Anwendung der partiellen Integration ist das

Beispiel 14.3 (Wallis-Produkt) 2? Wir berechnen hier A,, = foﬂ/ ?sin™ z dz. Offenbar gilt

x=m/2

TR =

Ap=7/2 und A; = [ — cosz]

Fiir n > 1 leiten wir durch partielle Integration eine Rekursionsformel her:
w/2
Apnt1 = / sinz sin™ x dx
0

/2 w/2

T=T . —

= [—cosa: sin 1:] 0 +n/ cos’ z sin" ! zdx
0

=0
w/2 w/2
= n/ sin" 'z dr — n/ sin" ! 2 da,
0 0

x = 1 — sin® z benutzt haben. Es folgt

wobei wir cos?

n

An+1 = "+ 1An,1 (7’L 2 1)
Durch Induktion erhalten wir
n—1 2n—3 1 "% -1\ 7w
Aon = —0 ‘2n—2""'2'A°<E 2% )2’
on  2n—2 2 "~ 2k
A = . S A= 1.
2ntl m+1 2n—1 3 ! (H2k+1>
Es folgt weiter
n
v
A2n+1 2 1;[

Nun gilt A, = fOW/Q sin® Tz dx < foﬂ sin” x dx = A,, und es folgt

A Ap— 1
1< =< nl:n+ — 1  mit n — oo.
Apt1 ~ Anta n

Daraus ergibt sich die hiibsche Produktdarstellung von Wallis

T o 4k? 2.
1

k=1

22John Wallis, 1616-1703
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Als néchstes behandeln wir Beispiele zur Substitutionsregel.

Beispiel 14.4 (Lineare Parameterwechsel) Mit y = (z —x¢)/m haben wir dy = 1/m dx
und z = xg + my, also neue Grenzen a = xg + ma und b = xg + mp3. Es folgt

/ D=L [ (E) e

m To+mo

Beispiel 14.5 (Integration von Ableitungen)

boer( b o
[ = [ tog @ e = g s (7> 0)

b b 3., 3 u=b
/au\/1+u2du - ?1)/ (0 +)3) du=[S0+0)F]

b

[ Pu@r@a = [FE)

a

Beispiel 14.6 (Flicheninhalt unter Hyperbel) Zu berechnen ist das Integral
x
A(x) :/ Vu?—1du fiir z > 1.
1

Hierfiir brauchen wir die hyperbolischen Funktionen

el +et el —e™

cosh(t) = 5 und  sinh(t) =

Aus den Definitionen folgt leicht
cosh’(t) = sinh(t) sinh/(t) = cosh(t) cosh?(t) — sinh?(t) = 1.

Man sieht leicht sinh(¢) > 0 fiir ¢ > 0, also ist cosh(¢) streng monoton wachsend auf [0, c0)
und hat die Umkehrfunktion Arcosh : [1,00) — [0,00). Wir substituieren nun v = cosht,
also du = sinh t dt, und erhalten

Arcosh =
Alz) = / sinh? ¢ dt
0

1 Arcosh z
= 4/ (e* +e? —2)dt
0

t = Arcosh x
} — —Arcosh =

— |:1(62t o 67215)
8 t=0

1 b et ot ot t = Arcosh x
) [ 2 2 ]

— Arcosh =
t=0

= %(:U\/ 22 — 1 — Arcosh ;r)

Fiir rationale Funktionen, also Quotienten von Polynomen, hat man ein spezielles Integrati-
onsverfahren, die Partialbruchzerlegung, die wir hier nur an einem Beispiel vorfiihren:

111



Beispiel 14.7 (Partialbruchzerlegung) Um das Integral [ 12 _de

C1)2 Togz 2 berechnen, ma-
chen wir den Ansatz

1 1 A B (A-B)x+ (A+ B)
= = + = .
1—-22 (I+4+2)(1—-2) 1—-2 14z 1—22

Der Koeffizientenvergleich ergibt A = B = 1/2, also folgt

1/2 1/2 r=3
/ dx :/ <1/2 + 1/2 > dmzl[log1+x] : :%(log?)—logl/?)):log?).

2 _ _
_1/21 X _1/2 1 X 1+x 2 1 X J::—%

Bei der Definition des Riemannschen Integrals ist das Definitionsintervall I = [a,b] nach
Voraussetzung kompakt. Wir wollen ganz kurz erldutern, wie auch unendliche Integrationsin-
tervalle —oo < a < b < oo und in den Intervallgrenzen unbeschréinkte Funktionen im Rahmen
des Riemann-Integrals behandelt werden kénnen.

Definition 14.2 (uneigentliches Riemann-Integral) Sei I = [a,b) mit a < b < co. Die
Funktion f : I — R sei Riemann-integrierbar auf [a,b'] fir alle b < b. Im Fall der Existenz

des Grenzwerts setzen wir
b T
dy = 1i d
| s =t [ s an

und nennen das Integral konvergent (oder existent).

Fiir die Konvergenz des uneigentlichen Integrals haben wir das folgende Cauchykriterium.

Satz 14.5 In der Situation von Definition 14.2 ist ff f(x)dx genau dann konvergent, wenn
es zu jedem € > 0 ein b < b gibt mit

)/432 f(x) daz‘ <e fir alle x1,22 € (V',)). (14.3)

BEWEIS: Setze F(z) = [7 f(£) d€ fiir x € [a,b). Existiert das uneigentliche Integral, das heifit
F(z) — S mit /b, so gibt es ein & < b mit |F(z) — S| < /2 fiir alle z € (V/,b). Es folgt

|F(z1) — F(x2)| < |F(x1) = S|+ |F(z2) — S| <e fiir 212 € (VD).

Jetzt folgern wir umgekehrt aus (14.3) die Existenz des Grenzwerts lim, », F'(x). Sei xj, €
[a,b), x — b, eine Folge. Zu e > 0 sei b/ < b wie in (14.3) gewéhlt. Dann folgt

\F(2)) — Flay)| = ‘ / f(z) d:v‘ <e fiir zp, 3 € (VD).

Da die Folge beliebig war, existiert der Grenzwert lim, ~, F'(z). O

Hier sind einige Beispiele von uneigentlichen Riemann-Integralen.
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Beispiel 14.8

.,L.oz+1 r=R 1
o li = — fir a < —1
/ z%dx = R oo [0‘+1]x1 atr1 9 ’
! divergent fir a > —1.
1 divergent fir o« < —1,
/ wdr = li G _ fir a > —1
0 img\ 0 atl], . atl ir a .

/ ' de li / Ty li i /2
- — 1m —— = |lIIm arcsinxT = m .
0 V1—a? e/1Jo J/1—y2 /1

In den Beispielen oben sind die Integranden positiv. Das uneigentliche Integral f: f(z)dx

heifit absolut konvergent, wenn ff |f(x)| dx konvergiert. Aus Satz 14.5 folgt sofort, dass ein
absolut konvergentes Integral konvergiert. Umgekehrt impliziert die Konvergenz aber nicht
die absolute Konvergenz. Ein simples Beispiel ist das uneigentliche Integral floo f(x) dx, wobei

(!

fla) = —

firk<z<k+1
Fiir die Existenz des uneigentlichen Integrals auf einem beidseitig offenen Intervall (a, b) wihlt
man einen Zwischenpunkt ¢ € (a,b) und verlangt die Existenz der Integrale auf (a,c] und

[c, b). Das Integral tiber (a,b) ergibt sich dann als Summe. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Definition nicht von der Wahl des Zwischenpunkts ¢ abhéngt: fiir a < ¢; < co < b gilt

/:f(y) dy = / f(y)dy + /x ) dy.

Mit « 7 b ergibt sich, wobei die Konvergenz auf einer Seite die auf der anderen impliziert,

/b Ty = / fy)dy + / jf(y) dy.

Analog sieht man
c2 c1 C2
[ twan= [ rwans [ wa,
a a c1

und durch Subtraktion folgt

/:1f(y)dy+/:f(y)dy=/:Zf(y)dy+/:f(y)dy_

Ein Beispiel ist, mit ¢ = 0,

= .

< b d -
/ I 5 =2 lim 7332 =2 lim [arctanx]xfg
o L+ b o Jo 1+ b0 =
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15 Reihen

Unendliche Summen, sogenannte Reihen, spielen in der Analysis eine wichtige Rolle. Zum
Beispiel ist die Eulersche Zahl als die Reihe e = >"77 | 1/k! definiert. Die Exponentialfunktion
und die trigonometrischen Funktionen kénnen als Reihen definiert beziehungsweise dargestellt
werden, das haben wir in den Kapiteln 11 und 12 gesehen. Es ist wichtig, die Konvergenzfrage
fiir Reihen allgemein zu untersuchen, je nach Fragestellung in C oder R.

Definition 15.1 Gegeben sei eine Folge ag,a1,aq,... mit ap € C. Die Folge der Summen
Sn = > p_oak, n € No, nennen wir die Reihe mit Gliedern ay. Die Reihe heifst konvergent
mit Wert S € C, wenn die Folge S,, gegen S konvergiert:

n

o0

Zak = lim Zan = lim S, =S.
n—oo n—oo

k=0 k=0

Sy wird allgemein als n-te Partialsumme der Reihe bezeichnet. Oft wird die Reihe kurz mit
ag + a1 + az + ... angegeben, also durch die ersten Glieder. Leider ist es auch {iblich von der
Reihe > 72y a zu sprechen wobei die ganze Folge (S,) gemeint ist, egal ob der Grenzwert
existiert oder nicht. Das ist natiirlich etwas missverstindlich, aber so ist es nun einmal.

1 1 1 =1
Beispiel 15.1 Die Reihe 1.2 + 5.3 + 54 + ... wird auch mit I; m bezeichnet.

Gemeint ist jeweils die Folge (.S, )nen mit den Gliedern

11 1 12 1 1 1 3
=137y TiatrsTy STiatastiaT o
Fiir die betrachtete Reihe gilt, fiir alle n € N,
S_z”:<1 1)_”1 sy 1
= LI T R N
\k k+1) =k =k n+1

Wie hier im Beispiel kann eine Reihe statt bei kK = 0 auch bei kK = 1 oder einer anderen Zahl
starten. Konvergente Reihen kénnen addiert und mit komplexen Zahlen multipliziert werden.
Genauer: sind > 72 jap und Y~ by konvergente Reihen und A, i € C, so folgt mit der Regel
fiir Folgen, Satz 4.3(a),

n

Z(Aak+ubk) = )\Zak+u§:bk—>)\2ak+u2bk, also
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0
Z()\ak+ubk) = )\Zak—i-/LZbk.
k=0 k=0 k=0
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Werden endlich viele Glieder einer Reihe geéndert, hinzugefiigt oder weggelassen, so wird
dadurch die Konvergenz oder Divergenz nicht beeinflusst. Allerdings wird sich der Wert der
Reihe natiirlich entsprechend &ndern. Zum Beispiel haben wir fiir n € Ng und m > n

m m n—1

Su=Y 0 Y an

k=n k=0 k=0

und mit m — oo folgt, falls die Reihe )", ; a; konvergiert,

00 00 n—1
Zak :Zak—Zak. (15.1)
k=n k=0 k=0

Jede Folge by, b1, , ... komplexer Zahlen kann auch als Reihe ) ) aj, aufgefasst werden, denn
mit ag = bg und ap = by — b1 fiir k > 1 gilt

n n n n—1
Zak = b0+2(bk —br_1) = bo—i—Zbk — Zbk = by.
k=0 k=1 k=0

k=1

Der Unterschied zwischen Folgen und Reihen besteht in der Sichtweise, Reihen werden durch
die Zuwichse a, beschrieben. Es stellen sich zwei Fragen:

e Wie kann ich den Gliedern a,, ansehen, ob die Reihe konvergiert bzw. divergiert?

e Im Fall der Konvergenz: welchen Wert hat die Reihe?

Bei der zweiten Frage ist zum Beispiel gemeint, ob eine bereits definierte Zahl wie v/2, e,
m, ... als Grenzwert einer Reihe dargestellt werden kann. Im Folgenden steht aber die erste
Frage im Zentrum des Interesses. Dabei ist das néchste Beispiel fundamental.

Beispiel 15.2 (Geometrische Reihe) Die geometrische Reihe S"7° ) 2% mit z € C konver-
giert genau fiir |z| < 1. Der Konvergenzbeweis ist wie in Beispiel 4.6, und zwar gilt

SR 1 ,
A — mit n — oo.
k=0

1—-2 1-=2
Dagegen gilt fiir [2| > 1 mit S, = > p_, 2F
|Snt1 = S| = 2" = 2" > 1,
so dass (Sp)nen keine Cauchyfolge sein kann.

Beispiel 15.3 (Unendliche Dezimalbriiche) Ist (k;);cn, eine Folge von Ziffern k; €
{0,1,...,9}, so ist die Reihe Z;‘io k; 1077 konvergent, vgl. Beispiel 5.4.

Beispiel 15.4 (Harmonische Reihe) Die harmonische Reihe Y 72 ; 1/k ist bestimmt di-
vergent gegen +o0o. Dies zeigen wir, indem wir wie folgt Klammern setzen:

L Y (D Y (L S [V (R L
1) "\2 "3 47567 g9 15 T
~——

>1

1 1
>2. >4.1 >8. L

N
i
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Allgemein enthilt der Abschnitt 27 < k < 2™+ mit m € Ng, 2™ Summanden 1/k, die jeweils
groBer sind als 27"+ Also ist der Beitrag dieses Abschnitts mindestens 2.2~ (m+1) — 1 /2,
und die Reihe konvergiert gegen +oc.

Nach diesen ersten Beispielen nun zur allgemeinen Konvergenzfrage fiir Reihen. Wir beginnen
mit einem notwendigen Kriterium.

Satz 15.1 (Nullfolgentest) Ist die Reihe Y - ar konvergent, so folgt limy_, ar = 0.

BEWEISs: Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen S, = »"}'_ a;, konvergent mit
Grenzwert S € C, also folgt a, =S, — Sp,-1 >S5 —-5=0. O

Als néchstes formulieren wir unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen neu in der Situation von
Reihen. Die Cauchyfolgeneigenschaft sieht wie folgt aus.

Satz 15.2 (Konvergenzkriterium von Cauchy) FEine Reihe Y ;- aj konvergiert dann
und nur dann, wenn es zu jedem € > 0 ein K € R ¢ibt, so dass gilt:

m
‘Zak‘ <e firallen,m € Ng mitm>n> K.
k=n

BEWEIS: Satz 5.2. O

Satz 15.3 (Reihen mit Gliedern aj > 0) FEine reelle Reihe Y ;- ar mit ap > 0 fiir alle
k konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen S, = > }_,ar nach oben
beschrinkt ist.

BEWEIS: Da ay > 0, ist die Folge (S,,) der Partialsummen monoton wachsend. Die Behaup-
tung folgt aus Satz 5.3 und Satz 4.2. O

Beispiel 15.5 Fiir s > 1 ist die Reihe ) -, k~° konvergent. Wir schétzen dazu die Ab-
schnitte 2™ < k < 2™+ m € Ny, nach oben ab. Die Funktion f(z) = 7% = e %18 ist
monoton fallend fiir x > 1, also gilt

Z k=S < om (2m)fs — (2lfs)m'
2m<k<2m+l

Fiir die Summe der Abschnitte mit Nummern m = 0, ..., M folgt

M M 1
S o= (N K e e s e
1<k<2M+1 m=0 2m<k<om+l m=0 -

Beachte dabei 2'7% < 1 fiir s > 1, so dass die geometrische Reihe rechts konvergiert, siche
Beispiel 4.6. Da die Folge der Partialsummen .S,, monoton wachsend ist, gilt die Abschétzung
fiir alle Partialsummen S,,, und die Reihe konvergiert nach Satz 15.3. Die Zahl s € (0, 00) ist
ein Parameter, wir haben also die Funktion

Ci(lo0) =R, ((s) =D k.

k=1

Dies ist die Riemannsche Zetafunktion, sie spielt bei der Untersuchung der Verteilung der
Primzahlen eine fundamentale Rolle.
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Die Reihe > 7 (=1)*1/k = 1 —1/2 4+ 1/3 — +... ist ein Beispiel fiir eine sogenannte
alternierende Reihe. Wahrend die entsprechende Reihe mit nur positiven Vorzeichen nicht
konvergiert — es ist die harmonische Reihe aus Beispiel 15.4 — ist die Reihe mit dem Vorzei-
chenwechsel konvergent. Dies ergibt sich aus dem n#chsten Satz, bei dessen Beweis wieder
Monotonieargumente eine wesentliche Rolle spielen.

Satz 15.4 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Sei ai, k € Ny, eine reelle,
monoton fallende Nullfolge (also insbesondere a, > 0). Dann ist die Reihe Y poo(—1)%ay
konvergent. Auflerdem gilt fir alle n € Ny die Abschdtzung

o0

0< (=1)"> (-DFay, < ap. (15.2)
k=n

BEWEIS: Wir betrachten die Partialsummen S, = >_1_,(—1)*ay. Fiir alle n € Ny gilt:

In+2 I+l
Sonto — Son = (=1)*"aguio + (—=1)*"agy 11 = agnio — agni1 <0,
In+3 In42
Sonis — Sont1 = (=1 ag, 3+ (1) a9,10 = asnio — azns3 > 0,
In+1
Sons1— Son = (—=1)""ag, 1 = —agny1 <O0.

Also ist (S2n)nen, monoton fallend, und (S2;+41)nen, monoton wachsend. Weiter haben wir
fir alle n € Ny die untere bzw. obere Schranke

Sop > Sopt1 > S1 und Sopqq < So, < Sp.

Nach Satz 5.3 sind die Folgen S, und S2,+1 konvergent. Aber Sa,+1 — Sop, = —aop+1 — 0
nach Voraussetzung. Also konvergieren beide Folgen, und damit die gesamte Folge, gegen
denselben Grenzwert S € R. Zusétzlich sehen wir

Ogal—aozsl S lim Sansz lim SQn_HSSO:CLo,
n— 00 n—00

das heift Abschitzung (15.2) gilt im Fall n = 0. Fiir beliebiges n wenden wir das an auf
b; = an4;. Das ist ebenfalls eine monoton fallende Nullfolge, also gilt
o
0<) (=)'t < by = an.
=

o

Abschitzung (15.2) folgt nun wegen

o0

(=1’ = (-1)"
=0

o0

(_1)n+lan+l = (_1)n Z(—l)kak.

k=n

Nk

l l

I
o

O

Bei der alternierenden Reihe 1 —1/2 4+ 1/3 — +... sto8t man auf Merkwiirdigkeiten, wenn
man die Summationsreihenfolge d&ndert. Wihrend die Ausgangsreihe konvergent ist, ist die
durch Umordnung entstehende Reihe

11_{_1+1 1+1+1+1+1 1+
2 3 5 4 7T 9 11 13 6

bestimmt divergent gegen +o0o, denn die Summe der positiven Zahlen in der m-ten Klammer
ist mindestens 2" ~1 . 2-(m+1) — /4. Dies ist ein interessantes Phénomen, jedoch sind wir
in erster Linie an Reihen interessiert, deren Konvergenz stabiler ist. Dabei ist der folgende
Begriff zentral.
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Definition 15.2 Die Rethe > ;2 ap mit ar € C heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Y v lax| konvergiert, das heif$t Y 72 o |ax| < oo.

Satz 15.5 (absolut konvergent = konvergent) Wenn die Reihe > ;- jaj absolut kon-
vergiert, so ist sie konvergent und es gilt

o
>
k=0
BEWEIS: Die Dreiecksungleichung besagt
m
>
k=n

Aus dem Cauchykriterium fiir > 72 |ag| folgt deshalb das Cauchykriterium fir > 22 ax,
das heifit die Reihe konvergiert nach Satz 15.2. Die Abschétzung folgt, indem wir in der
Dreiecksungleichung n = 0 setzen und m — oo gehen lassen. O

o0
<D lal.
k=0

m
SZ\@M fir m > n > 0.
k=n

Der folgende Satz fasst drei wichtige Kriterien fiir die absolute Konvergenz zusammen.

Satz 15.6 (Tests fiir absolute Konvergenz) Sei) ;- ay eine Reihe mit ai, € C. Ist eine
der drei folgenden Bedingungen erfillt, so ist Y-, ar absolut konvergent:

(a) Majorantenkriterium (M-Test): Es gilt |ag| < ¢ € [0,00) mit Y o2 cp < 0.
(b) Quotientenkriterium: Es gibt ein 6 € [0,1) und ein n € N mit

|ak+1|
|ag]

<0 fir alle k >n (wobei ar # 0 fir k > n).

(c) Wurzelkriterium: Es gibt ein 6 € [0,1) und ein n € N mit {/|ax| < 0 fir alle k > n.

Umgekehrt ist die Rethe divergent, wenn fir ein n € N gilt:

|6|Lk+|1| >1  oder Jag] > 1 fir alle k > n.
ag

Fiir die harmonische Reihe ) ;2 , 1/k haben wir

k
kel B falle ks wnd lm (%l
|ak| kE+1 k—o00 |6Lk|

Also reicht es nicht, in (b) nur die Ungleichung |ag11|/|ax| < 1 vorauszusetzen. Anderer-
seits folgt aus limy_o0 |ag+1|/|ak] = 1 auch nicht notwendig Divergenz: die Reihe Y po, 1/k?
hat |ars1]/|ar] = (k/k + 1) — 1, aber sie konvergiert nach Beispiel 15.5. Eine ganz ana-
loge Diskussion gilt fiir das Wurzelkriterium. Die Bedingungen (b) beziehungsweise (c) sind
dquivalent zu den folgenden:

lim sup 1] <1 bzw. limsup ¢/]ax| < 1.
k—o0 |ak| k—o0
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BEWEIS DES SATZES: (a) folgt aus Satz 15.3, denn fiir alle n € N hat man die obere Schranke

n n o
Z|ak| < ch < ch < 00.
k=0 k=0 k=0

Voraussetzung (b) liefert per Induktion
lap| < 05 "ay|  fiir k> n.

Da die geometrische Reihe wegen 0 < # < 1 nach Beispiel 4.6 konvergiert, folgt die Behaup-
tung aus (a) und wir erhalten aulerdem die Abschétzung

S |an]

< 15.
D lal < 175 (15.3)
k=n

Unter der Voraussetzung (c) gilt
lap| < 6F  fiir k > n.

Wieder folgt die Behauptung durch M-Test mit der geometrischen Reihe. Die Abschéitzung
lautet hier

o 9’"‘
< —. 15.4
Sl < 1 (15.4)
k=n
Die Divergenzaussagen folgen unmittelbar aus dem Nullfolgentest, Satz 15.1. O

Die folgenden zwei Sétze gehoren aber zum Standardrepertoire, auch wenn wir sie in unserer
Vorlesung nicht gebraucht haben. Erstens geht es um die Multiplikation von zwei Reihen
Yoreoar und > 72 by Wir schreiben die Produkte aipb; mit k,I € Ny in einem Schema
auf, so dass apb; in der k-ten Zeile und I-ten Spalte steht. Es ist dann naheliegend, erst die
n + 1 Produkte agb; in jeder Diagonale k£ 4+ [ = n zu addieren, und dann die Konvergenz der
resultierenden Reihe zu studieren. Im folgenden schreiben wir kurz ), ., fiir die Summe
iiber alle Paare k,l € Ny mit k + 1 = n.

Satz 15.7 (Cauchyprodukt) Die Reihen Y -, ar und Y oo by seien absolut konvergent.
Dann ist auch die Reihe

(e} n
ch mit ¢, = Z arb; = Zakbn—k
k=0 k+l=n k=0

absolut konvergent, und es gilt
e £ () (59
n=0 n=0 \k-+l=n k=0 k=0

BEwEIs: Wir setzen fiir N € Ny

N N

Ay = lag| =D |l ==A und By:=)_|bx| — kz |bi| =: B,
=0

k=0 k=0 k=0
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wobei nach Voraussetzung A, B < co. Es folgt

N
Sleal < Y Janlitl < D ol bl = AvBy < AB < .
n=0 k+I<N EI<N

Nach Satz 15.3 ist ) 2 ¢, absolut konvergent und insbesondere konvergent (Satz 15.5).
Um den Grenzwert zu identifizieren, reicht es also die geraden Partialsummen Z?ﬁ 0Cn Z1
betrachten. Wir berechnen

(&) (50

Die rechte Seite ist gleich Aoy Bay — An By, konvergiert also gegen Null fiir N — oo. Fiir
die letzte Abschitzung ist es hilfreich, die Indexbereiche zu skizzieren. Jedenfalls ist damit
die gewiinschte Formel fiir das Cauchyprodukt bewiesen. O

= Z apb; — Z apb| < Z |ak|‘bl‘7

kI<2N k+I<2N k,1<2N max(k,l)>N

Oft wird mit dem Cauchyprodukts die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion bewie-
sen. Wir haben die Charakterisierung durch das Anfangswertproblem benutzt, siche Satz
11.3(c).

Als zweites kommen wir zur Frage der Umordnung zuriick und zeigen, dass absolut
konvergente Reihen beliebig umgeordnet werden kénnen.

Satz 15.8 (Umordnungssatz) Sei 7 : N — N bijektiv. Falls Y - ai absolut konvergent
ist, so konvergiert auch die Reihe Y .2, ar(;) absolut und hat denselben Grenzwert.

BeEwEIS: Fiir K > max{7(i) : 1 <i < m} ist

m K o
Z lar@)| < Z lag| < Z lag| < oo.
k=1 k=1

=1 =

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die umgeordnete Reihe absolut. Sei nun S =
S 2, ag. Fiir gegebenes K € N und m > max{71(k) : 1 < k < K}, bzw. dquivalent dazu

{r(1),...,7(m)} D {1,..., K}, gilt
m K K m
‘S_Zaﬂ'(z) S)S_Zak“f"zak—zaT(i)
i=1 k=1 k=1 i=1

Die Behauptung folgt, indem wir erst m — oo und dann K — oo gehen lassen. O

K 00
<ls=a|+ D lul

k=1 k=K+1
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16 Potenzreihen

Wir haben bereits die Reihendarstellungen der Exponentialfunktion und der Funktionen Co-
sinuns bzw. Sinus kennengelernt. Jetzt wollen wir Reihen dieses Typs allgemein studieren.

Definition 16.1 Fine Potenzreihe mit Koeffizienten ap € C ist eine Funktion der Form
o0
= Zakzk fir z € C.

Die Definition lésst offen fiir welche z € C die Reihe tatséchlich konvergiert. Es ist klar dass
P(0) = agp, aber z = 0 konnte der einzige Punkt sein wo P(z) konvergiert. Ein Beispiel ist
Yoreo k*z*. die Reihe divergiert fiir alle z # 0 nach dem Nullfolgentest. Damit die Potenz-
reihe von Interesse ist sollte sie aber fiir Punkte z in einem gewissen Gebiet konvergieren
und damit dort eine Funktion definieren. Wir beginnen damit, dieses Konvergenzgebiet zu
charakterisieren.

Lemma 16.1 (von Abel) Es gebe o > 0 und M € [0,00) mit |ax| 0¥ < M fiir alle k € Ny.
Dann ist P(z) = Y 5o, axz® absolut konvergent fiir |z| < o, und fiir alle k € Ny gilt

[e¢) M |Z| k+1
PO - RIS 3 il < 2 (H) (161
1-El\e
t=k+1 0
Hier ist Py(z) = Z?:o apz’ die k-te Partialsumme.

BeEwEIs: Es gilt |ar2| = |ax| o* (|2]/0)F < M(|z|/0)*. Fiir |z| < o ist die geometrische Reihe
eine Majorante, genauer gilt

LERIIEIED ST o () ey ()

t=k+1 (=k+1 1=

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe sieht allgemein wie folgt aus.

Satz 16.1 (vom Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe P(z) = > 32, arz® gibt es ge-
nau ein R € [0,00], den Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:

, absolut konvergent  fiir |z| < R,
P(z) ist '
divergent fir |z| > R.

BeEweis: Die Eindeutigkeit von R ist klar. Zur Existenz setze
R = sup{|z| : P(2) konvergiert} € [0, cc].

Ist |z| < R, so gibt es nach Definition ein zg € C mit |z] < |2p| < R, so dass P(zg) konvergiert.
Der Nullfolgentest liefert ajzh — 0, es gibt also ein M € [0,00) mit |ag||z0|* < M fiir alle
k. Nach dem Lemma von Abel, Lemma 16.1 mit ¢ = |zo|, ist P(z) absolut konvergent.
Andererseits ist die Reihe divergent fiir |z| > R nach Definition von R. O
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Beispiel 16.1 Fiir die Exponentialreihe Y22, 2 /k! gilt, aufier im trivialen Fall z = 0,

[/ + DY e

\zk/k!| —k+1—>0 mit k — oo.

Nach dem Quotientenkriterium, siehe Satz 15.6, konvergiert die Reihe absolut fiir alle z € C.
Der Konvergenzradius der Reihe ist R = oo.

Beispiel 16.2 Die Binomialreihe zum Parameter a € C lautet
> [a ala—1)
Ba(2) :Z <k>zk :1+az+Tz2+...
k=0
Fiir « € Ny bricht die Reihe nach £ = « ab und es gilt B,(z) = (1 + 2z)® nach Binomischer
Formel. Sei nun « ¢ Ny, fiir z # 0 ist dann ay, := (z) 2F £ 0 fiir alle k € Ny und es gilt
o — K|

=i |z| = |z]  mit k — oo.

ak+1
aj

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1,
das heift der Konvergenzradius ist R = 1.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie die Funktionen Pj(z) gegen die Funktion P(z) konvergie-
ren. Lisst sich zum Beispiel die Stetigkeit der Py(z) auf die Grenzfunktion P(z) iibertragen?
Das ist ein generelles und grundlegendes Problem: sei fi, : D — R™ eine Folge von Funktionen
auf D C R", die punktweise gegen eine Grenzfunktion f : D — R™ konvergiert:

f(x) = lim fi(z) firallex € D.
k—o0

Folgt die Stetigkeit von f aus der Stetigkeit der fi, unter geeigneten Voraussetzungen? Das
folgende Beispiel zeigt, dass die punktweise Konvergenz alleine im allgemeinen nicht die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion garantiert.

Beispiel 16.3 Betrachte die stetigen Funktionen fi : [0,1] — R,

1—kzx fﬁr0§x<%,
0 sonst.

Die Folge konvergiert punktweise gegen f : [0,1] — R mit
1 firz=0,
€Tr) =
/(@) {O sonst.
Die Grenzfunktion ist im Punkt x = 0 nicht stetig.

Na gut, das hétten wir eigentlich auch nicht erwartet. Solche Probleme kennen wir schon von
der Vertauschbarkeit des Integrals mit der Konvergenz.

Satz 16.2 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit) Seien fr : D — R™, k € N,
stetige Funktionen auf D C R™, die gleichmdflig gegen f : D — R™ konvergieren, also

ka—fHD—>0 mit k — oo.

Dann ist f ebenfalls stetig auf D.
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BEWEIS: Sei xg € D gegeben. Fiir x € D beliebig und k£ € N gilt

|f(z) — f(z0)] |f(x) = fu(@)] + | fr(2) — frlwo)| + | fr(zo) — f(z0)]
|fe(z) = fe(zo)| + 2| f — fellp-

<
<

Fiir x — xq ergibt sich, da f; stetig ist,

limsup |£(z) — f(z0)| <21 — fillp-

Tr—ITQ

Mit k& — oo folgt limsup, ., [f(z) — f(zo)| = 0, die Stetigkeit von f in x. O

Satz 16.3 (Stetigkeit von Potenzreihen) Sei P(z) = Y72 apz* eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R > 0. Dann ist P(z) stetig auf Br(0) = {z € C: |z| < R}.

BewEIls: Wir zeigen, dass die Py(z) auf jeder Kreisscheibe B,(0) mit r < R gleichmifig
konvergieren. Die Behauptung folgt dann aus Satz 16.2. Sei ¢ € (r, R) beliebig gew#hlt. Da
P(0) konvergiert, gibt es ein M € [0,00) mit |ax|o*¥ < M fiir alle k. Nach Lemma 16.1 folgt

M k+1
IP = Pills,0 < 1= <2> —0  mit k — oo.
4

Damit ist der Satz bewiesen. O

Nun zur Frage der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion, wobei wir uns hier in Analysis 1
auf Funktionen f : I — R" einer Variablen beschrianken.

Beispiel 16.4 Betrachte fiir ¢ > 0 die Funktionen f. € C*(R), f.(z) = (¢? + 22)'/2. Es gilt
|z| < fo(x) < e+ x| fir alle z € R,
also konvergieren die f. gleichméfig gegen f(x) = |z|. In x = 0 ist f nicht differenzierbar.

Satz 16.4 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung) Seien f, € C'(I,R™),
I = (a,b), punktweise konvergent gegen f : I — R™. Konvergiert die Folge f; gleichmifSig
gegen ein g : I — R™, also

\fr—gllr =0  mitk— oo,

so folgt f' =g, und f € C*(I,R™).

BeEwEeis: Wihle xg € I. Dann besagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechung

fr(@) = fr(xo) + /I fi.(y)dy fiir alle z € I.

Nach Analysis 1, Satz 13.3, vertauscht das Integral mit f; — g, also folgt mit k — oo

f(z) = f(xo) +/ g(y)dy fiir alle x € I.

zo

Nach Satz 16.2 ist g stetig. Es folgt f’ = g aus dem Hauptsatz. O

Um den Satz auf Potenzreihen anzuwenden, brauchen wir folgende Hilfsaussage.
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Lemma 16.2 Sei P(z) = Y .35 axz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € [0, ).
Dann hat die formal differenzierte Reihe

o o0
= Z kagpz*~ Z E+1) akHz
k=1 k=0

denselben Konvergenzradius R.

BEWEIS: Q(z) hat hochstens den Konvergenzradius von P(z), denn |a2*| < |kapz"~1| - |2|
fiir k > 1. Fiir o € (0, R) ist P(g) konvergent, also gilt |ag|o* < M fiir ein M € [0,00). Es
folgt fur alle z € B,(0)

Die rechte Reihe konvergiert aber nach dem Quotientenkriterium, denn

1\ —1
(k+1)|z|F [ k|zF! _ (k+1)|z] . @
Qk+1 Qk; kg

Also ist Q(z) fiir jedes z € Br(0) absolut konvergent. O

<1 mitk — oco.

Satz 16.5 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Die Potenzreihe P(2) = Y 1o apz”
mit ap € C habe den Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion

P:(—R,R) = C, P(x Zakx

stetig differenzierbar, und ihre Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation:

[e.9]

= Z kagah~! = Z(k + Dagy12®  fir alle z € (—R, R). (16.2)
= k=0

Hinweis. Durch Induktion folgt P € C*°((—R, R),C).

BEWEIS: Sei ¢ € (0,R). Nach Beweis von Satz 16.3 konvergieren die Py(x) auf (—o,0)
gleichméBig gegen P(x). Nach Lemma 16.2 konvergieren die P (x) auf (—p,0) ebenfalls
gleichméBig gegen Q(x), die gliedweise differenzierte Reihe. Satz 16.4 impliziert P’ = @ auf
(—o,0), also auf ganz (—R, R). O

Beispiel 16.5 Fiir die Potenzreihendarstellung des Logarithmus berechnen wir mit der geo-
metrischen Reihe, fir z € (—1,1),

=> (-1 Q(x)-

k=0

d
d—log(l + )

Q(x) ergibt sich durch gliedweise Differentiation der Reihe P(z) = > 72, (—1)*"*2*/k. Nach
Lemma 16.2 haben P(x) und Q(x) denselben Konvergenzradius, also R = 1 und Satz 16.5
ergibt P'(z) = Q(x) fiir z € (—1,1). Nun ist log(1 + z) = P(x) = 0 fiir z = 0, also folgt

2 3

log(l—i-a:):P(x):a:—%—F%—-i-... fir x € (—1,1).
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Beispiel 16.6 Die Ableitung der Funktion tan : (-3, §) — R ist nach Quotientenregel

2

ton — (sin>’_COS2+2Sin :1+tan2.
cos cos
Fiir die Umkehrfunktion arctan folgt, fir € (—1,1),
1 1 =
_ t — — — -1 k, .2k —. )
dg TN tan/(arctanz) 1+ 22 kzo( J'e Q)

Q(z) ist die gliedweise Ableitung von P(z) = >3 (—1)*z?**1/(2k + 1). Der gemeinsame
Konvergenzradius ist R = 1, und aus Satz 16.5 folgt P’'(z) = Q(x) fiir alle z € (—1,1). Da
P(0) = arctan 0 = 0, sehen wir

3 5

2 (—1)k x°
arctanxzz gt =g -4 4 fiirx e (—1,1).
=2k +1 3 5

Hat ein Polynom vom Grad hochstens k& mehr als k& Nullstellen, so ist es bekanntlich das
Nullpolynom. Erstaunlicherweise hat man fiir Potenzreihen eine Aussage, die als verwandt
betrachtet werden kann.

Satz 16.6 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Sei P(z) = Y 1o, arz” eine Potenzreihe
mit Konvergenzradius R > 0. Ist 0 € C Héufungspunkt der Menge {z € C : P(z) = 0}, so
folgt ap, = 0 fiir alle k € Np.

BewEis: Fiir o € (0, R) ist P(p) konvergent, also |ax| o® < M fiir alle k. Nach (16.1) gilt

M 5 k+1
P -r@is 2 (B) Ttk
o

Fiir |z| < 0/2 ergibt sich

2M
|P(z) — Pu(2)| < P |z|FTL = O |z|FFL.
Sei nun induktiv schon ag = ... = ax_1 = 0 gezeigt fiir ein k € Ny. Dann folgt

|P(z) — akzk| = |P(z) — Pp(2)] < C\z\kH fir |z| < 0/2.
Sei nun P(z;) = 0 fiir eine Folge z; # 0 mit z; — 0. Einsetzen von z = z; ergibt
|ak| |zil* = |P(2:) — arzf| < ClziH,

also |ag| < C|z;| — 0 mit ¢ — oco. Das zeigt a = 0. O

Folgerung 16.1 (Koeffizientenvergleich) Seien P(z) = Y 2 axz® und Q(z) =
Yoreo bipz® Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Ist der Nullpunkt Héiufungspunkt
der Menge {z € C: P(z) = Q(2)}, so folgt ar, = by, fiir alle k € Ny.

BEWEIS: Die Potenzreihe F(z) = Y 7, 2" mit ¢, = a— by, hat positiven Konvergenzradius,
und der Nullpunkt ist Haufungspunkt der Menge {z € C: F(z) = 0}. Die Behauptung folgt
damit aus Satz 16.6. O
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Beispiel 16.7 Die Binomialreihe mit Parameter a € R ist definiert durch

Sie hat Konvergenzradius R = 1, siehe Beispiel 16.2. Fiir x € (—1,1) gilt nach Satz 16.5

k k _ . /
Z kE+1) <k+1) Z(k+1)k+1(k>a: = aB,(x) — xB,(x),
k=0 k=0
das heifit B/, (z) = 1 ixBa(x). Es folgt mit f(z) = (14 2)~®

(fBa) (@) = /(@) Ba(e) + F(@) By(w) = (@) Bal@) (- o + 155) =0

Wegen B, (0) =1 = f(0) ergibt sich die folgende Darstellung (Newton 1665)

[e.9]

(14 2)% = Bo(z) = Z <Z>xk fir alle z € (—1,1).

k=0
In der Physik wird oft die Naherung (1 + x)® = 1 4 ax benutzt, fir |z| << 1.

Bisher haben wir uns immer in der offenen Kreissscheibe bewegt, auf der die Potenzreihe lokal
gleichméBig konvergiert. Zum Schluss des Kapitels betrachten wir die Situation am Rand.

Satz 16.7 (Abelscher Grenzwertsatz) Ist die Potenzreihe P(x) = Y oo, axx® fir x = 1
konvergent, so gilt

liy () = P(1).

BEWEIS: Nach Voraussetzung hat P Konvergenzradius R > 1. Berechne fiir 0 <z < 1

)4
Py(1) = Py(z) = Y ap(l—a")
k=0
{ k-1
= (1—:6)22%96]
k=0 j=0
-1 ¢
= (1—3})2 Z apx?
§=0 k=j+1
-1
= (1-2)) 7 (P(1) - P;(1))
7=0

Zu e > 0 gibt es ein N € N mit |Py(1) — P;(1)| < ¢ fiir j,¢ > N, auflerdem gilt |P;(1)] < C
fir alle j. Damit schitzen wir ab

N-1 /—1
|Py(1) = Py(z)| <2C (1—2) Y 2l +e(1—2) Y a? <2C(1—2)N +e,
Jj=0 j=N



wobei zuletzt die geometrische Reihe benutzt wurde. Mit £ — oo und « " 1 folgt

limsup |P(1) — P(z)| <e.
z /1

O

Beispiel 16.8 Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe x — %372 + %x?’ + ... auch
fir x = 1, also folgt aus Satz 16.7

1 1
log2 = il/‘nll log(l+x)=1- 3 + 3~ +... (Mercator 1668).

Ebenso konvergiert die Reihe des arctan auch fiir x = 1, und es ergibt sich die Darstellung

1 1
T —arctan1 = lim arctanz =1 — = + = — +... (Gregory 1671, Leibniz 1674).
4 z 1 3 )
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17 Taylorentwicklung

Das letzte Thema in diesem Buch ist das Taylorpolynom bzw. die Taylorentwicklung 23.
Es geht dabei um den Vergleich einer gegebenen Funktion f(z) mit einem Polynom P(z),
das in einer Stelle g ,von k-ter Ordnung® mit f iibereinstimmt, also £ (zo) = P (x)
fir ¢ = 0,1,...,k. Das Polynom P(x) sollte dann f(z) asymptotisch fir x — zy gut
approximieren, und das soll quantifiziert werden. Fiir k& = 1, also affin-lineare Polynome,
haben wir sowas schon gesehen bei der Interpretation der Ableitung.

Zur Erinnerung: eine Funktion P : R — R heiit Polynom vom Grad & € Ny, wenn
es ag,--.,ar € R gibt mit a; # 0, so dass gilt:

k
P(z) = Zajxj fir alle z € R.
=0

Im Raum aller Funktionen f : R — R ist die Menge Py der Polynome vom Grad < k
der durch 1,z,...,z" erzeugte Unterraum. Es gilt: fiir jedes zgp € R bilden die Funktionen
1L,z —zg,...,(x— a:o)”C eine Basis von Py. Wegen dim P, < k + 1 miissen wir nur die lineare
Unabh#ngigkeit zeigen. Dazu verwenden wir die Ableitungsregel

d

k .
Pz) = aj(z ) = (%) P(2)|pmay = il az. (17.1)
=0

Ist P(z) die Nullfunktion, so folgt a; = 0 fiir ¢ = 0,. ..,k wie behauptet.

Lemma 17.1 Sei I = (a,b) C R, 29 € I und k € Nog. Zu f € C*(I) gibt es genau ein
Polynom P € Py, mit P (x) = fO(xg) fiiri=0,1,...,k, und zwar

k) (g |
Pute) = Y 0 o (172)
=0

Py heifit Taylorpolynom der Ordnung k von f mit Entwicklungspunkt x.

Bewers: Fiir das in (17.2) definierte Polynom gilt P%)(z¢) = £ (o) fiir i = 0,..., k, wie
man mit (17.1) sieht. Zur Eindeutigkeit sei P € Py mit P(®)(2¢) = 0 fiir alle i = 0, ..., k. Wie
oben gezeigt gilt eine Darstellung P(z) = Z?:o aj(z — x0) fiir alle z € R. Mit (17.1) folgt
a; =0 fiiralle: =0,...,k. O

Folgerung 17.1 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xy eines Polynoms f vom
Grad hochstens k ist f selbst.
In der Situation von Lemma 17.1 heifft die Funktion

Ry : (a,b) = R, Ryi(z) = f(z) — Px(x) (17.3)

das Restglied k-ter Ordnung der Taylorentwicklung in xy. Knackpunkt bei der Taylorent-
wicklung ist die Abschitzung dieses Restglieds und damit eine Aussage dariiber, wie gut die
Funktion durch das Taylorpolynom approximiert wird. Hierfiir gibt es verschiedene mdogliche
Darstellungen von Ry.

23Brook Taylor, 1685-1731
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Satz 17.1 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € C*(I) fiir ein k € Ny, und

Py(z) = Z?:o f(j)j(!xo) (x — o)’ das k-te Taylorpolynom im Punkt o € I. Dann gilt

f@) = Pla) + Bela) it Ru(o) = o7 [ (o= ) 1) dy

BEWEIS: Durch Induktion iiber k € Ny. Fiir k£ = 0 folgt aus dem Hauptsatz
xr
£@) = Flan) + [ Fw)d.
o
Fir k£ > 1 folgt induktiv mit partieller Integration, vgl. Lemma 7?7 fiir den Fall £ = 1,

f@) = P+ g [ :<x—y>“f<k><y>dy

- Aaw+ g (-] [ g )

= R+ [ @0 ) dy

Die zweite Darstellung des Restglieds ist vielleicht etwas populérer.

Satz 17.2 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Sei f € C**1(I) fiir ein k € Ng. Dann
gibt es zu xo,x € I ein € zwischen xg und x, so dass gilt:

()
(k + 1)!

(x —zo)*t. (17.4)

krG) (g .
fl@)=>" f j(! 0)(x—xo)ﬂ + Ry(z)  mit Ry(zx) =
=0

BEWEIS: Wir verwenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung mit Gewicht, siehe Folge-
rung 13.2, Analysis 1: ist ¢ € C°(I) mit ¢ > 0, so gibt es zu f € C°(I) ein ¢ € I mit

/Ifwzf(é“)/lw-

Sei nun z > z¢. Dann kénnen wir I = [x9, z] und ¢(y) = (x — y)* wihlen. Es folgt

1 ke (k1) L g1 /x K FED() ht1
= _ dy — — oV dy = LS
. (@ —y)" T y) dy = 7 (8 . (x—y)"dy ] (z —x0)"",
fiir ein & € [z, x]. Der Fall x < x( ist analog, der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 17.1 Betrachte fiir z € (—1,1) die Funktion f(z) = (1 — )~ %/2, mit Ableitungen

Fla)= 50 -0) ™ wd @) =202

Es gilt f£(0) =1 und f’(0) = 1/2, also lautet das Taylorpolynom der Ordnung Eins in zg = 0

Pi(e) = £(0) + f(0)s = 1+ o,
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mit der Lagrange-Restglieddarstellung
3

02 30 g i eing e 0.a)

Ri(w) == 8

Als Anwendung erhalten wir fiir die relativistische Energie eines Teilchens mit Ruhemasse
mo und Geschwindigkeit v, wenn wir 5 = v/c setzen,

2 "
__Moec 2 1 9 €3) 4)_ 2, 1 2
E = m—moc (1—}—2,8 + 5 6% = mgc +2mov + AE.

Dabei ist der erste Term die Ruheenergie und der zweite die klassische kinetische Energie. Fiir
den relativistischen Korrekturterm ergibt sich aus der Restglieddarstellung die Abschétzung

AE

% F1(©B% < F"(8%)B% < 0,008 fiir B <0, 1.
kin

Bei Geschwindigkeiten v < 1—100 betragt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Um das asymptotische Verhalten von Funktionen bei Grenzprozessen zu vergleichen, werden
oft die Landauschen Symbole O und o benutzt. Seien f,g zwei Funktionen, die fiir 0 <
|z — zo| < ¢ definiert sind, und es sei g(x) # 0 fiir  nahe bei x¢. Dann schreibt man

=o(g(z)) tirz — x m /(@) =
f(x) =0(g(x)) fiir z — xo < limsup f () < 0

T—T0 \g(:n)]

In Worten: die Funktion f(z) ist klein-o von g(z) beziehungsweise gro-O von g(z) fur z — xo.
Diese Begriffe sind analog fiir Grenzwerte |z| — oo usw. erklart. Wir zeigen jetzt, dass sich
eine Funktion f € C*(I) fiir z — x¢ asymptotisch wie das k-te Taylorpolynom Py(x) verhilt,
bis auf einen Term der von der Ordnung k verschwindet:

f(z) = Py(2) + o(|x — xo|¥)  fiir 2 — 0.
Bei den Abschitzungen des Restglieds haben wir eine Ableitung mehr bendtigt.

Satz 17.3 (Approximation durch das Taylorpolynom) Sei f € C*(I) fiir k € Ny, und
Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € I. Dann ist Py das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad héchstens k mit

f(z) — Pr(x)

— = 0.

li
xi)na.:lo (x — 1‘0)

BEWEIS: Nach Satz 17.2 gibt es zu « € [ ein £ zwischen xg ud x mit

(x — x0)F (x — x0)k k!



Da f) stetig, ist |f*)(€) — f®)(x0)] < e fiir |z — 0| < §, womit die Konvergenz gegen Null

bewiesen ist. Fiir die Eindeutigkeit ist zu zeigen, dass fir P(x) = Z?:o aj(z — xo)’ gilt:

P
lim (ac)k:() = aq=...=a,=0.
T—T0 (1’ — ,[1;‘0)
Sei induktiv schon ag = ... = a;_1 = 0 gezeigt mit 0 < j < k. Dann folgt

a; = lim (z — 20) 7 P(z) = lim (z — 20)* 7 (z — 20) "P(z) = 0.
T—TQ T—T0

O

Zum Schluss des Kapitels kommen wir zu einem anderen Aspekt der Taylorschen Formel.
Wir betrachten eine Funktion f € C°°(I), wobei I offenes Intervall mit z¢9 € I. Wir haben
dann fiir jedes k € Ny das Taylorpolynom Py (x) mit Entwicklungspunkt xg, ndmlich

k .
_ f© (2o) i
Po(w) = S (0 o).
i=0
Wir fragen nun: konvergiert fiir x € I, oder zumindest fiir  in einer Umgebung von xg, die
Folge Py (x) fir k — oo? Und wenn ja, ist der Grenzwert der Funktionswert f(z)? Die Reihe

< F0) (2
P(z)=Y" F2AT0) gy

|
— k!

heifit Taylorreihe von f(x) mit Entwicklungspunkt xg. In Kapitel 16 wurden nur Potenzreihen
mit Entwicklungspunkt x¢g = 0 betrachtet, die Aussagen gelten aber sinngeméf.

Definition 17.1 (analytische Funktion) Sei I offenes Intervall und f : I — R. Dann
heifst f analytisch, wenn jedes xo € I eine Umgebung (xo — d,x9 + 0) hat, auf der f durch
eine konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo dargestellt wird:

flx) = Zak(x — xo)k fiir alle x € (xg — 6,20 + 0).
k=0

Man bezeichnet den entsprechenden Raum von Funktionen mit C¥(I).

Die darstellende Potenzreihe kann nur die Taylorreihe sein. Denn f ist auf (xg — J,z¢ + )
von der Klasse C'™ nach Satz 16.5, und gliedweise Differentiation ergibt

f(i) (x0) = Z Ok klag = ila;.
k=0

Eine Funktion ist also genau dann analytisch, wenn sie C'°° ist und fiir jedes xg € I gilt:
die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xy konvergiert punktweise gegen f nahe bei zg. Fiir
die analytischen Funktionen gilt also eine Art Fernwirkung: hat man alle Ableitungen in
einem Punkt x¢ € I, so kennt man schon die ganze Funktion f : I — R. Hat die Menge der
Nullstellen von f einen Haufungspunkt xg € I, so ist f schon die Nullfunktion. Das folgt sofort
aus Satz 16.6, angewandt im Punkt xg. Eine analytische Funktion kann fiir jedes zy € I auf die
Kreisscheibe Bs(zg) C C fortgesetzt werden. Dazu muss man nur in die Potenzreihe Zahlen
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z € Bgs(xg) einsetzen. In der komplexen Analysis betrachtet man komplex differenzierbare
Funktionen. Es stellt sich heraus, dass diese immer analytisch sind, daraus ergibt sich die
Bedeutung des Begriffs. Im allgemeinen sind aber Funktionen f € C°°(I) nicht analytisch,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 17.2 Betrachte f : R — R mit

1
ez fiire>0
0 firz <0

Es gilt f € C°°(R) nach Ubungsaufgabe, und zwar f*)(0) = 0 fiir alle k£ € Ny. Also sind die
Koeffizienten der Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xzg = 0 alle Null und damit auch alle
Partialsummen, die Reihe konvergiert somit gegen die Nullfunktion und nicht gegen f. In der
Tat ist g = 0 Haufungspunkt der Nullstellenmenge von f.
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