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Aufgabe 1 (starke und schwache lokale Minimalstelle ) (4 Punkte)

Sei X = C1(Ω;RN), und E : X → R ein Funktional. Dann ist laut Definition 2.5 in
der Vorlesung u ∈ C ⊂ U ⊂ X

1. eine schwache lokale Minimalstelle von E in C, falls

∃δ0 > 0 : ‖v − u‖C1 < δ0 =⇒ E[u] ≤ E[v],

2. eine starke lokale Minimalstelle von E in C, falls

∃δ0 > 0 : ‖v − u‖C0 < δ0 =⇒ E[u] ≤ E[v].

Sei das Funktional E : X → R gegeben durch E[u] =
∫ 1

0
(u′(t)2 − u′(t)4) dt und

C = {u ∈ X | u(0) = u(1) = 0}. Zeigen Sie, dass

(a) die Funktion u = 0 ist eine schwache lokale Minimalstelle,

(b) aber die Funktion u = 0 ist keine starke lokale Minimalstelle.

Hinweis: Betrachte für n ∈ N die Folge un : [0, 1]→ R gegeben durch

un(x) =

{
1

1− 1
n

t 0 ≤ t ≤ 1− 1
n
,

−n(t− 1) 1− 1
n
< t ≤ 1.

Berechnen sie E[un] mit n → ∞. Setzen sie dann uλn = λun mit λ → 0. Beachten
sie, dass sich die Funktionen un durch C1-Funktionen in ‖·‖∞ approximieren lassen.

Aufgabe 2 (Minimierungsproblem ohne Lösung) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass das Funktional

E1(u) =

∫ 1

0

((
u′(x)2 − 1

)2
+ u(x)2

)
dx

sein Infimum auf C1([0, 1]) nicht annimmt.

(b) Sei E2 : C1([−1, 1]) → R gegeben durch E2(u) :=
∫ 1

−1
(x2u′(x)2 + xu′(x)3) dx.

Dann gilt

∀ξ ∈ C1([−1, 1]) : δE2[0](ξ) = 0 und ∀ξ ∈ C1([−1, 1])\{0} : δ2E2[0](ξ) > 0,

aber u = 0 ist keine schwache lokale Minimalstelle des Funktionals E2.



Aufgabe 3 (Kapillarflächen) (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet (i.e. offen, zusammenhängend, und nichtleer)
mit C1-Rand ∂Ω. Betrachte für u ∈ C2(Ω) und κ, σ ∈ R das Funktional

E(u) =

∫
Ω

√
1 + |Du|2 +

κ

2

∫
Ω

u2 + σ

∫
∂Ω

u dµ.

Es gelte für alle ϕ ∈ C2(Ω̄) die Variationsbedingung

δE(u, ϕ) = 0.

Berechnen Sie die resultierenden Gleichungen in Ω sowie auf ∂Ω, und interpretie-
ren Sie die Randbedingung geometrisch, änhlich wie im Beispiel zur natürlichen
Randbedingung für Minimalflächen in der Vorlesung.

Aufgabe 4 (Euler–Lagrange-Gleichung ) (4 Punkte)

Für F : R× R→ R betrachten wir das Funktional E[u] =
∫ b
a
F (u(x), u′(x)) dx, i.e.

die Lagrange-Funktion F hängt nicht von der Variable x ∈ [a, b] ab.

(a) Leiten Sie die Euler–Lagrange-Gleichung des Funktional E her. Stellen Sie
hinreichende Regularitätsannahmen an die Lagrange-Funktion F und an die
Funktion u.

(b) Sei u eine Lösung der Euler–Lagrange-Gleichung. Zeigen Sie, dass die Funktion
F (u, u′)− u′∂pF (u, u′) konstant auf dem Interval [a, b] ist.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt.
Abgabe ist am Montag, 27.10.2025 vor der Vorlesung.
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